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XXIX. 
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Geschichte. 

A.     Biographisch- Li  tterarisches. 

A.  Kbrscha.  Pantobiblion.  InteiTiationale  Bibliographie 
der  polytechnischen  Wissenschaften.  Monatliche  Ueber- 
sicht  der  auf  diesen  Gebieten  neu  erschienenen  Buch- 
und  Journallitteratur.  Jährlich  12  Nummern,  st.  Petersbarg. 

FoDtanka  64. 

Die  erste  Nummer  dieses  neuen  Unternehmens,  welche  der 
Redaetion  allein  zugegangen  ist,  nmfasst  287  zweigespaltene 
Seiten  gross  Lexikon  -  Octav.  Nach  der  Einleitung  soll  das 
Pantobiblion  bringen :  1)  einen  bibliographischen  Anzeiger  sämt- 
licher neuen  Werke,  die  in  allen  Ländern  und  allen  modernen 
Spraehen  auf  dem  Gebiete  aller  Zweige  der  polytechnischen  und 
aodereo  Wissenschaften  erscheinen;  2)  eine  Reihe  von  Kritiken 
fiber  die  wichtigsten  wissenschaftlichen  Werke,  abgefasst  in  der 
Sprache  des  betreffenden  Buches;  3)  einen  Ueberblick  der  In-' 
haltsangabe  der  wiehtigstea  Ftchzeitschriften  oben  erwähnter 
Wisaenaehaften.  Beabsichtigt  war  ferner  die  HiniufQgung: 
4)  «iner  krititdien  Uebersioht  der  Haoptartikel  in  den  wichtig- 
sten wiaafmiidiaftBeiien  JourDalea;   5)  diverser  Naeh richten  aus 
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dem  Gebiete  der  polytechnischen  Weltlitteratur.  Von  den  ein 
zelnen  Abschnitten  seien  angeführt:  I.  Mathematik,  II.  Ph3r8il( 
und  Chemie,  V.  Astronomie  und  Meteorologie,  VI.  Mechanik, 
VII.  Hydraulik  und  Wasserbau,  IX.  Elektricität  und  Elektro- 
technik. Lp. 

A.  Favaro.      Sopra    la    parte    fatta    alla    storia   in    nn 
disegno  di  Bibliografia  delle  Matematiche.    Bi7.  di  Mat. 

I.  72-77. 

Gelegentlich  der  Pariser  Weltausstellung  tagte  auch  ein 
internationaler  Congress  für  mathematische  Bibliographie  (16.  bis 
19.  Juli  1889),  und  von  diesem  wurde,  auf  Grund  TOn  Vorarbeiten 
der  französischen  mathematischen  Gesellschaft,  die  Veröffent- 
lichung eines  bibliograpliischeu  Repertoriums  beschlossen.  Fa- 
varo wendet  sich  nun  gegen  das  hierüber  festgestellte  Programm, 
insbesondere  gegen  die  gewählte  Art  und  zeitliche  Ausdehnung 
der  ßerQcksichtigung  der  Geschichte  der  Mathematik,  und  ver- 
langt eine  Umgestaltung   des  betreffenden  Programmabschnittes. 

Tn. 


M.  Cantor.     Vorlesungen    über  Geschichte  der  Mathe- 
matik.    2.  Band.     Von   1200-1668.     1.  Teil.   LoipEig. 

Teubner.  499  S.  gr.  0°. 

Bericht  erfolgt  mit  Teil  2  zusammen.  Lp. 


W.    W,    BoBYNiN.      Russische    physiko  -  mathematische 
Bibliographie.     Bd.  II.     (Ruseisch.) 

Dieser  zweite  Band  des  für  die  Geschichte  der  Mathematik 
in  Rnssland  bedeutungsvollen  Werkes  enthftlt  eine  eingehende 
Uebersicht  aller  Werke  über  die  Arithmetik,  Artillerie,  Astro- 
nomie, Geographie,  Geometrie,  Feldmesskunst,  Mechanik,  Navi- 
gation, Fortification,  sowie  auch  der  Kalender,  welche  in  Russ« 
land  vom  Jahre  1764  bis  1799  erschienen  sind.  Der  Band  giebt 
auch  das  Verzeichnis  der  Abhandlungen  physiko-mathematischen 


CapiUl  1.    Geschichte.  3 

Inhaltes,  welche  in  den  Schriften  der  Kaiserlichen  Akademie  in 
St.  Petersburg  ftlr  diese  Jahre  stehen.  Wi. 


D.  BiERENS  DB  Haan.      Bibliographie    de    Thistoire   des 
seieoces  math^inatiques  aux  Pays  -  Bas.      Bibi.  Math.  (2) 

V.  13  -  22. 

Diese  Note  gehört  zn  der  Reihe  von  Notizen  über  das  ma- 
tbematisch-historische  Studium  in  verschiedenen  Ländern,  über 
welche  schon  früher  in  diesem  Jahrbuche  (vgl.  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  3;  XXII.  1890.  2)  berichtet  worden  ist.  Nach  einer  kurzen 
historischen  Einleitung  verzeichnet  Herr  Bierens  de  Haan  60  in 
den  Niederlanden  erschienene  mathematisch-historische  Schriften. 
Aelter  als  1750  sind  nur  drei  derselben;  die  Perioden  1751-1800, 
1801-1850,  1851-1888  sind  durch  respective  3,  13  und  41  Schrif- 
ten repräsentirt.  Als  Anhang  wird  ein  Verzeichnis  von  Biogra- 
phien hervorragender  niederländischer  Mathematiker  beigefügt. 

E. 


M.  Steinschneider.     Miscellen  zur  Geschichte  der  Ma- 
thematik.    Bibl.  Math.  (2)  Y.  113.11G. 

Fortsetzung  der  schon  früher  (vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  6; 
XXU.  1890.  12)  angezeigten  Reihe  von  vermischten  Notizen  zur 
Geschichte  der  Mathematik. 

7)  Es  wird  ein  mittelalterlicher  Mathematiker  Boetius  er- 
wähnt, der  um  1277  gelebt  haben  soll,  und  dahingestellt,  ob 
Dicht  die  Controversen  Ober  den  alten  Boetius  teilweise  auf  einer 
Verwechselung  der  beiden  Verfasser  beruhen  können. 

8)  Aegidius  de  Columna  ist  fälschlich  als  Verfasser  einer 
Schrift  „De  cometis"  angegeben  worden. 

9)  Das  Wort  Eardaga,  welches  nach  Gherardo  Cremonese 
iV  des  Ereisumfangs  bedeutet,  ist  nicht  ein  persisches  Lehn- 
wort, sondern  das  indische  Rramadja. 

10)  fierr  Steinschneider  berichtet  flber  den  Inhalt  des  Com- 
mentars  des  lohanoes  de  Saxonia  zur  „Introductio  Alchabitii^*, 

1* 
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dieser  Commentar  ist  1521   zu  Venedig   gedruckt ,   als  Anba.nj 
an  den  „Libellus  isagogicus  Abdilazi*'.  E. 

M.  Steinschneider.     Ueber   die  mathematischen   Han<l- 
Schriften  der  amplonianischen  Sammlung.    Bibi.  Math,   c^ 

V.  41-52,  65-73. 

Der  Anfang  dieses  Artikels  ist  in  der  Bibl.  Math.  (2)  IV 
(P.  d.  M.  XXII.  1890.  12)  erschienen.  Die  Fortsetsung  enthalt 
eine  grosse  Anzahl  von  Notizen  über  arabische  Gelehrte  und 
Uebersetzangen  arabischer  Arbeiten  aus  dem  Gebiete  der  mathe- 
matischen Wissenschaften.  Am  Schlüsse  des  letzten  Artikels  ist 
ein  alphabetisches  Verzeichnis  der  behandelten  Verfasser  beig^e- 
fagt.  __  _  *^- 

6.  Enkström.     Question  33.     Acad^mib  des  Scibncss 

DB  Madrid.     Question  34.     6.  EnbstrOm.     Question 

35.    A.  Favaro.     Question  36.     Gr.  Eneström.    Addi* 

tion  h,  la  question  31.    Bibl.  Math.  (2)  V.  32,  64,  9ö,  1I9. 

Anfragen  Ober  verschiedene  Punkte  der  Geschichte  der  Ma> 

thematik  (vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  12). 

33)  Ueber  verschiedene  Ausgaben  einer  anonymen  Schrift: 
„Astrolabii  quo  primi  mobilis  rootus  deprehenditur  Canones'', 
welche  von  Prosdocimo  de'  Beldomandi  verfasst  ist. 

34)  Ueber  die  Curven,  welchen  eine  besondere  Benennung 
(z.  B.  nach  dem  Entdecker)  gegeben  worden  ist. 

35)  Ueber  die  verschiedenen  MultipHcationszeichen. 

36)  Ueber  eine  im  Jahre  1610  von  M.  Horky  herausgege- 
bene Schrift  gegen  Galilei. 

Zusatz  zur  Anfrage  31  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  12).  Die  alge- 
braische Schrift  des  Guglielmo  de  Lunis  ist  nicht  italienisch, 
sondern  lateinisch  geschrieben.  E. 


W.  Altmann.  Die  Doctordissertationen  der  deutschen 
Universitäten  in  den  Jahren  1885/86  bis  1889/90. 
Statistische  Betrachtungen.     Nebst  einem  statistischen 
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Ueberblick  über  die  Doctordissertationen  der  französi- 
schen  UniverBitäten.     Berlin.  Gaertner.  64  8.  b^. 


J.  Adam.      The  nuptial   number  of  Plato:    its  Solution 

and  significance.      London.  G.  J.  Clay  and  Sons.  Gambridge  Uni- 
▼ersity  PresB  Warehoose.  79  8.  8^ 

Schon  Cioero  hat  betreffs  der  „Hochzeitszahl*'  in  Plato's 
Staat  den  Vergleich  gebraucht:  numero  Platonis  obscurius.  In 
allen  den  Jahrhunderten  seitdem  sind  Versuche  zur  Aufklärung 
gemacht  worden;  die  obige  Schrift  giebt  eine  neue,  wie  ihr  Ver- 
fasser sagt,  „vollständige^  Losung.  Er  findet,  wie  schon  Hultsch, 
freilich  auf  anderem  Wege,  die  Zahl  =  2700.4800  =  3600', 
also  =  12960000  und,  vom  sogenannten  pythagoreischen  Dreieck 
ausgehend  und  auf  die  Harmonien  der  Zahlen  sich  stützend,  er- 
klärt er  sie  als  die  Zahl  der  Tage  des  „grossen^  Jahres  von 
36000  Jahren,  welche  Zeit  als  Halbdauer  der  Welt  Plato  ent- 
nommen habe  aus  der  Lebenszeit  des  Menschen  »  100.360  Ta- 
gen; die  Bestandteile  dieser  Zahl  aber  habe  Plato  gebildet  ent- 
sprechend der  Zahl  von  Tagen,  die  der  Mensch  als  Foetus 
brauche  bis  zu  gewissen  Zeitpunkten  seiner  Entwickelung.  Die 
eingehende  sprachliche  und  sachliche  Erklärung  wirft  schöne 
Streiflichter  auf  die  platonische  Kosmologie.  Tn. 


Apollonii   Pergaei  quae  graece  exstant  cum  commen- 
tariis  antiquis.     Edidit  et  latine  interpretatus  est  J.  L. 

Ueiberg.      L     Lipslae.  B.  G.  Teubner.  XII +  451  S.  S^. 

Seit  dem  Jahre  1710  ist  das  bedeutsame  Werk  des  Apollo- 
nias  nicht  wieder  im  Urtext  herausgegeben  worden ;  der  bertlhmte 
Herausgeber  des  Euklid  und  Archimed  ftlUt  nun  auch  diese 
Lücke  aus,  will  sich  freilich  auf  die  ersten  vier  Bücher  be- 
schränken, die  allein  noch  griechisch  vorhanden  sind.  Er  giebt 
hier  die  drei  ersten  Bdcher,  und  zwar  wesentlich  nach  dem  Texte 
des  cod.  Vatie.  aus  dem  12.-13.  Jahrhundert,  unter  Benutzung 
noeh  eiaee  weiteren  Vatic.  und  eines  Constantinop.  sowie  eines 
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Paris.,  die  alle  drei  aus  dem  13.  Jahrhundert  stammen.  El 
zweiter  Band  soll  das  vierte  Buch  und  Fragmente  bringen,  s 
wie  die  Lemmen  des  Pappus  und  die  Erläuterungen  des  Eatokiu 
überdies  kritische  Auseinandersetzungen.  Tn. 


Cleomedis  de  motu  circulari  corporum  caelestium  libi 
duo.  Edidit  et  latina  interpretatione  instruxit  H.  Zieg-lei 

Lipsiae.  B.  G.  Teubner.  VI  -h  257  S.  8°, 

Die  letzte  Ausgabe  des  Cleomedes  stammt  aas  dem  J&hr 
1820  bezw.  1832,  und  so  kommt  diese  Neuausgabe  erwünscht 
Sie  stützt  sich  ganz  vorwiegend  auf  den  dem  12.  Jahrbunder 
zugehörigen  cod.  Medic.  (jetzt  Laurent.)  und  benutzt  die  Vor 
und  HQlfsarbeiten  von  Kapp,  Hultsch  u.  a.  Eine  selbständigr^ 
lateinische  Uebersetzung  ist  beigefügt,  ebenso  ein  genaues  Namen 
und  Wörterverzeichnis.  Tn. 


Iamblichi  de  communi  mathematica  soientia  Über.      Ad 
fidem  codicis  Florentini  edidit  N.  Festa.     Lipsiae.  b.  g. 

Teubner.  IX  -h  152  S.  S^. 

Von  dem  grossen  Werke  des  lamblichus  (wohl  um  300  n. 
Chr.)  in  10  Büchern  sind  nur  deren  fünf  erhalten,  das  erste, 
zweite,  dritte,  vierte,  siebente,  und  sie  sind  einzeln  bezw.  in  den 
Jahren  1815,  1813,  1781,  1668,  1817  herausgegeben  worden;  die 
vorliegende  Neuausgabe  des  dritten  Buches  ist  also  sehr  zu  be- 
grUssen.  Sie  hält  sich  hauptsächlich  an  die  Florentiner  Hand- 
schrift, giebt  ein  genaues  Namen-  und  Wörterverzeichnis,  leider 
aber,  wie  zumal  der  Titel  erwarten  Hesse,  keine  lateinische  Ueber- 
setzung. Tn. 

M.  CüRTZE.     Commentar  zu  dem  „Tractatus  de  Nameris 
Datis^  des  Jordanus  Nemorarius.     Scbiömiich  z.  xxxvi. 

Hl.  A.  1-23,  41-62,  81-95,  121-138. 

Im  Jahre  1879  hat  der  Berichterstatter  erstmals,  freilich  nur 
nach  einer  Handschrift  und  mit  Lesefehlern,  den  obengenannten 
Traktat  zum  Abdruck  gebracht.     Curtze  giebt  nun  eine  erneute 
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and  yervollständigte  Ausgabe  derselben  Schrift  und  fOgt  ihr 
Satz  um  Satz  je  eine  Uebersetzung  in  die  heute  Qbliche  mathe- 
matische Sprache  und  erläuternde  Bemerkungen  bei.  Den  Schluss 
des  Werkes  (Tom  15.  Satze  des  Yierten  Buches  ab),  welchen  die 
seither  gekannten  Handschriften  nicht  enthalten,  giebt  Curtze  nach 
einer  Dresdener  Handschrift,  die  leider  nicht  ganz  den  ursprüng- 
lichen Text  enthält.  Tn. 

Beltrami   e  Dblla  Crocb.     II  codice  di  Leonardo  da 
Vinci  nella  biblioteca  del  Principe  Trivulzio.      Miiaoo. 

DamoUrd. 


H.  StaigmOller.      Dürer  als  Mathematiker.     Pr.  (Nr.  590) 

Kgl.  Realgymn.  Stattgart.  57  8.  40.  (2  Fig.-T.) 

Da  „die  wichtigste,  ja  fast  einzige  Quelle  zur  Beurteilung 
Dflrer's  als  Mathematiker  seine  Unterweisung  der  Messung  mit 
Zirkel  und  Richtscheit  ist^,  so  ist  auch  demgemäss  die  Haupt- 
sache der  vorliegenden  Programmschrift  eine  sorgfältige  Analyse 
jener  „Underweysung**  vom  Jahre  1525  unter  teilweiser  Bei- 
ziehnng  der  Auflage  vom  Jahr  1538;  zahlreiche  Nachbildungen 
von  Dfirer's  Figuren  erleichtern  das  Verständnis.  Der  Verfasser 
hat  sich  aber  nicht  mit  einer  Analyse  begnügt;  eine  rück-  und 
vorschauende  begleitende  geschichtliche  Betrachtung  vertieft  den 
Wert  seiner  Abhandlung  und  erschliesst  das  volle  Verständnis 
für  Dfirer's  Leistung,  und  zahlreiche  beigefQgte  Fussnoten  geben 
in  beutiger  mathematischer  Sprache  teils  Erläuterungen  teils 
Weiterftthrungen  von  Dtlrer's  Auflassung  und  kritisiren  dabei 
Meinungen  anderer  (so  betreffs  der  Schneckenlinien,  der  asym- 
ptotischen Gurven,  der  planimetrischen  Construction  der  Ellipse,  i 
der  DQrer'schen  Muschellinie,  der  Dreiteilung  eines  Winkels,  ; 
des  Vitruv'schen  Wertes  von  rr,  des  Distanzpunktes).  Zum  | 
Schlass  (S.  50ff0  erörtert  der  Verfasser  die  Quellen,  aus  denen  ' 
DQrer  geschöpft  hat,  und  erkennt  als  wichtigste  die  Zunfttradition 
der  Bauhotte,  mündliche  Unterweisung  Befreundeter,  die  reichen 
litterariscben  Schätze  Nürnbergs  und  —  last  not  least  —  die 
eigene  Befähigung  unseres  grossen  Meisters.                    Tn. 
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J.  L.  E.  Dbeter.     Tycho  Brahe:  a  picture  of  scient^ifi 
life  and  work  in  the  sixteenth  Century.     Edinbargh.       ^ 

and  C.  Black.  (1890).    [Natare  XLIII.  98-100.] 


Galilbl     Le  opere  di  Galileo  Galilei.     Bdizione  nazio- 
nale  sotto  gli  auspicii   di  Sua  Maestk  il  Re  d'Itali». 

VoL  II.      Fireose.  6.  Barbara.  611  8. 

In   Betreff  des  UrspruDgs   und   der  Vorgfioge   der  Vera^i- 
staltung   dieser  neuen  Ausgabe  der  Werke  Galilei's,   wie  auch 
wegen  des  gewählten  Plans  verweisen  wir  auf  unseren  Berieht 
ttber  den  I.  Bd.  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  837);   wir  beschränken 
uns  daher  hier  auf  eine  InhaltsQbersicht  des  vorliegenden  zwei- 
ten Bandes.     Ein  erster  Abschnitt  desselben  ist  der  Kriegabau- 
kunst  gewidmet;   er   enthält   zwei  Handbücher,   welche  „Breve 
istruzione  airarchitettura  militare*"  und  „Trattato  di  fortificazione^ 
betitelt  sind;   nach   der  Meinung  des  Herausgebers  (A.  Favaro^ 
ist  das  erste  ein  Gerippe  der  öffentlichen  Vorlesungen  Galilei's 
in  Padua,   während  das  zweite  von  ihm  in  seinem  Privatunter- 
richt gebraucht  wurde. 

Aus  dem  Unterricht  Galilei's  sind  auch  „Le  Meccaniche'' 
entsprungen,  eine  Arbeit,  welcher  wir  hinter  den  obengenannten 
begegnen.  Derselben  folgt  chronologisch  eine  ^Lettera  a  Jacopo 
Mazzoni^  (80.  Mai  1597)  über  die  Schrift  „De  comparatione 
Aristotelis  et  Piatonis''  dieses  Philosophen;  und  dann  ein  neues 
didaktisches  Werk,  der  „Trattato  delle  sfere  ovvero  Cosmografia'', 
welches  im  J.  1656  durch  Urbano  Daviso  gedruckt  wurde,  und  von 
Libri  (Histoire  des  Sciences  mathömatiques  en  Italic  T.  IV,  Paris 
1841,  S.  184)  für  unecht  gebalten  wurde.  Dann  begegnen  wir 
einer  Fortsetzung  der  im  I.  Bd.  enthaltenen  Schrift  ^De  Motu"", 
welche  „De  Motu  accelerato''  betitelt  ist. 

Ein  neuer  Abschnitt  beginnt  mit  einigen  „Frammenti  di 
lezioni  e  di  studii  sulla  nuova  Stella  deirOttobre  1604''  und  ent- 
hält ferner  die  „Consideratione  astronomica  circa  la  Stella  nuova 
deiranno  1604  di  Baldesar  Capra''  mit  den  Anmerkungen  von 
Galilei   und   den   „Dialogo  di  Cecco  Ronchitti  da  Bruozene  in 
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perposito  della  Stella  nuova",  welcher  von  Galilei  unter  Mit- 
wirkung von  D.  Girolamo  Spinell!  geschrieben  zu  sein  scheint. 

Der  letzte  Abschnitt  enthält  zuerst  das  berühmte  Heft  „Le 
operazioni  del  compasso  geometrico  e  niilitare^,  mit  einer  Ein- 
leitung des  Herausgebers;  ferner  die  nicht  minder  berflhmte 
Schrift  ^Usus  et  fabrica  eircini  cuiusdam  proportionis,  opera  et 
studio  Balthesaris  Caprae'^,  mit  den  Anmerkungen  Galilei's;  end- 
lich die  „Difesa  di  6.  G.  contro  alle  calunnie  ed  imposture  di 
Baidessar  Capra^. 

Der  Band  schiiesst  mit  einer  kurzen  „Raccolta  di  quelle 
cognizioni  che  a  perfetto  cavaliero  e  soldato  si  richieggone  le 
quali  hanno  dipendenza  dalle  scienze  matematiche^.  La. 


A,   Favaro.      Galileo    Galilei    e    Suor    Maria    Celeste. 

Firense.  G.  Barbera.  440  S. 

Wer  kennt  nicht  die  zähe  Beständigkeif,  mit  der  Herr  Fa- 
varo seit  yielen  Jahren  sich  mit  allem  beschäftigt,  was  näher 
oder  entfernter  das  Privatleben  oder  die  wissenschaftlichen  Ar- 
beiten Galilei's  betrifft?  Kein  Jahr  erreicht  sein  Ende,  ohne 
dasfi  einige  Bände  oder  Aufsätze  die  Zahl  der  Arbeiten  ver- 
mehren, welche  dem  berühmten  Gelehrten  von  dem  unermüd- 
lichen Professor  der  Universität  Padua  schon  gewidmet  sind. 
Alle  gesammelten  Materialien  sollen  in  der  Staats -Ausgabe  der 
Werke  Galilei's  benutzt  werden  (vgl.  das  vorige  Referat).  In- 
zwischen aber  wollte  Herr  Favaro  dieselben  benutzen,  um  eine 
Biographie  des  Gelehrten  zu  skizziren,  in  der  nur  die  Familien- 
verhältnisse und  insbesondere  seine  Beziehungen  zu  seiner  Toch- 
ter Soor  Maria  Celeste  untersucht  werden  sollten.  Von  dem 
so  entstandenen  interessanten  Werkchen  (welches  alle  Briefe 
enthält,  welche  Suor  Maria  Geleste  an  ihren  Vater  gerichtet  hat) 
können  wir  nur  eine  Ankündigung  geben,  da  es  nur  beiläufig 
die«  Geschichte  der .  Wissenschaft  berührt;  aber  mindestens  die 
Ankündigung  desselben  haben  wir  geben  wollen,  da  alles, 
was  einen  so  grossen  Mann  betrifft,  des  Interesses  des  mathe- 
matischen Publicums  wert  ist.  La. 
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A.  Favaro.     Sopra  alcuDi  uuovi  studi  GalileiaiiL    Veo.  ist. 

Atti.  (7)  II.  133-140. 

A.  Favaro.     Nuovi  studi  Galileiani.    Vea.  ist  Mem.  xxiv. 

1-430. 

Die  YOQ  Staats  wegen  eingeleitete  und  begonnene  Aosg^&be 
von  Galilei's  Werken,    mit   deren  Oberleitung  der  unermüdlich 
tbätige  Fayaro  beauftragt  ist,   schreitet  nur  langsam  voran ,     da 
immer  erneut  beiströmender  Stoff  zu  bewältigen  ist  und  die  Ar- 
beit sehr  sorgsam  durchgeführt  wird.    Im  Interesse  der  nötig-en 
Vorarbeiten   und   um   die  Berufenen  miturteilen  zu  lassen  Aber 
Aufnahme  oder  Nichtaufnahme  gewisser  Stttcke  in  die  „Oeaam- 
melten  Werke^,  veröffentlicht  Favaro  immer  erneut  und  in  ver* 
schiedenen  GcsellschaftsschrifteD   zur  Aufklärung   aber  6alilei*s 
Leben  und  Wirken  beitragende  AktenstQcke.     So  auch  jetzt  in 
dem  oben  genannten  zweiten  Buche,  zu  welchem  der  an  erster 
Stelle  erwähnte  Aufsatz  die  orientirende  EinfQhrung  bildet 

„Neue  Studien^  betitelt  Favaro  seinen  dicken  Quartband, 
weil  dieser  nur  bisher  Ungedrucktes  mitteilt.  Es  sind  im  ganzen 
15  Gegenstände,  auf  welche  sich  die  zahlreichen  Aktenstücke, 
teils  aus  italienischen,  teils  aus  spanischen  und  holländischen 
Archiven  entnommen,  beziehen-,  ein  einleitender  oder  verbinden- 
der Text  rückt  diese  Aktenstücke  jeweils  in  die  richtige  ge- 
schichtliche Beleuchtung. 

Im  einzelnen  handelt  es  sich  um  die  folgenden  Gegenstände. 

1.  (Ö.  9 ff.)  Zur  Jugendgeschichte  Galilei's,  betreffend  einen 
Prozcss  aus  dem  Jahre  1589. 

2.  (S.  55  ff.)  Echtheit  der  vom  Pater  Urbano  d' Aviso  1656 
herausgegebenen  „Sphaera^  des  Galilei  und  Unechtheit  der  von 
Gargani  und  Libri  als  galileianisch  ausgegebenen  „Sphären^. 

3.  (S.  71  ff.)  Nachweis,  dass  Galilei  ein  noch  vorhandenes  — 
aber  nicht  die  zwei  gewöhnlich  dafür  ausgegebenen  —  Exemplar 
der  Revolutionen  des  Kopernikus  mit  Randbemerkungen  ver- 
sehen habe. 

4.  (8.  79 ff.)  Galilei  betreffende  Auszüge  aus  18  Briefen,  die 
der  Augsburger  Welser  in  den  Jahren  1611-1614  an  den  Bam- 
berger Faber  in  Rom  geschrieben  hat. 
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5.  (S.  101  ff.)  lieber  Verhandiungen  mit  Spanien  betreffs 
Bestimmung  von  geographischen  Längen  in  den  Jahren  1612-1632; 
ebenso  (S.  289-339)  mit  den  Niederlanden  in  den  Jahren  1634- 
1640  (No.  11). 

6.  (S.  149  ff.)  Abdruck  der  unten  (S.  13)  erwähnten  Streit- 
schrift gegen  Kopernikus'  Lehre  (S.  165  - 173)  und  der  Ent- 
gegnung Kepler's  (S.  173-184). 

7.  (S.  185  ff.)  Angaben  ttber  Briefe  Verschiedener  an  Gesi 
aus  den  Jahren  1604-1629. 

8.  (S.  203 ff.)  lieber  die  Beziehungen  Galilei's  zu  seinem 
Gegner  Grassi. 

9.  (S.  221  ff.)  Galilei  Betreffendes  aus  dem  Briefwechsel  von 
Peiresc. 

10.  (S.  237-289.)  Auszüge  aus  dem  Briefwechsel  zwischen 
Galllei  und  E.  Diodati  aus  den  Jahren  1620-1640. 

12.  (S.  339ff.)  Die  päpstliche  Pension  Galilei's  Betreffendes 
mit  13  Aktenstücken  (S.  352-373). 

13.  (S.  373ff.)  Drei  Gutachten  zu  Gunsten  Galilei's  in  Be- 
treff des  Fortbezugs  seines  Gehaltes  und  betreffs  seiner  Beer- 
digung in  geweihter  Erde. 

14.  (S. 389  ff.)  Neue  Aktenstücke  zur  Geschichte  der  Pendeluhr. 

15.  (S.  419  ff.)  Beitrag  zur  Geschichte  der  Aufhebung  des 
kirchlichen  Verbotes,  das  Weltsystem  des  Kopernikus  zu  lehren. 

Tn. 

Galileo  Galilel  Unterredungen  und  mathematische 
Demonstrationen  über  zwei  neue  Wissenszweige,  die 
Mechanik  und  die  Fallgesetze  betreflfend.  Aus  dem 
Italienischen  und  Lateinischen  übersetzt  und  heraus- 
gegeben von  A.  von  Oettingen.  Leipzig.  W.  EDgelmann. 
(Ostwald's  Klassiker  Nr.  24  u.  25.)  141  u.  66  S.  »^ 

Wenn  im  vorigen  Jahrgange  des  Jahrbuchs  das  erste  Heft 
der  Galilei'schen  Discorsi  mit  den  beiden  ersten  Tagen  in  der 
vortrefflichen  Uebersetzung  des  Hrn.  von  Oettingen  angezeigt 
werden  konnte,  so  sind  wir  nun  in  den  Stand  gesetzt,  die  be- 
endigte Uebersetzung  in  den  beiden  neuen  Heften,   den  dritten 
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und  vierten  sowie  den  fUoften  und  sechsten  Tag  umfassend  ,    zu 
besprechen.     Das  Heft  mit  dem  dritten   und  vierten  Tage    ent- 
hält eine  der  hervorragendsten  Leistungen  6alilei*s,  ein  strenge 
geordnetes  System  der  Fallgesetze,   von  dem  Lagrange  gesagrt 
hat,  es  gehöre  ein  ausserordentliches  Genie  dazu,  diese  beiden 
Tage  zu  verfassen;    man  werde  dieselben  nie  genug  bewundern 
können.    Der  Herausgeber  bemerkt  dazu,  dass  manche  Aufgabe 
aus  ihnen    wert   wäre,    der  Vergessenheit  entzogen   und  in    die 
Lehrbücher   aufgenommen    zu    werden.     Der  Docent  sowie  der 
Schüler   werde  vielfach  Gelegenheit   finden,  an  ihrer  Hand  die 
Lehre  vom  Fall  und  von  der  Wurfbeweguog  zu  vertiefen.     Der 
Anhang  zum  dritten  und  vierten  Tage,    der  fünfte  und  sechste 
Tag  enthalten  Schwerpunktsbestimmungen,    Betrachtungen  über 
Proportionen  und  die  Stosswirkungen.     „Der  Leser  wird  man- 
chen anregenden  Gedanken  sowohl  im  Anhange  zum  dritten  und 
vierten,  als  auch  besonders  im  sechsten  Tage  finden.    Leider  ist 
der  letztere  offenbar  von  Galilei  nicht  ganz  vollendet  worden. 
Der  Vollständigkeit  wegen  haben  wir  auch  den  fünften  Tag  auf- 
nehmen müssen,  wenngleich  derselbe  kaum  mehr  als  ein  histo- 
risches Interesse  beansprucht."  Lp. 


E.  Straüss.  Aus  Galilei's  Dialog  Ober  die  beiden  haupt- 
sächlichsten Weltsysteme.  Pr.  (Nr.  401)  Bealsch.  d.  iarael. 
Gem.  Frankfurt  a.  M.  2G  S.  iP. 

Nach  kurzen  Vorbemerkungen  über  Entstehung  und  Bedeu- 
tung des  Galilei^schen  üialogs  werden  diejenigen  zwei  Abschnitte 
desselben  in  Uebersetzung  vorgelegt,  welche  sich  beziehen  auf 
die  Bekämpfung  des  Autoritätsglaubens  in  der  Wissenschaft  und 
auf  die  Vereinbarkeit  lotrechter  Fallbewegung  mit  der  Axen- 
drehung  der  Erde.  Dies  Programm  ist  ein  Teil  der  unterdess 
bei  Teubner  erschienenen  Uebersetzung  des  ganzen  Werkes. 

Tn. 

G.  Bellacchi.      Galileo  ed    i   suoi    successori.      Discorso 

letto   nel   R.   Istiluto  Tecoico  Galilei  di  Fireoze    il   di    XXIX  Ottobre 
MDGGCLXXXXL    Firenza.  Tip.  Oalletti  e  Gocci.  29  8. 
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A.  Favaro.  Sopra  nna  scrittura  di  inedita  Giovanni 
Keplero  intorno  al  sistema  coppernicano.     Rom.  acc.  l. 

Reod.  (4)  VIT,.  18-24. 

In  den  litterarischen  Kampf  gegen  Galilei  war  auch  F.  Ingoli 
aus  Ravenna  eingetreten  (1615);  während  aber  Galilei  selbst 
diesem  erst  8  Jahre  später  antworten  konnte,  erliess  Kepler,  dem 
im  Jani  1617  ein  Abzug  jener  Streitschrift  zugekommen  war,  im 
Anfang  1618  eine  Gegensehrift  gegen  Ingoli  zu  Gunsten  der 
Kopernikanischen  Lehre.  Eine  Abschrift  dieser  Gegenschrift  aus 
alter  Zeit  hat  Favaro  wieder  aufgefunden  und  in  den  Mem.  del 
R.  Istit.  Ven.  XXIV  (vgl.  oben  S.  11,  No.  6)  zum  Abdruck  ge- 
bracht; hier  bespricht  er  diese  Schrift  und  beweist,  dass  Kepler 
in  der  That  eine  Gegenschrift  erlassen  habe,  und  dass  die  jetzt 
wieder  aufgefundene  genau  die  Kepler'sche  sei.  Tn. 

P.  Fermat.  Oeuvres  de  Fermat  publikes  par  les  soins  de 
MM.  Paul  Tannery  et  Charles  Henry,  sous  les  auspices 
du  ministfere  de  Tinstruction  publique.  Tome  premier. 
Oeuvres  mathämatiques  diverses.  —  Observations  sur 

Diophante.     Pari«.  Gautbier-Vülars  et  File.  XXXVII  +  440S.  4^. 

Peter  Fermat  (gest.  12.  Jan.  1665)  bat  zu  seinen  Lebzeiten 
nur  eine  Abhandlung  in  den  Druck  gegeben:  „De  linearum 
coryarum  cum  lineis  reetis  comparatione  dissertatio  geometrica^, 
aber  aoeh  diese  nur  anonym  als  Beigabe  zu  dem  Werke  Lalou- 
tWs  Aber  die  Cykloide,  in  welchem  noch  die  Pars  prior  der 
Appendix  secunda  dem  Fermat  angehört.  Schriftstücke,  die  von 
ihm  herrUhren,  erschienen  ferner  spärlich  in  den  Veröffentlichun- 
gen anderer  Gelehrter,  so  bei  Mersenne  und  in  dem  Commercium 
epistolicum  von  Wallis.  Samuel  Fermat,  der  Sohn  Peter^s,  liess 
1670  eine  Folioausgabe  des  Diophant  und  in  derselben  die  be- 
rfthmten  Bandbemerkungen  zur  Zahlentheorie  drucken,  welehe 
PHer  Frnmat  in  sein  Exemplar,  eine  Ausgabe  von  Backet,  im 
Ulfe  der  Zeit  eingetragen  hatte.  Endlich  veröffentlichte  Sa- 
OQel  Format  1679  unter  dem  Titel  „Varia  opera  mathematica 
D.  Petri  de  Fermat,  senatoris  Tolosanae*"  die  gesammelten  Werke 
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seines  Vaters,  und  diese  Ausgabe  ist  1861  bei  Friedlaender  and 
Sohn  in  Berlin  in  heliotypischem  Verfahren  reproducirt  worden. 
Libri,    welcher   aus   dem  Nachlasse   von  Arbogast  Fermat'sche 
Manuskripte   erworben   hatte,    die  noch   nicht  bekannt   waren, 
wurde  1843  von  der  französischen  Begierung  mit  der  Veranstal- 
tung  einer   neuen  Ausgabe  der  Werke  Fermat's   betraut,    liess 
auch  durch  Despeyrous  Vorarbeiten  dazu  machen,   entzog    sieh 
aber  den  übernommenen  Verpflichtungen  und  entwich  1848  aus 
Paris  unter  Mitnahme  vieler  dem  Staate  gehörigen  Manuskripte. 
Die  Angelegenheit  ruhte  nun  bis  1879,    wo  Hr.  Gh.  Henry    im 
ßullettino  des  Fürsten  Boncompagni  seine  Untersuchungen  über 
die  Manuskripte  Fermat's  veröffentlichte,  eine  Frucht  seiner  Stu- 
dien in  den  Bibliotheken  von  Paris  und  anderswo.    (Vergl.  P.  d. 
M.  XI.  1879.  16.)    Nach  dem  Erscheinen  dieser  Abhandlung,  die 
zum  Teil  heftig  bekämpft  wurde,  weil  sie  den  Charakter  Fermat's 
in  ungünstigem  Lichte  erscheinen  liess,  konnte  der  Fürst  Bon- 
compagni Hrn.  Henry  1881  benachrichtigen,  dass  er  zwei  Manu- 
skriptbände aus  dem  Libri^schen   Besitze  erworben    hätte.     Die 
Frage,  ob  andere  Papiere  Libri's  mit  Fermat'schen  Manuskripten 
in  der  Ashburnham  -  Sammlung  wären,  fand  erst  bei  der  Rück- 
erwerbung  des  Libri*schen  Vorrats  aus  jener  Sammlung  im  Jahre 
1888  ihre  Erledigung,  und  nun  war  das  Material  zusammen,  das 
zu  einer  neuen  Ausgabe  durchaus  erforderlich  schien.     Die  bei- 
den  Forscher,   welche   sich   hierbei    vereinigt   haben,    Hr.  Paul 
Tannery  für  die  Textkritik,  Hr.  Henry  für  die  Sammlung  und 
Vergleichung  der  Manuskripte,  siud  nach  ihrem  ganzen  Bildungs- 
gange  die   geeignetsten   Männer    für   dieses   Unternehmen,    die 
volles  Vertrauen  und  den  besten  Dank  der  mathematischen  Welt 
verdienen.    Nach  ihrem  Plane  sollen  drei  Bände  erscheinen;  der 
erste  enthält  die  vervollständigten  Varia  opera  mathematica  und  die 
Bemerkungen  zum  Diophant;  die  beiden  folgenden  sollen  den  Brief- 
wechsel Fermat's  bringen,  sowohl  die  von  ihm  geschriebenen  als 
auch  die  empfangenen  Briefe.    Endlich  soll  ein  Supplementband 
die  Uebersetzungen  der  lateinischen  Originale  sowie  Aeusserun- 
gen  von  Zeitgenossen  Fermat's  liefern,    welche   auf  ihn  Bezug 
nehmen. 
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Der  erste  Quartband,  welcher  in  der  bekannten  sebönen 
Ausstattung  der  Verlagshandlang  Torliegt,  ist  mit  einer  getreuen 
Nachbildung  des  Stiches  Fermat's  und  des  Titelblattes  in  den 
Varia  opera  von  1679  geschmückt.  Ausserdem  ist  S.  XIX  ein 
Facsimile  der  ersten  Seite  des  Manuskripts  Doctrinam  tangen- 
tium  etc.  beigegeben,  damit  jeder  in  den  Stand  gesetzt  werde, 
die  Handschrift  Fermafs  mit  alten  Manuskripten  oder  Rand- 
bemerkungen in  BOchern  zu  vergleichen  und  somit  zur  Auffin- 
dung neuer  inedita  beizutragen. 

Der  Vorbericht,  welchem  die  vorstehenden  Angaben  ent- 
nommen sind,  giebt  über  alle  bezüglichen  Verhältnisse  genaue 
Auskunft.  Im  übrigen  dürfte  es  nicht  angemessen  sein,  auf  den 
Inhalt  der  einzelnen  Artikel  hier  näher  einzugehen-,  wir  be- 
schränken uns  daher  auf  einen  einfachen  Abdruck  der  Titel  und 
fügen,  wie  in  dem  Bande,  die  Buchstaben  C,  L,  ilf,  P  hinzu,  um 
anzudeuten,  dass  die  betreffenden,  nicht  in  den  Varia  Opera  ent- 
haltenen Aufsätze  aus  den  Briefen  des  Cartesius,  der  Abhand- 
lung Lalonvöre's  über  die  Gykloide,  den  benutzten  Manuskripten, 
den  Werken  Pascal's  herstammen. 

Erster  Teil.  Verschiedene  mathematische  Werke.  Ebene 
Oerter  des  Apollonius:  Apollonii  Pergaei  libri  duo  de  locis  pla- 
nis  restitutio     Liber  I,  II. 

Eugelberührungen :    De  contactis  sphaericis. 

Geometrische  Bruchstücke:  Solutio  problematis  a  Domino 
Pascal  propositi  (P).  —  Porismata  duo  (P).  —  Porismatum  Eucli- 
deoram  renovata  doctrina  et  sub  forma  Isagoges  recentioribus 
Geometris  exhibita.  —  Propositio  D.  de  Fermat  circa  parabolen. 
—  Loei  ad  tres  lineas  demonstratio  (M). 

Ebene  und  körperliche  Oerter:  Ad  locos  planos  et  solidos 
Isagoge.  —  Appendix  ad  Isagogen  topicam,  continens  solutionem 
problematum  solidorum  per  locos. 

Oerter  in  einer  Oberfläche :  Isagoge  ad  locos  ad  superficiem, 
earissimo  Domino  de  Carcavi  (M). 

Dreiteilige  Abhandlung:  De  solutione  problematum  geometri- 
eorum  per  curvas  simplicissimas  et  unicuique  problematum  generi 
proprie  eonvenientes,  dissertatio  tripartita. 
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Maxima  und  Minima:  Hethodus  ad  disquirendam  maximam 
et  minimam.  De  tangentibus  linearam  carraram.  —  Cenirum 
gravitatis  parabolici  conoidis,  ex  eadem  methodo.  —  Ad  eam- 
dem  methodum:  Volo  mea  methodo  etc.  —  Methodus  de  maxima 
et  minima  (M).  —  Ad  methodnm  de  maxima  et  minima  appen- 
dix  (M).  —  Ad  eamdem  methodum:    Doctrinam  tangentium   etc. 

—  Problema  missum  ad  Reverendum  Patrem  Mersennum  10*  die 
Novembris  1642  (M).  —  AnalysJB  ad  refractionee  (C).  —  Syn- 
thesis  ad  refractiones  (C). 

Eliminationsmethode:  Novus  secundarum  et  ulterioris  ordiois 
radicura  in  Analyticis  usus.  —  Appendix  ad  superiorem  me- 
thodum. 

Problem  des  Adrien  Romain:  Ad  Adriani  Romani  problema 
Viro  clarissimo  Ghristiano  Huggenio  P.  F.  S.  T.  (If). 

Fragen  des  Gavalieri:  Ad  Bon.  Cavalieri  quaestiones  res- 
ponsa  (ff). 

Sätze  für  Lalouvöre:  Ad  Laloveram  propositiones  (L). 

Abhandlung  M.  P.  E.  A.  S.  De  linearum  eurvarum  cum 
lineis  rectis  comparatione,  dissertatio  geometrica.  —  Appendix 
ad  dissertationem  de  linearum  eurvarum  cum  lineis  rectis  com- 
paratione. 

Methoden  zur  Quadratur:  De  aequationum  localium  trana- 
mutatione  et  emendatione,  ad  muUimodam  ourvilineorum  inter 
se  vel  cum  rectilineis  comparatiooem,  cui  annectitur  proportionis 
geometricae  in  quadrandis  infinitis  parabolis  et  hyperboiis  usus. 

—  De  cissoide  fragmentum  (M). 

Zweiter  Teil.    Anmerkungen  zum  Diophant  (50  Seiten). 
Anhang.  Lp. 

F.  J.  SxUDNicKA.     loannes  Marcus   Marci  a   Grönland, 
sein  Leben  und  gelehrtes  Wirken.     Festvortrag.      Prag. 

Verlag  der  Egl.  Bohmiscfaea  Qesellsch.  der  WisaeoBchaften.  32  8.  8^ 

Enthält  manches  schon  Bekannte,  aber  auch  manche  neue 
Angaben  Ober  Leben  und  Wirken  Marci's  (1595 — 1667),  den  der 
Festredner  „Böhmens  Galilei*'  nennt.  Einer  kursen  Geschiehte 
seines  Lebens   folgt   eine  Aufzählung   seiner    16  Schriften,   die 
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Yon  Philosophie,  Geometrie,  Physik,  Astronomie  und  Medicia 
handeln.  Eingehendere  Behandlung  erfahren  seine  richtigen 
Lehren  vom  Stoss  und  von  der  Pendelbewegung,  beide  aus  dem 
Jahre  1639,  und  die  bedenkliche  Stellung  von  Huygens  zu  dem 
böhmischen  Gelehrten.  Tn. 

P.  Tannert.     Les  autograpbes  de  Descartes  ä  la  Biblio- 

th^ue   nationale.     DarboaxBoll  (2)  XV.  69-75,  lll-120p  202-212, 
228-236,  260-274,  281-296,  301-308;  (2)  XVI.  32-40. 

Der  erste  Herausgeber  der  Briefe  des  Descartes,  Glerselier, 
beklagt  sich  in  der  Vorrede  zum  dritten  Bande  (1667),  dass 
Roberval  nach  dem  Tode  des  Mersenne  sich  aller  Briefe  bemäch- 
tigt habe,  die  Descartes  an  diesen  geschrieben  hätte,  so  dass  es 
QDfflöglich  gewesen  sei,  die  Fehler  nach  den  Originalen  der 
Ton  Descartes  aufbewahrten  Entwürfe  zu  verbessern.  Nach 
Robervars  Tode  (1675)  müssen  diese  Briefe  an  die  Pariser  Aka- 
demie gekommen  und  von  La  Hire  benutzt  sein.  Zur  Zeit 
jedoch,  wo  Cousin  seine  Ausgabe  der  Oeuvres  de  Descartes  ver- 
anstaltete, war  diese  Thatsache  nicht  bekannt.  Dagegen  wusste 
Libri,  wahrscheinlich  zufolge  einer  Notiz  von  Arbogast,  von 
jenen  Briefen  und  entwandte  sie  mit  vielen  anderen  Manuskripten 
1B84,  als  er  Paris  und  Frankreich  verliess.  Von  dem  dadurch 
verschwundenen  Schatze  ist  aus  der  Ashburnham-Sammlung  etwa 
der  vierte  Teil  wieder  für  die  Nationalbibliothek  zurttckerworben 
worden;  derselbe  bildet  das  Manuskript  No.  5160  der  Neuerwer- 
bangen  und  wird  von  Hrn.  Tannery  in  einer  Reihe  von  Artikeln 
eingehend  besprochen.  Er  enthält  im  ganzen  23  Briefe,  von 
denen  8  als  bisher  gar  nicht,  1  als  zum  Teil  nicht  veröffentlicht 
bezeichnet  werden.  Nach  einer  vorhandenen  Liste  von  Dom  Poirier 
zur  Zeit  der  ersten  Revolution  müssen  in  den  Manuskripten  der 
Briefsammlung  des  Descartes  20  unbekannte  gewesen  sein.  Auf 
Grand  einer  genauen  Prüfung  aller  vorhandenen  Angaben  kommt 
Hr.  Tannery  jedoch  im  zweiten  Artikel  zu  dem  Schlüsse,  dass 
Qor  11  Briefe  verloren  gegangen  sind.  Die  bisher  nicht  ver- 
öffentlichten Briefe  des  Descartes  lässt  der  Herausgeber,  soweit 
dieselben  allgemeineres  Interesse  haben,  wörtlich  abdrucken  und 
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begleitet  sie  mit  Erläaterungen.    Der  erste  Brief  aas  dem     !Ko 
vember  1629  ist  besonders  dadurch  interessant,   dass  Descarte« 
in  demselben  seine  Ansichten  über  die  Gesetze  des  freien  Falls 
ausführlich  entwickelt  und  zuletzt  auch  auf  die  Bewegung  eines 
Pendels  und  einer  schwingenden  Saite  eingeht.     Das  Trägheits- 
gesetz findet  man  sehr  klar  ausgesprochen.    Unter  den  folgenden 
bisher  nicht  bekannten  Briefen  beantwortet  der   vom  26.  April 
1643   die   dem   Descartes  vorgelegte  Frage,   welche  in  jetzig-er 
Fassung  etwa  so  lauten  würde:   Ist  die  Bewegung  eines  Wurf- 
geschosses bloss  durch  die  Anfangsbedingungen  bestimmt?    Auch 
eine  Bemerkung  über    die  Grössen,    welche  durch  Gleichung-en 
zu  bestimmen  sind,  ist  beachtenswert.     Zum  Verständnisse   der 
weiteren    noch    nicht   veröffentlichten   Briefe   lässt   Hr.  Tannerj' 
dann  drei  handschriftliche  anonyme  Schmähschriften  gegen  Des- 
cartes aus  dem  Manuskripte  5161  abdrucken;    dieselben  werden 
mit  grösster  Wahrscheinlichkeit  dem  Jean  de  Beaugrand,   Ver- 
fasser einer  Geostatique  (1636)  zugeschrieben;  in  ihnen   werden 
besonders  Einwürfe  gegen  die  Geometrie  des  Descartes  erhoben. 
Es  folgt  nun  die  Darstellung  der  Entstehung  der  Zwistigkeiten 
zwischen  Roberval  und  Descartes  über  einen  Satz  des  Pappus 
sowie  über  den  Schwingungsmittelpunkt  eines  Pendels.     Hierauf 
bezieben  sich  zwei  von  den  bisher  nicht  bekannten  Briefen  des 
Descartes  (7.  Septbr.  und  5.  October  1646),  in  denen  der  Philo- 
soph sehr  ausfallend  gegen  seinen  Gegner  ist.    Hinter  der  gleich- 
falls  abgedruckten  Erwiderung   des  Roberval,    die   an    Charles 
Cavendish  gerichtet  ist,    folgt  ein  unedirter  Brief  des  Descartes    , 
vom  12.  October  1646,  in   welchem  dieser  erklärt,   dass  er  mit 
Roberval  überhaupt  keinen  Verkehr  mehr  haben  wolle.    Als  ihm 
jedoch  der  vorher  erwähnte  Brief  des  Roberval  zugegangen  war, 
antwortete  er  am  2.  Novbr.  1646  in  einem  bisher  nicht  bekannten 
und  nun  veröffentlichten  Briefe.    Zuletzt  erzählt  Hr.  Tannery  den 
Ausgang  des  Streites  zwischen  den  beiden  Gelehrten  des  sieb- 
zehnten Jahrhunderts.    Nach  dem  Tode  Mersenne's,  der  die  Rolle 
eines   ungeschickten   Zwischenträgers   gespielt  hatte,   versuchte 
Roberval  durch  die  Vermittelung  des  Carcavi  eine  Aussöhnung, 
ohne  sie  aber  zu  erreichen.  Lp. 
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Gh.  Hutgbns.     Oeuvres  compl&tes  de  Christiaan  Hängens 
publikes  par  la  soci^tö  hollandaise  des  sciences.    IV. 

La  Htje.  Martinns  Nijhoff.  520  S.  4^ 

Der  vierte  Band  enthält  den  Briefwechsel  aus  den  Jahren 
1662-1663,  mit  den  Nummern  948  bis  1197  versehen;  die  haupt- 
sächlichsten Correspondenten  sind  de  Fermat,  Moray,  Hevelius, 
Heinsius,  Thevenot,  Brouncker,  Petit,  Bouilliau,  de  Sluse,  de 
Monmor,  Bruce,  J.  de  Witt,  Lodewijk  und  Constantijn  Huygens. 
Im  Anhang  findet  man  noch  Briefe  von  Boyle,  Hooke,  Leopolde 
de  Medicis.  Auch  in  diesem  Bande  sind  die  verschiedensten 
Gegenstände  behandelt:  Maxima  und  Minima,  Auflösung  von 
Gleichungen  mittels  Gonstruction,  die  Gissoide,  Eonchoide^  Iso- 
chronismus der  Gykloide,  Inhaltsbestimmungen  von  ebenen  Fi- 
guren und  von  Rotationsflächen,  die  Gesetze  der  Bewegung  des 
Pendels,  die  Pendeluhr,  das  Gampani'sche  und  das  Huygens'sche 
Ocular,  der  Mond,  der  Ring  des  Saturnus,  u.  s.  w.  Wie  gewöhn- 
lich finden  sich  am  Schluss  des  Bandes  alphabetische  Personen- 
und  Sachregister.  Ho. 

♦ 

C.  Lb  Paige.     Un  astronome  beige  du  17®  si^cle:  Gode- 
froid  WendeliD.     Mathesis  (2)  i.  Suppi.  ii. 
Aus  Belg.  Bull.  (3)  XX.  709-727  (F.  d.  M.  XXIL  1890.  17). 

Mn. 

K.  J.  Gbbhardt.     Leibniz  in  London.   Beri.Ber.  1891. 157-176. 

Leibniz  war  von  Paris  aus  zweimal  in  London  (1673  und 
1676):  aas  seinen  Aufzeichnungen,  die  er  sich  dort  machte, 
werden  hier  drei  auf  Mathematik  bezügliche  im  Auszug  mit- 
geteilt Aus  der  dritten  gehe  hervor,  dass  Leibniz  während  seines 
zweiten  Aufenthaltes  in  London  hinsichtlich  der  Infinitesimal- 
rechnung nichts  gewonnen  habe.  Tn. 


K.  J.  Obbuabdt.     Leibniz  über  die  Determinanten. 

Berl  Ber.  1891.  407-423. 
Enthält   au8ser   der   orientirenden  Einleitung  vier  bis  jetzt 
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uDgedruckte  Aufsätze  von  Leibniz.  Der  erste  berichtet  von  seinei 
mathematischen  Studien  in  Paris  (1678),  insbesondere  von  denei 
über  die  allgemeine  Auflösung  der  Gleichungen;  die  drei  anderer 
behandeln  den  von  ihm  erfundenen  Canon  pro  tollendis  ineo 
gnitis,  d.  h.  die  Determinanten,  über  welche  Leibniz  selbst  nicbtc 
veröffentlicht  hat.  Diese  Aufsätze  sind  auch  wegen  ihrer  Re- 
nutzung  von  Zahlensymbolen  anstatt  der  Buchstaben  bemerkens- 
wert Tn. 

K.  J.  Gerhardt.  Leibniz  und  Pascal.  Beri.  Ber.  I89i.  I0j3-io68. 
Dieser  Aufsatz,    in  Verbindung   mit   dem   über   „Leibniz   in 
London",  erstrebt  den  Nachweis,    dass  „irgend  welche  Einwir- 
kung  von    aussen    auf  Leibniz   in  Betreff  der  Einführung    des 
Algorithmus    der   höheren    Analysis   ausgeschlossen   ist**,    „dass 
Leibniz   speciell    durch    das  Studium  der  Schriften  Pascars   auf 
die    Erfindung    dieses    Algorithmus   geführt   wurde**    (nicht  von 
Cavalieri's  Methode  aus).     Als  Beweisstücke  werden  mitgeteilt 
1)  ein  bisher  ungedrucktes  Stück  eines  Briefes  an  Tschimhaus 
aus  1679,  2)  ein  eben  solches  an  de  THospital  aus  1694,  3)  der 
Anfang   einer  Aufzeichnung    von   Leibniz,    vermutlich    aus    dem 
Jahre  1673.  Tn. 

J.  H.  Graf.  Das  Leben  und  Wirken  des  Physikers 
und  Geodäten  Jacques  Barth^lemy  Micheli  du  Crest 
aus  Genf,  Staatsgefangener  des  alten  Bern  von  1746 
bis  1766.     Aktenniässig  dargestellt.     Bern.    Wysß.   211  s. 

mit  BildDis,  Ansicht  und  Panorama.  8^  (Sonderdr.) 


Benjamin  Franklin.    Natura  XLiir.  39-40. 

Bericht  über  die  zum  Andenken  an  den  hundertjährigen 
Todestag  Franklin's  (17.  April  1790)  in  Philadelphia  veranstal- 
tete Feier.  Lp. 

Laplace.     Oeuvres  complfetes  de  Laplace.     Tome  VIIL 
M^moires    extraits    des    reoueils    de    l'Acad^mie    des 

SCieuces.     Paris.  Qattthier-Villars  et  Fils. 
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C.  G.  J.  Jacobi's  Gesammelte  Werke.  Herausgegeben 
auf  Veranlassang  der  Königlich  Preussischen  Aka- 
demie  der  Wissenschaften.      Herausgegeben    von    K. 

Weierstrass.      Bd.  VI  U.  VII.      BerliD.  Georg  Reimer.  VIII  u. 
433,  Vm  u.  440  S.  4». 

Hit  diesen  beiden  Scblussbänden  ist  nun  die  neue  Ausgabe 
der  Jacobi'schen  Werke  zu  Ende  geführt,  und  nächst  dem  Her- 
aasgeber Herrn  Weierstrass  ist  für  die  schnelle  und  sorgfältige 
Bearbeitung  Herrn  Hettner  zu  danken,  der  seinem  bejahrten 
Lehrer  und  Freunde  mit  voller  Thatkraft  zur  Seite  gestanden 
bat,  ebenso  Herrn  Wangerin,  der,  wie  in  den  früheren  Bänden, 
seines  Amtes  als  Corrector  gewissenhaft  gewaltet  hat.  Ausser 
diesen  beiden  Gelehrten  sind  noch  die  Herren  6.  Gantor,  Mer- 
tens,  Netto,  Thomö  für  den  VI.  Band,  Bruns,  Kortum,  E.  Sche- 
ring, Stickelberger,  Tietjen  für  den  VII.  Band  an  der  Durchsicht 
der  einzelnen  Abhandlungen  beteiligt  gewesen. 

Die  erste  Abteilung  des  VI.  Bandes  enthält  die  Abhand- 
loDgen  Jacobi's  zur  Theorie  der  bestimmten  Integrale  und  der 
Reihen,  soweit  nicht  in  ihnen  algebraische  Untersuchungen  den 
hauptsächlichen  Inhalt  bilden  und  sie  deshalb  schon  in  den 
dritten  Band  aufgenommen  sind.  In  der  zweiten  Abteilung  fin- 
den sieh  die  zahlentheoretischen  Abhandlungen  Jacobi's  vereinigt. 
Die  hierher  gehörigen  nachgelassenen  Abhandlungen  Jacobi's, 
welche  aber  sämtlich  bereits  im  Journal  für  Mathematik  ver- 
öffentlicht waren,  stehen  am  Schlüsse  der  betreffenden  Abtei- 
langen.  Ein  Neudruck  des  1839  von  Jacobi  herausgegebenen 
Canon  arithmeticus  erschien  gegenwärtig  nicht  erforderlich,  da 
noch  eine  hinlängliche  Anzahl  von  Exemplaren  desselben  vor- 
banden ist. 

Der  VII.  Band  enthält  die  geometrischen  und  astronomischen 
Abhandlungen,  ferner  Aufsätze  verschiedenen,  meist  historischen 
Inhalts,  und  ausserdem  Briefe  Jacobi's  ati  Bessel  und  an  Gauss. 
Als  Anhang  ist  ein  chronologisches  Verzeichnis  sämtlicher  Ab- 
bandlangen Jacobi's  beigefügt,  welches  Hr.  Hettner  zusammen- 
!^»tellt  haty  und  das  zugleich  als  Gesamtregister  für  alle  sieben 
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BAnde  dienen  kann.  Von  den  ans  Jacobi's  Nachlass  heraus 
gegebenen  Arbeiten  sind  die  dreizehn  zuletzt  angeführten,  so^wi 
die  Briefe  Jacobi's  an  Bessel  und  Gauss,  zum  ersten  Male  ii 
dieser  Ausgabe  von  Jacobi*s  Werken  yeröffentlicht.  Die  Anmer 
kungen,  welche  beiden  Bänden  am  Schlüsse  beigegeben  sind 
rühren  von  Hrn.  Hettner  her,  der  ja  die  Lasten  der  Arbeit  it 
Tollem  Umfange  getragen  hat 

Wenn  nun  über  die  glQckliche  Beendigung  der  schönen 
Ausgabe  der  Gesammelten  Werke  Jacobi's,  die  Borchardt  be- 
gonnen, Weierstrass  unter  Beihttlfe  jüngerer  Freunde  durchgef&hrt 
hat,  der  Freude  Ausdruck  gegeben  werden  darf,  so  ist  es  viel- 
leicht auch  gestattet,  den  Wunsch  hinzuzuftlgen,  dass  dem  einen 
Supplementbande  der  Dynamik  noch  andere  folgen  möchten,  wie 
das  ursprünglich  geplant  war,  und  wozu  in  den  Nachschriften 
der  Jacobi'schen  Vorlesungen,  besonders  über  die  elliptischen 
Functionen,  Stoff  vorhanden  ist.  Lp. 


A.  Caucht.  Oeuvres  compl^tes  d'Augustin  Cauchy 
publikes  80U8  la  direction  scientifiqoe  de  rAcad^mie 
des   sciences  et  sous  les  auspices    de  M«  le  ministre 

de  rinstruetion   publique.   (2)   IX.      Paris.   Oaathier  -  ViUars 

et  Fil8.  452  8.  4«. 

Anzeige  in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  12. 


W.  V.  Zahn.     Hermann  Hankel.     Bökien  Witt.  iv.  i-ii. 

Abdruck  aus  Math.  Ann.  VII  (F.  d.  M.  VI.  1874.  31),  ver- 
vollständigt durch  einige  Litteraturangaben  nach  der  Uebersetzung 
in  Boncompagni  Bull.  IX.  1876.  Lp. 


S.  Ferrari.  Ricordo  del  P.  Angelo  Secchi  in  occasione 
deU'erezione  del  busto  marmoreo  alla  sua  memoria 
nel  palazzo  della  cancelleria  apostolica.    Rom.  Aoc.  p.  d. 

N.  L.  XLIV.  240-245. 

Eine  Festrede   zum  Preise   der  Vereinigung  von   Glauben 
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und  Wissenschaft,   Frömmigkeit  und  Arbeit  in  Secchi,    bei  Ge- 
legenheit der  Enthüllung  seiner  Büste.  Lp. 


Dewar.     The  scientific  work  of  Joule.  NatureXLilLiii-113. 
Auszug  aus  einer  Freitag -Abend  Vorlesung  in  Royal  Insti- 
tution. Lp. 

J.  E.  KuNTZB.      Gustav  Theodor  Fechner    (Dr.  Mises). 

Ein   deutsches   Gelehrtenleben.     Leipzig.  Breitkopf  und  Härtel. 
XI +  372  S.  mit  3  Bildo.  gr.  8<>. 


G.  KiRCBHOFP.     Gesammelte  Abhandlungen.     Nachtrag. 
Herausgegeben  von  L.  Boltzmann.      Leipzig,  j.  a.  Barth. 

VII  u.  137  S.  8«. 

In  dem  Forliegenden  Nachtrag  zu  den  1882  erschienenen 
gesammelten  Abhandlungen  Eirehhoffs  sind  acht  von  Kirch- 
boff  in  den  Jahren  1880-1885  veröffentlichte  Arbeiten  nebst  einer 
Arbeit  von  6.  Hansemann  wiederabgedruckt.  Die  erste  Ab- 
handlung [Ueber  die  Leitungsfähigkeiten  der  Metalle  für  Wärme 
und  Elektricität,  von  Kirchhoff  und  Hansemann]  ist,  ebenso  wie 
die  erwähnte  Hansemann'sche  Arbeit  [Ueber  die  Diffusion  von 
Gasen  durch  eine  poröse  Wand],  rein  experimentellen  Inhalts. 
Ueber  die  übrigen  Aufsätze  ist  seinerzeit  in  den  Bänden  XII 
(1880)  sowie  XIV-XVII  (1882-1885)  des  Jahrbuchs  ausführlich 
berichtet.  Referent  glaubt  daher  von  einer  nochmaligen  Bespre- 
choDg  des  Inhalts  absehen  zu  sollen  und  begnügt  sich  die  Worte 
wiederzugeben,  mit  denen  der  Herausgeber  den  Nachtrag  ein- 
leitet. 

„Eines  der  Hauptziele,  welche  Eirchhoff  in  seinen  Ab- 
handlungen und  Vorlesungen  anstrebte,  war  der  Aufbau  der 
theoretischen  Physik  auf  möglichst  klaren  Principien  und  die 
Ausbildung  und  Vollendung  ihrer  Methoden.  Durch  jahrelange 
Arbeit  gelang  es  ihm,  diese  so  durchzubilden,  dass  er  ein  In- 
strument gewann,  welches  nach  fest  ausgebildeten  Regeln  arbei- 
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tete   und   immer   in   der   einfachsten   und  sicherBten  Weise  zur 
Losung  der  Aufgabe  fQhrte.    Gerade  zur  Erläuterung  der  TrefT- 
Sicherheit  und  der  Art  und  Weise  der  Behandlung  dieses  Instru- 
ments sind  die  nachfolgenden  Abhandlungen  besonders  geeignet. 
In  vielen  derselben  zeigte  er,  wie  von  anderen  gefundene  Re- 
sultate mittelst  desselben  teils  in  weit  einfacherer  und  eleganterer 
Form  gewonnen,  teils  wesentlich  ergänzt  und  erweitert  werden 
können,  wobei  zugleich  ihre  Beziehungen  zu  den  ttbrigen  Teilen 
der  theoretischen  Physik  in's  klarste  Licht  gesetzt  werden.'' 

„Dabei  tritt  allenthalben  neben  dem  Sinne  für  mathematische 
Consequenz  der  scharfe  Blick  Kirch hoffs  fQr  physikalische 
Verwertbarkeit  hervor,  welche  durch  die  wenigen,  der  Vollstän- 
digkeit  halber  hier  ebenfalls  aufgenommenen  Versuche  Hanse- 
mann's  noch  lange  nicht  erschöpft  und  ausgenutzt  sein  dttrfte."' 

Wn. 

H.  A.  Newton.     A  memoir  on  Elias  Loomis.  Smithsonian 

Rep.  (1890).  741-770. 

Elias  Loomis,  geb.  7.  Aug.  1811  zu  Willington  in  Connecticut, 
gebildet  auf  dem  Yale  College,  studirte  nach  wiederholtem  Be- 
rufswechsel 1836-37  in  Paris,  richtete  sich  ein  Observatorium 
in  Hudson  ein,  wo  er  bis  1844  blieb,  wurde  Professor  ftir  Ma- 
thematik und  Physik  an  der  Universität  zu  New  York  bis  1860 
mit  einer  einjährigen  Unterbrechung  in  Princeton;  von  da  bis 
zu  seinem  Tode,  15.  Aug.  1889,  war  er  Professor  am  Yale  College 
zu  New  Haven.  Am  Schlüsse  der  mit  vieler  Wärme  geschrie- 
benen Lebensskizze  steht  eine  chronologische  Liste  seiner  Schrif- 
ten astronomischen,  physikalischen,  mathematischen  und  meteo- 
rologischen Inhalts  in  164  Nummern.  Lp. 


6.  LoRiA.     Cenni  intomo  a  la  vita  e  le  opere  di  Feiice 

Casorati.       Palermo  Rend.  V.  236-251. 

Hr.  Loria  zeichnet  den  Lebensgang  von  Casorati  (1835-1890), 
weiter  sein  Wirken  als  Lehrer,  Forscher  und  Schriftsteller  und 
hebt  dann  einige  seiner  Hauptleistungen   besonders  hervor,  so 
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vornehmlich  die  betreffs  der  vielfachperiodischen  Functionen 
und  betreffs  des  ErQmmangsmasses  der  Flächen;  den  Schluss 
macht  eine  nach  der  Zeitfolge  geordnete  Aufzählung  von  Gaso- 
rali's  (51)  Arbeiten.  Tn. 

6.  LoRiA.     Cenui  intorno  a  la  vita  e  le  opere  di  Feiice 
Casorati.     Bibl.  Math.  (2)  v.  1-12. 

Feiice  Casorati,  geboren  zu  Pavia  den  17.  December  1835, 
wurde  1859  ausserordentlicher  und  1861  ordentlicher  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  seiner  Geburtsstadt;  er  starb 
daselbst  den  11.  September  1890.  Herr  Loria  giebt  Auskunft 
Qber  die  wichtigsten  Arbeiten  Casorati's  und  verzeichnet  48 
seiner  Schriften,  deren  Mehrzahl  in  den  „Annali  di  Matematica^ 
aod  den  „Rendiconti  deiristituto  Lombarde  di  scienze  e  lettere'' 
erschienen  sind.  Die  Untersuchungen  Casorati's  beziehen  sich  vor- 
zugsweise auf  die  Functionen theorie,  den  Caicul  der  endlichen 
Differenzen  und  die  analytische  Theorie  der  Oberflächen.  Durch 
seine,  leider  unvollendete,  „Teoria  delle  funzioni  di  variabili 
complesse"  hat  er  das  Studium  der  Functionentheorie  wesentlich 
gefördert;  auch  als  Lehrer  übte  er  einen  grossen  Einfluss. 

E. 

Z.  6.  DE  Galdeano.     Feiice  Casorati.   Progreso  mat.  i.  22-24. 


G.  Eneström.     Gumersindo  Vicuna  (1840-1890). 

Bibl.  Math.  (2)  V.  33-84. 

Vicona  wurde  1840  in  Habana  geboren  und  starb  1890  als 
Professor  der  mathematischen  Physik  an  der  Universität  zu 
Madrid.  Er  hat  verschiedene  Schriften  physikalisch-historischen 
Inhalts  herausgegeben.  E. 

A.  Capelli.     Commemorazione  di  Raffaele  Rubini.    Atu 

deir  Aoeademia  Pontaniana.  XXI.   275-281,    aach   sep.   Napoli,   Tip. 
della  R.  üoiv.  9  8.  40. 

R.  Rabini  wurde  in  Brindisi  den  20.  October  1817  geboren 
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und  starb  in  derselben  Stadt  den  13.  Mai  1890.     Er  studirte    die 
höhere  Mathematik  in  Neapel  unter  der  Leitung  von  F.  Padulst 
und  erlangte  1844  die  Doctorwttrde.     Bald  nachher  begann    er 
seinen  Unterricht,   zuerst  in  dem  Collegio  della  Nunziatella     in 
Neapel,  dann  (1848)  in  dem  Lyceum  von  Lecce.     Diese  Lebr- 
stuhle  verlor  er  seiner  politischen  Meinungen  wegen,  und  erst 
1859  durfte  er  in  den  öffentlichen  Unterricht  wieder  eintreten. 
In  diesem  Jahre  finden  wir  unseren  Mathematiker  als  Professor 
der    theoretischen  Mechanik  an  der  Marineschule,    und  1861   er* 
hielt  er  denselben  Lehrstuhl  an  der  Universit&t  von  Neapel;  bald 
nachher   wurde   er  Professor   der   höheren  Algebra   an  der   g-e- 
nannten  Hochschule,  in  welcher  Stellung  er  bis  1886  verblieb. 

Er  veröffentlichte  die  folgenden  Lehrbücher:  „Trattato  di 
Geometria  analitica%  ^Elementi''  und  „Complementi  di  Galcolo 
infinitesimale'',  „Complementi  d'Algebra^,  ,,Teoria  delle  forme  alg^e- 
briche",  von  denen  einige  ins  Spanische  übersetzt  und  im  öffent- 
lichen Unterrichte  benutzt  wurden.  Napoli  Rend.,  Batt.  6.  und 
Tortolini  Annali  enthalten  ferner  einige  seiner  Abhandlungen. 

La. 


Anna  C.  Leffler.     Sonja  Kovalevsky.     Aonaii  di  Mat.  (J) 

XIX.  201-211. 

Ein  warm  geschriebener  Aufsatz  zum  Gedächtnis  der  zu 
früh  Verstorbenen  (1850-1891),  die  aufs  neue  gezeigt,  dass  auch 
das  Weib  in  abstracter  Wissenschaft  Hervorragendes  zu  leisten 
vermöge.  Ihr  Werden,  ihr  herbes  Schicksal,  ihre  Arbeiten  auf 
mathematischem  und  litterarischem  Gebiete  werden  in  Kürze 
dargelegt,  ihr  eigenartiges  Wesen  wird  fein  gezeichnet. 

Tn. 

C.  A.  Bjbrknes.     Fru  Kowalevski  og  hendes  Fortjenester 

af  Videnskabeu.      Oversigt  af  VideoBkaps-SelskabetB  Moder  i  1891. 
ChristiaDia.  7-20. 

Eine  Gedächtnisrede  auf  Frau  Kowalevski,  welche  sich  be- 
sonders ausführlich  mit  der  Bedeutung  ihrer  Arbeit  „lieber  die 
Brechung  des  Lichtes  in  krystallinischen  Mitteln'*  beschäftigt. 

Bdn, 
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A.  G.  Stoletow,  N.  E.  Joükowsky  und  P.  A.  Nekbassow. 

8.    W.   Kowalewsky.     Mosk.  Math.  Samml.  XVI.  1-38. 

Diese  Schrift  enthält  eine  Lebensskizze  (geschrieben  von 
A.  6.  Stoletow)  und  eine  Uebersicht  der  wissenschaftlichen 
Leistungen  der  Frau  S.  W.  Kowalewsky  (geboren  1850,  gestor- 
ben 29.  Jan.  a.  St.  1891)  auf  dem  Gebiete  der  angewandten  Mathe- 
matik (von  N.  £.  Joükowsky)  und  der  reinen  Mathematik  (von 
P.  A.  Nekrassow).  Wi. 

L.  Eronecker.      Sophie    von    Kowalevsky.     J.  für  Math. 

CVIII.  88. 

Giebt  einen  ganz  kurzen  Lebensabriss  der  Forscherin  und 
rühmt  dann  ihr  ausserordentliches  Talent,  ihren  grossen  Fleiss, 
ihren  offenen  Sinn  fttr  geistige  Interessen  überhaupt.  Beigegeben 
ist  eine  Liste  ihrer  mathematischen  Leistungen.  Tn. 

M>A«  E.  DE  Kerbedz.     Sophie  de  Kowalevski.       Palermo 

Read.  Y.  121-128,  and:  Oarboux  Ball.  (2)  XV.  212-220. 

Giebt  eine  kurze  Skizze  des  Lebensganges  (1850-1891),  einen 
Auszug  aus  zwei  Urteilen  der  Pariser  Akademie  über  ihre  preis- 
gekrönten Arbeiten,  endlich  eine  Aufzählung  ihrer  (10)  mathe- 
matischen und  (6)  litterarischen  Arbeiten.  Tn. 

E.  N0VARB8B.     Sofia  Kowalevski.     Riv.  di  Mat.  i.  21-22. 

Z.  O.  de  Galdeano.     Sofia  de  Kowalevski.    Progresomat. 

I.  88-90. 


E.    RiECKE.      Wilhelm   Weber.  Göttiagen  (1892).  Dieterich.  44  S.  4<>. 

Diese  Gedächtnisrede  auf  den  berühmten  Physiker  (1804-91) 
wurde  in  öffentlicher  Sitzung  der  Göttinger  Akademie  gehalten, 
welcher  Weber  durch  6  Jahrzehnte  angehört  hatte.  Sie  behan- 
delt kurz  die  Hauptzüge  seines  Lebens,  ausführlicher  seine 
wissenschaftlichen  Leistungen.  Seine  Wellenlehre,  seine  Mecha- 
nik der  Gehwerkzeuge,  seine  Verdienste  um  die  Einrichtung  des 
ersten  Telegraphen,  dann  besonders  seine  bahnbrechenden  Leistun- 
gen im  Gebiete  der  Elektrodynamik  finden  ihre  Würdigung.  Im 
Anschlüsse  an  die  Besprechung    der   elektrodynamischen  Mass- 
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bestimmuDgeDy  deren  theoretische  und  praktische  Wichtigkeil 
dargelegt  wird,  geht  der  Vortragende  ein  anf  die  Bedeutang  der 
sogenannten  Constanten  des  Weber'schen  Gesetzes  und  auf  die 
relativ  begrenzte  Gültigkeit  des  letzteren;  eine  Beleuchtang  des 
Gesetzes  yom  Standpunkte  der  neuesten  Entwickelung  der  Physik, 
insbesondere  eine  Betrachtung  Ober  Fernwirkung  und  Ifolekular- 
hypothese  machen  den  Schluss.  Tn. 

Mascart.     Notice  sur  Wilhelm  Weber,  c.  r.  CXIIL 105-109. 

Eine  kurze,  aber  sehr  anerkennende  WQrdignng  der  hohen 

Verdienste  Weber's,  besonders  seiner  „Elektrodynamischen  Mass- 

bestimmungen"",  Oberhaupt  seiner  eindringend  genauen  Arbeiten. 

Tn. 

6.  Basso.      In  commemorazione  di   Guglielmo  Weber. 

Torino  Atti.  XXVII.  4-13. 

Bericht  Ober   Leben,   Werke   und  Bedeutung  des  grossen 
deutschen  Physikers  (24.  Oct.  1804-23.  Juni  1891).  Tn. 

G.  C.  F.  Wilhelm  Eduard  Weberf.  Natura XLiv.  229230,  272. 


John   Couch   Adams  f.      Natare  XLIV.  565,  XLV.  301. 

Geboren  5.  Juni  1819  zu  Lidcot  bei  Launceston  in  Cornwall, 
„Senior  wrangler'  zu  Cambridge  1843,  zum  Lowndean  Professor 
der  Astronomie  und  Geometrie  in  Cambridge  berufen  1869,  gest. 
21.  Januar  1892.  Obs.  (Lp.) 

M.  Levy.      Note    sur   les    travaux    de    Pierre  -  Prosper 
Boileau.   c.  r.  gxiii.  409-412. 

Boileau  (1811-1891)  war  Schüler  von  Poncelet  und  kam  so 
zur  Beschäftigung  mit  Hydraulik,  die  ihm  vielfache  praktische 
Messungen  und  Formeln  und  theoretische  Arbeiten  verdankt 
Hervorgehoben  werden  seine  Ergebnisse  über  den  Ort  grösster 
Geschwindigkeit  in  strömendem  Wasser  und  ttber  innere  Rei- 
bung von  Flüssigkeiten.  Tn. 
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E.  GOODPBLLOW.      Charles   Otis  Boutelle.      Washington  Boll. 
XI.  467470. 

Ch.  0.  Boutelle,    Geodät,   geb.  4.  Aag.  1813  zu  Lexington, 
Massachusetts,  gest.  22.  Juni  1890  zu  Hampton,  Virginia. 

Lp- 

Francis   BrUnnowt.      Nature  XLIV.  449-450. 


W.    Ferrelf.      Natnre  XLIV.  527-528. 

William  Ferrel  geb.  29.  Jan.  1817,  gest.  1891.  (Meteorologe.) 


John    Caseyt-    Lond.  R.  S.  Proc.  XLIX,  Lond.  M.  8.  Proc.  XXII. 

Geboren  zu  Kilberny,  Cork,  im  Mai  1820,  fast  gänzlich 
Autodidakt  in  der  Mathematik,  bis  er  1858  in  das  Trinity-Col- 
lege  eintrat,  1883  als  Professor  der  höheren  Mathematik  an  der 
katholischen  Universität  von  Irland  berufen,   gest.  3.  Jan.  1891. 

Gbs.  (Lp.) 

Obitaary   notices.     Lond.  M.  S.  Proc.  XXII.  476-481. 

John  Casey,  geb.  Mai  1820,  zuerst  Elementarlehrer  und 
Autodidakt,  1858—62  Schüler  des  Trinity-College,  1883  Professor 
der  höheren  Mathematik  an  der  katholischen  Universität,  gest. 
3.  Jan.  1891  zu  Dublin. 

Robert  Nicholas  Fowler,  geb.  14.  Septbr.  1828,  gest. 
22.  Mai  1891. 

Henry  Martyn  Jeffery,  geb.  5.  Jan.  1826,  Schüler  des 
St.  John's  College  zu  Cambridge,  Lehrer  und  später  Vorsteher 
(headinaster)  der  Grammar  School  zu  Cheltenham,  gest.  3.  Novbr. 
1891. 

William  Joseph  Curran  Sharp  aus  dem  Trinity-College 
zu  Dublin.  Lp. 

P.  Mansion.     Le  R.  F.  Delsaux.     Brux.  s.  sc.  xva.  86-91, 

Rev.  d.  qn.  sc.  XXIX.  585-588. 
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Delsaux,  geb.  zu  Brfissel  am  27.  Mai  1828,  gest.  za  Namur 
am  26.  Februar  1891,  hat  eine  grosse  Anzahl  Ton  Arbeiten  aus 
der  mathematischen  Physik  veröffentlicht,  deren  Liste  hier  ge- 
geben wird;  drei  grössere  Werke:  Capiilarität  (1865),  geome- 
trische Optik  (1866),  theoretische  Optik  (1868);  endlich  eine 
kritische  Studie:  Les  derniers  Berits  philosophiques  de  Tyndall 
(Paris.  Baltenweck.  1877).  Mn.  (Lp.) 


W.  Harkness.     Ezekiel  Brown  Elliott.    Washington  Ball.  xi. 

470  -  473. 

Der  Statistiker  Elliott  (nicht  zu  verwechseln  mit  Eklwin 
Bayley  Elliott  in  Oxford),  geb.  16.  Juli  1823  im  Dorfe  Sweden, 
Monroe  county,  New-York,  gest.  24.  Mai  1888  in  Washington. 

Lp. 

A.  R.     Emile  Gantierf.    Natore  XLill.  518-519. 

Geb.  18.  April  1822  in  Genf,  gest.  ebenda  24./25.  Febr. 
1891  als  Director  der  Sternwarte.  Lp. 


J.  Bertrand.     Notice  sur  le  g^n^ral  Ibanez.     C.  R.  cxir. 

266-269. 

In  scharfen  Umrissen  wird  hier  die  Lebensarbeit  des  grossen 
spanischen  Geodäten  (1824-1891)  gezeichnet,  wie  er  zuerst  mit 
Saavedra  die  bekannte  Basismessung  durchfährte,  dann  seit  1866 
allein  das  spanische  geographische  und  statistische  Institut  schuf, 
wie  er  die  Balearen  und  (mit  Perrier)  Algier  an  das  Festland 
anschloBs,  wie  er  überhaupt  sein  weitausschauendes  Wissenschaft- 
liches  und  praktisches  Programm  durchführte,  insbesondere  sich 
um  die  europäische  Gradmessung  und  in  der  Metercommission 
verdient  machte.  Tn. 

Z.  G.  DB  Galdeano.     El  general  Ibanez.    Progreso  mat  i. 

25  -  26.  

James  Thomsonf.     Lond.  R.  s.  Proc.  Liii. 

Geboren  zu  Belfast  16.  Febr.  1822,  Professor  för  Ingenieur- 
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Wissenschaflen  zu  Belfast  von  1857  bis  1872,  zu  Glasgow  von 
1872- bis  1889,  gest.  8.  Mai  1892.  Gbs.  (Lp.) 


C.  0.  BoDTELLE.      Henry    Francis   WalHng.      Washington 

Ball.  XI.  492-496. 

Der  Geodät  Walliug,  geb.  11.  Juni  1825  in  Burrillvill,  R.  J., 
gest  1889.  Lp. 

Nekrologe.     Monatah.  f.  Math.  II.  479-480. 

Adolf  Ameseder,  geb.  25.  Mai  1858  in  Zuberbaeh  im  Eisen- 
burger Coiuitate,  Privatdocent  in  Wien  1884,  Professor  an  der 
technischen  Hochschule  zu  Graz  1886,  gest.  17.  Jan.  1891. 

Rudolf  Staudigl,  geb.  14.  Novbr.  1838,  1866  Docent  für 
Zeichnen  am  Wiener  Polytechnikum,  1867  Adjunct  und  1868 
Privatdocent  daselbst,  1869  ausserordentlicher  und  1875  ordent- 
licher Professor  für  darstellende  Geometrie,  gest.  22.  Febr.  1891. 

Josef  Petzval,  geb.  6.  Jan.  oder  2.  Mai  1807,  Professor  an 
der  Wiener  Universität  von  1849  bis  1877,  gest.  17.  Septbr.  1891. 

Lp. 

WeidenmOllkr.      Professor    Wilhelm    Gies.      Nekrolog. 

HoffmaDD  Z.  XXII.  236-238. 

Gest.  12.  Febr.  1891  im  78.  Lebensjahre  zu  Fulda,  früher 
Gymnasiallehrer  daselbst  bis  9  Jahre  vor  seinem  Tode.      Lp. 


Oberlehrer  Professor  Dr.  Auth,  Kasself.  Hoffmann z.  xxil. 

Geb.  1.  Oct.  1827  zu  Fulda,  gest.  23.  Decbr.  1890  zu  Kassel. 

Lp. 

Künstler.     Zum  Andenken  an    Dr.    Kober.    Hoffmann  z. 

XXII.  148-15a 

Julius  Kober,  geb.  15.  Juli  1828  zu  6ross*Sara  in  Sachsen- 
Altenburg,  Lehrer  am  Krause'schen  Institut  in  Dresden  bis  1872, 
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an  der  Fflrstenschale  in  Grimma  bis  1875,   Director  der    Real- 
schule zu  GroBsenhain  bis  zu  seinem  Tode  11.  Jan.  1890. 

Lp. 

6.  Schubring.     Nachruf  für  Director  Dr.  Koch  in    Er- 
furt.     Hoffmano  Z.  XXir.  633-635. 
G.  E.  Koch,  geb.  zu  Ditfurt  bei  Quedlinburg  21.  Oct.   1812, 
Director   des   Realgymnasiums    in   Erfurt   von    1844-85,     gest 
27.  Septbr.  1891;  schriftstellerisch  als  Meteorologe  thätig. 

Lp. 

A.  Thakr.     Friedrich  Kruse.    Hoffmann  z.  xxii.  468-470. 

Geb.  12.  Mai  1824  zu  Friedewalde,  Regierungsbezirk  Minden, 
Professor  am  Wilhelms -Gymnasium  zu  Berlin,  gest.  12.  Decbr. 
1890.  Lp. 

O.  ScHiBCK.     Zur  Erinnerung  an  Ludwig  Kunze. 

Hoffmann  Z.  XXII.  314-316. 

Karl  Ludwig  Albrecht  Kunze,  geb.  zu  Jever  26.  Juli  1805, 
Professor  am  Gymnasium  zu  Weimar  von  1828-1875,  gest.  15.  Juli 
1890;  Verfasser  eines  Lehrbuchs  der  Planimetrie  und  mehrerer 
Gelegenheitsschriften. Lp. 

Ansprachen  und  Reden  gehalten  bei  der  am  2.  November 
1891  zu  Ehren  von  Hermann  von  Helmholtz  veran- 
stalteten   Feier.    Berlin.  Hirschwald'sche  Bnohhdl.  03  S.  gr.  8^ 

„Am  31.  Aug.  1891  vollendete  Hermann  von  Helmholtz  sein 
siebzigstes  Lebensjahr.  Da  der  Jubilar  diesen  Tag  in  stiller 
ZurUckgezogenheit  im  Gebirge  verlebte,  so  wurde  mit  seiner  Ge- 
nehmigung am  2.  Novbr.,  an  welchem  Tage  er  vor  49  Jahren 
zum  Doctor  medicinae  promovirte,  in  seinem  Hause  zu  Ghar- 
lottenburg  eine  Feier  veranstaltet,  in  welcher  die  verschiedenen 
Behörden,  Corporationen,  Freunde  und  SchQler  ihre  GlttckwUnsche 
persönlich  zum  Ausdruck  brachten.  Am  Abend  desselben  Tages 
fand  ein  Festessen  im  Hotel  „Der  Kaiserhof ^  statt.''      Lp. 
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Ventura  Rbtbs  y  Prosper.      Cristina    Ladd  Franklin 

matemdtica   americana  y   su  influencia  en  la    lögica 

simbölica.     Progreso  mat.  I.  297-300. 


Georgs    Winslow   Piercb.      The    life    romance    of   an 

algebraist.     Boston.  J.  6.  Copples.  XXI  + 167  S.  8<*. 

Ein  mit  dem  Bildnisse  des  Verfassers  ausgestattetes  Buch, 
das  in  amerikanischer  Art  nur  den  Zweck  verfolgt,  die  Aufmerk- 
samkeit der  Welt  auf  den  Verfasser  zu  ziehen,  das  aber  von 
Mathematik  recht  wenig,  von  vielen  anderen  Dingen,  wie  Ge- 
dichte, Träumereien  u.  s.  w.,  sehr  viel  enthält.  Lp. 


B.    Geschichte  einzelner  Disciplinen. 

W.  W,  RousE  Ball.     Matbematical  recreations  and  prob- 
lems   of  past  and   present  times.     Macmiilan  and  Co.  xii 

u.  240  S.  [New  York  M.  8.  Bull  II.  37-46.] 

Dieses  Buch  enthält  in  gedrängter  Form  einen  Bericht  Über 
manche  Aufgaben  und  Ueberlegungen  mathematischer  Art,  an 
denen  der  Scharfsinn  vieler  Generationen  sich  geübt  hat,  und 
jedermann,  der  nur  ein  wenig  Interesse  an  mathematischer  Denk- 
weise besitzt,  wird  in  ihm  eine  Fülle  angenehmer  Unterhaltung 
finden.  Es  zerfällt  in  zwei  Teile,  betitelt:  „Mathematische  £r- 
götzlichkeiten^  und  „Mathematische  Aufgaben  und  Ueberlegun- 
gen". Der  erste  Teil  besteht  aus  sieben  Capiteln.  Die  ersten 
drei  beschäftigen  sich  beziehungsweise  mit  arithmetischen,  geo- 
metrischen und  mechanischen  Aufgaben^  wogegen  das  vierte  ver- 
schiedene Fragen  behandelt,  wie  die  lustige  15,  den  Turm  von 
Hanoi,  chinesische  Ringe,  das  Problem  der  acht  Königinnen,  die 
Aufgabe  von  den  15  Schulmädchen  und  Aufgaben  mit  einem  Pakete 
Spielkarten.  Magische  Quadrate  bilden  den  Gegenstand  von 
Capitel  V  und  einläufige  Aufgaben  den  der  Capitel  VI  und  VII; 
hierher  gehörig:    das  Euler'sche  Problem,  Irrwege,  geometrische 
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Bäume  und  das  Hamilton'sche  Spiel.  Capitel  VIII  beginnt  de 
zweiten  Teil  des  Buches  und  erörtert  die  drei  Probleme  der  Ve 
doppelung  des  Würfels,  der  Dreiteilung  eines  Winkels  und  deij 
Quadratur  des  Kreises.  Die  Gegenstände  der  übrigen  Capitel 
sind  Astrologie,  Hyperräume,  Zeit  und  ihr  Mass,  die  Zusammen« 
Setzung  der  Materie.  Die  späteren  Capitel  des  Buches  leiden  za 
sehr  an  übermässiger  Gedrängtheit.  Gbs.  (Lp.) 


A.  W.  Wassiliew.     Aus  der  Geschichte  und  Philosophie 
des  Begriffes  der  ganzen  positiven  Zahl.    Kasan  Ges.  (2) 

I.  1-21. 

Diese  Rede,  bei  der  Eröffnung  der  physiko-mathematischen 
Gesellschaft  zu  Kasan  gehalten,  enthält  eine  Zusammenstellung 
der  geschichtlichen  Resultate  über  die  allmähliche  Entwickelung 
des  Zahlbegriffs,  mit  den  Ansichten  Helmholtz's  über  die  Arith- 
metik in  seiner  Abhandlung:  „Zählen  und  Messen'*.  Wi. 

H.   B.  FiNE.     The  number  -  system    of  algebra,    treated 

theoretically   and   historically.     Boston  and  New  York.  Leacb, 
Shewell  &  Sanborn.  IX  +  131S.  8^  [New  York  M.  S.  Ball.  I.  26;  Bibl 

Math.  (2)  V.]     Vergl.  S.  61. 

O.  LoRiA.     II   teorema  fondauientale  della  teoria  delle 
equazioui  algebriche.    Riv.  di  Mat.  I.  185-248. 

Hr.  Loria  bietet  hier,  als  Ergebnis  mehr  als  fünfjähriger  Stu- 
dien, eine  der  Zeitfolge  nach  geordnete  übersichtliche  Darlegung 
des  Gedankenganges  der  bis  jetzt  versuchten  und  geführten  Be- 
weise für  den  Grundlehrsatz  der  Theorie  der  Gleichungen;  er 
giebt  weiter  eine  bibliographische  Nachweisung  der  Fundstellen 
dieser  71  Beweise  (seit  1746  bis  1891)  und  entscheidet  sich 
schliesslich  bei  der  Frage,  welcher  dieser  Beweise  im  Unter- 
richte zu  bevorzugen  sei,  für  deren  zwei,  für  den  von  Legendre 
(1806)  und  den  von  Cauchy  (1837).  Tn. 
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G.  LoRiA.   Esame  di  alcune  ricerche  concerneDti  Tesistenza 
di  radici  nelle  equazioni  algebriche.      Bibi.  Math.   (2)   V. 

99-112. 

Dieser  Aufsatz  enthält  eine  Umarbeitung  und  teilweise  eine 
Erweiterung  der  Note:  ^11  teorema  fondamentale  della  teoria 
delle  equazioni  algebricihe^,  welche  in  der  „Rivista  di  matema- 
tica**  L  185-248  erschienen  ist  (siehe  das  vorangehende  Referat). 
Herr  Loria  verzeichnet  hier  80  verschiedene  Schriften  ttber  das 
Fundamentaltheorem  der  Theorie  der  Gleichungen.  £. 


Fr.  Meyer.      Bericht  über  die    Fortschritte   der  projec- 
tiven  Invariantentheorie  im  letzten  Vierteljahrhundert, 

Natnrf.  Ges.  Halle.  LXIV.  5-7. 

Auszug  aus  dem  im  Jahresbericht  der  Deutschen  Mathe- 
matiker-Vereinigung I  erschienenen  vollständigen  Vortrag;  Be- 
richt im  nächsten  Jahrgange.  Lp. 


W.  Adam.  Uescbichte  des  Rechnens  und  des  Rechen- 
Unterrichts.  Zum  Gebrauch  an  gehobenen  und  höheren 
Lehranstalten,  sowie  auch  bei  der  Vorbereitung  auf 
die  Mittelschullehrer-  und  RectoratsprOfung  bearbeitet. 

Quedlinbarg.  Vieweg'a  Buchh.  VIII  -*-  182  8.  gr.  ö». 


F.  Cajori.     The  study  of  Diophantine   analysis  in  the 

United  States.      Colorado  Stodies  H.  39-47. 
Giebt  Namen  und  kurze  Kennzeichnung  der  Leistungen  der- 
jenigen Männer,  welche  sich  seit  1804  in  den  Vereinigten  Staaten 
mit  anbestimmter  Analytik  beschäftigt  haben;   wünscht  eine  leb- 
haftere Förderung  dieses  Zweiges  der  Wissenschaft.        Tn. 


A.  Matrot.     Sur  le  th^or^me  de  Sachet  (aperpu  histo- 

rique).      Asboc.  Frang.  Marseille  XX.  185-191. 

Der  Satz,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Summe  von  höchstens 

3* 
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Tier  Qaadrateo  ist,  wurde  zuerst  von  Bachet  in  seinem  Commen- 
far  zu  Diophant's  Arithmetik  ausgesprochen,  von  Format  gemäss 
einer  Randnote  zu  Diophant  bewiesen  und  verallgemeinert,  ohne 
dass  dieser  Beweis  auf  uns  gekommen  ist    Darauf  hat  Euler 
•ich  um  den  ausstehenden  Beweis  ohne  directen  Erfolg  bemaht; 
hiemach  hat  Lagrange,  unabhängig  von  Euler,  eine  strenge  9er* 
leitung  gegeben.     Endlich  (1772)  ist  denn  auch  Euler  der  Beweis 
gelungen,  und  Hr.  Matrot  hat  diesen  Euler'schen  Beweis  in  einer 
Mitteilung  an  die  Assoc.  Franf.  1890  (F.  d.  M.  XXII.  211)  bedeu- 
tend vereinfacht,  sodass  jetzt  nur  noch  elementare  Sätze  benutzt 
werden.    (Vergl.  diesen  Band,  Abschnitt  III,  Cap.  2  A.)     Lp. 


Bbrson.     Sur  l'emploi  des  figares  g^om^triques  par  les 
«laponais    pour    la    r^solntion    des   probl^mes    d'arith- 

m^tiqne.     Toalouse  M6m.  (9)  Iir.  268-271. 

Vor  der  Einwanderung  der  Europäer  in  Japan  verwandten 
vielfach  die  Japanesen  geometrische  Versinnlichungen  zur  Lo- 
sung von  Rechenaufgaben.  Bei  letzteren  unterschieden  sie  drei 
Arten:  die  unserer  Regeldetri  entsprechenden,  die  Teilungsauf- 
gaben  bei  gegebenem  Verhältnis  und  die  Ueberschuss-  und  Ab- 
mangel -Aufgaben.  Von  jeder  dieser  Arten  löst  der  Vf.  eine 
nach  japanischer  Art.  Tu. 

E.  PiCARD.     Revue  annuelle  d'analyse.      Palermo  Reod.    v. 

80*90. 

Abdruck  aus  Revue  gSnärale  des  sciences  pures  et  appli- 
quees.  Lp. 

G.  ViVANTi.      8ur   une   classe  de   grandenrs  infiniment 
petites  consid^röe  par  Newton.    Bibl.  Math.  (2)  V.  97-98. 

Herr  Vivanti  lenkt  die  Aufmerksamkeit  auf  eine  Stelle  in 
den  Principia,  wo  Newton  eine  Reihe  von  Winkeln  behandelt, 
von  denen  jeder  folgende  unendlich  klein  im  Vergleich  mit 
dem  vorangehenden  ist.  E. 
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G.  EnestrOm.  Note  hiatorique  sur  ]es  symboles  qui 
servent  a  d^signer  des  fonotions  quelconques  de 
variables  donnöes.     Bibl.  Math.  (2)  V.  89-90. 

Es  wird  bemerkt,  dase  die  EinfUhrang  der  allgemeinen 
Functionszeichen  von  Johann  BernouUi  herrfihrt,  dass  aber  be- 
sondere Zeichen  fDr  Functionen  mehrerer  Variabein  erst  von 
d'Älembert  and  Euler  angewandt  worden  sind.  E. 


P.  Mansion.  Note  bibliographique  sur  les  integrales 
g^n^rales  et  les  Solutions  singuliäres  des  ^quations 
diffärentielles  et  aux  d^riväes  partielles.  Braz.  8.  sc  xva. 

3237,  60. 

Geschichtliche  Uebersicht  der  diese  Frage  betreffenden  Ar- 
beiten bis  1890.  Der  Verfasser  hat  dabei  die  schöne  Inaugural- 
Dissertation  Poincar^'s  übersehen:  „Sur  les  propri^tös  des  fonc- 
tions  d^finies  par  les  öquations  aux  diriv^es  partielles.*'  Paris. 
Gauthier -Villars.    79  S.   4»  (1879).  Mn.  (Lp.) 


Th.  S.  Fiskb.     On  tbe  doubly  infinite  products.  New  York 

M.  S.  Ball.  L  61-66. 

Eine  kurze  Uebersicht  über  die  Hauptgesichtspunkte  und 
die  Yornehmlichsten  Arbeiten  betreffs  dieser  Producte  von  Abel, 
Jacobi,  Cayley,  Eisenstein,  Weierstrass,  Hermite.  Lp. 


A.  Brill.     Streifblicke  auf  die  Geschichte  der  Geometrie. 

Boklen  Mitt.  IV.  12-29. 

lat  ein  Stück  einer  im  Jahre  1884  gehalteuen  Antrittsrede 
und  giebt  einen  Ueberblick  über  die  Entwickelung  der  Geometrie 
seit  den  ältesten  Zeiten  bis  zur  Gegenwart,  yon  Euklid  bis 
Cayley.  Tn. 

G.  ViGARii!:.     Les   progrfes  de  la  g^om^trie  du  triangle, 

en   1890.    J.  de  Math.  ^l^m.  (8)  V.  8-12,  28-32,  56-59,  80-82. 
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ß.  ViGARiä.      Los   progresos  de  la  geometria  del  tridn- 

gulo   en    1890.      Progreso  mat.  I.  10M06,  128-134,  187-190. 

Hr.  Vigariä  stellt  die  Uebersicht  aber  die  Fortschritte  der 
Dreiecksgeometrie  im  Jahre  1890  als  Ergänzung  seiner  früheren 
bezüglichen  Aufsätze  unter  den  folgenden  Titeln  zusammen: 
1.  Coordinatensysteme.  2,  Aehnliche  Figuren.  3.  Brocard'sche 
Elemente.  4.  Steiner'sche  Brennpunkte.  5.  Steiner'sche  Axen 
und  Kiepert' sehe  Hyperbel.  6.  Reihen  merkwürdiger  Punkte. 
7.  Kreis  der  neun  Punkte.  8.  Fuhrmann*scher  Kreis.  9.  Artzt'- 
sehe  Parabeln.  10.  Mandarfsche  Parabeln.  11.  Merkwürdige 
Kegelschnitte.     12.  Kubische  Curven.     13.  Verallgemeinerungen. 

Lp. 

Z.  G.  DE  Galdeano.      La    evoluciön    de    la   geometrfa 

del   triängolo.     Progreeo  mat.  I.  223-228,  269-274,  317-318. 

Historische  Skizze,   in    welcher    besonders   die  Vorarbeiten 
von  Hrn.  Vigari^  benutzt  sind.  Lp. 

M.   Rbmbacz.      Abriss    der  Geschichte  der  darstellenden 

(Teometrie.     Pr.  StanisUwow.  l.  Teil  18yO.  39  8.,  2.  Teil.  64  S.  (Pol- 

DlBCb.) 

J.  S.  Mackay.     The  Wallace  liue  and  the  Wallace  point. 

Edinb.  M.  S.  Proc.  IX.  83-91. 

In  dieser  Abhandlung  wird  die  Geschichte  zweier  Sätze  so- 
wie eine  Uebersicht  über  die  aus  ihnen  gezogenen  Schlussfolge- 
rungen gegeben.  Der  erste  Satz  lautet:  Wenn  von  einem  be- 
liebigen Punkte  des  Umkreises  eines  Dreiecks  Lote  auf  die 
Seiten  gefällt  werden,  so  liegen  die  Fusspunkte  dieser  Lote  in 
einer  Geraden.  Von  dieser  Linie,  die  oft  die  Fusspunktlinie, 
oft  auch  die  Simson-Linie  genannt  wird,  sagt  man  gewöhnlich 
sie  sei  durch  Robert  Simson  (aus  Glasgow)  entdeckt  worden. 
Indessen  wird  kein  Verweis  auf  irgend  eine  Schrift  Simson's 
gegeben,  in  der  dieser  Satz  steht.     Der  Verf.  bespricht  hier  die 
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Geschichte  der  Entdeckung  und  bringt  Gründe  bei,  darch  welche 
es  glaabhafl  wird,  dass  Wallace  der  Entdecker  ist.  Der  Auf- 
satz von  Wallace  erschien  inLeybourn's  ^Mathematical  Repository'* 
(oldseries)  II.  111  (1798).  Man  vergleiche  auch  Nature  XXX. 
635.  Verschiedene  Verallgemeinerungen  des  Wallace'schen  Satzes 
von  Poncelet,  Steiner  und  anderen  finden  Erwähnung. 

Der  zweite  im  Titel  erwähnte  Satz  ist  der  folgende:  Wenn 
vier  gerade  Linien  sich  gegenseitig  schneiden  und  vier  Dreiecke 
bilden,  so  schneiden  sich  die  Umkreise  dieser  Dreiecke  in  einem 
und  demselben  Punkte.  Dieser  Satz  wurde  1804  in  Leybourn's 
Math.  Rep.  (new  series)  I.  22  durch  „Scoticus^  zum  Beweise 
vorgelegt,  welcher  Schotte,  wie  man  guten  Grund  zur  Vermutung 
hat,  Wallace  war.  Verallgemeinerungen  dieses  Satzes  nebst 
ihrer  Geschichte  werden  ebenfalls  besprochen.  Es  möge  hinzu- 
gefQgt  werden,  dass  Wallace  Professor  der  Mathematik  an  der 
Universität  Edinburgh  war.  Gbs.  (Lp.) 


Z.   G.  DE  Galdeano.      La    evoluciön    de    la    geometrfa 

proyectiva.     Progreso  mat.  I.  3-8,  26-30.  54-57,  106-108,  256-258. 

Eine  Skizze  der  Entwickelung  der  neueren  synthetischen 
Geometrie  seit  dem  Erscheinen  der  Göom^trie  descriptive  von 
Monge  bis  zu  den  Propri6t6s  projectives  von  Poncelet;  eine 
Fortsetzung  wird  versprochen.  Lp. 


A.  Favaro.      Notizia    storica    sulle    applicazioni    della 
Spirale  logaritmica.     Bibi.  Math.  (2)  v.  33-25. 

Die  Mitteilung  des  Herrn  Favaro  bezieht  sich  auf  einen 
1675  geschriebenen  Brief  von  Gollins  an  Oldenburg,  worin  ver- 
schiedene Anwendungen  der  logarithmischen  Spirale  angegeben 
sind.  E. 

W.  W.  R.  Ball.     Newton^s  Classification  of  cubic  curves. 

Bibl.  Math.  (2)  V.  35  40. 

Die  Note  fasst  den  wesentlichen  Inhalt  eines  längeren  Auf- 
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Satzes   zusammen,   der  im   XX.  Bande  der  Proceedings  of  tli 
London  Matheroatical  Society  erschienen  ist.  E. 


J.  Frischauf.      Beiträge   zur  Geschichte  und  Construo- 

tion   der    Karten- Projectionen.    Qra«.  LeascbnerondLnbensky. 

14  S.  und  ein  Carton.  8^ 

Dieses  „den  Manen  J.  H.  Lambert's  gewidmete^  Schriftcheo 
weist  nach,  dass  die  von  Tissot  (1881)  vorgeschlagenen  beaoa- 
deren  Methoden  zur  Abbildung  einer  Zone  durch  Kegelprojeetion 
und  zu  der  eines  Zweiecks  nur  Näherungsformeln  der  von 
Lambert  (1772)  angegebenen  winkeltreuen  Abbildung  sind.  Auch 
wird  eine  yerbesserte  Cassini^sche  Projection  gelehrt  und  die 
Bonne'sche  Projection  gegen  gewisse  Angriffe  verteidigt,  insbe- 
sondere als  für  Katasterkarten  verwendbar  bezeichnet. 

Tn. 


J.  Howard  Gore.     The  deciraal  systera  of  tneasures  of 
the  seventeenth  Century.     Silliman  J.  (3)  XLL  22-28. 


J.  Pbveling.     Geschichte  der  Gesetze  von  der  Erhaltung 
der  Materie  und  Energie.       Pr.  (Nr.  465)  Realsch.   Aachen. 

XL  S.  40. 

Nach  einer  Einleitung  über  Erklärung  und  Gesetze  der 
Naturerscheinungen  wendet  sich  der  Verf.  zu  der  Geschichte  der 
beiden  genannten  Gesetze,  jedes  für  sich  behandelnd  (S.  7-18, 
18-40)  und  einen  Abschnitt  über  den  bezüglichen  Einfluss  der 
älteren  Philosophie  voraussendend.  Tn. 


M.  Gebbia.  üna  qiiistione  di  prioritk  su  alcune  con- 
tribuzioni  alla  teoria  dei  sisterai  articolati.  —  Estratta 
da  una  lettera    al   prof.  C.  Ceradini  a  Roma,      n  Poli- 

tecnico.  XXX(X.  778-782. 

Herr  Gebbia  bemerkt,  dass  einige  die  Fachwerke  mit  Über- 
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zäbiigen  Stäben  betreffende,  von  ibm  in  den  Jabren  1881  und 
1882  als  neu  berausgegebene  Resultate  scbon  seit  1874  von  Hrn. 
Mobr  gefunden  worden  sind,  während  ein  von  diesem  Letzteren 
im  Jabre  1885  aufgestellter  Satz  vier  Jahre  früher  von  ibm  be- 
wiesen worden  ist.  Vi. 

E.  KuLLRiCH.     Zur  Geschichte  des  mathematischen  Drei- 
kö'rperproblems.   Dies.  Halle.  &^. 


A.  S.  Hathaway.      Early  history    of  the  potential. 

New  York  M.  S.  Bull.  I.  66-74. 

In  Todhunter's  „History  of  the  theories  of  attraction'*  wird 
Laplace  als  derjenige  bezeichnet,  welcher  (1784)  die  Potential- 
fanctionen  in  die  Mechanik  eingeführt  habe.  Dagegen  weist 
Hr.  Hathaway  auf  mehrere  Arbeiten  von  Lagrange  hin,  in  denen 
dies  lange  vorher  geschehen  ist.  Die  erste  Idee  tritt  schon  auf 
in  „Recherches  sur  la  libration  de  la  Lune"  (Oeuvres  VI.  5.  1764); 
vollständig  klar  ausgesprochen  ist  das  Princip  der  Differentiation 
der  Potential function  zur  Gewinnung  der  Kräfte  in  „Sur  T^qua- 
tion  säculaire  de  la  Lune"  (Oeuvres  VI.  335.  1773).  Geradezu 
der  Potentialfunction  gewidmet  ist  die  Abhandlung  „Remarques 
g^D^rales  sur  le  mouvement  de  plusieurs  corps  qui  s'attirent 
mutuellement  en  raison  inverse  des  carr6s  des  distances^ 
(Oeuvres  IV.  402.  1777).  Endlich  wird  in  der  Arbeit  „Theorie 
de  la  libration  de  la  Lune"  (Oeuvres  V.  5.  1780)  die  Bezeichnung 
V  eingeführt,  von  der  auch  Laplace  Gebrauch  machte.  Wie  bei 
anderen  Gelegenheiten,  so  hat  auch  in  diesem  Falle  Laplace  seinen 
Vorgänger  nicht  erwähnt.  Lp. 


E.  Rubel.     Die  Sirenen.      Ein    Beitrag    zur    Entwicke- 
lungsgeschichte  der  Akustik.  L    Fr.  (Nr.  98)  Luiseost.  Real- 

gymD.  Berlin.  29  8.  4^ 

Der  hier  vorliegende  erste  Teil  des  Programms  führt  die 
Geschichte  der  Sirenen  bis  etwa  zur  Mitte  der  dreissiger  Jahre 
unseres  Jahrhunderts.    Es  werden  der  Reihe  nach  Art  und  Erfolg 
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der  bezüglichen  Arbeiten  von  Hooke  (1681),  Btancari  (1706^, 
Robison  (1795),  Cagniard  de  la  Tour  (1819,  1827  - 1840)  und 
Savart  (1830)  dargelegt,  auch  schon  die  yon  Ohm  gestreift,  und 
es  ist  dankenswert,  dass  wichtige  Stellen  der  bezQglichen  Schrif- 
ten wortgetreu  wiedergegeben  werden.  Ein  interessantes  Er- 
gebnis ist  das,  dass  die  ßadsirene  eine  Erfindung  nicht,  wie 
gewöhnlich  angegeben,  französischer,  sondern  englischer  Physiker 
ist  (S.  10).  Der  zweite  Teil  der  Abhandlung  wird  die  Verdienste 
Ohm's  würdigen  und  die  Entwickelung  der  Sirenen  bis  1890 
weiterführen.  Tn, 

A.  Favaro.     Galileo  Galilei  e  la  presentazione  del  can- 
nocchiale  alla  Repubblica  Veueta.    Naovo  Archivio  Veneto. 

T.  L  Parte  I. 

Man  besitzt  drei  verschiedene  Erzählungen  von  der  Ent* 
deckung  des  Fernrohrs  durch  Galilei.  Die  erste  ist  in  einem 
Briefe  enthalten,  welchen  Galilei  den  29.  August  1609  an  seinen 
Schwager  Benedetto  Landucci  in  Florenz  richtete;  die  zweite 
befindet  sich  in  „Sidereus  Nuncius^  und  die  dritte  im  „Saggiatore''. 
Es  ist  der  eben  angeführte  Brief,  welchen  Herr  Favaro  auf  Grund 
einer  Handschrift  der  Staats- Bibliothek  in  Florenz  veröffentlicht, 
um  nachher  die  Echtheit  desselben  gründlich  zu  untersuchen  and 
die  Wahrheit  seines  Inhaltes  zu  bestimmen.  Die  Echtheit  scheint 
dem  Verfasser  noch  unsicher;  die  Art,  wie  nach  ihm  die  lieber- 
reichung  des  Fernrohres  an  die  venetianischen  Behörden  statt- 
gefunden haben  und  demnach  die  Erhöhung  der  Besoldung  Ga- 
lilei's  entschieden  worden  sein  soll,  kann  der  Leser  aus  der  Ori- 
ginalarbeit selbst  lernen.  La. 

Is  the  mariner's   compass   a  Chinese  invention?      Nature 

XLIV.  308-309. 

Nach  einem  Artikel  in  dem  „North  China  Harold^  von 
Shanghai,  der  die  Geschichte  des  Compasses  in  China  behandelt, 
ist  der  Magnetismus  des  Eisens  vor  2100  Jahren  dort  bekannt 
gewesen,  die  Polarität  der  Nadel  324  v.  Ch.,  erst  vierhundert 
Jahre  später  der  Compass;  im  achten  Jahrhundert  n.  Ch.  wurde 
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die  Magnetnadel  bei  Aufnahmen  verwendet,  zugleich  ungefähr 
die  DeclinatioD  entdeckt.  Um  1122  wird  von  einem  Gesandten 
Dach  Korea  der  Gebrauch  einer  schwimmenden  Magnetnadel  auf 
dem  zur  Reise  benutzten  Schiffe  beschrieben.  Lp. 


6.  BiLFiNGBR.  Die  Sterntafeln  in  den  ägyptischen  Kö- 
nigsgräbern von  ^ibän  el  Molük.  Stuttgart  A.P.Prechter 
(Wildt'scbe  Baohhdig.).  80  S.  4^  auch  Fr.  Eberhard  -  Lndwigs  -  Gymo. 
Stuttgart. 

Champollion  hat  im  Jahre  1829  in  Aegjpten  eine  merkwür- 
dige Sterntafel  gefunden,  die  seitdem  die  Neugierde  und  den 
Scharfsinn  viel  beschäftigt  und  auch  den  Ober  Zeitmesser  und 
Stundenmasse  der  Alten  erfolgreich  arbeitenden  (F.  d.  M.  XVIII, 
32;  XX,  38)  Verfasser  angelockt  hat.  Eindringendes  Studium  lässt 
ihn  die  beiden  seither  aufgestellten  Erklärungen  der  Tafel  ent- 
weder als  eines  ewigen  Kalenders  mit  Verschiebungen  um  je 
60  Jahre,  oder  als  eines  Horoskops  für  den  begrabenen  König 
verwerfen;  Letzterem  sei  vielmehr  mit  diesem  Grabschmuck  eine 
erwünschte  Darstellung  der  regelmässigen  Himmelsbewegungen, 
der  ewig  sich  erneuernden  Perioden  von  Tag  und  Jahr  gewisser- 
nassen  ins  Jenseits  mitgegeben  worden.  Die  Vereinigung  der 
täglichen  und  jährlichen  Himmelsbewegung  in  einem  Gesamt- 
bilde brachte  freilich  Entstellungen  der  üblichen  Nachteinteilung 
aod  Stundengrösse  mit  sich,  die  im  einzelnen  festgestellt  werden. 

Tn. 

J.  I).  Lucas.     L'astronoraie  k  Babylone.     Rev.  des  Queet.  ec. 

XXIX.  513-541. 

Fortgesetzte  Besprechung  der  Untersuchungen  der  Herren 
Cpping  und  Strassmaier.  Mn.  (Lp.) 

M.  Simon.     GrundzUge  des  jüdischen  Kalenders.     Berlin. 

Bibliographisches  Burean.  39  S.  8^ 

Eine  in  der  That  „leichtfassliche  Anleitung^  zum  Verständ- 
nis und    zur  Berechnung   des  jüdischen  Kalenders   mit   seinen 
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seehserlei  Jahren  und  seinen  vier  BehinderangsfliUen.  Beige- 
geben ist  ein  neues  leichtes  Verfahren  sor  Verwandiang  jQdi- 
scher  Daten  in  bürgerliche.  Tn. 


J.  N.  LocKYER.     On   some  points  in  the  early   history 

of  astronomy.      Natnre  XLIIL  ÖÖ9-663;    XLIV.  8-11,  57-60,  107- 
110,  199-202. 

Diese  Reihe  von  Artikeln  giebt  den  Inhalt  von  Vorträgen 
wieder,  die  vor  Arbeitern  im  November  1890  gehalten  sind  und 
sich  hauptsächlich  auf  die  astronomischen  Kenntnisse  bei  den 
Aegyptem  beziehen.  Die  bezQglichen  Notizen  hat  der  Verf.,  wie 
er  angiebt,  während  des  Monats  Januar  in  Assuan  gesichtet. 
Bei  seiner  RQckkehr  aus  Aegypten  im  Mftrz  des  Jahres  fand  er, 
dass  ein  Teil  des  Stoffes  der  Vorlesungen  von  Herrn  Nissen  in 
dem  Rheinischen  Museum  fQr  Philologie  1885  auf  Grund  des- 
selben Materials  veröffentlicht  ist.  Diesem  schreibt  er  unter  an- 
derem den  Gedanken  zu,  dass  die  Axen  der  Tempel  in  Aegypten 
nach  den  Richtungen  der  Strahlen  der  aufgehenden  Gestirne  ge- 
baut worden  seien  und  das  Allerheiligste  den  dunklen  Beob- 
achtungsraum für  die  horizontal  einfallenden  Lichtstrahlen  ge- 
bildet habe.  Lp. 

A.  Messedaolia.     Sulla  Uranologia  omerica.    Bom.Acc.  L. 

Rend.  (4)  Vlli.  495-526. 

In  feierlicher  Sitzung  der  Akademie,  in  Gegenwart  des 
Königs  spricht  Elr.  Messedaglia  über  die  Präcession  der  Tag-  und 
Nachtgleichen ,  im  besonderen,  ob  und  wie  dieselbe  in  den  alt- 
klassischen Dichtern,  zumal  bei  Homer,  zum  Ausdruck  gelange. 
Nach  Erläuterung  ihres  Wesens,  ihres  Grundes  und  ihrer  augen- 
fälligen Erscheinung  am  Sternhimmel,  wie  sie  sich  im  Verlauf 
der  Jahrtausende  zeigen  musste,  geht  er  des  näheren  ein  auf 
die  Homerstellen  II.  18,  489  und  Od.  5,  275  und  272  und  sucht 
aus  diesen  nachzuweisen,  wie  anders  als  heute  Homer  den 
Himmel  gesehen.  Zum  Schluss  verteidigt  der  Redner  seine  Mei- 
nung,   dass   auch   in   den    ältesten  Zeiten  die  Doppelnatur  der 
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Venus  als  eine  seheinbare  erkannt  worden  sei.  Reiche  Änmer- 
kanten  und  Quellennachweise  (S.  512-526)  sehliessen  den  Ab* 
druck  der  Rede. Tn. 

Ph.  Gilbert.      La    derni^re    lutte    k    Rome  autour   da 

Systeme  de    Coperuic«       Rev.  dee  Quest.  sc  XXIX.  589-594. 

Trotz  der  gegenteiligen  Ansicht  des  Papstes  und  des  Sanctum 
Officium  wollte  der  Pater  Anfossi  1820  den  Druck  einer  Astronomie 
des  Ganonicus  Settele  nicht  gestatten,  weil  das  Eopernikanische 
System  darin  gelehrt  wurde.  Mn.  (Lp.) 


C.  Flammarion.     Copernic  et  la  d^couverte  du  Systeme 

du   monde.     P«rie.  Marpon  et  Flammarion.  [Natnre  XLV.  77.] 


H.  Wagner,  üeber  das  von  8.  Günther  1888  heraus- 
gegebene spätmittelalterliche  Verzeichnis  geographi-» 
scher   Coordinatenwerte.     Gott.  Nachr.  1891.  256-278. 

Gtlnther  hat  1888  in  der  Zeitschr.  f.  wiss.  Geographie  das 
vorstehend  genannte  Verzeichnis  veröffentlicht  und  hat  dabei 
dessen  Entstehung  in  die  Ostseeprovinzen  verlegt.  Wagner, 
Günther  heftig  angreifend,  hestreitet  den  einheitlichen  Charakter 
der  betreffenden  Handschrift,  nennt  Nürnberg  als  höchst  wahr- 
scheinlichen Ort  der  Abfassung,  läugnet  die  von  Günther  ange- 
nommene genauere  Kenntnis  von  Polhöhen  im  Mittelalter  und 
erweist  die  in  Frage  stehende  Ortstabelle  als  einen  Auszug  aus 
Regiomontan's  Kalender  (etwa  aus  dem  Jahre  1475).  Mit  Günther 
stimmt  Wagner  darin  überein,  dass  hier  die  erste  Ortstabelle  vor- 
liege, in  welcher  die  geographischen  Längen  durchweg  in  Zeit 
angegeben  sind,  und  zwar  vom  Nürnberger  Meridian  aus. 

Tn. 

M.  FiORiNl.     II  mappamondo  di  Fausto  Rughesi.       Bull. 

d«lU  Boa.  gsogr.  luliaDa.    Noreiiiber  1891. 

Nach   einem   zueammenfassenden  Berichte   über  die  Karte- 
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graphie   Id  Italien   während  des  XVI.  Jahrhunderts   beschäftig-t 
sich  der  Verf.   sehr   eingehend  mit  Fausto  Bughesi   ans  Monte* 
pulciano  (Toscana),    welcher  5  sehr  schöne,    in  der  Bibliothek 
Barberini  (Rom)  aufbewahrte  Karten  angefertigt  hat.    Alle  wor- 
den in  Rom  gezeichnet  und  gedruckt  und  dem  Vincenzo  Gonzaga^ 
Herzog  von  Mantua  und  Monferrat,  gewidmet     Herr  Fiorini  be- 
schränkt sich  auf  die  Beschreibung   des  Hauptblattes   (welches 
die  Weltkarte  darstellt);   die  Wichtigkeil  desselben  liegt  darin, 
dass  es  den  F.  Rughesi  als  den  ersten  nachweist,   welcher  die 
orthographische  Projection  auf  die  Construction  einer  Weltkarte 
angewandt    hat.     Ferner   sammelt  der  Verf.   alle   Nachrichten, 
welche   tlber  das   Leben  Rughesi's  ein  wenig   Licht   verbreiten 
können;  diese  Nachrichten  sind  aber  sehr  dQrftig.    Als  Anhang 
des  Aufsatzes  findet  man  eine  Sammlung  von  Briefen  zwischen 
Gonzaga's  Hof  und  unserem  Kartographen.  La. 


H.  A.  Newton.     The  fireball  in  Rapbael's  Madonna  di 

FolignO.     Silliman  J.  (3)  XLI.  235-238. 

A.  Daubreb.     Bolide  peint  par  Raphael.     PiammArion  Rev. 

d'Astr.  X.  201-206.  

J.  Benes.      üeber  Hoene  -  Wronski's   ^Canons   de  loga- 

ritbmes^.     Gasop.  XX.  24.  (Böhmisch.) 

Liefert   eine   ausführliche   Belehrung   über   die  Einrichtung 
dieser  Tafeln.  Std. 


Capitel  2. 

Philosophie  und  Pädagogik. 

A.     Philosophie. 

S.  Dickstein.  Die  mathematischen  Begriffe  und  Me- 
thoden. Erster  Band.  Erster  Teil.  Theorie  der  Ope- 
rationen.   Warschaa.  Gebethner  &  Wolf.  VI  a.  26  S.  8o.  (PolDisch.) 

Dieser  Band  bildet  den  ersten  Teil  eines  grösseren  Werkes, 
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das  sich  aber  das  ganze  Gebiet  der  reinen  Mathematik  erstrecken 
soll;  der  zweite  und  dritte  Teil  des  ersten  Bandes  werden  näm- 
lich der  Zahlentheorie  und  Algebra,  der  zweite  Band  der  Geo- 
metrie, der  dritte  der  Kinematik  gewidmet  sein. 

Der  Band  beginnt  mit  einer  Einleitung,  in  der  die  Meinungen 
vieler  Philosophen  in  Bezug  auf  die  mathematischen  Begriffe  be- 
sprochen werden,  und  der  Grund  fQr  die  Anwendbarkeit  der 
Mathematik  auf  die  ErTahrung  in  einem  Principe  gefunden  wird, 
das  als  eine  Verallgemeinerung  des  Hankerschen  Permanenz- 
principes  angesehen  werden  darf. 

Es  folgen  sieben  Capitel,  deren  Inhalt  im  folgenden  kurz 
zusammengefasst  werden  möge. 

Capitel  I.  Ganze  Zahlen;  elementare  Operationen;  trans- 
fioite  Zahlen. 

Capitel  IL  Formale  Operationen  nach  Hankel  (Theorie  der 
complexen  Zahlensysteme)  und  nach  Dedekind  (Was  sind  und 
was  sollen  die  Zahlen?). 

Capitel  III.  Anwendung  des  Permanenzprincipes  auf  die 
gebrochenen  Zahlen.  Einf&hrung  dieser  Zahlen  nach  Weierstrass. 
Versach  yon  Kronecker,  die  ganze  Mathematik  auf  die  ganzen 
positiven  Zahlen  vermittelst  des  verallgemeinerten  Gongruenz- 
principes  zurQckzufllhren. 

Capitel  IV  und  V.    Negative  und  complexe  Zahlen. 
Capitel  VI.    Höhere  und  complexe  Zahlen.    Untersuchungen 
TOD  Weierstrass  und  Dedekind.    Grassmann'sche  Theorie.    Quater- 
nionen. 

Capitel  VIL  Ganze  rationale  Functionen.  —  Teilung.  Grösster 
gemeinschaftlicher  Teiler.  Entwickelung  einer  Function  nach  Po- 
tenzen einer  anderen.  Symmetrische  Functionen.  Ableitung  einer 
ganzen  Function.  Taylor'sche  Reihe.  Differenzen;  Bernoulli'- 
scbe  Zahlen.  Lagrange^sche  Interpolationsformel.  Wronski'sches 
.(höchstes  Gesetz^. 

Ein  ausführlicher  Bericht  über  das  vorliegende  Buch  ist  vom 
Ref.  in  Darb.  Bull.  (2)  XVI.  120-128  gegeben  worden. 

Vi. 
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6.  Mallbrt.     Philosophy   and  specialties.     Address  as 

retiring  president.     Washington  Bull.  XI.  3-39. 

Aus  dieser  Rede,  welche  das  Verhältnis  der  Philosophie  zu 
den  Einzelwissenschaften  behandelt,  werde  nur  heryorgehoben, 
dass,  nachdem  sich  1879  die  anthropologische,  1880  die  biolo- 
gische Gesellschaft  von  der  Washingtoner  Philosophical  Society 
losgelöst  hatten,  am  29.  März  1883  sich*  innerhalb  der  Hutter- 
gesellscbaft  die  mathematische  Section  gebildet  hat,  und  dass 
seitdem  zur  grossen  Befriedigung  der  übrigen  Oesellschaftsmit- 
glieder  die  mathematischen  Vorträge  (aus  denen  Auszüge  im 
Washington  Bull,  abgedruckt  werden,  deren  Titel  daher  im  lau- 
fenden Bande  der  F.  d.  M.  an  den  geeigneten  Stellen  stehen) 
nur  noch  innerhalb  dieser  Section  gehalten  werden.         Lp. 


K.  Pkarson.     The    grammar    of   science.     London.  Walter 

Scott.  XVH-493S. 


Dies  ist  ein  bemerkenswertes  Buch,  das  Werk  eines  kraft- 
vollen und  unabhängigen  Denkers.  Mit  den  philosophischen  An> 
sichten  des  Schriftstellers  sympathisiren  wir  gerade  nicht  sehr; 
aber  wir  meinen,  er  hat  den  Studirenden  der  Dynamik  in  seiner 
Erörterung  der  Bewegungsgesetze  im  achten  Capitel  des  Bnehes 
einen  recht  grossen  Dienst  geleistet,  und  wir  fühlen  uns  ganz 
einig  mit  ihm  in  der  warmen  Wertschätzung  des  Mach'schen 
Werkes:  „Die  Mechanik  in  ihrer  Entwickelung  historisch-kritisch 
dargestellt«'  (F.  d.  M.  XV.  1883.  762).  Eine  neue  Fassung  der 
Bewegungsgesetze  'scheint  uns  höchst  nötig,  und  wir  heissen 
Hrn.  Pearson's  Beitrag  willkommen,  obscbon  wir  manches  für  yer- 
nnziert  halten  durch  einen  eu  polemischen  Ton.  Vieles  aus  dem 
Werke  liegt  jenseit  der  Grenzen  des  Jahrbuchs;  doch  möge  es 
gestattet  sein,  die  Titel  der  Capitel  anzuführen:  I.  Einleitendes. 
IL  Die  Thatsachen  der  Wissenschaft  III.  Das  wissenschaftliche 
Gesetz.  IV.  Ursache  und  Wirkung,  Wahrscheinlichkeit.  V.  Raum 
und  Zeit.  VI.  Die  Geometrie  der  Bewegung.  VII.  Materie. 
VIII.  Die  Bewegungsgesetze.    IX.  Leben.    X.  Die  Klassificirung 


Capitel  2.    Phiiosoptiie  und  Pädagogik.  49 

der  Wissenschaften.    Man   t^erglelcbe   die  Receüsion   in  Kature 
XLVI  and  die  sich  anschliessende  Cörrespondenz. 

Gbs.  (Lp.) 

St.  G.  Mivart.    The  implications  öf  science.    Nature  XLiv. 

60-62,  82-85. 

Eine  Freitagabend-Vorlesiing  in  Royal  Institution  über  die 
brandlagen  der  Erkenntnislehre.  Der  Verf.  zählt  als  solche  auf: 
die  Zuverlässigkeit  der  Schlussfolgen,  das  Gesetz  des  Wider- 
spracbes,  die  Zuverlässigkeit  unseres  Gedächtnisverinögens,  das 
Bewasstsein  des  Subjects  von  der  Aussenwelt,  die  Kenntnis  un- 
seres  eigenen  stetigen  Daseins.  Dies  wird  im  zweiten  Teile  des 
Vortrags  näher  durchgefabrt.  Lp. 


A.  B.  Kempb.      The   subject  -  niÄtter   of  exact  thought. 

Natare  XLIII.  156-162. 

Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist  die  möglichst  einfache 
uod  nicht  schulmässige  Darlegung  der  Principien,  welche  der 
Verfasser  zuerst  in  seinem  „Memoir  on  the  theory  of  mathema- 
tical  form«  (Lotid.  Phil.  Trans.  CLXXVII.  1886)  und  in  .  einer 
darauf  bezüglichen  Note  der  Lond.  Phil.  Proc.  XLII  formulirt 
hat,  Ober  welche  aber  der  gewöhnliche  Berichterstatter  ein  Re- 
ferat zu  liefern  unterlassen  hat.  Die  besonderen  Anwendungen 
der  Theorie  sind  in  einem  neueren  Aufsatze  hervorgehoben: 
»On  the  relation  between  the  geometrical  theory  of  points  and 
the  logical  theory  of  clässes'^  (Lond.  M.  S.  Proc.  XXL  147;  Referat 
in  diesem  Bande).  Der  Verf.  giebt  am  Schlüsse  seiner  in  neuer 
Behandlung  entwickelten  Ueberlegungen  die  folgende  zusammen- 
fassende Uebersicht:  Welches  auch  die  wahre  Natur  der  Dinge 
tind  der  Begriffe  ist,  die  wir  von  ihnen  haben  (wonach  zu  for- 
schen wir  hier  keinen  Anlass  haben),  in  den  Operationen  des 
eiacten  Denkens  werden  sie  als  eine  Anzahl  einzelner  Wesen 
(entities)  behandelt.  Jedes  Wesen  ist  von  manchen  Wesen  unter- 
schieden und  (ausser  wenn  einzig)  von  anderen  ununterschieden. 
h  gleicher  Weise  ist  jede  Ansammlung  von  Wesen  von  manchen 

FoTtschr.  d.  Math.  XXIII.  1.  4 
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AnBammluDgen  von  Wesen  unterschieden  und  (ausser  wenn  ein- 
zig) von  anderen  ununterschieden;  und  jede  Ansicht  (aspect) 
einer  Ansammlung  von  Wesen  ist  von  manchen  Ansichten  von 
Ansammlungen  unterschieden  und  (ausser  wenn  einzig)  von  an- 
deren ununterschieden.  Jedes  System  von  Wesen  hat  eine  be- 
stimmte Form,  welche  1)  von  der  Anzahl  seiner  es  bildenden 
Wesen  herrührt  und  2)  von  der  Art,  in  der  die  unterschiedenen 
und  ununterschiedenen  Wesen,  Ansammlungen  von  Wesen  und 
Ansichten  von  Ansammlungen  von  Wesen  durch  das  System  ver- 
teilt sind.  Die  Eigenheiten  und  Eigenschaften  eines  Systems  von 
Wesen  hängen,  soweit  die  Processe  des  exacten  Denkens  be- 
troffen werden,  von  der  besonderen  „Gestalt*  ab,  die  es  an- 
nimmt, und  sind  sonst  von  nichts  weiter  abhängig.  Es  kann 
manchmal  den  Anschein  gewinnen,  dass  ausser  der  Gestalt  noch 
andere  Betrachtungen  versteckt  liegen;  allein  bei  genauerem 
Eindringen  wird  man  finden,  dass  die  Einführung  solcher  Be- 
trachtungen auch  die  Einführung  neuer  Wesen  bedingt,  und 
dann  haben  wir  bloss  die  Gestalt  des  vergrösserten  Systems  zu 
betrachten.  Lp. 

D.  Nicolas  Ugartb.     La  matemdtica.     8u   importancia 
y  preeminencia  actuales.    Progreeo  mat.  l.  145-181. 

Der  Aufsatz  ist  der  wesentliche  Inhalt  einer  Rede  des  Ver- 
fassers im  Ateneo  von  Guadalajara,  deren  Anlass  in  einer  Dis- 
cussion  über  den  Nutzen  und  die  relative  Bedeutung  der  Wissen- 
schaften gegeben  war.  Der  Verf.  verficht  das  Interesse  seiner 
Wissenschaft  mit  einem  gewissen  Aufwände  von  Belesenheit  und 
mit  innerer  Wärme  sowie  mit  manchem  rednerischen  Schmucke. 
Die  Bedeutung  der  Mathematik  bei  dem  Studium  der  Natur  und 
mancher  Fragen  der  Philosophie  wird  besonders  hervorgehoben. 

Lp. 

L.  Clariana  y  Rigart.     Importancia  de  las  formas  con- 
gdneres  en  la  matemdtica.    Progrego  mat.  l.  90  -  91,  125  - 128, 

203  -  205. 

Der  Verfasser  stellt  Betrachtungen  an  über  den  Vorteil,  bei 
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Fragen  der  Mathematik  Formen  derselben  Gattung  zu  benutzen 
wie  die,  welche  man  erforschen  will.  Als  Beispiel  betrachtet  er 
die  ebenen  Flächeninhalte,  um  daran  die  Art  zu  beleuchten,  wie 
man  das  Flächenelement  bei  der  Bestimmung  des  zu  messenden 
Inhaltes  wählt.  Lp. 

K.  Pearson.     The  applications  of  geometry  to  practical 

life.       Natnre  XLIII.  273*276. 

Ein  halbstündiger  Probevortrag  im  Gresham  College,  der 
einerseits  die  Anregungen  hervorhebt,  welche  die  Mathematik 
durch  die  Aufgaben  des  praktischen  Lebens  erhält,  andererseits 
die  Erleichterungen  beleuchtet,  welche  die  graphischen  Methoden 
der  Neazeit  dem  Verständnisse  der  nicht  fachkundigen  Laien 
ffir  die  Naturerscheinungen  gewähren.  Lp. 


E.  Schröder.     Vorlesungen  Aber  die  Algebra  der  Logik 
(exacte  Logik).    IL  Band.   L  Abteilung.     Leipzig.    B.  G. 

Teabner.  XIII  +  400  S.  B«. 

Das  Referat  folgt  nach  dem  Erscheinen  der  noch  fehlenden 
Sehlusscapitel  des  Werkes.  Schg. 


G.  Pbano.      Prineipii   di   logica  matematica.     Sommario 
dei  libri  VII,  VIII  e  IX  di  Euolide.    Riv.diMat.  i.  i-io, 

10  - 12. 

6.  Peano.     Formole  di  logica  matematica.     Aggiunti  e 

COrrezioni.    Biv.  di  Mat.  I.  24-31,  182-184. 

Diese  Aufsätze  verfolgen  den  Zweck,  den  Leser  mit  den 
Anfangsgründen  der  mathematischen  Logik  bekannt  zu  machen 
und  ihn  gleichzeitig  in  die  Zeichenschrift  einzuführen,  welche 
vom  Verf.  schon  früher  ausgebildet  und  mit  bestem  Erfolge  [in 
den  Schriften  „Arithmetices  principia^  und  „I  Prineipii  di  6eo- 
metria*'  (1889);  F.  d.  M.  XXI.  1889.  51,  524]  zur  abgekürzten  Dar- 
stellung von  Regeln  und  Sätzen  auf  den  Gebieten  der  Logik  und 
der  reinen  Mathematik  verwendet  worden  ist.    Der  als  Beispiel  in 
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die  Zeiohensprache  ttbersetate  Inhalt  der  oben  geoanDten  Bfleber 
des  Euklid  nimmt  kaum  2  Seiten  ein.  Gleich  aoggezeichnet 
durch  Kttrze  ist  die  Sammlung  von  logischen  Formeln,  welehe 
alle  in  der  vom  Verf.  citirten  Litteratur  enthaltenen  Resultate 
wiedergiebt.  Merkwürdig  ist,  dass  mit  dieser  Zeiehenschrift 
wieder  eine  Idee  von  Leibniz  verwirklicht  worden  ist,  wQn- 
sehenswert,  dass  bei  Zeiten  eine  Einigung  der  Autoren  über 
die  zu  verwendenden  Zeichen  stattfinde,  damit  die  Schrift,  im 
Gegensatz  zu  vielen  der  neueren  mathematischen  Symbole,  das 
Ideal  internationaler  Verständlichkeit  erreiche  und  vor  dem  Schick- 
sal der  „Weltsprachen^  bewahrt  bleibe.  Schg. 


G.  Pbano.     Sul  concetto  di  numero  I,  IL     Riv.  di  Mat.  i. 

87-102,  256-267. 

Der  im  vorigen  Referate  besprochenen  Sammlung  logischer 
Formeln  werden  hier  einige  weitere  Gruppen  derartiger  Formeln 
hinzugefügt,  welche  in  der  Einführung  eines  neueu  Zeichens 
(Functionszeichen)  ihren  Ursprung  finden.  Diese  Formeln  wer- 
den auf  die  Grundbegrifi'e  und  Operationen  der  Arithmetik  an- 
gewandt und  liefern  für  die  Erklärungen  und  Regeln  derselben 
Ausdrucksweisen,  welche  an  Schärfe  den  sonst  üblichen  vielfach 
überlegen  sind.  Des  Verfassers  Bestrebungen  und  Ziele  berühren 
sich  hierbei  namentlich  mit  denjenigen  von  Dedekind  und  an- 
derer Autoren,  welche  neuerdings  auf  grössere  Präcision  in  der 
Erfassung  und  Darstellung  der  arithmetischen  Grundbegriffe  hin- 
gearbeitet haben.  Den  Formeln  folgen  jedesmal  ausführliche  er- 
läuternde Bemerkungen,  welche  auch  alle  einschlägigen  Fragen 
berühren,  die  neuerdings  in  den  Vordergrund  des  Interesses  ge- 
treten sind,  so  die  Definition  der  Irrationalzahlen  (im  Anschlusa 
an  Dedekind  und  Pasch),  die  Gantor'schen  Untersuchungen  u.  a. 

Schg- 

G,  Vailati.     Le  proprietä  fondamentali  delle  operazioni 
della  logica  deduttiva.    Ri7.  di  Hat.  I.  127-134. 

Der  Verf.  bringt  zuerst  die  Grundbegriffe  des^  allgemeinen 
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OperatioDscalcuIs  in  Erinnerung,  nämlich:  die  Relation  a)6, 
welche  aussagt,  dass  durch  ein  Object  a  ein  anderes,  demselben 
System  angehörendes,  b  mitbestimmt  ist,  die  Operation  a^&, 
aus  welcher  ein  neues  Object  c  desselben  Systems  hervorgebt, 
and  die  combinatorischen  Eigenschaften  beider,  welche  in  Be- 
dingungen ihren  Ausdruck  finden,  denen  die  Objecte  unterworfen 
sind.  Hierauf  wird  gezeigt,  dass  die  Annahme  zweier  Eigen- 
schaften der  Relation  und  je  zweier  der  durch  die  speciellen 
Zeichen  -f  und  x  ausgedrückten  Operationen  ausreicht,  um  alle 
Grundgesetze  des  logischen  Galculs  abzuleiten,  in  welchen  übri- 
gens auch  diejenigen  der  arithmetischen  Addition  und  Multipli- 
cation  mit  enthalten  sind.  Schg. 


G.  Frbgb.     Function  und  Begriff.  Vortrag.    Jena.  H.  Pohle. 

31  S.  80. 
Frege's  Untersuchungen  über  Function  und  Begriff  bilden 
eine  Fortführung  der  im  Jahre  1879  herausgegebenen  Begriffs- 
schrift, welche  den  Leibniz'schen  Gedanken  eines  calculus  philo- 
sophicus  auf  dem  Gebiete  der  logischen  Schlüsse  durchführen 
Bollte.  Diese  Fortsetzung  soll  speciell  zur  Anwendung  der  Be- 
g;riffd8chrift  auf  die  Grunddefinitionen  der  Arithmetik  hinleiten. 
Das  Argument  einer  Function  gehört  nach  Frege  nicht  mit  zur 
Function,  sondern  bildet  zusammen  mit  der  Function  ein  voll- 
ständiges Ganzes.  Die  Function  ist  für  sich  allein  unvollständig 
und  ergänzungsbedürftig.  Das,  wozu  die  Function  durch  ihr 
Argument  ergänzt  wird,  heisst  der  Wert  der  Function  für  dies 
Argument.  Ein  Begriff  ist  eine  Function,  deren  Wert  immer  ein 
Wahrheitswert  ist.  Der  Begriffsumfang  ist  der  Wertverlauf  einer 
Function,  deren  Wert  für  jedes  Argument  ein  Wahrheitswert 
ist  —  Wie  bei  allen  Frege'schen  Arbeiten  hat  Referent  auch 
bei  dieser  den  Eindruck,  dass  sie  in  Subtilitäten  verläuft. 

Mi. 

W.  Brix.      Der    mathematische   Zahlbegriff    und    seine 
Entwickelungsformen.     Eine    logische    Untersuchung. 

Wandt'«  Philos.  Studien.  1890.  632-677;  1891.  104-166,  261-334. 
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In  dieser  umfangreicheii  Abhandlung  giebt  der  Verfasser 
eine  in  historischer,  wie  kritischer  Hinsicht  so  vielseitige  Unter- 
sachung  der  verschiedenartigen  Formen  des  Zahlbegriffs,  dass 
Referent  Philosophen  wie  Mathematiker  aaf  diese  höchst  dan- 
kenswerte Arbeit  aufmerksam  machen  möchte,  um  so  mehr,  als 
dieselbe  flüssig  und  klar  geschrieben  ist. 

Leider  muss  sich  Referent  hier,  wo  nur  die  mathematischen 
Interessen  in  Betracht  kommen  können,  möglichst  kurz  fassen. 

Um  den  Leser  von  vorn  herein  zu  orientiren,  möge  das  In- 
haltsverzeichnis, welches  der  Verfasser  selbst  nicht  zusammen- 
gestellt hat,  vorausgeschickt  werden. 

Einleitung. 

I.  Capitel.     Die  historische  Entwickelung  des  Zahlbegriffs. 

1.  Die  Zahl  wesentlich  concreten  Charakters. 

2.  Die  Zahl  wesentlich  abstracten  Charakters. 

3.  Die  Subsumption  des  Begriffs   der  Zahl   unter   den    der 
Mannigfaltigkeit. 

IL  Capitel.     Die  psychologischen  Formen  des  Zahlbegriffs. 

1.  Ueber    die  Notwendigkeit  einer  psychologischen  Grund- 
lage für  die  genetische  Untersuchung. 

2.  Die  Zahl  der  Raumanschauung. 

3.  Die  Zahl  der  Zeitanschauung  oder  Anzahl. 

III.  Capitel.  Die  erkenntnistheoretischen  Formen  des  Zahl- 
begriffs. 

1.  Die  Zabibegriffe  des  mathematischen  Realismus. 

2.  Die  Zahlbegriffe  des  mathematischen  Nominalismus. 

3.  Der  Begriff  der  absoluten  Zahl. 

IV.  Capitel.     Der  allgemeine  Zahlbegriff. 

1.  Der  Begriff  der  formalen  Zahl. 

2.  Die  discrete  Zahlgrösse. 

3.  Die  continuirliche  Zahlgrösse. 

V.  Capitel.     Die  logische  Entwickelung  des  Zahlbegriffs. 

1.  Der  Oberbegriff  für  die  Zahl. 

2.  Zahl  und  Grösse. 

3.  Die  Zahlgrösse. 

In    der  Einleitung   wird    besonders   auf  die  Widersprüche 
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hingewiesen,  welche  sieb  bei  der  matbematiscben  Discussion 
des  Zablbegriffs  noeb  in  neuester  Zeit  herausgestellt  babep. 
Wenn  dabei  die  in  der  Hoffmann'scben  Zeitschrift  über  das 
Negative  gefflbrte  Gontroverse  unmittelbar  neben  Aeusserungen 
von  Kronecker,  Hankel,  Ghristoffel  u.  a.  citirt  wird,  so  mutet 
das  einen  Mathematiker  etwas  seltsam  an. 

Die  merkwürdigen  Worte  Cbristoffers :  „Da  die  Irrational- 
zahlen demnäcbst  abgeschafft  werden  sollen  u.  s.  w.*'  hat  der 
Verfasser  wohl  zu  ernsthaft  aufgefasst.  Zweifellos  ist  darunter 
nur  eine  ironische  Wendung  gegen  Kronecker  zu  verstehen, 
der  es  sich  ja  (wie  der  Verfasser  völlig  richtig  erkennt)  zur 
Aufgabe  gesetzt  hatte,  alle  Begriffe  der  Analysis  und  Algebra 
auf  den  der  ganzen  Zahl  zurückzuführen;  dieser  Standpunkt  ist 
theoretisch  unanfechtbar,  während  nur  über  die  praktische  Durch- 
führbarkeit desselben  di«  Meinungen  geteilt  sind. 

Die  historische  Entwickelung  des  Zahlbegriffs  im  ersten 
Capitel  ist  fibersichtlich  gehalten.  Mit  der  getroffenen  Einteilung 
des  Stoffes  ist  Referent  allerdings  nicht  recht  einverstanden. 
Der  Verfasser  unterscheidet  drei  Perioden.  In  der  ersten,  naiven 
Periode  kommt  man  über  den  Begriff  der-  ganzen  positiven  Zahl 
und  höchstens  ihrer  Bruchverhältnisse  nicht  hinaus.  Die  zweite 
Periode  umfasst  nahezu  alle  übrigen  Zahlschöpfungen,  also  die 
negativen,  irrationalen,  imaginären  und  höheren  complexen  Zahlen, 
die  algebraischen  und  transcendenten  Zahlen  u.  s.  w.  mit  allei- 
niger Ausnahme  der  6.  Cantor'schen  Theorie  der  infiniten  und 
transfiniten  Zahlen,  während  eben  diese  letztere  die  dritte 
Periode  ausmacht.  Referent  glaubt  nicht,  dass  selbst  Herr 
6.  Cantor  mit  dieser,  ihn  so  ausserordentlich  bevorzugenden 
Einteilung  einverstanden  sein  dürfte,  um  so  mehr,  als  ja,  wie 
er  selbst  wiederholentlicb  zugiebt,  seine  Theorie  noch  wesent- 
liche Lücken  darbietet,  und  überdies  gegen  die  Begründung 
dessen,  was  er  wirklich  geschaffen,  nicht  unwesentliche  Einwände 
erhoben  werden. 

Was  die  Lehre  von  den  formalen  Verkntipfungsgesetzen  für 
die  Zahlen  angeht,  so  legt  ihr  der  Verfasser  mit  Recht  eine 
hohe  Bedeutung  bei,   nur   scheint   sein  historischer  Standpunkt 
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kein  ganz  fester  zu  sein.  Einmal  Qberlftsst  er  der  von  Hamilton 
inaugurirten  englischen  Schule  nahezu  das  ganze  Verdienst,  das 
andere  Mal  kann  er  doch  nicht  umhin,  das  Grassmann'sche 
System  als  das  weit  umfassendere  und  tiefer  angelegte  anzu- 
erkennen. 

Referent  will  übrigens  gleich  hinzufügen,  dass  derartige 
scheinbare  Widersprüche  bei  einer  so  ausgedehnten  Arbeit,  die 
ihre  Entstehung  verschiedenen  Stadien  der  Entwickelung  des 
Autors  verdankt,  nicht  verwundern  können. 

Bei  der  ausführlicheren  Besprechung  der  Cantor*schen  Man- 
nigfaltigkeitslehre  (siehe  oben)  geht  der  Verfasser  zu  weit,  wenn 
er  alles,  was  in  dieser  Richtung  geschehen  i^t,  auf  den  Namen 
Cantor  bezieht;  beispiels\yeiae  8in4  die  vom  Verfasser  citirten 
einschlägigen  Leistungen  P.  du  Bois  -  Reymond's  (wie  Referent 
auf  Grund  mündlichen  Verkehrs  weiss)  von  Gantor  ganz  unab- 
hängig entstanden. 

Das  zweite  Capitel  liefert  die  psychologische  Erörterung  der 
einfachsten  Zahlformen.  Man  hat  hier,  wie  du  Bois  •  Reymond 
betont  hat,  die  Zahl  der  Raumanschauung  von  der  Zahl  der 
Zeitanschauung  oder  Anzahl  zu  trennen.  Die  erstere  ist  noch 
kein  Begriff,  sondern  nur  die  Vorstellung  von  deno^  Getrenntseiu 
der  Wahruehmungsgegenstände,  sodass  der  Umfang  der  so,  ge- 
wonnenen Zahlen  nur  ein  geringer  ist;  bei  der  zweiten  Za;hlforia 
tritt  als  neues  Moment  die  Zeit  hinzu,  insofern  sie  durch  succes- 
sive  Zusammenfügung  von  Einheiten  erwächst. 

Will  man  nun  aber  im  Gebiete  der  Ans^ahl^n  weiter  fort- 
schreiten, so  niuss  man  neue  grössere  Einheiten  einführen,  über- 
haupt ein  systematisches  Bezeichnungssystem  zu  Grunde  legen. 
Damit  beginnt  der  Uebergang  zur  erkenntni^tbeoretischeuTh^tig- 
keit,  der  das  folgende  Capitel  gewidmet  ist. 

Der  Verfasser  weist  hier  nach,  wie  vor  allem  bei  ^eu  Grie^ 
eben,  aber  auch  bei  den  Aegyptern  und  Indern  eine  reinliche 
Weiterentwickelung  der  Arithmetik  durch  den  Zwitterbegriff  der 
Zahlgrösse  gehindert  ward;  man  schwankte  hin  und  her  zwischen 
mathematisch  zulässigen  und  praktisch  anschaulichen  Zahlformen, 
insonderheit  bei  Verwendung  der  negativen  Zahlen. 
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Der  Verfasser  lässt  in  diesem  wiebtigen  G^pitel  sowohl  den 
reaÜBtisehen  wie  deD  nominalistischen  Standpunkt  ausfOhrlich 
zu  Worte  kommen,  weist  jeden  derselben  aber  immer  da  zurück, 
iFO  er  die  zulässigen  Grenzen  übersehreitet 

So  hat  beispielsweise  der  Realismus  Unrecht,  wenn  er  die 
gewöhnlichen  complexen  Zahlen  auf  Grund  einer  geometrischen 
Interpretation  erkannt  zu  haben  glaubt.  Üer  Zahlbegriff  drängt 
ja  zweifellos  zi^m  Npminalismus  hin,  da  jede  Erweiterung  der 
bestimipenden  Elemente  auf  einer  willkürlichen  Festsetzung  be- 
ruht. Der  Npminalismus  muss  sich  aber  bewusst  bleiben,  dass 
eben  diese  Willkür  an  gewisse  aus  der  Natur  des  Gegenstandes 
hervorgehende  Gesetze  gebunden  ist. 

Vor  allem  ist  man  aber  in  den  verhängnisvollen  Irrtum 
yerfallen,  früher  über  die  nomina^istische  Natur  der  Zahlen  zu 
urteilen,  lange  bevor  man  dieselbe  wirklich  erkannt  hatte. 

Es  ist  hier  kein  Baunii,  auf  diese  höchst  interessanten  Dar- 
legungen einzugehen:  Referent  muss  sich  b^eilen^  das  positive 
Resultat  zu  skizziren,  s^u  dem  der  Verfasser  in  den  beiden  letzte« 
Capiteln  gelangt. 

Nachdem  die  Haupt-  und  Grundformen  des  Zahlbegriffs  n^ich 
ihrer  matheinati8c1;ien,  wie  Ictgischeu  Gestalt  gründlich  besprochen 
sind,  ergiel;>t  sich  eine  Reihe  von  vier  yerschiedeneu  ZahUypen^ 
indem  als.  oberste  Begriff  für  die  Zs^hl  derjenige  dej:  Mennig-, 
faltigkeit  genojoamen  wird. 

Der  genetischen  Entwickelung  der  Typen  lässt  der  Verfasser 
umgekehrt  eine  logische  A^'^^^nng  derselben  eben  aus  dem  Be- 
griff der  Hajonigfaltigkeit  folgen. 

Die  gemeinten  viei;  Typ/en  sind  eben  diejenigen,  welche 
auch  bei  Cs^ptor  als  Träger  seiner  ganzen  Theorie  dienen.  Der 
erste  Typu3  ist  die  einheitliche,  unteilbare  Mannigfaltigkeit^ 
welche  sieb  o^  ihrem  Eleqaent  deckt;  der  zweite  ist  die  endr 
liebe,  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Elemeiiten  bestehend; 
dritten^  4ie  unendHcl^e  erster  „Mäc^htigkeit"  o^er  die  „abzähl-, 
oare''  Mannigfajtigkeit,  endlich  diej^enige  zweiter  Mächtigkeit 
oder  die  stetige. 

DißBßu  vier  Typen   correspondirQU   genau   vier  Typen  von. 
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Grössen,  nämlich  die  einfache,  zusammengesetzte,  discrete  und 
stetige  Grösse. 

Die  Arbeit  der  Zukunft  scheint  dem  Referenten  zu  sein,  die 
gewaltige,  zwischen  dem  dritten  und  vierten  Typus  herrschende 
Kluft  durch  eine  Reihe  scharf  gesonderter  Zwischentypen  zu  Qber- 
brUckeii;  es  wird  das  freilich  von  ihrer  Verwendbarkeit  fttr 
specifische  mathematische  Fragen  abhängen. 

Der  Referent  hebt  am  Schlüsse  noch  einmal  hervor,  dass 
erlauf  eine  systematische  Besprechung  der  so  inhaltsreichen  Ar- 
beit von  vorn  herein  verzichtet  hat;  er  hat  nur  Streiflichter  auf 
einige  Punkte  werfen  wollen,  die  ihm  besonders  bemerkenswert 
erschienen.  My. 

E.  G.  HusSERL.      Philosophie   der  Arithmetik.     Psycho- 
logische    und     logische    Untersuchungen.      I.   Band. 

Halle  a.  S.  G.  E.  M.  Pfeffer  (R.  Stricker).  Xyi  +  324  8.  8». 

Herr  Husserl  stellt  im  I.  Bande  seiner  Philosophie  der  Arith- 
metik durch  eine  erschöpfende  Analyse  des  Anzahlbegriffs  den 
Sinn  der  Zahlenaussage  fest  und  weist  nach,  wie  wir  in  der 
Mehrzahl  der  Fälle  nicht  auf  directe,  an  den  Gegenständen  ge- 
übte, sondern  auT  indirecte,  auf  Zeichen  beruhende  symbolische 
Zahlenbildung  angewiesen  sind,  und  wie  aus  dieser  Thatsache 
die  Notwendigkeit  der  Ausbildung  einer  arithmetischen  Wissen- 
schaft mit  ihren  verschiedenen  Operationskreisen  hervorgeht. 
Die  Analyse  des  Anzahlbegriffs  führt  durch  die  Analyse  der  Be- 
griffe Vielheit,  Etwas,  Einheit,  Gleichviel,  Mehr  und  Weniger. 
Die  Vielheit  ist  ein  Ganzes,  dessen  Teile  durch  collective  Ver- 
bindungen geeinigt  sind.  Die  collective  Verbindung  ist  eine 
eigene,  nicht  aus  dem  Bewusstsein  im  allgemeinen  oder  aus  der 
Zeit-  oder  fiaumform  oder  aus  der  leeren  Form  der  Verschieden- 
heit abzuleitende  Relation,  die  in  gewissen  psychischen  Acten, 
welche  die  Inhalte  einigend  umschliessen,  ihren  Bestand  hat, 
und  deren  sprachlicher  Ausdruck  die  Conjunction  „und*  ist 
Durch  Reflexion  auf  den  psychischen  Act,  welcher  die  Einheit 
der  zum  Begriffe  verbundenen  Inhalte  bewirkt,  erlangen  wir  die 
abstracte  Vorstellung  der  collectiven  Verbindung,  und  vermittelst 
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dieser  bilden  wir  den  Begriff  der  Vielheit  als  den  eines  Ganzen, 
das  Teile   in   bloss   colleetiver   Weise  verbindet.      Der    Begriff 
der  Vielheit  enthält  mit  und  in  dem  Begriff  der  coUectiven  Ver- 
bindung aneh  den  durch  eine  Abstraction,  deren  Hauptinteresse 
auf  die  collective  Verbindung  gerichtet  ist,  gewonnenen  Begriff 
eines  Etwas.     Der  allgemeine  Begriff  der  Anzahl  entsteht  aus 
dem  Begriffe  der  Vielheit  durch  Unterscheidung  der  abstracten 
Vielheitsformen.     Er   ist  der  Gattungsbegriff,    der  aus   der  Ver- 
gleichung  der  Ton  einander  bereits  unterschiedenen  bestimmten 
Vielbeitsformen   oder  Zahlen,    als  der  Speciesbegriffe,    entsteht. 
Der  Begriff  der  Aequivalenz  oder  Gieichzahligkeit  leistet  für  die 
Analyse  des  Zahlbegriffs  nichts.     Die  Zahlenaussage  bezieht  sich 
nicht  auf   den  Begriff  der  gezählten  Gegenstände,    sondern  auf 
deren   Inbegriff.     Die   Entstehung   der   natürlichen   Zahlenreihe 
und  der  Ausbau  eines  Zahlensystems  beruht  auf  dem  Begriff  der 
symbolischen   Vorstellungen   und   Operationen.     Alles  Operiren, 
was  über  die  allerersten  Zahlen  hinausreicht,  ist  nur   ein  sym- 
bolisches Operiren  mit  symbolischen  Vorstellungen.    Diese  That- 
sacbe  zwingt  zur  Ausbildung  des  Zahlengebietes   in  Form  eines 
Zahlsystems  mit  Herausgreifung  einer  symbolischen  Bildung,  der 
die  systematische  Stelle  gegeben  wird,    und  mit  der  Keduction 
aller   andern    Zahlformen    auf   diese   durch    die    arithmetischen 
Operationen.  —  Husserrs  Untersuchungen    bezeichnen   sich    be- 
scheiden   als   eine  Vorbereitung   zu    einer  systematischen  Philo- 
sophie der  Arithmetik.    Der  Verfasser  schreitet  aber  in  so  klarer, 
verständiger  und  geduldiger  Einzelforschung  und  in  so  sorgfäl- 
tiger Kritik  der  vorhandenen  Theorien  und  Meinungen  von  Pro- 
blem zu  Problem,   dass  in  seinen  Untersuchungen  weitaus  das 
Beste  Torliegen  möchte,    was  seit  langer  Zeit  über  die  Grund- 
lagen der  Arithmetik  geschrieben  ist.  Mi. 


W.   Preykr.     Üeber  den  Ursprung  des  Zahlbegriffs  aus 
dem   Tonsinn    nnd   über  das   Wesen   der  Primzahlen. 

Hambarg  n.  Leipzig.  L.  Voss.  36  S.  8^. 

Preyer's  Abhandlung  enthält  einen  Versuch,  die  psychische 


60  I.  AbiehDitt    Oesehiobte  ood  Philosophie. 

Entstehung  der  Zahlen  zu  erkUren  and  eine  damit  nur  durch 
den  von  ihm  erfundenen  Begriff  der  Lttckentahlen  lose  ver- 
knüpfte Abhandlung  ttber  einige  Pnmzahlgesetze.  Naeh  Preyer's 
Ansieht  entstehen  die  Zahlen  normalerweise  in  erster  Linie  nicht 
duroh  Addition  von  Eins  tu  Eins,  sondern  durch  das  Hören  und 
Vergleiehen  von  Tönen.    Die  Töne  CCGeegi  entsprechen  den 

ZahlgefQhlen  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  und  enthalten  vier  Ergebnisse 
der  Tonvergleichung  in  der  Empfindung,  die  Prime,  die  Octave, 
die  Quinte,  die  grosse  Terz  und  die  natürliche  Septime.  Dann 
beginnen  Wiederholungen.  Den  Lücken  in  der  Bildung  ent- 
stammen die  Lttckenzahlen  11,  13,  17  etc.  Die  wahre  Natur 
der  Primzahlen  ist,  dass  sie  Lückenzahlen  sind.  Sie  lassen  sich 
in  zwei  Reihen  von  der  Form  6fi-)-l  (1,  7,  13  u.  s.  w.)  und 
6n  +  b  (oder  6n  —  1)  (5,  11,  17  u.  s.  w.)  ordnen.  Jede  Primzahl 
gtebt,  durch  6  geteilt,  den  Rest  1  oder  5  und  schliesst  mit  einer 
der  Ziffern  1,  3,  7,  9.  Um  zu  bestimmen,  ob  eine  so  beschaffene 
Zahl  der  beiden  Reihen  ein  Product  von  Primzahlen  >  3  oder 
eine  Primzahl  sei,  genügt  es,  zu  untersuchen,  ob  sie  der  Form: 
G  =  P*  +  PN  (in  der  G  ein  Product  aus  Primfactoren  >9,  P  Prim- 
zahl, N  eine  gerade  Zahl  oder  0  ist)  genügt.  Aus  der  abge- 
leiteten  Formel  P  =  -  y+  \^  +  Gj  die,  falls  P  Quadratuhl 

ist,  in  die  Formel  P  =  |/ff  übergeht,  ergiebt  sich,  dass  das  Qua- 
drat jeder  Primzahl  >3  von  der  Form  6n-)-l  ist,  und  dass  die 
Quadrate  der  Primzahlen  in  der  ersten  Reihe  zwei  Unterreihen  mit 
der  Differenz  72  bilden.  Auch  die  Aufgabe,  die  Anzahl  aller  Prim- 
zahlen <2  zu  bestimmen,  löst  sich  mit  Hülfe  der  zwei  Reihen 
leicht.  —  Die  von  Preyer  gegebene  Arithmogenesis,  die  von  Kant's 
anfechtbarem  Satze  ausgeht,  dass  die  Arithmetik  die  Wissen- 
schaft der  reinen  Zeit  sei,  und  die  sich  auf  die  Beobachtung  klei- 
ner Kinder  beruft,  dürfte  auf  allgemeine  Zustimmung  kaum  rechnen 
können.  Dass  Zahlen  auf  Tonempfindungen  beruhen,  erscheint 
mindestens  zweifelhaft.  Mi. 

O.  Stolz.     Grössen  und  Zahlen.   Rede.  Leipiig.  B.  g  Teub- 

ner.  30  S.  8«. 
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Herr  Stolz  giebt  einen  gescbiohtlichen  Ueberblick  fibei*  die 
Eotwickelung  des  Grössen-  und  Zahlbegriffs  mit  Hervorhebang 
der  Bedeutung  der  Hamilton'schen  Quaternionen  und  des  Ver- 
dienstes, das  sieb  Frobenios  um  Feststellung  dieser  Bedeutung 
erworben  bat.  Die  allgemeine  Arithoietik  trägt  in  sieh  selbst 
ihren  Abschluse,  so  dass  man  einer  Bereicherung  derselben  nieht 
entgegenzusebea  hat.  Auf  sie  folgt  die  Theorie  der  QuaternioDen, 
an  Bedeutung  sie  zwar  nieht  erreichend,  aber  immerhin  merk- 
wflrdig  al»  Denkn>al  genialen  Scharfsinns  und  wertroll  für  geo- 
netrische  und  mechanische  Untetsuchungen.  Mi. 


H.  B.  PiNB.      The    number  -  systetn    of  algebra  treated 

theoretically   and   historically.    Boston  and  New  York.  Leach, 
Shewell  and  Sanboro.  IX  + 181  S.  8<>. 

Das  kleine  Buch  Fine's  ist  eine  kurze  Darlegung  des  Zahl- 
begriffs in  seinen  verschiedenen  Gestaltungen,  ganze  positive 
Zahl,  negative  Zahl,,  Bruch,  Irrationalzahl  etc.,  wie  er  sieh  ohne 
jede  philosophische  Betrachtung  einfach  aus  den  Operationen 
der  Arithmetik  und  Algebra  ergiebt.  Fine  schliesst  sich  in 
seiner  Entwickelung  des  Zahlbegriffs  an  Peacock,  Grassmann, 
Weierstrass,  Thomae  und  vor  allem  an  Hankel  und  Cantor  an. 

Mi. 

W.  B,  Taylor.      A    question    in    mathematical   nomen- 

ciature.      WaBhingtoD  Bull.  XI.  590-Ö91. 

Gegen^  den  Gebrauch  der  Bezeichnung  Quadrat  und  Kubus- 
(oder  Würfel^  f4ir  die  zweite  und  dritte  Potenz  einer  Zahl. 

Lp. 

Ventura  Rbyes  y  Prösper.      El    raciocinio   a  maquina, 

Progreso  mat.  I.  217-220. 


G.  VivANTi.     Suir  infinitesimo  attuale.    Riv.  di  Mat.  1. 135-153. 

E.  Bbtta2ZI,     Oedervazioui  sopra  rartieolo'  dal  dott  Gr. 

Vivanti'  ^SuH'  infinitesimo  attuale^.    Rir.  di  Mat.  i.  174-182. 
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G.  VivANTi.      Ancora  snir  infinitesimo  attuale.      Biv.  di 

Mat.  I.  248-255. 

Nach  einer  Uebersicht  über  die  verschiedeneD  Definitionen 
des  Unendlicbkleineu,  nnter  welchen  der  Ton  Poisson  aufge- 
stellten der  Vorzug  gegeben  wird,  bespricht  Herr  Vivanti  den 
Unterschied  zwischen  dem  potentialen  (variablen)  und  dem 
actnalen  (constanten)  Unendiichkleinen  und  legt  den  Cantor'schen 
Beweis  fQr  die  Nichtexistenz  des  letzteren  dar.  Zu  demselben 
Resultate  führt  den  Verfasser  eine  Kritik  der  Versuche,  die 
Existenz  des  actualen  Unendiichkleinen  auf  den  Gebieten  der 
geometrischen  Wahrscheinlichkeitstheorie  und  der  Cantor'schen 
transfiniten  Zahlen,  oder  mit  philosophischen  Gründen  zu  be- 
weisen. Dabei  wird  auch  der  Zusammenhang  dieser  Frage  mit 
dem  Postulat  des  Archimedes  erörtert  unter  Berücksichtigung 
der  von  Bettazzi  und  Veronese  gegebenen  Definitionen  des  Ste- 
tigen. Im  ganzen  gelangt  der  Verfasser  zu  dem  Schlüsse:  Im 
Gebiete  der  realen  Grössen  werden  wir  durch  nichts,  auch  nicht 
durch  die  Anforderungen  der  Infinitesimal-Rechnung,  zur  Annahme 
der  Existenz  actualer  unendlich  kleiner  Grössen  genötigt.  Da- 
gegen erscheinen  als  besonderes  Gebiet  solcher  Grössen  die  von 
Stolz  definirten  Momente  der  Functionen. 

Herr  Bettazzi  giebt  eine  von  der  des  Herrn  Vivanti  ab- 
weichende Definition  des  Actual- Unendlichkleinen  und  sagt:  Wenn 
die  Existenz  desselben  durch  die  von  Herrn  Vivanti  angegriffenen 
Argumente  auch  nicht  bewiesen  wird,  so  wird  sie  durch  jene 
Angriffe  doch  auch  nicht  widerlegt.  Nicht  um  den  Beweis  der 
Existenz,  sondern  um  den  der  Nichtexistenz  handelt  es  sich, 
und  dieser  kann,  solange  dem  streitigen  Begriff  kein  innerer 
Widerspruch  nachgewiesen  ist,  nicht  als  geführt  erachtet  werden. 

Herr  Vivanti  stellt  schliesslich  einige  Missverständnisse 
richtig,  zu  welchen  einzelne,  zu  kurz  gefasste  Stellen  seines 
Aufsatzes  Anlass  gegeben  hatten,  weist  auf  die  Bedeutung  der 
behandelten  Frage  hin,  die  den  Kernpunkt  philosophischer  Unter- 
suchungen aller  Zeiten  gebildet  habe,  und  betont  den  inneren 
Widerspruch,  den  Cantor  zwischen  dem  Begriff  actualer  unend- 
licbkleiner  Strecken  und  der  Stetigkeit  einer  endlichen  Strecke 
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nachgewiesen  hat,  welche  sich  aus  jenen  soll  zusammensetzen 
lassen.  Dieser  Widerspruch  entscheidet  die  Frage  auch  vom 
gegnerischen  Standpunkte  aus.  Schg. 


E.  Hafnbr.  Die  Anziehungs-  und  Abstossungskräfte 
in  der  Natur,  ihr  Entstehungsgesetz  und  ihre  Bezie- 
hungen   zur    Bewegung.    Glarus.  Bächlin.  119S.  mitlFig.-Taf.  8». 

Nach  Hafner's  Ansicht  wohnt  die  Gravitationskraft  den 
Hassen  nicht  in  unveränderlicher  Intensität  inne.  Ihre  Intensität 
bangt  von  dem  Maasse  gleichgerichteter  (sympathischer)  Bewe- 
gung ab.  Die  Gravitationskraft  wirkt  so,  dass  sympathisch  be- 
wegte Massen  sich  anziehen,  antipathisch  bewegte  sich  abstossen 
nach  dem  Maasse  parallelen  Fortschreitens  und  im  umgekehrten 
Verhähnis  des  Quadrats  der  Abstände.  Mi. 


W.  Gep.      Die  Wellen    der  Schwerkraft   und    ihre  Wir- 
kung auf  die  Wellen  der  Elektricität,  des  Lichts  und 

auf  die    Körper.      Heidelberg.  A.  Siebert.  36  S.  ßo. 

Hr.  Gef  construirt  die  Anziehungskraft  vermittelst  einer  Atom- 
theorie und  grttndet  auf  diese  eine  Wellen theorie,  die  auf  Er- 
8cheinungen  der  Elektricität,  des  Lichtes  und  auf  die  Körper  an- 
gewandt wird.  Ein  Element  ist,  nach  Gef,  eine  Bewegungsart, 
die  sich  nicht  in  Bewegungsarten,  aus  denen  sie  hervorgeht,  zer- 
legen Iftsst.  Die  kleinsten  Teile  der  Elemente  heissen  MolecQle; 
die  MolecQle  zerfallen  in  Atome,  diese  in  Unteratome  u.  s.  f  ins 
Unendliche.  In  den  Zwischenräumen  der  Atome  schwingen 
wiederum  Atome  und  in  deren  Zwischenräumen  Unteratome 
u.  8.  f.  Die  gleiche  Bewegungsart  umgiebt  ein  Atom  und  erfüllt 
steine  Zwischenräume.  Die  Bewegung,  die  in  einem  Atom  als 
Bewegung  der  Unteratome  besteht,  fehlt  innerhalb  des  Atoms 
der  Bewegungsart,  welche  das  Atom  umgiebt  und  in  seinen 
Zwischenräumen  besteht.  Das  Mehr  an  Bewegung  ausserhalb 
des  Atoms  tiber  die  gleiche  Bewegungsart  innerhalb  des  Atoms 
veranlasst   einen   allseitigen    Druck    auf  das  Atom.    Eine  jede 
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Ortgyerftnderang  eines  Atoms  hat  eine  Drackyerflqderang  auf  die 
Nachbaratome  uAd  dadurch  eine  Bewegungsverfinderung  des- 
selben zur  Folge.  Diese  Qbertragen  die  Bewegung  weiter,  die 
sich  kugelschalenförmig  ausbreitet.  Die  Bewegung  hindert  die 
Teilatome  an  fortschreitender  Bewegung.  Durch  die  von  den 
Teilatomen  verbrauchte  Arbeit  verliert  die  Bewegung  selbst  an 
Kraft.  Zwei  Atome  haben  daher  den  Einfluss  auf  einander,  dass 
sie  diese  Bewegung  auch  in  der  Richtung  zu  den  Nachbar- 
atonien  vermindern.  Dadurch  trifft  jedes  Atom  vom  Nacbbar- 
atom  aus  ein  geringerer  Druck;  die  demnach  stärkere  Bewegung 
auf  der  entgegengesetzten  Seite  bewirkt  eine  Bewegung  des 
Atoms  zum  Nachbaratom  hin;  der  Druck,  der  diese  Bewegung 
veranlasst,  ist  die  Anziehungskraft.  Hi. 


W.    W.    RoüSE    Ball.      A    hypothesis    relating    to    the 
nature  of  the  ether  and  gravity.     Mess.  (2)  xxL  20-24. 

Der  Verf.  zieht  zur  Erklärung  die  vierte  Dimension  herbei. 
„Mein  Ziel  ist,  anzudeuten,  dass  diese  und  ähnliche  Schwierig- 
keiten überwunden  werden,  wenn  wir,  indem  wir  in  einer  vierten 
Dimension  uns  um  eine  unendlich  kleine  Entfernung  weiter  be- 
wegen, zu  einem  homogenen  elastischen  Körper  gelangen." 

Lp. 


J.  J.   Walker.      Of   the    influence    of   applied    on    the 
progress  of  pure  mathematics.    (Presidential  address.) 

Lond.  M.  S.  Proc.  XXIL  4-18. 

Rede  bei  der  Abgabe  des  Vorsitzes.  Der  Redner  erläutert 
sein  Thema  an  der  Geschichte  der  Logarithmen,  einiger  Gurven, 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  der  Infinitesimalrechnung,  der 
Lagrange'schen  Reihe,  der  Besserschen  Functionen,  der  Fourier'- 
sehen  Reihe,  des  Ball'schen  Cylindroids  und  einiger  Eigenschaften 
des  Potentials.  Lp. 
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J.  Cboll.     The  philosophical  basis  of  evolution.  London. 

Edvard  Stanford.  [Natnre  XLIII.  434-435]. 

0.  J.  LoDGE,  C.  Lloyd  Morgan,  E.  McLennan,  E.  T. 
DixoN,  D.  Wetterhan,  T,  T.  Sherlock.     Force  and 

determinism.     Natare  XLIIL  491,  658;   XLIV.  198,  249,  272-273, 
319-320. 

Die  unter  der  Ueberschrift  „Force  and  determiDism^  von 
Hrn.  Morgan  gegebene  Anzeige  des  Buohes  von  J.  Groll  (der 
inzwischen  verstorben  war)  hebt  die  schwierigen  philosophischen 
Fragen  hervor,  welche  auf  dem  betrachteten  Gebiete  liegen. 
Nach  Groll  ist  die  Erzeugung  der  Bewegung  ein  Ding,  die  Be- 
stimmang  ihrer  Richtung  ein  anderes  und  ein  völlig  bestimmtes 
Ding.  Während  nun  Hr.  Morgan  auf  die  ungelösten  Schwierig- 
keiten hinweist,  die  den  Folgerungen  aus  dieser  Anschauung 
entstammen,  erklärt  sich  Hr.  Lodge  völlig  einverstanden  mit 
jenem  Satze.  „Die  Richtung  einer  Bewegung  bestimmen  erheischt 
keinen  Aufwand  von  Energie  oder  eine  Arbeitsleistung.  Die 
Energie  kann  längs  gewünschter  Kanäle  geleitet  werden,  ohne 
dass  man  ihre  Menge  im  geringsten  ändert,  gerade  wie  die  Ma- 
terie.*' „Es  ist  eine  Function  lebender  Organismen,  den  Weg 
der  UeberfQhrung  der  Energie  zu  richten;  aber  sie  fügen  ihrer 
Menge  nichts  hinzu. '^  „Das  Leben  ist  nicht  Energie,  es  ist  ein 
Bestimmer  des  Weges  der  Energie."  An  diese  und  ähnliche 
Ausführungen  schliessen  sich  die  nun  folgenden  Erörterungen 
an,  bei  denen  es  sich  also  im  wesentlichen  um  das  alte  Problem 
der  Erkenntnis  des  Verhältnisses  zwischen  Geist  und  Materie 
handelt.  Lp. 

Ch.  A.   B.  Huth.      Offener  Brief  an   alle  Mathematiker. 

Hambarg.  Selbstverlag.  4  S.  Fol. 

In  der  wohlbekannten  Reihe,  welche  die  Zähler  und  Nenner 

der  Näherungswerte  des  Eettenbruchs  fUr  ]/ö  bilden,  glaubt  der 
Verf.,  das  Wesen  der  ganzen  Musik  entdeckt  zu  haben,  und 
knüpft  seine  Vorstellungen  an  den  goldenen  Schnitt.       Lp. 


Fortschr.  d.  Math.  XZIII.   1. 
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Weitere  Litteratar. 
A.  Capelli.     La  matematica  nella  sintesi  delle  scienze. 

Riyista  di  filosofia  scientifica  1890.  232-245. 

Bericht  in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  48. 

E.  D'OviDio.     Sülle  origine  e  sullo  svilappo  della  mate- 

matica  pura.    Riv.  di  fil.  sc.  1890.  33-51. 

6.  Garbieri.    La  matematica  nello  sviluppo  delle  scienze. 

Riv.  di  fil.  sc.  1891.  222-231. 

M.  Rackwitz.  Hegers  Ansicht  über  die  Apriorität  von 
Zeit  und  Raum  und  die  Kant'schen  Kategorien.  Eine 
philosophische  Kritik  nach  Hegel's  „Phänomenologie 

des    Geistes.*      Halle.  C.  B.  M.  Pfeffer.  1114-82  8.  8«. 

F,  Watzlawik.  Raum  und  StoflF,  das  Negative  und 
Positive  der  Natur,  zur  Grundlage  einer  Ursachen- 
Wissenschaft   dargestellt.    Berlin.  Claesen  n.  Co.  36  8.  8^ 

A.  Secchi.  Die  Einheit  der  Naturkräfte.  Ein  Beitrag 
zur  Naturphilosophie.  Autorisirte  Uebersetzung  von 
L.  R.  Schulze.     2.  Aufl.   (In  9  Lieferungen,)   1.  Lfg. 

Braunschweig.  Salle.  80  S.  S^. 

Graf  L.  von  Pfeil.  Kometische  Strömungen  auf  der 
Erdoberfläche  und  das  Gesetz  der  Analogie  im  Welt- 
gebäude. 4.  Aufl.  Berlin.  Dummler's  Verlag.  VIII -h  315  S. 
mit  6  Karten.  8». 

M.  Möller.  Die  Naturkraft  oder  die  Bewegung  der 
Masse,  beherrscht  durch  äusseren  Druck,  und  die  Frei- 
heit als  Bethätigungsform  geistiger  Kraft,  begrenzt 
und    geleitet    durch    eigenen  Willen.      Philosophische 

Skizze.     Hamburg.  Friederichsen  n.  Co.  XV  -f-  176  S.  8». 

F.  Kerz.  Die  Schalablagerungstheorie.  Eine  Erweite- 
rung der  Laplace'schen  Nebularhypothese.    Leipzig.  Spa- 

mer.  XVI 4-  64  8.  8°. 

H.  Driesch.  Die  mathematisch-mechanische  Betrachtung 
morphologischer  Probleme  der  Biologie.    Eine  kritische 

Studie.     Jena.  Fischer.  V-I-59S.  8^ 
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B.     Pädagogik. 

F.  Cajori.    Historical  sketch  of  the  study  of  mathematics 
in  the  United  States.     Bibi.  Math.  (2)  v.  74-78. 

Enthält  eine  Uebersicht  über  die  Entwickelung  der  mathe- 
matischen Studien  in  den  Vereinigten  Staaten.  Der  Verf.  unter- 
scheidet drei  Perioden,  nämlich  die  Colonialzeit  (1636-1776), 
die  Periode  des  englischen  Einflusses  (1776-1820)  und  die  Pe- 
riode des  französischen  Einflusses  (1820-1876).  Eine  vierte  Pe- 
riode, die  Zeit  der  selbständigen  Forschungen,  ist  soeben  be- 
gonnen.   (Vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  5-6.)  E. 


V.  BoBYNiN.      Programme    du    cours    de    Thistoire    des 
mathömatiques  ä  Puniversit^  de  Moskwa.     Bibl. Math.  (-2) 

V.  79  -  88. 

Seit  1882  liest  Herr  Bobynin  an  der  Universität  zu  Moskau 
über  die  allgemeine  Geschichte  der  Mathematik.  Der  ganze 
Cursus  wird  in  einem  Jahre  mit  zwei  wöchentlichen  Vorlesun- 
gen durchgemacht;  33  Stunden  sind  dem  Altertum  und  dem 
Mittelalter,  26  Stunden  der  Neuzeit  gewidmet.  Das  Programm 
ist  früher  russisch  veröfi^entlicht  (vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  87), 
wird  aber  hier  in  französischer  Uebersetzung  mitgeteilt  und  mit 
dem  vom  Herrn  Eneström  publicirten  Programm  (vgl.  F.  d.  M. 
XXII.  1890.  87)  verglichen.  E. 


G.  B.  Halsted.      On    the   teaching    of    the    history  of 
mathematics  in  the  University  of  Texas.    Bibi.  Math.  (2)  v.  53. 

Herr  Halsted  berichtet  über  die  mathematisch  -  historischen 
Vorlesungen,  welche  er  an  der  Universität  zu  Austin  (Texas) 
gehalten  hat.  Diese  Vorlesungen  bilden  nicht  einen  systemati- 
schen Cursus;  vielmehr  sind  solche  Fragen  vorzugsweise  histo- 
risch behandelt  worden,  welche  für  den  Lehrer  oder  die  Stu- 
denten von  besonderem  Interesse  waren.  E. 

5* 
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A.    Hall.      On    problem   solving.     Washington  Ball.  XI   598-600. 

Beleuchtet  den  pädagogischen  Wert  des  Lösens  von  Auf- 
gaben, warnt  aber  auch  vor  der  Ueberschätzung  dieser  Uebungen. 

Lp. 

Alb.  Richter.  Die  Mathematik  ist  auf  den  höheren 
Lehranstalten  als  Hülfswissenschaft  der  Naturwissen- 
schaft zu   behandeln.     Pr.  (Nr. 281)07100.  Wandsbeck.  XX IIS.40. 

„Nicht  das  Wissen,  sondern  das  Können,  die  formale  Bil- 
dung ist  Ziel  des  mathematischen  Unterrichts;  hierin  hat  die 
Mathematik  einen  Vorzug  vor  den  übrigen  ünterrichtsgegen- 
ständen  im  allgemeinen  und  vor  den  grammatischen  insbeson- 
dere. Die  formale  Bildung  durch  den  mathematischen  Unterricht 
beschränkt  sich  nicht  auf  die  mathematischen  Stoffe,  sondern 
überträgt  sich  auf  alle  andern."  —  Dies  die  herrschenden  An- 
sichten, gegen  welche  sich  der  Verfasser  wendet.  Er  gelangt 
dabei  zu  dem  Ergebnis:  Der  mathematische  Unterricht  bietet 
allerdings  eine  Ober  das  mathematische  Schulpensum  hinaus- 
gehende formale  Bildung,  aber  diese  reicht  nur  so  weit,  wie 
bestimmte  Raum-  und  Zahlcnverhältnisse  bei  neuen  Vorstellun- 
gen, namentlich  physikalischen,  wiederkehren.  Wie  bei  jedem 
Unterricht  ist  auch  beim  mathematischen  das  Wissen  der  Haupt- 
zweck. Darum  ist  die  Mathematik  nur  als  Hülfswissenschaft  für 
die  Naturwissenschaften  beizubehalten  und  demgemäss  inhaltlich 
und  unterricbtiich  zu  gestalten.  Stoff  und  Stundenzahl  sind  zu 
beschränken;  auch  im  Bewusstsein  der  Schüler  soll  der  mathe- 
matische Unterricht  nur  Vorbereitung  für  den  physikalischen 
sein.  Dabei  können  die  bisherigen  secundären  Ziele,  mögen  sie 
die  für  die  späteren  Berufsarten  notwendigen  Kenntnisse  oder 
den  Ausdruck  in  der  Muttersprache  oder  die  moralischen  Wir- 
kungen betreffen,  auch  fernerhin  beibehalten  werden.       Lg. 

C.  BüRALi-FoRTi.  La  risoluzione  dei  problemi  di  arit- 
metica  nelle  scuole  secondarie  inferiori.  Rivisu  di  Mat.  i. 

31-41. 
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Der  Verfasser  behauptet,  dass  man  in  den  niederen  Mittel- 
schulen von  jedem  wissenschaftlichen  Beweise,  sowie  von  einer 
strengen  Definition  des  Grössen-,  Mass-  und  Zahlbegwffes  ab- 
sehen muss;  diese  Begriffe  können  nur  anschaulicherweise  ein- 
gefabrt  werden.  Die  zu  behandelnden  Probleme  sollen  sämtlich 
aof  die  fünf  folgenden  zurückgeführt  werden: 

1.  Die  Summe  mehrerer  gleichartigen  Grossen  (oder  meh- 
rerer Zahlen)  zu  finden. 

2.  Die  Differenz  von  zwei  ungleichen  gleichartigen  Grössen 
(oder  von  zwei  ungleichen  Zahlen)  zu  finden. 

3.  Das  Zwei-,  Drei-,  . . .,  m- fache  einer  Grösse  (oder  einer 
Zahl)  zu  finden. 

4.  Die  Hälfte,  das  Drittel,  .  . .  einer  Grösse  (oder  einer 
Zahl)  zu  finden. 

5.  Anzugeben,  wie  oft  die  kleinere  von  zwei  ungleichen 
gleichartigen  Grössen  (oder  von  zwei  ungleichen  Zahlen)  von 
der  grösseren  subtrahirt  werden  darf,  und  welche  Grösse  (oder 
Zahl)  übrig  bleibt.  Vi. 

Chr.  Krbnzlin.     Ueber  die  Verwendang  des  geschicht- 
lichen   Elements    im    physikalischen    Unterrichte    der 

höheren    Lehranstalten.      Pr.   (Nr.  260)    Realgymn.  NordhaasoD. 
16  S.  40. 

Soll  das  Geschichtliche  im  physikalischen  Unterricht  zur 
Geltung  kommen,  so  müssten  nach  Ansicht  des  Verf.  folgende 
Gesichtspunkte  ins  Auge  gefasst  werden: 

I.  Darstellung  einzelner  hierzu  geeigneter  Abschnitte  der 
Physik  nach  ihrer  historischen  Entwickelung. 

II.  Biographien  hervorragender  Physiker. 

III.  Kurze,  aber  zusammenhängende  und  übersichtliche  Dar- 
stellung der  Entwickelungsperioden. 

IV.  Leetüre  und  Besprechung  einzelner  Abschnitte  aus 
Schriften  bedeutender  Physiker  aller  Zeiten. 

Die  Lehre  vom  freien  Fall,  der  Gentralbewegung,  die  Ent- 
wickelung der  Astronomie  etc.  ad  I,  die  Geschichte  der  Physik 
im  Altertum  ad  III  werden  als  Musterbeispiele  vorgeführt,   und 
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im  übrigen  wird  auf  brauchbare  Geschichtswerke  wie  die  von 
Poggendorff  und  Heller  verwiesen.  —  üttrfte  auch  nicht  überall 
zu  so  ausführlichen  geschichtlichen  Betrachtungen  die  notige  Zeit 
vorhanden  sein,  so  wird  doch  jeder  Lehrer  der  Physik  die  ge- 
gebenen Anregungen  dankbar  annehmen  und  verwerten  können. 

Lg. 

B.  Wagnkr.     Methodischer  Lehrplan  der  Anstalt  für  den 
Unterricht    in  der   Mathematik    und  im  Rechnen.      Pr. 

(Nr.  411)  Realgyma.  Fulda.  19  S.  4^. 

Es  werden  für  jede  der  Klassen  Sexta  bis  Unter-Secunda 
zuerst  das  Jahrespensum  im  Anschluss  an  die  gebrauchten  Lehr- 
bücher und  sodann  Methoden  zur  Behandlung  desselben- aufgestellt^ 
welche  im  allgemeinen  die  Billigung  der  FachcoUegen  finden 
dürften.  Den  Dceimalbrüchen  wird  aber  in  Quinta  noch  ihre 
herkömmliche  Stellung  nach  den  gewöhnlichen  Brüchen  belassen, 
weil  sich  der  Verfasser  nicht  von  dem  Begriff  „Bruch"  hat  frei- 
machen können.  Auch  bei  den  Logarithmen  wQrdc  die  allge- 
meine Darstellung  der  Zahlen  als  Systemzahlen  die  Ueberein- 
Stimmung  der  Kennziffer  mit  dem  höchsten  Stellenzeiger  leichter 
erkennen  lassen.  Die  Verteilung  des  Stoffes  entspricht  nicht 
ganz  den  neueren  Bestimmungen,  da  in  Unter-Secunda  die  Ste- 
reometrie fehlt,  während  die  nach  Ober-Secunda  verlegten  Reihen 
noch  durchgenommen  werden.  Lg. 

Vj.  Küehr.     Methodologisch  -  mathematische  Aphorismen. 

IlL      Pr.  (No.  197)  Katb.  Gyma.  Oppelo.  IG  S.  4<>. 

35  weitere  einfache  geometrische  Aufgaben  mit  Lösung  als 
Fortsetzung  der  Programmabhandlung  von  1887.  Cf.  F.  d.  M. 
XIX.  1887.  56.  Lg. 

Weitere  Litteratur. 

W.  W.  lioBYNiN.      Die  Anwendung    der  Geschichte   der 
Mathematik  für  die  Lösung  der  pädagogischen  Fragen. 

Phye.-math.  Wias.  IX.  (Iö90.)  (Uuflsiech.) 
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Felix  MOllkr.  Ueber  litterarische  Unternehmungen, 
welche  geeignet  sind,  das  Stadium  der  Mathematik  zu 

erleichtern.     Naturf.  Ges.  Halle  LXIV.  11. 

J.  C.  V.  Hoffmann.      Die  Mathematik  als  Hülfswissen- 

Schaft.      HoffmaQD  Z.  XXII.  241-251. 

SßxTüs  Empiriküs.  Wunde  Punkte  und  fromme  Wünsche 
im  höheren  und  niederen  Schulwesen.  Mit  Berück- 
sichtigung des  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen  Unterrichts.      Hoffmann  Z.  XXII.  561-585. 

M.  Haberland.  Die  Stellung  der  Mathematik  im  System 
des  erziehenden  Unterrichts.    Neustreiitz.  Baroewitz.  les.  »<>. 

A.  Höfler.  Bemerkungen  zu  den  Berliner  Verhand- 
lungen über  Fragen  des  höheren  Unterrichtes.  Mit 
besonderer  Beziehung  auf  Mathematik  und  Naturwissen- 
schaften.     Rede.     Wieu.  Holder.  38  S.  8«. 

F.  Kraft.      Die  Mathematik  der  Zukunft.     Ein  Beitrag 

zur   Schulreform.       Hoffmann  Z.  XXII.  537-547. 

Der  Verf.  erwartet  das  Heil  von  der  allgemeinen  Einführung 
der  Grassmann' sehen  Ausdehnungslehre. 

A.  ScHüLKB.     In  welcher  Weise  sollen  Mathematik  und 

Physik  auf  höheren  Schulen  betrieben  werden?      Hoff- 
mann Z.  XXII.  410-421. 

Pl ASSMANN.  Zur  Ausbilduug  der  Lehrer  flir  Astronomie 
(bezw.  astronomische  Geographie)  an  Hochschulen 
(Sternwarten).    Hoffmann  z.  xxii.  15-I6. 

Jos.  Hahn.  Einfache  Beispiele  zu  logarithmischer  Be- 
rechnung.     Hoffmann  Z.  XX IL  10-12. 

K.  Fink.  Ueber  die  Einführung  gewisser  Grundbegriffe 
der  projectiven  Geometrie  im  Schulunterricht.     Tübingen. 

Franz  Fuee.  26  S.  gr.  S^.  (Sonderdr.) 
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K.  Wallacb  Stewart.  Heat  and  light  problems.  Uni- 
versity  Correspondence  College  Tutorial  Series.  Loodon. 

W.  B.  Olive  and  Co.  (1890.)  [Natare  XLIII.  28] 

A.  M.  Bock.  Die  Theorie  der  Gravitation  von  Isenkrahe 
in  ihrer  Anwendung  auf  die  Anziehung  und  Bewegung 
der  Himmelskörper.   Dm.  Manchen.  8®. 

G.  M.  MiNCHiN.  ,,Nowhere  can  Mathematics  be  learned 
aa  at  Cambridge^^     Natore  xliii.  15i. 

Dieser  Ausspruch  Hopkinson's  wird  bezfiglich  der  Geometrie 
angezweifelt.  Lp. 


Zweiter  Abschnitt 

Algebra. 

Capitel  L 

Gleichungen.  (Allgemeine  Theorie.  Besondere 
algebraische  und  transcendente  Gleichungen.) 

ü.  L.  LANDRi:.    Algebraische  hoofdstakken  ter  uitbreiding 
van  de  leerboeken  over  de  elementaire  analyse.  Utrecht. 

Gebr.  van  der  Post.  235  3.  8». 

Der  Verfasser  bezweckt  mit  der  Herausgabe  dieser  Arbeit, 
eine  ErgänzuDg  zu  den  holländischen  Lehrbüchern  der  algebrai- 
schen Analysis  zu  liefern.  Demzufolge  sind  in  dem  relativ  ge- 
ringen Umfang  sehr  verschiedene  Gegenstände  zusammengestellt. 
Es  mögen  darunter  Erwähnung  finden:  mehrere  Reihen,  speciell 
die  Eisenstein'sche;  Convergenz  und  Divergenz  von  Reihen;  Aus- 
gieichuDgs-  und  Näherungsformeln;  symmetrische  Functionen; 
Elimination;  Gleichungen  höheren  Grades,  welche  algebraisch 
gelöst  werden  können;  das  Problem  der  Kreisteilung;  Beweis 
des  Satzes,  dass  die  allgemeinen  Gleichungen  fünften  und  höheren 
Grades  nicht  algebraisch  auflösbar  sind.  Die  Darstellung  dieser 
Gegenstände  ist  elementar,  aber  durchaus  strenge  gehalten. 

Mo. 

C.  Alasia.  Element!  della  teoria  generale  delle  equa- 
zioni  ed  in  particolare  delle  eqaazioni  di  terzo  e  qaarto 
grado  e  delle  eqaazioni  indeterminate.    Napoii.  160  s.  8<>. 
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G.  Petersen.  Teoria  delle  equazioni  algebriche.  Ver- 
sione  dal  tedesco,  autorizzata  dall'  autore,  dei  professori 
G.  ßozzolino  e  G.  Sforza.  Vol.  I.  Parte  I.  Sülle 
eqaazioni  in  generale ;  Parte  IL  Snlla  resoluzione  alge- 
brica  delle  equazioni.    NapoU.  Peiierano. 

Bericht  in  Riv.  di  Mat.  I.  103  - 105. 


II.  ScHKFFLER.      Beiträge   zur  Theorie  der  Gleichungen. 

Leipzig.  F.  Foerater.  133  S.  mit  1  Fig.-Taf.  b«. 

H.  ScHEFFLER.  Beiträge  zur  Zahlentheorie,  insbesondere 
zur  Kreis-  und  Kugclteilung  mit  einem  Nachtrage  zur 
Theorie  der  Gleichungen.     Leipzig,  f.  Foeraier.  xi-h285S. 

mit  3  Fig.-Taf.  b^. 

In  den  beiden  vorliegenden  Büchern  wird  eine  grosse  An- 
zahl arithmetischer  und  algebraischer  Gegenstände  behandelt, 
insbesondere  die  Auäusung  algebraischer  Gleichungen,  die  Theorie 
der  algebraischen  und  transceudenten  Zahlen,  die  der  idealen 
Zahlen,  die  Gesetze  der  Primzahlen  u.  s.  f.  Die  Darstellung 
dieser  Gegenstände  erfüllt  jedoch  nicht  die  Anforderungen  wissen- 
schaftlicher Strenge  und  Gründlichkeit;  gerade,  wo  es  sich  um 
Schwierigkeiten  handelt,  hat  Referent  vielfach  arge  Irrtümer 
bemerkt.  So  glaubt  z.  B.  im  ersteren  Buche  S.  104  der  Ver- 
fasser den  folgenden  Satz  zu  beweisen:  Wenn  eine  Zahl  a  sich 
in  ein  unendliches  Product  von  rationalen  Brüchen,  wie  folgt: 

Qx   9u   9, 
entwickeln  lässt,  und   jede   der    im  Zähler  auftretenden  ganzen 

Zahlen   p,,  p^,  p,    einen  Primteiler    enthält,    welcher  in   keiner 

der  ganzen  Zahlen  q  vorkommt,  so  ist  a  irrational.    Das  Beispiel 

p«  —       2'*'  —  !      '  — 

widerlegt  diesen  Satz.  Infolgedessen  ist  der  Beweis  für  die 
Irrationalität  von  n  unrichtig.  Auch  der  später  folgende  Beweis 
für  die  Transcendenz  von  n  ist  unrichtig.  Ht. 
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P.  MoLENBROEK.     Tlieoric  der  Quaternionen.    Leiden,  e.  j. 

Das  Studium  der  Quaterniooen  wird  uach  des  Verfassers 
Ansicht  wesentlich  dadurch  erschwert,  dass  einerseits  die  grund- 
legenden Schöpfungen  Hamilton's  zu  ausführlich  sind,  andrer- 
seits aber  die  Lehrbücher,  welche  sich  zur  Einführung  in  die 
neue  Rechnungsweise  empfehlen,  die  Theorie  nicht  genügend 
berücksichtigen.  Das  vorliegende  Buch  soll  deshalb  die  Mitte 
zwischen  diesen  beiden  Standpunkten  einnehmen.  Es  schliesst 
sieb  denn  auch  im  allgemeinen  den  Hamilton'schen  Anschauungen 
völlig  an.  Zuerst  wird  der  Begriff  des  Vectors,  der  Addition 
und  der  Subtraetion  von  Vectoren  und  die  Wirkung  eines  scalaren 
Operators   erörtert.     Hierbei    tritt   naturgemäss  die   Frage  nach 

dem  Resultat  der  Anwendung  des  Symbols  }/— 1  an  einem  Vec- 
tor  hervor.  Der  Verfasser  betrachtet  dieses  Symbol  als  einen 
in  einer  unbestimmten  Ebene  wirksamen  Operator,  welcher  einen 
Vector  eine  Vierteldrehung   ausfahren    lässt,    sodass    unter   der 

Grösse  }/— l./J  die  Gesamtheit  der  aus  ß  durch  eine  solche  Dre- 
hung entstandenen  Vectoren  zu  verstehen  ist.     Dieselben  bilden 

einen  „Vectorkreis",  und  das  Symbol  a  +  l/— Ij^  wird,  hieran  an- 
schliessend, als  ein  „Vectorkegel^  gedeutet,  nämlich  als  die  Summe 

des  Vectors  a  mit  jedem  in  dem  Vectorkreis  }/— 1/?  enthaltenen 
Vector. 

Die  Theorie  der  Quaternionen  wird  in  der  Weise  aufgebaut, 
dass  der  Quaternion  a\ß  als  ein  Operator  definirt  wird,  welcher 
den  Vector  a\x\  ß  überführt,  und  erst  nachdem  die  meisten  Eigen- 
schaften dieses  Vectorenquotienten  bewiesen  sind,  wird  die  vier- 
gliedrige  Grundform  für  denselben  hergeleitet.  In  gleicher  Weise 
wird  der  Bamilton'sche  Biquaternion 

"+y^^^     oder    g  +  l/=3«' 

als  ein  Operator  gedeutet,  welcher  den  Vector  y  in  den  Vector- 

kegel  a-^y^ß  überführt. 

Nachdem  die  Producte  von  Vectoren  mit  einander  und  mit 
Quaternionen  definirt  sind,  wodurch  die  Gelegenheit  geboten  wird, 


76  11-  Abschnitt.    Algebra. 

ZU  einer  allgemeineren  Deutung  des  Symbols  Y—la  zu  gelangen, 
entwickelt  der  Verfasser  im  vierten  Abschnitt  eine  Theorie  der 
geometrischen  Darstellbarkeit  der  imaginären  Punkte  im  Räume. 

Zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte  a+Y^lß  erscheinen  hierbei 
als  zwei  zusammenfallende,  aber  in  entgegengesetztem  Sinne  be- 
schriebene  Kreise.  Hierdurch  wird  auch  die  geometrische  Den- 
tung  von  Figuren  ermöglicht,  welche  mittels  Gleichungen  mit 
complexen  Coefficienten  dargestellt  werden.  Von  diesen  ^all- 
gemeinen" Gebilden  werden  die  Ebene  und  die  Gerade  näher 
betrachtet  und  die  Beziehung  der  Theorie  des  Verfassers  zu 
der  Tarry*schen  dargelegt. 

In  den  folgenden  Abschnitten  wird  die  Differentiation  von 
Quaternionen,  die  lineare  Vectorfunction  eines  Vectors  und  die 
Auflösung  von  Gleichungen  mit  Quaternionen  behandelt.  Der 
Logarithmus  und  die  trigonometrischen  Functionen  eines  Qua- 
ternionen werden  im  Anhange  deflnirt. 

Um  das  Eindringen  in  die  Theorie  möglichst  zu  erleichtern, 
sind  alle  Anwendungen  vermieden.  Mo. 

P.  MoLENBROEK.  Ueber  die  geometrische  Darstellbarkeit 
imaginärer  Punkte  im  Räume.  Hoppe  Arch.  (2)  x.  261-282. 
Wenn  a  =  OA  und  ß  =  AB  beliebige  Vectoren  sind,  so  ver- 
steht man  nach  Hamilton  bekanntlich  unter  a  +  ß  den  Vector  OB 
und  unter  ß:a  die  Gesamtheit  derjenigen  Operationen,  welche 
erforderlich  sind,  um  den  Vector  a  in  den  Vector  ß  überzuführen, 
d.  b.  eine  gewisse  Drehung,  verbunden  mit  der  erforderlichen 
Verlängerung  oder  Verkürzung  des  Vectors.  Diese  Definitionen 
führen  unmittelbar  zu  dem  Begriff  des  Symbols  xa,  wo  x  eine 
reelle  Zahl  bedeutet.  Die  vorliegende  Kote  hat  den  Zweck,  zu 
zeigen,  welche  Bedeutung  diesem  Symbole  beizulegen  ist,  wenn  x 
eine  complexe  imaginäre  Zahl  ist.  Man  denke  sich  den  Vector  o 
in  unzählige,  dem  ursprünglichen  Vector  an  Länge  und  Richtung 
gleiche  Vectoren  gespalten  und  jeden  der  so  entstehenden  Vec- 

toren    in    einer    durch   a  gelegten   Ebene    um   den  Winkel  -^ 
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gedreht  Auf  diese  Weise  entsteht  aus  a  die  Gesamtheit  der 
Radien  einer  auf  a  senkrechten  Kreisfläche:  ein  sogenannter 
Cireolaryector.  Die  Wiederholung  der  eben  beschriebenen  Ope- 
ration ftihrt  auf  ein  System  von  Kreisflächen,  deren  Ebenen  sämt- 
lich durch  den  Vector  — a  hindurchgehen;  infolge  dieses  Um- 
standes  sieht  der  Verfasser  jenen  eben  construirten  Gircularvector 
als  das  geometrische  Bild  des  Symbols  ia  an.  Durch  ZufOgung 
eines  reellen  Vectors  ß  ergiebt  sich  für  das  Symbol  ia^-ß  als 
geonaetrisches  Bild  das  System  aller  Kanten  eines  gewissen 
schiefen  Kegels  mit  einer  Kreisbasis:  ein  sogenannter  konischer 
Vector.  Ferner  zeigt  der  Verfasser,  was  man  diesen  Festsetzungen 
zufolge  unter  den  imaginären  Punkten  einer  Geraden,  eines 
Kreises,  einer  Kugel,  einer  Ebene  u.  s.  f.  zu  verstehen  hat.  So 
werden  z.  B.  die  imaginären  Punkte  einer  Geraden  durch  Kreise 
dargestellt,  deren  Ebenen  senkrecht  zu  jener  Geraden  stehen  und 
deren  Mittelpunkte  in  derselben  enthalten  sind.  In  einem  Nach- 
trage wird  gezeigt,  wie  diese  Darstellung  der  imaginären  Punkte 
sich  auch  ohne  Zuhülfenahme  der  Theorie  der  Quaternionen  er- 
giebt Zugleich  weist  der  Verfasser  darauf  hin,  wie  bei  dieser 
Darstellung  die  Unterscheidung  zweier  eonjugirt  imaginären  Punkte 
möglich  ist,  indem  man  mit  der  vorhin  beschriebenen  Spaltung 
des  Vectors  zugleich  einen  bestimmten  Drehungssinn  der  einzelnen 
durch  die  Spaltung  entstandenen  Strahlen  verbindet.        Ht 


Th.   B.  van  Wettüm.     Üver  den  Quaternionniatrix. 

Nieuw  Archief  XVIII.  168-186. 

Die  Matrize  der  rechtwinkligen  Coordinatentransformation  mit 
positiver  Determinante  wird  derart  umgestaltet,  dass  dieselbe 
mit  der  Quaternionenmatrize,  welche  der  Verfasser  im  vorigen 
Bande  des  Nieuw  Arch.  näher  betrachtet  hat,  identisch  erscheint. 
Nun  gehört  aber  jene  Matrize  zu  einer  konischen  Drehung  des 
Systems  um  eine  bestimmte  Axe,  wodurch  ein  Vector  OP  in 
OP*  flbergehe.  Es  kann  daher  die  Matrize  der  Coordinatentrans- 
formation als  Symbol  fQr  den  Vectorenquotienten  OP'iOP  be- 
trachtet werden. 
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Das  Product  zweier  derartigen  Matrizen  wird  bestimmt  nnd 
geometriseh  erläutert.  Der  letzte  Teil  der  Abhandlung  enthält 
eine  Kritik  der  Hamilton'schen  Quaternionen.  Ist  a  +  6t  +  c; -[-  dk 
ein  Radial  (somit  a'+6*+c'-f  d'=  1),  welches  an  einem  Vector 
operirt,  der  nach  dem  Punkte  x,  y,  s  auf  der  Einheitskngel  geht, 
so  muss  die  Relation  stattfinden  bx  +  cy'\'d%  =  0.  Der  Verfasser 
betrachtet  dieselbe  irrtümlich  als  eine  zwischen  6,  c,  d  stattfin- 
dende Beziehung  und  behauptet,  ein  Quaternion  sei  deshalb  eigent- 
lich ein  ^Ternion".  Auch  ist  der  Verfasser  nicht  einverstanden 
mit  dem  Wege,  auf  dem  Hamilton  zum  Producte  zweier  Qua- 
ternionen gelangt;  doch  erhebt  er  keinen  ernsten  Einwand. 

Mo. 

A.  Macfarlane.      Principles    of  tbe  algebra  of  physich. 

American  Asaoe.  for  the  advancement  of  science  Proc.  XL.  65>117. 

Der  Verfasser,  ein  Schüler  Taifs,  bemerkt,  dass  die  neaeren 
Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Quaternionen  sich  nicht  sowohl 
mit  dem  Ausbau  dieser  Theorie,  als  mit  der  Durcharbeitung  ihrer 
Fundamente  beschäftigen.  Er  findet  die  Ursache  dieser  Erschei- 
nung in  dem  berechtigten  Streben,  sowohl  die  Principien  als  die 
Bezeichnungsweise  der  Quaternionenthcorie  zu  yervollkommnen, 
und  zeigt  an  mehreren  Beispielen  in  eingehender  Weise,  wie 
namentlich  im  Gebiet  der  Determinanten  und  der  Mechanik  diese 
Principien  sich  iu  ihren  Folgerungen  mit  anderweitigen  Fest- 
setzungen hinsichtlich  der  Vorzeichen  in  Widerspruch  setzen,  und 
welche  Aenderungen  getroffen  werden  müssen,  um  diese  Wider- 
spruche zu  beseitigen.  Er  übersieht  nicht  die  engen  Grenzen, 
welche  der  Quaternionenthcorie,  verglichen  mit  der  Ausdehnungs- 
lebre,  im  Gebiet  der  Determinanten  gesteckt  sind,  dagegen  sucht 
er  die  Vorwürfe,  welche  Gibbs  und  Hyde  hinsichtlich  der  ver- 
hältnismässigen Unfruchtbarkeit  der  eigentlichen  Quaternionen 
erheben,  zu  widerlegen.  Zur  Ausdehnungslehre  übergehend,  be- 
merkt er,  dass  der  von  Hyde  an  den  Quaternionen- Gleichungen 
getadelte  Mangel  an  Homogeneität  in  den  Dimensionen  auch  in 
der  Gleichung  Pj  =  p, +«  ^^  finden  sei,  wo  p,  und  p,  Punkte 
bedeuten,   e  aber  eine  Strecke.     Auch  will  er  den  Massenpunkt 
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durch  den  Massenvector  ersetzt  wissen.  Nun  ist  allerdings  Hyde's 
ßemerknng,  dass  die  Ausdehnnngslehre  sich  durchweg  den  geo- 
metrischen Dimensionen  anpasse,  nicht  zutreffend;  Punkte  und 
Strecken  erscheinen  z.  B.  gleichmässig  als  Grössen  ersten  Grades; 
allein  diese  Abweichung  ist  so  nebensächlich,  und  ihre  Notwen- 
digkeit zeigt  sich,  besonders  in  den  Anwendungen  auf  Mechanik, 
80  deutlich,  dass  man  sagen  muss,  dieselbe  verdanke  ihre  Ent- 
stehung nicht  sowohl  einem  Mangel,  als  einem  Fortschritt  der 
Theorie.  —  Dem  Verfasser  selbst  schwebt  eine  die  Quaternionen, 
x\u8dehnungslehre  und  Determinanten  umfassende  allgemeine  Ana- 
iysis  vor,  welche  besonders  den  Bedürfnissen  der  Physik  gerecht 
werden  soll.  Diese  allgemeine  Analysis  ist  aber  eben  die  Aus- 
dehnnngslehre selbst,  wie  längst  anerkannt  ist;  und  alle  Versuche, 
andere  Methoden  im  Sinne  des  Verfassers  zu  vervollkommnen, 
müssen  von  selbst  dieser  Theorie  zustreben.  Die  Ueberlegenheit 
derselben  den  Quaternionen  gegenüber  liegt  übrigens  keineswegs 
allein,  wie  man  aus  den  hier  besprochenen  Streitpunkten  schliessen 
könnte,  in  ihrer  grösseren  Allgemeinheit,  sondern,  was  noch 
wichtiger  ist,  in  der  unanfechtbaren  Richtigkeit,  Klarheit  und 
Einfachheit  ihrer  Principien  und  der  unvergleichlich  grösseren 
Zweckmässigkeit  ihrer  Bezeichnungen.  —  Den  Hauptteil  der 
Arbeit  bildet  die  Darstellung  der  oben  erwähnten  allgemeinen 
Theorie,  welche  im  wesentlichen  eine  Streckenrechnung  ist,  die 
als  Modification  der  Quaternionentheorie  mit  denselben  Begriffen 
operirt  wie  diese,  aber  sich  specieller  den  Bedürfnissen  der 
Mechanik  anpasst,  und  vor  allem  bequemere  Bezeichnungen  an- 
wendet. —  Von  den  Aeusserlichkeiten  abgesehen,  unterscheiden 
sich  die  Methoden  des  Verfassers  von  denen  Grassmann's  be- 
sonders durch  den  Verzicht  auf  die  Rechnung  mit  Punkten.  Auf 
die  Beziehungen  zur  Ausdehnungslehre  und  die  Abweichungen 
von  der  Quaternionentheorie  ist  überall  an  entsprechender  Stelle 
aufmerksam  gemacht,  auch  die  Ausdehnungsfähigkeit  der  vor- 
getragenen Rechnungen  auf  den  vierdimensionalen  Raum  in  aller 
Kfirze  dargelegt.  Die  einzelnen  Abschnitte  behandeln:  Addition, 
Babtraction  und  Multiplication  der  Vectoren  und  Quaternionen, 
Darstellung   der   Versoren    durch    Potenzreihen,    Differentiation, 
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Matrizen,  endlich  Addition  von  Scalar  and  Veetorgrössen,  die 
von  verschiedenen  Punkten  ausgehen.  Schg. 


C.  H.  Chapman.      Od    the    matrix    which   represents    a 

Vector.      American  J.  XIII.  303-380. 

Der   Verfasser    beschäftigt  sich    in   dieser   Arbeit   mit    den 
Eigenschaften  der  Matrize 

{x  0  0) 
0  y  0' 
0    0    Ä 

welche  als  Operationssymbol  die  Bedeutung  hat,  die  rechtwink- 
ligen Componenten  (x,  y,  s)  eines  Vectors  q  aus  denen  des 
Einheits-Vectors  (1, 1,  1)  abzuleiten,  und  daher  jenen  Vector  selbst 
vertreten  kann.  Das  Product  zweier  Matrizen  dieser  Art  besitzt 
commutative  Eigenschaft.  Je  nachdem  man  zwei  oder  eine  der 
Grössen  x^  y,  %  gleich  Null,  und  die  übrigen  gleich  1  setzt, 
stellt  die  Matrize  die  Einheiten  t,  j,  k^  oder  /,  J,  K  der  Qua- 
ternionentheorie  dar.  Zur  Bezeichnung  der  einmaligen  und  zwei- 
maligen cyklischen  Vertauschung  zwischen  x,  y,  s  werden  die 
Symbole  cy,  cy'  vor  q  gesetzt;  hinzugefügte  Accente  dienen  zur 
Unterscheidung  der  rückläufigen  Vertauschung.  Hierauf  wird 
die  Scalarfunction  S^aß  des  Productes  zweier  Matrizen  a  und  ß^ 
sowie  die  Vectorfunction  V(a^  ß)  (bei  Hamilton  Vaß)  in  ihrem 
Zusammenhange  mit  den  Bestandteilen  der  Matrizen  betrachtet. 

Allgemeinere  Symbole  cyklischer  Vertauschung  sind  cy'^"    und 

cy^^".  Dieselben  stellen  die  Drehung  eines  Vectors  um  einen 
beliebigen  Winkel  ^  dar  und  geben  Anlass  zur  Lösung  der 
Aufgabe,  diejenige  Matrize  fi  zu  finden,  für  welche 

ist.  Unter  Anwendung  einer  neuen  Abkürzung  für  obige  Symbole 
werden  dann  q  und  ^  als  Coordinaten  einer  Curve  betrachtet, 
und  schliesslich  die  Cosinussätze  der  ebenen  und  sphärischen 
Trigonometrie  in  einer  gegen  das  Verfahren  der  gewöhnlichen 
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QoaterDionentlieorie  abgekürzten  Weise  abgeleitet.  Trotzdem 
haftet  auch  dem  hier  gemachten  Versuch,  letstere  Theoria  zu 
yeryollkommnen,  noch  die  ganze  Schwerfälligkeit  ihrer  Bezeich- 
naDgsweise  an,  und  immer  wieder  muss  auf  Orassmann's  Ab- 
handlung (Math.  Ann.  XIL  375)  verwiesen  werden,'  die  deutlich 
zeigt,  dass  das  Problem,  die  Quaternionentheorie  äusserlich  und 
innerlich  zu  yeryollkommnen,  durch  Uebersetzung  ihrer  Symbolik 
in  die  Sprache  und  Bezeichnungsweise  der  Ausdehnungslehre 
eine  Lösung  findet,  wie  sie  auch  heute  noch  nicht  besser  gedacht 
werden  kann.  Schg. 

J.  W.  GiBBS.     On  the  röle  of  quaternions  in  the  algebra 

of  vectors.    Natare  XLIII.  511-513. 

P.  G.  Tait.      Quaternions   and  the  algebra  of  vectors. 

Natare  XLIII.  535. 

P.  6.  Tait.     The   rdle  of  quaternions  in  the  algebra 

of  vectors.    Natare  XLIII.  608. 

J.  W.  GiBBS,  P.  G.  Tait.    Quaternions  and  the  „Aus- 

dehnungslehre^.    Natare  XLIV.  79-82,  105-106. 

Eine  Polemik  zwischen  den  beiden  Gelehrten,  veranlasst 
durch  eine  gegen  Herrn  Oihbs  gerichtete  Stelle  in  der  Vorrede 
zur  dritten  Auflage  in  Tait's  „Quaternions''.  In  dem  ersten  Artikel 
setzt  Hr.  Gibbs  die  Zweckmässigkeit  der  von  ihm  gewählten 
Aendemngen  an  den  Hamilton'schen  Bezeichnnngen  auseinander, 
ohne  jedoch,  wie  die  Erwiderungen  des  Hrn.  Tait  zeigen,  diesen 
zu  Übersengen.  Der  zweite  Artikel  des  Hrn.  Gibbs  beleuchtet 
in  mhiger  und  objectiver  Art  die  Anteile  Yon  Hamilton  und 
Grassmann  an  der  Ausbildung  der  neuen  Begrfffe,  erregt  aber, 
wie  nicht  anders  zu  erwarten  war,  dadurch  den  Widerspruch 
des  Hm.  Tait,  der  ja  stets  vermeintliche  Rechte  seiner  Lands- 
leute  za  beschützen  bereit  ist  Lp. 


A.  Macfarlanb.      Prineiples  of  the  algebra  of  yectors. 

Sftlen  Press,  Salem.  MMsaehnsetts. 

An&eige  in  Natnre  XLVII.  3;  vergl.  auch  oben  S«  78. 


FortRhr.  d.  UaOk,  XZHI.  1.  6 


82  n.  Abschnitt.    Algebra. 

E.  ßuscHB.      üeber  Kronecker'sche  Aequivalenzen, 

Hamb.  Mitt.  III.  3-7. 

Bezeichnet  man  (nach  Kronecker)  zwei  Zahlen  a,  b  als  äqui- 
valent, af^  b^  wenn  ihre  Differenz  eine  ganze  Zahl  ist,  und  be- 
trachtet ein  System  von  n  homogenen  linearen  Aequivalenzen 

OiiXi  +  Oi2«2  +  •••  +  üinXn  f^  0, 

(•  =  1,  2,  . . .,  fi) 
wo  die  a,t  gegebene  ganze  Zahlen  und  die  ^^  2;,,  . . .,  Xn  zu 
bestimmende  Unbekannte  bedeuten,  so  ist  die  Anzahl  der  Lösun- 
gen eines  solchen  Systems,  unter  der  Voraussetzung,  dass  seine 
Determinante  R  =z\aa\  von  Null  verschieden  ist,  gleich  dem 
absoluten  Werte  dieser  Determinante  R.  Der  Beweis  beruht  auf 
einem  Satze  der  Determinantentheorie  (Baltzer  §  7,  2).         F. 


A.  Capblli.     Sulla   teoria   degli   irrazionali  algebrici. 

Napoli  Rend.  (2)  Y.  61-70. 

Die  in  einer  früheren  Arbeit  (Sulla  teoria  delle  funzioni 
algebriche  di  piü  variabili,  Napoli  Rend.  (2)  IV.  297-303;  F. 
d.  M.  XXII.  1890.  392)  für  algebraische  Functionen  bewiesenen 
Sätze  werden  hier  auf  irrationale,  von  einem  gegebenen  Ratio- 
nalitätsbereich algebraisch  abhängige  Zahlen  ausgedehnt. 

Es  sei  C  irgend  ein  Rationalitätsbereich,  und  es  bedeuten 
jp,,  ...,  Xn  die  Wurzeln  einer  Gleichung,  deren  Coef Beienten 
p,,  ...,  pn  dem  Bereiche  C  angehören.  Bezeichnen  wir  als  „ir- 
rationale Grössen  von  der  1^«"  Ordnung  in  Bezug  auf  einen 
Bereich  K**  die  Wurzeln  einer  im  Bereiche  K  irreductibeln  Glei- 
chung von  der  A'«"  Ordnung,  deren  Coefficicnten  diesem  Bereiche 
angehören,  dann  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Gehört  A  dem  Rationalitätsbereiche  (C,  o;,,  ...,  x^)  an, 
und  ist  a  eine  in  Bezug  auf  diesen  Bereich  irrationale  algebraische 
Grösse,  so  gehört  A  dem  Rationalitätsbereiche  (C,  a,  p^,  • . .,  pj 
dann  und  nur  dann  an,  wenn  jede  Vertauschung  zwischen  den 
Xij  welche  a  (d.  i.  die  Coefficicnten  der  die  Grösse  a  definirenden 
Gleichung)  unverändert  lässt,  die  Zahl  A  (als  Function  der  n?, 
betrachtet)  ebenfalls  unverändert  lässt. 
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Sind  a,  ß  irrationale  algebraische  Grössen  in  Bezug  äiif  den 
Bereieh  (C,  o;,,  .«.,  or«),  die  letzte  von  der  X}^  Ordnung,  und 
lässt  ß  jede  Vertauschuhg  zwischen  den  Xi  zu,  ftlr  welche  a 
anverändert  bleibt,  so  ist  ß  eine  irrationale  algebraische  Grosso 
in  Bezug  auf  den  Bereich  (C,  a,  Pj,  ...,  p«)?  und  ihre  Ordnung 
Übertrifft  nicht  X,  Vi. 

M.  Lerch.     Zur  Didaktik  der  complexen  Grössen. 

Gaaop.  XX.  265.  (Böhmisch.) 

Der  Verfasser  leitet  auf  eine  elegante  Weise  den  Begriff 
der  complexen  Zahl  a-f&t  ab  und  weist  schliesslich  auf  ihre 
Bedeutung  fUr  die  Auflösung  von  Gleichungen  hin.  Die  Schluss- 
bemerkungen enthalten  „Naives^,  um  des  Autors  Terminologie 
beizubehalten.  Std. 

K.  Weierstrass.  Neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  jede 
ganze  rationale  Function  einer  Veränderlichen  darge- 
stellt werden  kann  als  ein  Produet  aus  linearen  Func- 
tionen derselben  Veränderlichen.    Beri.  Ber.  1891. 1086-1101. 

Wenn  man  den  Coefficienten  yon  x^^^  in  der  Entwickelung 

des  Productes  (a?  — ajj(« — a?,)...(a? — «„)  mit  (a?j,  a?,,  ...,  a?«)^ 

bezeichnet,  so  lässt  sich  der  Fundamentalsatz  der  Algebra  dahin 
formuliren,  dass  zu  irgend  n  gegebenen  Grössen  C,,  C„  ...,  C« 
stets  ein  System  bestimmter  Werte  der  Grossen  o;,,  o;,,  . . .,  o?« 
existirt,  für  welches  die  n  Gleichungen 

(1)  (a?,,  a?„  . . .,  XnX  =  Cr        (y  =  1,  2,  . . .,  fi) 

bestehen.  Der  so  formulirte  Satz  wird  nun  in  der  vorliegenden 
Mitteilung  „auf  directeste  Weise  begründet  durch  Entwickelung 
eines  Verfahrens,  mittels  dessen  man,  wenn  C„  . . .,  C«  numerisch 
gegeben  sind,  n  Zahlgrössen,  die  für  x^^  ••.,  a?»  gesetzt  die 
Gleichungen  (1)  befriediged,  mit  Sicherheit  berechnen  kann,  und 
zwar  ohne  dass  zuyor  die  Existenz  solcher  Grössen  bewiesen 
za  sein  braucht^.  Dieses  Verfahren  beruht  im  wesentlichen  auf 
folgenden  Ueberlegungen.  Man  darf  sich  zunächst  auf  den  Fall 
beschränken,  in  welchem  die  Discriminante  ^(C,,  C„  .. .,  C„)  von 

6* 
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(2)  f(m)  ^  ««  +  0,(8— H-'  +  G. 

eiMn  nicht  versohwindeiideD  Wert  besitzt.  Bezeiehnet  nun  J^ 
eine  positive  Zahl,  die  kleiner  als  |^(Cp  C,>  ...,  CL)|  ist,  so 
lässt  sich  di«  positive  Grösse  h^  so  bestimoien',  dass 

(3)  \JiA,,A,,,..,A:)\  >  J^ 
ist,  sobald  die  Bedingungen 

(4)    |c,-.i,i<Ä„  |c,-ii,|<Ä„  . . .,  ia-ii.|<Ä, 

erfbllt  sind.  Es  seien  nan  d„  a„  . . .,  o,  bestimmte  Zahlgrössen, 
und  es  mögen  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Zahlen 

(5)  Ay  =  (a„  a„  . . .,  a^^        (y  =  1,  2,  . . .,  n) 

die  Bedingungen 

(6)    |C.-.lJ<d„    |C,-^|<d„    .  .  .,    |a-J.|<d. 
erfbllen,  wo  {l^  eine  bestimmte  positive  aus  J^^  h^  und  C^,  . . .,  C, 
abgeleitete  Zahl  bedeutet,  die  ^h^  ist    Man  setze  nun 

(7)  «;  =  a^  +  ^^  (v=l,  2,  ...,  fi) 
und  bestimme  f^,  £„  ...,  ^^  nach  der  Massgabe,  dass  die  Ent- 
Wickelung  der  Differenz 

(8)  Kx)  -  n  («-«;)  =  /"(«)-  il(a^  -  «.-&) 

nach  Potenzen  von  $,,  |„  ...,  ^  mit  den  Gliedern  zweiter  Di- 
mension beginnt. 

Leitet  man  dann  ans  (a'p  «^ , . . « ,  oL)  die  Zahlen  (a'/,  a',', . . . » «O 
in  derselben  Weise  her,  wie  aus  (a,,  a^^  ...,  o»)  die  Zahlen 
(a'j,  a^,  . . .,  oj»)  abgeleitet  wurden,  sodann  in  derselben  Weise 
aus  (a'Z,  . . .,  cC)  die  Zahlen  «', . . .,  o^'')  u.  s.  f.,  so  findet  nan, 
^ass  WmaS^^  =:  Wy  eine  bestimmte  endliche  Zahl  ist,  und  dass  die 

80  gewonnenen  Zahlen  rr,,  (r„  ...,  ^«  die  Gleichungen  (1)  be- 
fri^igen.  Es  handelt  sich  nun  noch  darum,  das  Zahlensystem 
(ttj,  a„  . . .,  An)  den  Bedingungen  (6)  entsprechend  zu  bestimmen. 
Zu  dem  Ende  nehme  man  n  von  einander  verschiedene  Zahlen 
«f),  a<«>,  ...,  «i^^  willkürlich  an  und  setze 

(9)  f,(x)  =  /r(x-a<*0)  =  a:«  +  ^0(0)^«-.^ 

ferner 

(10)  f{x,  x)  =  a:»+2;q^^^'*-", 
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wobei 

(X)  _    (l-y)C(")+(l+ftt>C. 


(11)  CV'  = 


1+ÄTI 

ist.  Dabei  bedeutet  k  eine  reelle  Zabl,  die  so  bestimmt  ist,  dass 
die  Discriminante  von  f(x^  t)  für  jeden  dem  Intervalle  0  ...  1 
angehörenden  Wert  von  t  niebt  yersebwindet  und  also,  absolut 
genommen,  grösser  als  eine  angebbare  positive  Zahl  bleibt.   In- 

1        2  a     1 

dem  man  nun  %  die  Werte  0,  — ,  — ,  ...,  — ,   1    beilegt, 

iß  tf  " 

unter  g  eine  genügend  grosse  ganze  Zahl  verstanden,  erhftlt  man 
die  Zahlensysteme 

/  (A)      (1)  (A)x 

Kennt  nian  nun  fttr  einen  zwischen  0  und  g  liegenden  Wert 
von  l  ein  den  Bedingungen 

(-) 

(13)  |C^'  -(an,  . . .,  aj.XI  <  d,     (v  =  1,  .. ..  n) 


genOgendes  System  von  Grössen  an,  . . .,  ainy  so  kann  man  aus 
demselben  ein  den  Bedingungen 

(— ) 

(14)        \Cr     ^        -(öA+M,    .  .  M    Oa+1,«)J    <    rfo        (^  =  1,  •  •  •,  W) 

genügendes  System  von  Grössen  a^+i,!,  ...,  a;i+i,«  ableiten.  Da 
aber  für  A  =  1  das  System 

den  Bedingungen  (13)  genügt  (sobald  g  genügend  gross  gewählt 
ist),  so  erhält  man  schliesslich  ein  System 

welches  den  Bedingungen  (6)  genügt.  Die  Bestimmung  der 
Grösseasystenie  an,  .,.,  axn  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn 
man  die  Grössen  af\  ...,  a^^  als  rationale  Zahlen  annimmt 
and  zugleifth  C,,  C,,  . . .,  Cn  als  rational  voraussetzt.  Von  diesem 
Falle,  wo  Cj,  C„  ...,  Cn  rational  sind,  geht  man  dann  leicht  zu 
dem  allgemeinen  Falle  über.  Hz. 


gg  II.  AbiohDitt    Atgebr». 

E.  Phragmän.     Ein  elementarer  Beweis  des  FundamentaU 
Satzes  der  Algebra.    Stockh.  öfv.  113-129. 

Die  RecursioDsformeln 

Ck(tt)  =  2ii(?k-i(i#)-Gt_2(ii) 
bestimmen  eine  ganze  rationale  Function  k}^  Grades,  für  welche 
nach  dem  Modul  x* — uof+l  die  Gongruenz 

x*^Cfc-i(fi)x— (?ifc_2(M)  (mod.  x'  — 2iix+l) 

besteht  Es  sei  nun  eine  Gleichuug  n^*"  Grades  mit  reellen  Coef- 
ficienten  vorgelegt,  etwa 

Mit  HQlfe  der  obigen  Formel  erhält  man  dann  die  Congruenz 

f (x)  =  F(io,  r)  X  +  G(w,  r)  (mod.  x' — 2fox  +  r*), 

wo  G  und  F  ganze  rationale  Functionen  von  v  und  r  sind, 
nämlich 

V  r  -^      jkr,i  ^  r  ^ 

Durch  elementare  Betrachtungen  zeigt  nun  der  Verfasser,  dass 
eine  Zahl  r  =  q  gefunden  werden  kann,  für  welche  die  beiden 
Gleichungen  F(ir,  ^)  =  0  und  (j(ir,  ^)  =  0  eine  gemeinsame 
Wurzel  tD  =  (0  besitzen.  Offenbar  besitzt  dann  f(x)  den  qua- 
dratischen Teiler  x' — 2wx-hQ\  womit  der  gewQnschte  Nach- 
weis geführt  ist.  Ht 


E.  Amigubs.      Demonstration    purement    alg^brique    du 
tb^or^me    fondamental    de    la   tb^orie   des   ^quations. 

0.  B.  GXIL  212-214. 

Eine  Modifioation  des  Gauchy' sehen  Beweises,  deren  Inter- 
esse darin  besteht,  rein  algebraisch  zu  sein  und  trigonometrische 
Functionen  zu  vermeiden.  Im  Princip  ist  die  Methode  nicht 
wesentlich  verschieden  von  der,  welche  Herr  Weierstrass  in 
seinen  Vorlesungen  zu  benutzen  pflegte.  (Vergl.  auch  F.  d.  M. 
XXII.  1890.  107.)  F. 


Gapitel  1.    GleichangeD.  87 

E.  Carvallo.     Demonstration  du  th^or^me  fondamental 
de  la  th^orie  des  ^quations.    Nouv.  Ado.  <3)  X.  i09-uo. 

Der  Verfasser  beabsichtigt,  dem  Cauchy'sehen  Beweise  eine 
möglichst  einfache,  für  den  Unterricht  geeignete  Form  zn  geben. 
Dass  der  absolute  Betrag  jeder  ganzen  rationalen  Function  f(») 
ein  Minimum  besitzt,  wird  ohne  Beweis  vorausgesetzt.  Um  zu 
zeigen,  dass  dieses  Minimum  den  Wert  Null  hat,  fasst  man  das 
Quadrat  des  absoluten  Betrages  von  f(z)  als  ganze  Function 
F(5,  s^)  von  J6  und  der  zu  a  conjugirten  Grösse  a^  auf  und  zeigt, 
dass,  wenn  F(ji,  sj  fQr  ein  bestimmtes  Wertsystem  (js,  ü^)  nicht 
verschwindet,  sich  stets  zwei  kleine  Zahlen  ^,  ^^  so  wählen 
lassen,  dass 


£.  PiCARD.      Sur    le    nombre   des  racines  communes   k 
plusieurs  ^quations  simultanöes.     G.  r.  CXIIL  356-358. 

Sind  fi  Gleichungen  von  der  Gestalt 

fiC^ii  ^%j  --M  ««)  =  0  (f  =  1, 2, ...,  n) 

gegeben,  deren  linke  Seiten  reelle  und  in  einem  gewissen 
n-dimensionalen  Gebiete  D  stetige  Functionen  von  o?,,  ...,  Xn 
darstellen,  so  lässt  sich  die  Anzahl  derjenigen  in  diesem  Ge- 
biete D  gelegenen  Lösungen  jenes  Gleichungssystems,  itlr  welche 
die  Fanctionaldeterminante  der  Functionen  fj,  ...,  fn  positiv  ist, 
vermindert  um  die  Anzahl  der  Lösungen,  für  welche  diese  Func- 
tionaldeterminante  negativ  ist,  durch  ein  (n— l)-faches,  über  die 
das  Gebiet  D  begrenzende  Fläche  zu  erstreckendes  Integral  aus- 
drficken.  Um  zn  zeigen,  wie  man  mit  Hülfe  dieses  Besultates 
auch  die  genaue  Anzahl  der  Lösungen  eines  Gleichungssystems 
darstellen  kann,  legt  der  Verfasser  die  zwei  Gleichungen 
f(x^  y)  =  0  und  q>(x^  y)  ==  0  zu  Grunde  und  leitet  aus  diesen 
das  System  der  vier  Gleichungen 
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mit  den  yier  Unbekannten  «,  y,  s,  /  ab.  Da  die  Funetional- 
determinante  der  vier  linker  Hand  stehenden  Funetionen  in  Be- 
zug auf  Xj  ifj  A^  t  gleich  dem  Quadrat  des  Ausdrucks 

df  dq>       dfdq> 

wird  und  daher  stets  positiv  ist,  so  liefert  das  in  geeigneter 
Weise  nach  Kronecker  gebildete  dreifache  Integral  die  gesuchte 
Zahl  der  gemeinsamen  Wurzeln  von  f  ^  0,  ^  =  0  in  dem  ge- 
gebenen Gebiete  D  der  xy- Ebene.  Ht. 


E.  PicARD.      Sur   la  recherche  du   nombre  des  racines 
communes    k  plusieurs  öquations   simultan^es.       c.  r. 

OXIII.  669-672. 

L.  Kronecker.     8ur  le  nombre  des  racines  communes 
k  plusieurs  ^quations  simultanes.    0.  B.  GXIIL  1006-1012. 

E.  PiCARD.     Du   nombre  des   racines  communes  2t  plu- 
sieurs ^quations  simultau^es.   0.  R.  GXIII.  1012-iou. 

In  der  ersten  der  drei  Arbeiten  bestimmt  Herr  Picard  die 
Anzahl  der  Wertsysteme  von  n  Grössen  («,,  ...,  Xn\  welche 
fi  algebraischen  Gleichungen  f^  =  0,  . . .,  fn  =  0  genügen  und 
in  einem  Gebiete  A  der  n  -  dimensionalen  Mannigfaltigkeit 
(<Bj,  ...,  Xn)  enthalten  sind.  Die  durch  den  möglichen  Wechsel 
des  Vorzeichens  der  Functionaldeterminante  von  f^,  . . .,  /»  be- 
dingte Schwierigkeit  überwindet  er  durch  Ersatz  des  Systems 
von  fi  Gleichungen  mit  n  Unbekannten  durch  ein  passendes 
System  von  n-f  1  Gleichungen  mit  n+1  Unbekannten,  dessen 
Functionaldeterminante  beständig  positiv  ist.  Fttr  den  Fall  n  =  2 
werden  die  Integrale,  welche  die  Anzahl  der  Wertsysteme  dar- 
stellen, vollständig  angegeben. 

In  der  zweiten  Note  macht  Kronecker  darauf  aufmerksam, 
dass  die  von  Hrn.  Picard  gesuchte  Zahl  schon  von  ihm  in  seinen 
Mitteilungen  an  die  Berliner  Akademie  vom  4.  März  1869  und 
und  21. «Februar  1878  bestimmt  worden  sei,  und  zeigt  ausführ- 
lich, dass  die  Picard' sehen  Formeln  sich  aus  den  seinigen  ab- 
leiten lassen. 
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Darauf  erwidert  Herr  Pieard^  dass  es  ihm  fern  liege,  die 
Wichtigkeit  der  Eronecker'schen  Arbeiten  über  diesen  Gegen- 
stand zu  unterschätzen,  dass  aber  die  letzteren  noch  eine  Lttcke 
enthielten,  insofern  als  Kronecker  den  Bereich  A  zuerst  in 
mehrere  Gebiete  teilen  mttsse,  in  deren  jedem  die  Functional- 
determinante  ihr  Vorzeichen  nicht  wechsle,  was  fQr  die  numeri- 
sche Berechnung  jedenfalls  unbequem  sei ,  und  dass  er  glaube, 
diese  Lücke  durch  seine  jetzige  Arbeit  ausgefüllt  zu  haben. 

F. 


H.  A.  Satre.  Od  the  depression  of  an  algebraic  equa- 
tioD  when  a  pair  of  its  roots  are  connected  by  a 
given  linear  relation.     Annale  of  Math.  vi.  45-46. 

Notiz  über  die  Grademiedrigung  einer  algebraischen  Glei- 
chung f(x)  =  0,  wenn  zwischen  zwei  Wurzeln  a,  a'  derselben 
eine  gegebene  lineare  Relation  a'  =  la  +  m  besteht:  man  bringe 
f(x)  yermittelst  des  quadratischen  Ausdruckes  x^—{(l-\-i)a-\'tn\x 
4-a(/a-f  m)  auf  die  Gestalt  (p(x)-^@  und  bestimme  die  gemein- 
samen Wurzeln  von  9  =  0,  0  =  0.  Ht. 


IvAR  Bendixson.  Bestätnning  af  de  algebraiskt  upplös- 
bara  likheter,  i  bvilka  hvarje  rot  kan  uttryckas  som 
en  rationel  fanktion  af  en  af  rötterna.  Stockh.  öfv.  131-147. 

Die  Bedingungen  für  die  algebraische  Anflösbarkeit  einer 
Gleichung,  bei  der  jede  Wurzel  als  rationale  Function  von  einer 
unter  ihnen  darstellbar  ist,  drückt  der  Verfasser  in  folgender 
Form  aus: 

„Wenn  F(«)  =  0  eine  irreducible  Gleichung  ist,  ftir  welche 
jede  Wurzel  x,  eine  rationale  Function  6p(xJ  einer  Wurzel  a:, 
ist,  so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit 
die  Gleichung  algebraisch  auflösbar  sei,  dass  unter  den  Func- 
tionen Sr  ein  System  @,  0^,  , . .,  &q  sich  befinden  muss,  so  be- 
schaffen, dass  jede  Function  6,  sich  in  der  Form 
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ausdrfleken  l&sst,  und  zwischen  den  Functionen  9,  9,,...,  9, 
folgende  Relationen  bestehen: 

0,e(«.)  =  ©««©,  (x,), 


©,0(x,)=©<'«©f«...  ©N,©^(»,) 

=  0''«©fi...©:ij©r«,) 


9—1      «9—1  9—1 

=  ©"»    ©f«     ...  ©'»    ©(«.)". 


Der  Verfasser  giebt  für  diesen  Satz  einen  Beweis,  welcher 
an  den  von  Abel  in  der  Abhandlung:  „Memoire  sur  une  classe 
particuli^re  d'öquations  rösolubles  algäbriqaement''  dargestellten 
Gedankengang  anknQpft.  Die  algebraische  Auflösbarkeit  ist  in 
der  That  gleichbedeutend  mit  der  Möglichkeit,  die  gegebene 
Gleichung  nach  gewissen  Regeln  auf  ein  System  von  „einfachen 
Aberschen  Gleichungen'*  zu  reduciren.  Bdn. 


A.  Pellet.    Sur  les  ^quations  ab^liennes.    c.  R.  GXII.  1196- 

1197,  1249-1253. 

Ist  J  die   Discriminante  einer  Aberschen  Gleichung  f  =  0 

vom  geraden  Grade  2ffi,  so  zerfällt  f  bei  Adjunction  von  \^ 

in  2  Factoren  vom  gleichen  Grade  m.     Bildet  man  die  Discri- 

minanten  d,  d^  dieser  beiden  Factoren,  so  ist  J  ^  ^^^^n  ^^  ^ 

eine  rationale  Grösse  bedeutet.    Beispielsweise  ist  im  Falle  der 

jpP 1 

Gleichung  j-  =0  die  Discriminante  p'~*  =  d*dd,,  und  hier- 

aus  folgt,  dass  6  die  Gestalt 

±  (bp  -  a]/p)p*(a—  6l/^7*• 
haben  muss,  wo  a  und  b  die  kleinsten  Lösungen  der  Gleichung 
d*  —  6'p  =  —  1  sind,  und  wo  k  eine  ganze  positive,  ä,  irgend  eine 
ganze  Zahl  bedeutet. 

Die  zweite  Note  verallgemeinert  diese  Betrachtung;  statt 
der  Wurzel   aus   der  Discriminante  wird  ein  gewisses  Product 
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gebildet,  dessen  q^  Potenz  eine  rationale  Grösse  ist,  und  bei 
dessen  Adjanction  die  linke  Seite  f  der  Aberschen  Gleichung  in 
q  Factoren  gleichen  Grades  zerfällt.  Ht. 


F.  Hertens,      üeber    die   Irreductibilität    der  Function 

x'^  —  A.      Monatsb.  f.  Matb.  II.  291-2d2. 

Sehr  einfacher,  rein  arithmetischer  Beweis  des  von  Abel 
berrübrenden  Satzes,  dass  die  Function  xp--A^  in  welcher  p 
eine  Primzahl  bezeichnet,  in  einem  gegebenen  Rationalitätsbereiche 
Dar  dann  reductibel  ist,  wenn  A  in  demselben  eine  p^  Potenz  ist. 

Wenn 

xP-'A  =  g(x).h{x), 
80  lassen  sich  fUr  die  Resultante  von  g(x)  einerseits  und 

xP  =  A-\-g(x).h(x) 
andererseits  zwei  Ausdrücke  angeben,  aus  deren  Gleichsetzung 
man  schliesst,  dass  A  eine  p'^  Potenz  ist.  F- 


U.  ScARPis.      II  problema  della  divisione  della  circon- 
ferenza  esposto  elementarmente.     Savona.  Bertoiotto.  72  s. 

Eine  möglichst  elementare,  sehr  sorgfältig  durchgeführte  Dar- 
stellang  der  Theorie  der  Kreisteilung.  Nur  einen  Zweifel  hegen 
wir  Ober  die  Stichhaltigkeit  des  Beweises  des  Theor.  II  S.  48, 
welches  wohl  eher  auf  die  Irreductibilität  der  Ereisteilungsglei- 
ehang  gegründet  werden  dtlrfte.  Vi. 


Ch.  Biehlbb.     Sor  la  division  des  arcs  en  trigonomötrie. 

Sur  les   equations   binömes.     Paris.  Gaatbier-ViUars  et  Fils. 

VcrgL  F.  d.  M.  XXL  1889.  91,  XXII.  1890.  108. 


^.  Gatti.     Delle  equazioni  aventi  le  radici  in  progres- 

sione  geometrica.    Bari.  Ayellino.  IV  a.  63  s.  80. 
Es  werden  notwendige  (aber  nicht  hinreichende)  Bedingungen 
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dafür  aufgestellt,  dass  die  Wurzeln  einer  Oleichong  eine  geome- 
trische Progression  bilden.  Vi. 


Fr.  M^tbr.     üeber  ein  Trägheitsgesetz  fttr  algebraische 

Gleichungen.     Gott  Nachr.  1891.  279-286. 

Der  Verfasser  beweist  zanächt  den  folgenden  Satz:  Ist 

eine  binäre  Form  ungerader  Ordnung  n  =  2v-\-l^  und  bildet  man 
die  Reihe  der  Ueberschiebungen : 

fi  =  (f,  f)\  u  =  ^n  f)\  u  =  (A.  o^  •  •  M  fr  =(f.-i,  fy% 

so  erfüllen  die  Discriminanten  der  v-^-l  Formen  fi  die  Kette  Ton 
Beziehungen 

wo  sämtliche  D  irreducible  Invarianten  der  Form  f^  sind.  Zum 
Beweise  denke  man  sich  die  auftretende  Doppelwurzel  /*«  =  0 
durch  lineare  Transformation  nach  0  verlegt  und  berficksichtige 
die  Thatsache,  dass  die  beiden  ersten  Coefficienten  j,-,  fi  der  Co- 
variante  fi  sich  als  Determinanten  von  der  Gestalt 
a^,  aj,      . . .,  0,-1,   Oi 


a,,  ö»,      . . .,  a<,       ö<+i 


bez 


^o>  ^n       •  ••?  ö»-ij    ^+1 

. 

«11    «81          --l    «0            Ö.+2 

fl<,   öi+ii  •••1  02i— 1,  aai+i 

0<)     öf +1 1    •  •  •  1    «2»— 1,    021 

darstellen  lassen.  Das  gleichzeitige  Verschwinden  dieser  beiden 
Determinanten  findet  n^ch  einem  bekannten  Determinantensatze 
nur  dann  statt,  wenn  entweder  die  beiden  ersten  Goeffieienten 
J,_i,  J5-.1  von  f,-!,  oder  wenn  die  beiden  ersten  Coefficienten  j,h-i, 
ji^i  von  fi^i  gleich  Kuli  sind,  und  damit  ist  die  obige  Zerlegung 
der  Discriminanten  bewiesen.  Um  die  Irreducibilität  der  Inva- 
rianten D  zu  zeigen,  wird  eine  neue  Darstellung  derselben  als 
Resultante  einer  gewissen  Anzahl  von  Gleichungen  benntet;  die 
Abzahlung  der  Grade  in  den  Coeffioieoten  a  der  Grundform  liefert 
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daan  das  gewünsehte  Resultat.  Nanmehr  gilt  das  weitere  be- 
merkenswerte Theorem,  dass  die  v  +  1  Gleichungeo  f^  =  0,  f,  =  0, 
f,  =  0,  . . .,  /y  =  0  eine  unveränderliche,  d.  h.  von  der  Wahl  der 
Coefficienten  m  unabh&ugige  Gesamtanzahl  von  reellen  Wurzeln 
besitzen.  Zum  Beweise  beadite  man,  dass  die  Bedingung 
Di_i  =  0  sowohl  in  /i_i  =  0  als  auch  in  /i  =  0  das  Zusammen- 
fallen zweier  Wurzeln  nach  sich  zieht.  Der  Verfasser  lässt  dann 
die  Invariante  Di^i  vermöge  Variation  der  Coefficienten  a  durch 
0  hindurchgehen  und  führt  den  Nachweis,  dass  von  jenen  bei- 
den Wurzelpaaren  stets  dnes  reell,  das  andere  imaginär  bleibt 
Pur  Gleichungen  vom  geraden  Grade  n  giebt  es  ein  eot- 
sprechemd  einfaches  Theorem  nicht,  da  in  diesem  Falle  die  letzte 
ZQ  benutzende  Form,  nämlich  fn,  eine  Invariante  ist  und  somit, 

T 

weDD  diese  Invariante  durch  0  geht,  die  durch  Nullsetzen  der 
vorletzten  Form  entstehende  Gleichung  f «  _  =  0  reelle  Wurzeln 

Tcrlieren   oder  gewinnen  kann,  ohne  dass  ein  Ausgleich  statt- 
findet. Ht. 

A.  E,  Pellet.     Sur  la  r^duction  des  fonctions  enti^res 
alg^briques.    S.  M.  F.  Ball.  XIX.  48-52. 

Der  VerÜEisser  beweist  in  der  vorliegenden  Note  die  folgen- 
den Sätze:  1)  Der  Grad  der  Galois'schen  Besolvente  einer 
Gleichung  mit  ganzzahligen  Coefficienten  ist  ein  Multiplum  der 
Grade  der  irreducibeln  Factoren,  in  welche  sich  die  linke  Seite 
der  Gleichung  nach  irgend  einem  Primzahlmodul  zerlegt.  2)  Die 
Discriminante  einer  ganzzahligen  Function  f(x)  ist  quadratischer 
Rest  oder  Kichtrest  der  Primzahl  p,  je  nachdem  die  Anzahl  der 
irreducibeln  Factoren  geraden  Grades  von  f(x)  (mod.  p)  unge- 
rade oder  gerade  ist.  Die  Sätze  werden  an  einigen  Beispielen 
erläutert  Hz. 

H.  WiLLOTTE.     Le  thdor^me  de  Sturm  däduit  des  ima- 
ginaires  de  Cauchy  (Note  extraite  des  manuscrits  de 

M.  Despeyrous).     Toalonse  U4m,  (9)  III.  44-57. 
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Es  sei  f(i)  =  0  eine  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten; 
um  die  zwischen  zwei  reellen  Grössen  js  ==  a  und  js  =  6  ge- 
legenen reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  ihrer  Zahl  nach  zu 
bestimmen,  setzt  der  Verfasser  fCx-^-iy)  =  M+iN  und  wendet 
dann  den  Cai^chy'schen  Satz,    dem  zufolge   das   Verhalten    des 

JV 
Quotienten  -^  längs   der  Begrenzung    eines  Gebietes  der   com- 

in 

plexen  2- Ebene  über  die  Anzahl  der  in  diesem  Gebiete  gelegenen 
Wurzeln  Aufschluss  giebt,  auf  ein  schmales  Rechteck  an,  wel- 
ches das  zwischen  z  =  a  und  s  =  b  gelegene  Stttck  der  reellen 
Axe  zur  Mittellinie  hat,  und  in  welchem  keine  imaginäre  Wurzel 
der  Gleichung  f(jsi)  =  0  gelegen  ist.  Schrumpft  das  Rechteck 
auf  die  Mittellinie  zusammen,  so  ergiebt  sich  die  gesuchte  An- 
zahl der  reellen  Wurzeln  gleich  der  Differenz  zwischen  der  An- 

zahl  von  Malen,   för  welche  ^^    beim    Unendlich  werden   von 

einem  negativen  zu  einetn  positiven  Werte  übergeht,  und  der 
Anzahl  von  Malen,  für  welche  das  Umgekehrte  zutrifft  Dieses 
Resultat  des  Verfassers  ist  jedoch  direct  einzusehen,  da  nach 
dem  Satze  von  Budan  der  letztere  Fall  überhaupt  nicht  möglich 
ist.  Schliesslich  zeigt  der  Verfasser,  dass  die  erhaltene  Diffe- 
renz mit  der  Zahl  der  Zeichenwechsel  übereinstimmt,  welche  die 
bekannte  Stürmische  Reihe  zwischen  z  =  a  und  »  =  6  verliert. 

Ht. 

W.    A.    Steklow.      üeber    obere    und    untere   Grenzen 
der   reellen  Wurzeln    algebraischer  Gleichungen    und 

deren    Absonderung.      Charkow  Ges.  (2)  III.  103-125.  (Rassisch) 

Ist  die  gegebene  Gleichung 

SO  muss  man  nach  Herrn  Steklow  fOr  eine  gegebene  Grösse  k^ 
folgende  Ausdrücke  nach  einander  ausrechnen: 

Ä,  =  Ä,(^,  +*,),  K  ==  *i C^s  +  *a)t  ...»  Ä«--!  =  *,(^«-2  +  *,_i). 
Ist  k^  grösser  als  die  grösste  positive  Wurzel,    dann  haben  wir 

An>—k^  (i4n-l  +  *«-i). 
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Ist  zwischen   zwei  Grössen  k\  und  k"  eine  gerade  Anzahl  von 
Wurzeln  oder  gar  keine  enthalten,  so  wird 

Giebt  es  aber  eine  ungerade  Anzahl  von  Wurzeln  zwischen  k\ 
und  Ar'/,  80  wird 

An  ^  -k\  (An.,  +  Ä;_i),       An^-  Ä'/C^^l  +  Ai'-l)- 

Der  Algorithmus  ist  also  auch  zum  Absondern  der  Wurzeln  an- 
wendbar. 

Zur  Erläuterung  werden  einige  Beispiele  hinzugefügt. 

Si. 


Ch.  Meray.  Methode  directe  fondöe  sur  Temploi  des 
Sofies  pour  trouver  l'existence  des  racines  des  ^qua- 
tions  enti^res  k  une  inconnue  par  la  simple  ex^eution 
de  leur  calcul  num^rique.    Darboox  Bull.  (2)  xv.  236-252. 

Es  sei  f(u)  eine  ganze  rationale  Function  fii^«°  Grades  von 
ti,  und  es  mögen  die  von  einander  verschiedenen  Nullstellen  der 
ersten  Ableitung  f'(ti)  mit  6,,  6,,  ...,  6,  bezeichnet  werden. 
Wird  dann  f(ui)  =  a?,  gesetzt,  wo  «,-  ein  von  6^,  6,,  . . .,  6,  ver- 
schiedener Wert  ist,  so  giebt  es  bekanntlich  eine  nach  positiven 
ganzen  Potenzen  von  a: — Xi  fortschreitende  Reihe  u  =  %(x — a?,) 
mit  dem  constanten  Gliede  ti,,  welche  die  Gleichung  f{u)  =  x 
identisch  erfüllt.  Durch  Abschätzen  der  absoluten  Beträge  der 
Glieder  dieser  Potenzreihe  beweist  nun  der  Verfasser,  dass  die- 
selbe sicher  in  einem  Kreise  convergirt,  dessen  Radius  Rt  =  öT 
ist,  wo  Si  die  kleinste  Entfernung  des  Punktes  u,-  von  den  Punkten 
frj,  . . .,  bg  bedeutet.  Mit  HOlfe  dieses  Satzes  wird  der  Beweis  fdr 
die  Wurzelexistenz,  wie  folgt,  geführt:  Man  setze  f(bj)  =  a,,  . . ., 
f{hg)  =  ag  und  bestimme  dann  u^  derart,  dass  f(u^)  =  x^  keinem 
der  Werte  a^^  ...,  a,  gleich  wird.  Ferner  sei  ^  eine  Grösse, 
welche  kleiner  ist  als  die  halbe  kleinste  gegenseitige  Entfernung 
der  Punkte  a,,  ...,  a,,  x^  und  0  in  der  complexen  a;-Ebene, 
Qnd  £  sei  eine  Grösse,  welche  kleiner  ist  als  die  kleinste  gegen- 
seitige Entfernung  der  Punkte  6,,  ...,  6^,  u^  in  der  complexen 
u-Ebene,  und  welche  ausserdem  so  klein  bestimmt  ist,  dass  für 
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alle  deo  Ungleiehangen  |u  — b|  <:  e  genflgeoden  Werte  von  u  die 
bezüglichen  Ausdrücke  \f(u)-'a\  kleiner  als  «1^  aasfallen.  Nun 
schlage  man  in  der  complexen  o;- Ebene  am  die  Punkte  a„  . . .,  a, 
Kreise  mit  dem  Radius  ^,  und  in  der  complexen  ii- Ebene  schlage 
man  um  die  Punkte  b,,  . . .,  6^  Kreise  mit  dem  Radius  «.  Wenn 
dann  a:,- in  der  complexen  x- Ebene  ausserhalb  der  eben  geschla- 
genen Kreise  liegt,  so  liegt  «•  ausserhalb  der  in  der  complexen 
ti- Ebene  geschlagenen  Kreise,  und  folglich  ist  nach  dem  vorhin 
genannten  Satze  der  Convergenzkreis  der  Potenzreihe  ^(x— a^j) 
mindestens  gleich  ^  =  6*".  Man  schalte  nun  in  der  complexen 
o:- Ebene  zwischen  den  Punkten  x^  und  0  eine  gewisse  Zahl  n 
von  Punkten  x^j  ...,  x^  ein,  derart,  dass  die  Entfernungen 
^o^n  ^1^9)  ^s^s'  ***9  ^nO  die  Grösse  ^  nicht  fiberschreiten,  und 
dass  der  gebrochene  Linienzug  x^x^x^,.,0  ganz  ausserhalb  der 
in  der  o;- Ebene  geschlagenen  Kreise  liegt  Die  nach  einander 
folgende  Berechnung  der  Potenzreihen  ^^(a?— a;^),  ^i(x — a?,),  . . . 
flihrt  schliesslich  auf  die  Berechnung  der  Grösse  ^(— a:»),  welche, 
für  u  eingesetzt,  die  Gleichung  f(u)  =  0  befriedigt  Ht 


E.  KoBALD.     Notiz,  betrefifend  die  Berechnung  der  Wur- 
zeln numerischer  Gleichungen.   Monatah.  f.  Math.  li.  331-332. 

a  sei  ein  Näherungswert  einer  Wurzel  der  algebraischen 
Gleichung  f(x)  =  0.  Kürzt  man  die  Entwickelung  von  f(^x)  nach 
Potenzen  von  (a?  — a)  in  der  folgenden  Weise  ab: 

SO  findet  man  für  die  gesuchte  Wurzel  x  eine  weitere  Ann&berung 
durch  die  Gleichung 

1 


X  =  a  — 


f'(«)    ir'(«) ' 


welche  in  vielen  Fällen  weit  genauer  ist  als  die  nach  der  ge- 
wöhnlichen Newton'schen  Methode  berechnete.  P. 


Gapitel  1.    Gleleboogpn.  97 

Th.  L0HN8TSIN.      Eine   Methode   zar   numerischen  Auf^ 
losang    einer    algebraischen   Gleichung.       Schlömitch  Z; 

XXXVI.  383-884. 

Durch  eine  lineare  Transformation  kann  man  jede  algebraische 
Gleichung  in  eine  andere  umwandeln,  deren  sämtliche  reelle 
Wurzeln  positiv  sind.  Ist  dann  f  die  grösste  reelle  Wurzel  von 
f{x)  =  0,  ^Q  eine  obere  Grenze  von  §,  und  bezeichnet  P(x)  die 
Summe  der  positiven  Glieder  von  f(x\  so  ergiebt  sich  aus  einer 
eiofacben  Integralbetraehtung,  dass 

zwiechen  $  und  ^^  liegt,  also  eine  der  Wurzel  $  näher  liegende 
obere  Grenze  ist 

Setzt  man  demnach 

80  nähern  sich  die  Zahlen  $j,  |,,  $,  u.  s.  w.   beständig  der  ge- 
suchten Wurzel  $,  indem  sie  aber  stets  grösser  als  diese  bleiben. 

F. 

6.  FouRET.     Sur  la  m^thode  d'approximation  de  Newton. 

Paris.  Gaathier-Villars  et  Fils. 

Vergl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  116. 


R.  Mehmkk.  Praktische  Methode  zur  Berechnung  der 
reellen  Wurzeln  reeller  algebraischer  oder  transcen- 
denter  numerischer  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten* 

Schlömilch  Z.  XXXYI.  158-187. 

Die  Arbeit  hat  nicht  den  Zweck,  in  theoretischer  Hinsicht 
wesentlich  Neues  zu  bieten;  sie  soll  vielmehr  dem  praktischen 
Eechner  eine  Methode  geben,  dureh  welche  er  mit  geringstem 
Zeitaofwande  die  Wurzeln  einer  vorgelegten  Gleichung  numerisck 
bestinunen  kann.  Vorausgesetzt  wird  hierbei  die  Kenntnis  eiaes 
auf  irgend  eine  Art  gefundenen  Näherungswertes  (cf.  Civilingeiiieur 
XXXV.  617,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  93,  882).     Die  benutzte  Nähe- 

Fortaehr.  d.  MaCh.  XXIH.  1.  7 
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rnngsmethode  ist  im  wesentlichen  die  Newton'sche.  Während 
aber  nach  dieser  die  einem  kleinen  Zuwachse  d  des  N&hemng8- 
wertes  x^  entsprechende  Aendemng  der  Function  F{x^)  berechnet 
wird,  indem  man  nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  F^{x) 
bildet  und  dann  den  Wert  x^  einsetzt,  benutzt  Herr  Mehmke  zu 
diesem  Zwecke  die  Einrichtung  der  flblichen  numerischen  Tafeln 
(Logarithmentabellen,  Tafeln  ftlr  Quadrat-  u.  Kubikzahlen  u.  s.  w.)i 
nach  welcher  zwischen  zwei  benachbarten  Tafelwerten  der  Zu- 
wachs der  Function  dem  Zuwachse  des  Argumentes  proportional 
gesetzt  werden  kann.  Wächst  also  x^  um  d,  so  kann  man  durch 
Interpolation  Schritt  für  Schritt  die  Aendemng  berechnen,  welche 
infolge  dessen  jedes  einzelne  Glied  von  F(x^)  und  damit  auch 
F(x^)  selbst  erfährt,  und  zwar  sind  alle  diese  Aenderungen  S 
proportional.  Bezeichnet  S.d  die  Aenderung  von  F{x^\  so  findet 
man  aus 

F(xJ  +  d.S  =  0 
die  Gorrection 

S 

Durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens  erhält  man  successiTc 
genauere  Werte  von  x.  S  braucht  in  den  meisten  Fällen  nicht 
wiederholt  berechnet  zu  werden. 

Der  Verf.  giebt  nun  noch  eine  Reihe  von  Vorschriften  und 
Beispielen,  welche  den  Rechner  in  den  Stand  setzen  sollen,  die 
Auflösung  in  den  einzelnen  Fällen  möglichst  vorteilhaft  zu  ge- 
stalten. F. 


E.  Carvallo.     Th^or^me  fondameutal  pour  la  r^solution 
num^rique  des  ^quations.     Noav.  add.  (3)  x.  429-433. 

Das  in  der  Ueberscbrift  gemeinte  Theorem  ist  in  einer  früher 
erschienenen  Abhandlung  des  Verf.   ausführlich   entwickelt  (cf. 

F.  d.  M.  XXI.  1889.  91).  Die  vorliegende  Note  enthält  hierzu 
nur  einige  Ergänzungen,  die  sich  auf  die  Fehlergrenze  der  be- 
rechneten Wurzeln  beziehen.  F. 
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D.  E.  Mater.     Snr  les  ^quations  alg^briqnes.  Nonv.  Ann. 

(3)  X.  111-124. 

•  

Durch  Betrachtungen  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
wird  der  Satz  bewiesen :  „Wenn  in  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  reellen  oder  imaginären  CoefGcienten  der  Coefficient  der 
k^  Potenz  der  Unbekannten  dem  absoluten  Betrage  nach  grösser 
ist  als  die  Summe  der  absoluten  Werte  der  anderen  Coefficienten, 
60  besitzt  die  Gleichung  m — k  Wurzeln,  deren  absoluter  Betrag 
grosser  als  1,  und  k  Wurzeln,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
als  1  ist.** 

Ausserdem  giebt  der  Verf.  eine  Methode  zur  näherungsweisen 
Berechnung  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung. 

F. 

M.  Martonb.  Sulla  risolnzione  delle  equazioni  Qumeriche. 

GaUDzaro.  Maccarone.  (1889.)  39  S.  8<^. 

Angabe  einer  Methode,  welche  zur  Trennung  der  reellen 
Wurzeln  der  Gleichungen  in  vielen  Fällen  dient.  Ob  diese  Me- 
thode praktisch  nützlich  sich  erweist,  bleibe  dahingestellt. 

Vi.       . 

A.  Adler.     Graphische  Auflösung  der  Gleichungen  der 
ersten  vier  Grade,    z.  Oestr.  log.  u.  Aroh.  XLII.  146-157. 

Das  Verfahren  beruht  darauf,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 

»*  -j-  pa'  +  5^J5  +  r  =  0 
gefunden  werden  können,  indem  man  y  aus  den  Gleichungen 

wo 

ist,  bestimmt.    Dann  kann  also  y  als  die  Ordinate  der  Schnitt- 
punkte einer  Parabel  und  eines  Kreises  angesehen  werden. 

F.  K. 

0.  HOldsr.     Ueber  den  Casus  irreducibilis  bei  der  Glei- 
chung dritten  Grades.    Math.  add.  xxxviii.  307-312. 

7* 


100  H.  Absobnitt    Algebra. 

Der  Aufsatz  giebt  einen  strengen  Beweis  dafQr,  dass  keine 
kubische  Gleichung,  welche  in  einem  reellen  Rationalitfitsbereiche 
irreductibel  ist  und  eine  positive  Discriminante  besitzt,  durch  einen 
irgendwie  aus  Wurzelzeichen  combinirten,  ohne  Hflife  imaginärer 
Grössen  zu  berechnenden  Ausdruck  befriedigt  werden  kann.  Die 
gegenteilige  Annahme  fQhrt  nämlich  zu  dem  Schlüsse,  dass  eine 
in  einem  reellen  Rationalitätsbereiche  irrednctible  Gleichung 
dritten  Grades,  bei  welcher  jede  Wurzel  reell  und  in  jeder  an- 
dern rational  ist,  reduotibel  würde  bei  der  Adjunction  eines 
reellen  Radicals  mit  Primzahlexponenten  aus  einer  Grösse  des 
Rationalitätsbereiohes.  Die  Unmöglichkeit  des  letzteren  ergiebt 
sich  dann  aus  dem  folgenden  allgemeineren  Satze:  „Eine  in  einem 
reellen  Rationalitätsbereiche  irrednctible  Gleichung  n^°  Grades 
mit  einer  reellen  Wurzel  und  von  der  Eigenschaft,  dass  jede 
ihrer  Wurzeln  in  jeder  anderen  rational  ist,  kann  nicht  durch 
die  Adjunction  eines  reellen  Radicals  mit  Primzahlexponenten 
reductibel  werden,  es  sei  denn  der  Exponent  gleich  2,  in  welchem 
Falle  auch  n  durch  2  teilbar  sein  mttsste." 

Die  Anwendung  der  Galois'schen  Theorie  fQhrt  den  Verf. 
noch  zu  einer  Verallgemeinerung  des  für  kubische  Gleichungen 
geltenden  Satzes,  nämlich  zu  folgendem  Theorem:  „Unter  den 
in  einem  reellen  Rationalitätsbereiche  irreductiblen  Gleichungen 
mit  lauter  reellen  Wurzeln  sind  die  durch  Quadratwurzeln  auf- 
lösbaren die  einzigen,  bei  denen  eine  Wurzel  durch  reelle  Ra- 
dicale  dargestellt  werden  kann.*'  F. 


W.  BuRNSiDB.     Algebraioal  notes.     Mess.  (2)  xxi.  26-23. 

I.  Ueber  die  Jacobi^sche  Determinante  zweier  quadratischen 
Formen.  Sind  u  und  t  quadratische  Functionen  von  x^  so  ist 
bekanntlich 

wo  A,  Bj  C  Constanten  sind.     Beweis  hierfür  und  Bestimmung 
von  4,  B,  C, 


Gapitol  1.    OleichuDgen.  101 

II.  Ueber  das  System  simultaner  OleichuDgen: 
iix '\' by -{- c»  _  6a?  +  cy  +  a«  _  ca?  -f  ay  +  6fi 

sowie  das  entsprechende  ftlr  n  Unbekannte.  Lp, 


J.  H.  Hamilton  Dickson.     The  Solution  of  the  equation 

{(x—a)  {x—b)]  *  +  \(x—c)  ix-d)\  *  =  e.      Edinb.  M.  S.  Proc.  IX. 
13  -  23. 

Setzt  man  a+b-^c—d  =x  P,  cd—ab  =  üf,  so  findet  man  x  aus 

Die  Lösung  der  Gleichung  wird  bis  ins  einzelnste  erörtert,  und 
interessante  geometrische  Erläuterungen   werden   angeschlossen. 

Qbs.  (Lp.) 

Barisibn.     Concours  d'admission  ä  T^cole  Normale  sup^- 
rieare  en  1889.      Solution   de  la   question   d'Alg^bre. 

NoQv.  Aon.  (3)  X.  212-215. 

Die  gestellte  Aufgabe  lautet: 

„Eine  ganze  rationale  Function  f(x)  vom  siebenten  Grade 
zu  bestimmen,  so  dassf(«)  +  l  durch  (a?—!)*  und /"(«)— 1  durch 
(0^4-1)^  teilbar  ist,  und  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  der 
Gleichung  f(a)  =  0  zu  finden^.  Dieselbe  wird  auf  drei  yer- 
schiedene  Arten  gelöst  (ausser  von  Herrn  Barisien  von  dem 
Redacteur  und  von  Herrn  Brisse).     Das  Resultat  ist: 


G.  Hbppbl.     Quartic  equations  interpreted  by  tbe  para- 

bola*      Lond.  M.  S.  Proo.  XXII.  416-428* 

Im  Anschluss  an  Arbeiten  von  Hoppe  (Arch.  d.  Math.  LXIX, 
F.  d.  M.  XV.  1883.  58)  und  Hoffmann  (Nouv.  Ann.  (3)  VII,  F. 
d.  H.  XX.  1888.  80)  giebt  der  Verfasser  eine  Lösung  der  biqua- 
dratischen Gleichungen.  Um  eine  kubische  Gleichung  zu  lösen, 
hat  sie  Hr.  Hoppe  in  einfacher  Weise  zu  einer  Gleichung  vierten 
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Grades  erweitert  und  dann  gezeigt,  dass  die  Wnrzeln  der  letz- 
teren die  Ordinalen  der  Schnittpunkte  einer  festen  Parabel  und 
eines  Kreises  sind,  dessen  Mittelpunkt  und  Radius  sich  aus  dem 
Parameter  der  Parabel  und  den  Coefficienten  der  Gleichung 
leicht  bestimmen  lassen.  —  Die  Wurzeln  einer  beliebigen  biqua- 
dratischen  Gleichung  kann  man  nun  betrachten  als  Ordinaten 
der  Schnittpunkte  eines  Systems  zweier  Geraden,  welche  mit 
der  Absoissen-Axe  Winkel  von  45®  resp.  135®  bilden,  und  einer 
Parabel,  deren  Parameter  aber  nicht  mehr  willkflrlich,  sondern 
Wurzel  einer  kubischen  Gleichung  ist.  Man  löst  nun  zunächst 
diese  nach  der  Hoppe'schen  Methode  auf,  d.  h.  man  misst  die 
Ordinaten  der  Schnittpunkte  einer  festen  Parabel  und  eines  aus 
den  Coefficienten  zu  bestimmenden  Kreises,  ändert  sodann  in 
passender  Weise  die  Längeneinheit,  um  dieselbe  feste  Parabel 
weiter  benutzen  zu  können,  und  construirt  das  System  der  bei- 
den sich  schneidenden  Geraden,  deren  Schnittpunkte  mit  der 
Parabel  die  gesuchten  Wurzeln  liefern.  F. 


M.  d'Ocagnb.     Sur  la  reprösentation  plane  des  ^quations 
k  quatre  variables,     c.  r.  cxii.  421-423.  • 

Die  Gebilde,  welche  durch  Gleichungen  zwischen  vier  Va- 
riabein F(x,  y,  2,  <)  =  0  von  einer  bestimmten,  näher  ange- 
gebenen Form  definirt  werden,  lassen  sich  durch  zwei  Curven 
(X  und  Y)  und  durch  zwei  Curvensysteme  (Z  und  T)  in  einer 
Ebene  darstellen,  in  der  Art,  dass,  wenn*(d?0,  y^,  s^t  h)  ^^^^ 
Lösung  der  Gleichung  F  =  0  ist,  die  Verbindungslinie  des  be- 
stimmten Punktes  (x^)  der  Gurve  X  und  des  bestimmten  Punktes 
(y^)  der  Gurve  F  durch  den  Schnittpunkt  der  Curve  (s^)  des 
Systems  Z  und  der  Curve  (t^)  des  Systems  T  hindurchgeht. 

Als  sehr  einfache  Anwendung  wird  die  graphische  Lösung 
der  vollständigen  Gleichung  dritten  Grades 

<'+a?l'-f  y(+»  =  0 
gegeben.  F. 
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T.  H.  MiLLBR.     On  the  numerical  values  of  tbe  roots 
of  the  eqnation  coso;  =  x.    Edinb.  m.  s.  Proc.  ix.  80-83. 

Gbs. 


E.  Lampe,  Bussbll,  Zerr.     Solution  of  questions  10721, 

10753.      Ed.  Times  LV.  82-83. 

AuflöBUDg  der  Gleichungen 

2*(*-*>.C08a?.C082aj.C083a: ...  cos^Cn— 1)«  =  1, 
2*C»-0.8ina?.8in2a5.8in3a? ...  8ini(n--l)a?  =  "/n 
für  die  Fftlle  n  =  7,  »  =  9,  n  =  11.  Lp. 


A.  Sbtdlbr.    Bemerkung  über  die  Hamilton'sche  Zahlen- 
reihe.   Oasop.  XX.  18.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  kriti8irende  Besprechang  de8  in  die8em  Jahrb. 
XIX.  1887.  80  gelieferten  Referates  über  J.  J.  Sylvester's  und 
Hammond's  diesbeztigliche  Abhandlung,  wobei  das  dort  erwähnte 
Paradoxon  auf  eine  ganz  reguläre  Erscheinung  reducirt  wird. 

Std. 


Capitel  2. 

Theorie  der  Formen  (Invariantentheorie). 

C.  Platts.     On  certain  classes  of  invariants,  associated 
with  linear  differential  equations.    Quart.  J.  xxv.  300-335. 

Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  der  formalen  Unter- 
suchung der  „ Seminvarianten ^  derjenigen  Differentialform,  welche 
Ton  der  linken  Seite  einer  allgemeinen  linearen  Differentialglei- 
chung mit  einer  unabhängigen  Variable  gebildet  wird.  Dem 
Inhalte  nach  ist  die  vorliegende  Arbeit  eng  verwandt  mit  einigen 
Ton  Hrn.  Forsyth  gelieferten  (F.d.  M.  XX.  1888. 95, 98;  XXL  1889. 
95),  während  das  zu  Grunde  gelegte  Princip  einem  von  Halphen 
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an  Sylvester  gerichteten  Briefe  entnommen  ist  (vgl.  F.  d.  M. 
XIX.  1887.  91). 

Die  in  Rede  stehende  Differentialform  (Grundform)  sei  vor- 
gelegt in  der  Gestalt: 

wo  die  X  Functionen  der  unabhängigen  Variable  x  bedeuten. 

Es  werden  zwei  bekannte  Transformationen  in  Betracht 
gezogen: 

I.     u  =  v  f{x\  II.    y  =  fF{x)  da?, 

wo  f(x\  F{x)  in  eine  Taylor'sche  Reihe  entwickelbare,  im  übrigen 
jedoch  willkOrliche  Functionen  sind.  Die  zugehörigen  Invarianten 
der  Grundform  heissen  Seminvarianten,  da  immer  nur  eine 
Variable  transformirt  wird,  während  die  andere  ungeändert  bleibt 
Beschränken  wir  uns  hier  etwa  auf  den  ersten  Fall,  so  geht  die 
Grundform  vermöge  I.  bis  auf  den  Factor  f{x)  in  eine  völlig 
analoge  Gestalt  über,  deren  Coefficienten  mit  T^,  7«-i,  ...,  7^ 
bezeichnet  seien. 

Die  T  drücken  sich  als  lineare  Formen  der  X  aus,  so  dass: 

WO  Xr  die  durch  f(jB)  dividirte  r^  Ableitung  von  f{x)  nach  x 
bedeutet. 

Diese  Relationen  führen  nun  nach  dem  Halphen'schen  Princip 
unmittelbar  zu  den  gesuchten  Invarianten.  Man  führe  eine  zweite 
Transformation  vom  Typus  I.  aus,  fi  =  trqp(x),  so  treten  an 
Stelle  der  „Parameter^  l  neue  Parameter  ^.  Jetzt  setze  man 
beide  Transformationen  zu  der  dritten  vf(x)  =  tDq>F{x)^  oder 
V  =  tDP(x)  zusammen,  wodurch  abermals  neue  Parameter  v  ent- 
stehen. Dann  sind  die  v  einfache  (nämlich  ganze)  Functionen 
der  Jl,  /u,  und  die  Relationen  zwischen  den  T  und  X  besitzen 
die  Gruppeneigenschaft.  Eliminirt  man  aus  diesen  Relationen, 
sowie  aus  denjenigen,  welche  durch  Erweiterung,  d.  i.  Ableitung 
nach  X  bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  entstehen,  die  Parameter  l^ 
so  erhält  man  ein  vollständiges  System  von  4^ii(ii-|-l)  +  l  abso- 
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laten  Invarianten  der  Grundform^  welches  wirklich  aufgestellt 
wird.  Es  ist  zweckmässig,  über  die  Function  f(x)  so  zu  ver- 
fügen,  dass  Tn^i  verschwindet;  dann  hängen  die  l  nur  noch  von 
Ia_i,  Xn  und  deren  Ableitungen  ab. 

Der  Verf.  ermittelt  ferner  nach  der  Methode  der  infinitesi- 
malen Transformationen  die  charakteristischen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  für  die  Invarianten,  welche  hier  eine  be- 
sonders einfache  Form  annehmen. 

Äehnlich  gestalten  sich  die  Verhältnisse  bei  der  Transfor- 
mation II.,  nur  dass  jetzt  in  die  Ausdrücke  der  v  durch  die  A 
und  fi,  noch  je  ein  Factor  eingeht,  welcher  selbst  eine  Function 
von  X  ist. 

Als  ein  besonderer  Fall  ordnen  sich  hier  die  Sylvester'schen 
Reeiprocanten  ein. 

Der  Verf.  scheint  von  der  im  Jahre  1887  erschienenen  Er- 
widerung Lie's  auf  den  Halphen'schen  Brief  (F.  d.  M.  XIX.  356), 
in  der  Lie  die  Ansprüche  Halphen's  zurückweist,  keine  Kenntnis 
gehabt  zu  haben;  immerhin  ist  es  eine  auflfallende  Erscheinung, 
dass  in  den  zahlreichen  englischen  Arbeiten  über  Differential- 
invarianten  der  Name  Lie's  nie  erwähnt  wird,  trotzdem  derselbe 
doch  die  Theorie  der  Differentialinvarianten  zuerst  allgemein  be- 
gründet hat.  My. 

F.  Brioschi.     Les  invariants  des  dquations  diff^rentielles 

Unfaires.      AcU  Math.  XII.  233-248. 

Unter  Invariante  einer  linearen  Differentialgleichung  ist  hier 
eine  Function  der  Goefficienten  und  ihrer  Ableitungen  verstanden, 
welche  bei  Einführung  neuer  Variabein  bis  auf  einen  Factor  in 
die  gleiche  Function  der  Goefficienten  der  transformirten  Glei- 
chQDg  übergeht.  Die  Abhandlung  hat  die  Berechnung  solcher 
Inyarianten  zum  Gegenstand.  Bdt. 


Ä.  Fischer.  Ueber  die  Invarianten  der  linearen,  homo- 
genen Differentialgleichungen  sechster  Ordnung.  Dias. 
Hall«.  b<>. 
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J.  Derutts.      Essai  d'ane   th^orie  g^n^rale  des  formes 

alg^briques.     Brazelles,  Hayes.  Paris,  HermaoD.  VI +  157  8.  8^. 

Diese  Schrift  enthält  die  Hauptergebnisse  der  Untersuchungen, 
welche  der  Verf.  über  die  Theorie  der  Formen  mit  verschiedenen 
Reihen  von  n  Veränderlichen  veröffentlicht  hat. 

Die  benutzten  Variabeinreihen  werden  dargestellt  durch 

Xlj,    *^'s)    •••»    ^*«T 


sie  sind  alle  von  derselben  Art  (espeee)  und  entsprechen  den 
Punktcoordinaten  des  Raumes  von  n— 1  Dimensionen.  Die 
Grössen,  welche  gewöhnlich  als  Veränderliche  von  verschiedenen 
Arten  betrachtet  werden,  sind  wegen  ihrer  Reduction  auf  die 
Variabein  x  nicht  besonders  eingeführt  worden.  Unter  diesen 
Bedingungen  hängen  die  invarianten  Functionen  allein  von 
(a;l),  (a;2),  ...  und  von  den  Coef&cienten  eines  beliebigen 
Systems  algebraischer  Formen  ab. 

Wenn  man  an  allen  Variabein  die  lineare  Substitution  S 
mit  dem  Modul  d  =  (+ajja„  ...  anii)  vollzieht,  so  werden  die 
Variabein  (a?l),  («2),  ...  durch  andere  (XI),  (X2),  ...  ersetzt; 
die  Coefficienten  a,  6,  .  • .  der  Formen  werden  lineare  Functionen 
il,  £,  . . .  von  a,  6,  . . ..  Wenn  p  =  p(a:l,  «2,  . . .,  a,  fr,  — ) 
eine  ganze  und  homogene  Form  ist,  so  ist  p(Xl,  J2, ...,  il,  B,  ...) 
die  „Transformirte^  von  p  durch  die  Substitution  S. 

Der  Verlauf  der  Arbeit  beruht  auf  der  directen  Erforschung 
der  Transformirten,  die  mit  der  Theorie  der  invarianten  Func- 
tionen in  Wechselbeziehung  gesetzt  wird.  Unter  anderem  führt 
die  Analyse  der  Transformirten  zur  Reduction  der  invarianten 
Functionen  auf  gewisse  von  ihnen,  die  „primäre  Covarianten" 
genannt  werden.     Diese  Urfunctionen  enthalten  n — 1  Reihen  von 

Variabein  (xl),  («2),  . . .,  (a:,  n— 1)  und  werden  durch  die  Polar- 
gleichungen charakterisirt : 

dx2  '  dx^  '  dxn— 1 

Die  Eigenschaften  der  primären  Covarianten  sowie  ihr  regel- 
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massiges  Bildangsgesetz  machen  den  Gegenstand  eingehender 
Forschungen  aus.  Für  den  Fall  n  =  2  findet  man  die  Ergeb- 
nisse wieder,  welche  die  Herren  Cayley,  SylTester,  Clebsch  und 
Gordan  als  Grundlagen  der  Theorie  der  binären  Formen  fest- 
gestellt haben. 

Die  Einleitung  umfasst  zunächst  die  Definitionen  und  die 
Auseinandersetzung  eines  einheitlichen,  der  Allgemeinheit  des 
Gegenstandes  angepassten  Bezeichnungssystems.  Die  symbolische 
Darstellnng  wird  an  die  Bestimmung  der  Transformirten  an- 
geknüpft. 

Capitel  I.  „Beziehungen  zwischen  den  invarianten  Func- 
tionen und  den  transformablen  Systemen'^  (S.  15-31).  Lässt  man 
die  gewöhnlichen  Definitionen  der  cogredienten  und  der  contra- 
gredienten  Systeme  gelten,  so  ergiebt  sich: 

1.  Jede  invariante  Function  ist  die  Summe  der  P4'oducte 
der  entsprechenden  Glieder  zweier  contragredienten  Systeme, 
and  umgekehrt. 

2.  Wenn  eine  invariante  Function  9),  und  zwar  auf  eine 
einzige  Art,  als  ganze  Function  verschiedener  Grössen  (p%  (p")f  •  •  • 
aosdrfickbar  ist,  so  ändert  man  die  Invarianz  nicht,  indem  man 
in  q>  die  Grössen  (p'),  (p"),  . . .  durch  cogrediente  Grössen  ersetzt. 

Diese  Eigenschaften  liefern  als  Anwendungen  Verfahrungs- 
arten  zur  Bildung  der  Invarianten,  teils  direct,  teils  vermittelst 
schon  bekannter  invarianter  Functionen. 

Capitel  II.  ^Untersuchung  der  linearen  Substitutionen^ 
(S.  32-46). 

Die  allgemeinste  lineare  Substitution  S  ist  auf  die  Sub- 
stitutionen Sa,  Sfa  zurtlckf&hrbar,  die  durch  die  Gleichungen: 

(Sa)  Xa  =  cXa,     a?*  =  -Xjfe  (Ä  ^  ä), 

(Smi)        xi  =  X,  +  AIa,     «i  =  Xi  (i  ^  /) 

definirt  sind,  und  in  denen  A,  /  alle  in  der  Folge  1,  2,  ...,  n 
enthaltenen,  verschiedenen  Werte  erhalten.  Die  isobarischen 
Functionen  vom  Gewichte  n^^  »„  ...,  n^  für  die  Indices 
1,2,  ...,  n  werden  durch  die  Eigenschaft  charakterisirt,   nach 

der  Substitution  5a  mit   s'^*  multiplicirt   wieder   zu  erscheinen. 
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Die  Sabstitution  5^  leitet  zur  EinfbhniDg  einen  Differential- 
operatons  (A,  /),  vermöge  dessen  die  Transformirte  durch  Su  sich 
schreiben  lässt: 

Die  Operatoren  (A,  /)  haben  verschiedene  für  die  Folge  nfitxliche 
Eigenschaften, 

Gapitel  III.  „Eigeoschaften  der  invarianten  und  der  sem- 
invarianten Functionen."  (46-47). 

1)  Die  „invarianten"  Functionen  werden  durch  ihre  Eigen- 
Schäften  gekennzeichnet,  dass  sie  isobarisch,  von  gleichem  Ge- 
wichte ffir  alle  Indices  1,  2,  ...,  n  und  Lösungen  dern— 1  Glei- 
chungen (t  +  1,  i)  =  0  sind.    Verschiedene  Eigenschaften. 

2)  Die  „seminvarianten"  Functionen  werden  durch  die 
Bedingungen  definirt,  dass  sie  isobarisch  und  Lösungen  der 
Gleichungen  (i+  1|  0  =  ^  &^°d*  ^^^  können  durch  die  Eigen- 
schaft gekennzeichnet  werden,  dass  sie  nach  der  durch  die  Formeln 

Xi  =  auXi  +  aa+iXi^i  +  •••  +  «i«i  (»  =  I«  2,  ...,  w) 

definirten  Substitution  mit  Potenzen  von  a^,,  a,,,  ...,  a««  multi- 
plicirt  wieder  erscheinen.  Die  von  den  Yariabeln  unabhängigen 
seminvarianten  Functionen  heissen  ^Seminvarianten". 

3)  Die  seminvarianten  Functionen  sind  symbolisch  durch 
Aggregate  linearer  Formen  und  gewisser  Determinanten  von 
den  Ordnungen  1,  2,  ...,  n  darstellbar.  Als  besonderen  Fall 
erhält  man  den  symbolischen  Ausdruck  der  invarianten  Func- 
tionen. Ebenso  findet  man  manche  in  der  Folge  benutzten  Eigen- 
schaften der  Seminvarianten. 

4)  Die  ;,Quelle"  (source)  einer  invarianten  Function  ist  der 
Coefficient  der  höchsten  Potenzen  von  xl^^  a52„  ...,  xn^,  — 
Jede  homogene  und  isobare  Function  ist  die  Quelle  einer  inva- 
rianten Function.  —  Jede  invariante  Function  ergiebt  sich  aus 
der  Transformirten  ihrer  Quelle,  in  welcher  man  die  Parameter 
a^  der  Substitution  S  durch  die  Variabein  xfi  ersetzt  hat.  — 
Anwendungen. 

5)  Die  „prim&ren  Govarianten"  werden  als  diejenigen  inva> 

rianten  Functionen  mit  den  Variabein  «1,  «2,  . . .,  xn — 1  erklärt, 
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welche  die  Seminvarianten  zu  Qaellen  haben.  —  Einige  Eigen- 
schaften. 

Capitel  IV.    „Redaction  der  invarianten  Functionen^.  (75-97). 

1)  Jede  invariante  Function  ist  eine  Summe  identischer 
Covarianten,  multiplicirt  mit  Polaren  primärer  Covarianten  be- 
zflglicb  der  Variabein. 

2)  Die  primären  Covarianten  sind  auf  ganze  Functionen 
einer  begrenzten  Zahl  von  ihnen  zurückftthrbar. 

Capitel  V.   „ Erforschung  der  primären  Covarianten  ^ .  (98- 1 1 8). 

1)  Charakteristische  partielle  Differentialgleichungen. 

2)  u.  3)     Eigenschaften  der  Coefficienten  und  der  Polarep. 

4)  Die  primären  Covarianten,  welche  fOr  den  Ausdruck  einer 
invarianten  Function  9  dienen,  sind  Quotienten  aus  Polaren  von 
9)  dareh  Potenzen  von  (+«1,,  a;2„  ...,  omn)-  Eine  invariante 
Function  ist  nur  auf  eine  einzige  Art  mittels  primärer  Cova- 
rianten ausdrfickbar. 

5)  Aus  einer  seminvarianten  Function  leitet  man  Seminva- 
rianten nnd  daher  primäre  Covarianten  ab.  Diese  Eigenschaft 
rechtfertigt  die  Betrachtung  beliebiger  seminvarianter  Functionen. 
Verschiedene  Verfahrungsarten  der  Umwandlung  werden  ange- 
deutet. 

Capitel  VI.  ,, Bildungsgesetz  der  invarianten  Functionen". 
(119-130). 

Der  erste  Teil  des  Capitels  umfasst  die  Erforschung  ge- 
wisser primärer  Covarianten,  die  „abgeleitete  Covarianten''  be* 
nannt  werden  und  aus  einer  invarianten  Function  ^  und  einer 
Form  f  entspringen.  Der  zweite  Teil  umfasst  den  Beweis  des 
folgenden  Satzes:  Die  primären  Covarianten  des  Grades  t  in 
Bezng  auf  f  sind  Summen  aus  abgeleiteten  Covarianten  von  f 
and  ans  primären  Covarianten  g>  vom  Grade  I — 1  in  Bezug 
auf  f.  Daraus  leitet  man  ein  aligemeines  Verfahren  zur  Bitdung 
aller  invarianten  Functionen  ab. 

Capitel  Vli.  ,,Bestimmnng  der  Anzahl  der  linear  unab- 
tiättg%en  primären  Covarianteu  von  gegebenen  Graden.""  (131-147). 

1)  Znrtlckfilhrung  auf  den  Fall  von  Formen  mit  n — 1  Va- 
nabelnreilien. 
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2)  Anzahl  primärer  Covarianteii,  ansgedrOckt  vemiittelst  der 
Partitions-Zahlen. 

Capitel  VIII.  „Wesentliche  Besonderheiten  der  Formen." 
(148-166). 

Formen  f,  f ',  ...  haben  eine  wesentliche  Besonderheit,  wenn 
zwischen  ihren  Coefficienten  ganze  algebraische  Beziehungen 
g  =  Oj  . . . ,  unabhängig  von  der  Substitntion  5,  bestehen.  Jede 
wesentliche  Besonderheit  wird  durch  das  identische  Verschwinden 
gewisser  primärer  Covarianten  gekennzeichnet  Eine  ganze  alge- 
braische Function  ist  eine  „invariante  Function  der  Besonder- 
heit**, wenn  sie  von  ihrer  Transformirten  sich  nur  um  eine  Po- 
tenz des  Moduls  d  der  Substitution  S  unterscheidet.  Unter  diesen 
Bedingungen  könnte  die  Eigenschaft  der  Invarianz  aus  den 
Gleichungen  9  =  0,  ...  hervorgehen.  Der  Verfasser  stellt  fest, 
dass  die  wesentlichen  Besonderheiten  zu  keiner  speciellen  inva- 
rianten Function  Anlass  geben;  das  nämliche  Resultat  wird  f&r 
die  primären  Covarianten  angezeigt  (vgl.  das  folgende  Referat). 

Mn.  (Lp.) 

J.  Dbruyts.      Essai   d'une  tb^orie  g^ndrale   des  formes 

alg^briques.  Brazelles,  F.  HayoB.  Paris,  Hermann.  1891.  VI+1Ö6S.  8<>. 

Ein  fundamentales  Problem  der  Invariantentheorie  besteht 
darin,  die  Theorie  der  Formen  mit  einer  oder  mehreren  Reihen 
von  n  Variabein   zurttckzuführen  auf  Formen  mit  Reihen   von 
ft— 1  Variabein,  so  zwar,  dass  die  letzteren  „abgeleiteten^ Formen 
mit  der  (resp.  den)  gegebenen  („Urformen^)  invariant  verknüpft 
sind    und   sie   in   projectivem   Sinne  völlig    vertreten    können. 
Clebsch  hat  zuerst  in  einer  bekannten  Arbeit  das  Problem  in  der 
Weise  gelöst,  dass  die  abgeleiteten  Formen  von  den  sogenannten 
„Zwischenvariabeln^  abhängen,  d.  i.  von  den  Coordinaten  der  im 
Räume  von  n  Dimensionen  möglichen  linearen  Mannigfaltigkeiten. 
Während  die  Ergebnisse  von  Clebsch  sich  mehr  fttr  geometrische 
Anwendungen  eignen,  hat  Hr.  Gapelli  eine  andere  Methode  ent- 
wickelt, welche  die  gegebene  Form,  als  abhängig  von  n  Reihen 
von  n  Variabein  gedacht,  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  deren 
Determinante  entwickelt,  mit  Coefficienten,  welche  selbst  Polar* 
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bildangen  sind  von  invarianten  Formen  mit  Reihen  von  nnr 
ft— 1  Variabein.  Bei  Hrn.  Gapelli  treten  also  nur  Variabein  von 
einerlei  Art  auf,  wodureh  eine  grössere  Beweglichkeit  in  alge- 
braischer Richtung  gewährleistet  wird. 

Der  Verf.  giebt  nun  —  in  Zusammenfassung  einer  Anzahl 
voraufgegangener  Abhandlungen  —  eine  neue  sehr  bemerkens- 
werte Lösung  des  Problems,  die  zwar  äusserlich  manche  Aehn- 
iichkeit  mit  der  von  Hrn.  Capelli  gelieferten  besitzt,  andererseits 
aber  auch  wieder  wesentlich  von  derselben  abweicht.  Es  lässt  sich 
wohl  sagen,  dass  nicht  nur  die  Bildungsgesetze  seiner  abgeleiteten 
Formen  erheblich  einfacher  sind,  sondern  auch  infolge  dessen  die 
Leistungsfähigkeit  des  ganzen  Verfahrens  eine  grössere  ist.  Der 
Verf.  ist  im  Stande,  Aufgaben  zu  lösen,  wie  die  Bestimmung 
(vgl.  das  folgende  Referat)  der  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
Invarianten  von  gegebenen  Ordnungen,  Gewichten  u.  s.  f.,  welche 
Capelli's  Scharfsinn  unüberwindliche  Schwierigkeiten  bereiteten. 

Das  Fruchtbare  in  der  Richtung  des  Verf.  beruht  auf  zwei 
Gesichtspunkten:  einmal  ist  es  die  geeignete  Verallgemeinerung 
der  Theorie  der  Seminvarianten,  andererseits  die  Durchdringung 
der  symbolischen  4M[ethode  mit  derjenigen  der  charakteristischen 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen.  Die  allgemeine  lineare 
Substitution  von  n  Variabeih  x  lässt  sich  aus  zwei  Reihen  ein- 
facherer zusammensetzen  (vgl.  auch  Eronecker  F.  d.  M.  XXI. 
1889.   149),  nämlich: 

(SO  Xk  =  «Xa,    Xk  =  Xky  (k  ^  Ä) 

(Sv)  Xi  =  Xi  +  j^Xa,     Xk  =  Xt  (ft  ^  0 

mit  der  Substitutionsdeterminante  €  resp.  1. 

Soll  sich  nun  eine  Form  F  (der  Coefficienten  und  Variabein- 
reiben) nach  Ausübung  von  Sk  nur  um  eine  Potenz  «^^  der  Sub- 
stitotioDsdeterminante  e  ändern,  wobei  tta  das  „Gewicht''  von  F 
bez.  des  Index  h  ist,  so  heisst  das,  dass  F  „hinsichtlich  des 
Index  h  isobar''  wird;  die  Homogeneität  von  F  ist  eine  Folge 
davon. 

Soll  F  andererseits  gegenüber  S/^  invariant  sein,  so  hat  F 
einer  charakteristischen  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
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(A,  /)  =0  za  genügen.    Es  genfigt,  die  Zalilen  A,  /  auf  die  n— 1 
Wertejpaare  (1,  2),  (2,  3),  .. .,  (n  — 1,  n)  einzaschrftnken. 

Jede  isobare  Form  F^  wie  z.  B.  die  Clebsch'schen  Zwischen- 
variabeln,  welche  die  it--l  Gleichungen  (t,  t*fl)F  =  0  erf&Ilt, 
wird  eine  ^seminvariante^  Form  genannt.  Speciell  gehen  hier- 
aus die  gewöhnlichen  invarianten  Formen  hervor,  wenn  sämt- 
liche Gewichte  nh  einander  gleich  werden.  Hängt  F  nur  von 
den  Coefficienten  ab,  so  wird  F  zur  „Seminvariante*'.  Die 
Clebsch-Aronhold'sche  Symbolik  lässt  sich  auf  die  seminvarianten 
Formen  übertragen,  sodass  man  sich  auf  lineare  Urformen  be- 
schränken darf. 

Der  symbolische  Ausdruck  einer  seminvarianten  Form  lässt 
sich  darstellen  als  eine  Summe  von  Producten  der  symbolischen 
Linearformen  und  gewissen  „Unterdeterminanten''  des  Schemas 
der  symbolischen  Coefficienten.  Eine  invariante  Form,  welche 
die  n  Variabeinreihen  zu  den  Ordnungen  fr,,  n^^  ...,  n:»  enthält, 
besitzt  als  „Leitglied*^  eine  Seminvariante  von  den  Gewichten 
TT,,  TT,,  ...,  fr«,  und  umgekehrt. 

Auf  Grund  seiner  Symbolik  gelangt  nun  der  Verf.  dazu,  als 
diejenigen  Fundamentalformen  Xj  durch  welche  sich  alle  Qbrigen 
ausdrücken  lassen,  die  „primären  Covarianten^  einzuführen,  d.  h. 
allseitig  isobare  Formen  von  n  — 1  Variabeinreihen,  welche  den 
n  —  221inearen  partiellen  Differentialgleichungen : 

genügen,  wo  Du  die  Summe  der  Producte  ist,  welche  man  erhält, 
wenn  man  immer  je  eine  Variable  der  k^  Reihe  mit  der  Ab- 
leitung von  X  ^^^^  der  entsprechenden  Variable  der  t^°  Reihe 
multiplicirt.  Referent  hat  die  Aufstellung  dieser  primären  Co- 
Varianten  in  seinem  Invariantenberichte  (Jahresbericht  I  der  Deut- 
schen Math.- Vereinigung)  irrtümlicherweise  Hrn.  Capelli  zugeschrie- 
ben (durch  eine  unrichtige  Bemerkung  des  Letzteren  veranlasst). 

Die  Formen  x  bilden  einen  Integritätsbereich  mit  endlicher 
Basis,  wie  nach  Anleitung  einer  Hilbert'schen  Methode  nachge- 
wiesen wird.  Sie  lassen  sich  mit  Hülfe  eines  verallgemeinerten 
ß-Proeesses  auf  gewisse  einfachste  Typen  zurflckftthren. 

Mittels  dieser  Formen  x  Sr^Hngt  es  auch,  solche  Urformen, 
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deren  CoefGcienten  gewissen  (selbst  invariantiren)  algebraischen 
Bedingungen  genügen,  der  Behandlung  zugänglich  zu  machen 
(vgl.  das  vorangehende  Referat).  My. 


J.  Derüyts.      Sur  le   nombre  des  fonctions  invariantes. 

Beig.  Bull.  (3)  XXI.  437-451. 

Vgl.  das  vorangehende  Referat. 

Die  Frage  der  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Invarianten 
gegebener  Urformen  von  gegebenen  „ Gradordnungen*'  wird  hier 
vollständig  gelöst. 

Als  wesentliches  Hülfsmittel  dienen  dazu  die  vom  Verf.  ein- 
geführten „primären  Govarianten^  X*  ^^  ^^^  ^or  allem  darauf 
an,  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  x  von  gegebenen  Graden 
in  den  Coefficienten  der  Urformen  und  von  gegebenen  Ordnungen 
in  den  einzelnen  Variabeinreihen  zu  ermitteln. 

Der  Verf.  führt  diese  Aufgabe  einen  weiteren  Schritt  zurück 
auf  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  „Leitglieder''.  Da  sich 
die  letzteren  bei  symbolischer  Schreibweise  als  Seminvarianten 
linearer  Urformen  darstellen  lassen,  so  genügt  hier  die  Unter- 
suchung eines  Systems  linearer  diophantischer  Gleichungen,  deren 
Lösungen  als  linear  unabhängig  nachgewiesen  werden.  Während 
diese  Hülfsaufgabe  bereits  in  der  oben  besprochenen  Monographie 
erledigt  wird,  zeigt  der  Verf.  nunmehr  zur  Ergänzung,  wie  durch 
geeignete  Combination  der  Lösungen  einer  gewissen  Anzahl  von 
Systemen  diophantischer  Gleichungen  die  ursprüngliche  Aufgabe 
nach  Massgabe  einer  verhältnismässig  einfachen  arithmetischen 
Regel  lösbar  ist.  My. 

D.  HiLBERT.     üeber  die  Theorie  der  algebraischen  Inva- 
rianten.   Gott.  Nachr.  1891.  232-242. 

Der  Verf.  zeigt  in  der  vorliegenden  Note,  dass  den  von  ihm 
früher  (cf.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  133)  aufgestellten  Endlichkeits- 
theoremen über  algebraische  Formen  nicht  nur  eine  principielle 
Bedeutung  zukommt,  sondern  dass  bei  geeigneter  Erweiterung 
mit   ihrer  Hülfe  und  mit  Benutzung  Eronecker'scher  Methoden 

Fortfsclir.  d.  HAtb.  XXIII.  1.  8 
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die  genaue  Erledigung  einer  Reihe  besonderer  Fragen  über  die 
„Aufstellung  und  Structur"  voller  Invariantensjsteme  möglich  ist 

Daran  knflpfen  sich  Methoden  zur  Behandlung  der  bekannten 
Aufgabe,  Formen  zu  bestimmen,  deren  Invarianten  gegebene 
Werte  besitzen. 

Sei  etwa  eine  einzelne  bin&re  Grundform  f  der  n^'  Ordnung 
vorgelegt;  die  endliche  Basis  ihres  Invariantensystems  bestehe 
aus  m  Invarianten  t.  Erhebt  man  diese  auf  geeignete  Potenzen, 
so  ergeben  sich  m  neue  Invarianten  V  vom  nämlichen  Grade  in 
den  Goefficienten  von  f.  Unterwirft  man  jetzt  die  t'  einer  passenden 
linearen  Substitution,  wodurch  sie  in  t"  fibergehen  mögen,  so 
kann  man  es  erreichen,  dass  alle  Invarianten  von  f  „ganze' 
algebraische  Functionen  von  m— 1  der  Invarianten  i"  werden. 
Durch  Wiederholung  des  Verfahrens  lässt  sich  die  Anzahl  m— 1 
auf  n  — 2  herunterdrücken.  Verschwinden  also  fttr  eine  besondere 
Grundform  f  diese  n — 2  Invarianten,  so  verschwinden  auch  alle 
Rbrigen.  Aber  auch  die  noch  wichtigere  Umkehrung  gilt,  sodass, 
wenn  ganz  allgemein  /u  Invarianten  J  eines  Formensystems  so 
beschaffen  sind,  dass  ihr 'Verschwinden  das  aller  übrigen  Inva- 
rianten des  Systems  nach  sich  zieht,  alle  Invarianten  ganze  alge- 
braische Functionen  der  J  sind. 

Der  Beweis  stützt  sich  wesentlich  einmal  auf  die  Endlichkeit 
der  Invariantensysteme,  sodann  auf  ein  neues  Endlichkeitstheorem. 
Verschwindet  nämlich  eine  Reihe  F,  F\  F",  .. .  von  Formen  der 
11  Variabein  x,,  x^^  ...,  Xn  immer  dann,  wenn  m  vorgelegte 
Formen  f,,  ...,  fm  der  x  verschwinden,  so  giebt  es  immer  eine 
Zahl  r,  sodass  jedes  Product  P  von  irgend  r  Formen  ¥  eine 
lineare  Combination  der  f  ist,  d.  h.  dass 

WO  die  a  wiederum  Formen  der  x  bedeuten. 

« 

Der  Verf.  wendet  sich  nunmehr  zur  Aufgabe  der  wirklichen 
Aufstellung  eines  vollen  Invariantensystems,  vermöge  Heran- 
ziehung eines  Kronecker'schen  Satzes  aus  der  arithmetischen 
Theorie  der  algebraischen  Functionen.  Daraus  ergiebt  sich,  dass, 
sobald  erst  einmal  ein  System  von  Invarianten  J  (wie  es  oben 
erwShnt  wurde)  bekannt  ist,  die  Aufstellung  des  „vollen*'  Inva- 
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rianteDsystems  nur  noch  die  Lösung  einer  elementaren  Aufgabe 
erfordert,  nämlich  die  Berechnung  del*  Discriminante  einer  einen 
gewissen  Rationalitätsbereich  bestimmenden  Gleichung.  Zum 
Schlüsse  verbindet  der  Verf.  die  skizzirten  Methoden  mit  den 
früher  von  ihm  für  allgemeine  Moduln  entwickelten.  Danach 
geht  z.  B.  die  Aufgabe,  die  (vom  Referenten  zuerst  angegebene) 
Anzahl  der  binären  FormenbOschel  zu  finden,  deren  Functional- 
determinante  einer  gegebenen  Form  gleich  wird,  flber  in  die 
Ferhältnismässig  einfache  der  Aufsuchung  der  „charakteristischen 
Fanetion*'  eines  gewissen  Moduls.  My. 


D.  HiLBBRT.     Ueber  volle  Invariantensysteme.  Naturf.Ges. 

Halle  LXIV.  11-12. 

A.  ScHOBNPLiES.      Bemerkung  zu  Hilbert's  Theorie  der 
algebraischen  Formen.    Gott.  Nachr.  1891.  339-344. 

Vgl.  das  Referat  über  Hilbert  F.  d.  M.  XXII.  1890.  133. 
Der  Verf.  zeigt,  wie  sich  für  den  einfachsten  Modul  (a^^  «,,  . . .,  Xn) 
die  vollständige  Kette  der  abgeleiteten  (linearen)  Gleichungs* 
sjsteme  in  expliciter  Form  direct  angeben  lässt.  Die  aufgestellten 
GleichungBsysteme  zeichnen  sich  hier  formell  dadurch  aus,  dass 
in  ihnen  die  Variabein  a?j,  a?„  . . .,  a?„  —  wie  es  durch  die  Natur 
der  Aufgabe  gefordert  wird  —  überall  symmetrisch  eingehen. 

My. 

J.  Pbtersen.     Die  Theorie  der  regulären  Graphs.    Acta 

Math.  XV.  193-220. 

Die  vorliegende  Arbeit  ist  bemerkenswert,  insofern  sie  mit 
Erfolg  versucht,  neuere  Principien  der  Invariantentbeorie,  die 
nch  an  die  Theorie  der  diophantischen  Gleichungen  anlehnen, 
auf  rein  anschaulichem  Wege  klarzulegen  und  weiterzuführen. 
Der  Verf.  ist  dabei  nach  eigener  Angabe  durch  einen  regen  Brief- 
wechsel mit  Hrn.  Sylvester  sehr  gefördert  worden. 

Hr.  Hilbert  stützt  sich  bei  seinem  ersten  „Endlichkeitsbeweise" 
(cf.  F.  d.  M.  XX.  1888.  110)  auf  einen  Qordan'schen  Satz,  wo- 

8* 
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nach  sich  bei  gegebenem  n  eine  endliche  Anzahl  von  , Grund- 
producten  ** 

bilden  lässt,  sodass  alle  anderen  Prodacte  derselben  Form  ans 
jenen  durch  Multiplication  zusammensetzbar  sind.  Der  Verf.  stellt 
sich  die  Aufgabe,  diese  Grundproducte  fttr  verschiedene  Werte 
von  n  wirklich  zu  bilden. 

Man  repräsentire  jedes  x  durch  einen  Punkt  der  Ebene,  jeden 
Factor  Xi  —  xt  durch  eine  beliebige  Verbindungslinie  zwischen  x, 
und  Xk]  beispielsweise  entspricht  dann  dem  Producte 

(«1  —  «>)*  (^t  -  «*)'  («I  —  *.)  (^> — ^4)(«i  -  «4)(*i  -  «l) 
ein  Viereck  mit  seinen  Diagonalen,  von  dem  aber  zwei  Gegen- 
seiten doppelt  ausgezogen  sind. 

Da  die  in  Rede  stehenden  Ausdrücke  in  jedem  x  von  gleichem 
Grade  a  (nämlich  dem  Grade  der  entsprechenden  Invariante) 
sind,  so  laufen  in  jedem  Punkte  unserer  n*£cke  gleichviel  Linien 

zusammen,  daher  die  Bezeichnung:  „Regulärer  Graph  Ol''. 

Es  kommt  des  weiteren  wesentlich  darauf  an,  ob  ein  Graph 
primitiv  ist  oder  nicht;  im  letzteren  Falle  kann  er  durch  lieber- 
lagevung  mehrerer  Graphs  derselben  Ordnung,  aber  von  niedri- 
gerem Grade  entstanden  gedacht  werden. 

Die  Hauptaufgabe  ist  demnach  die  Bestimmung  aller  primi- 
tiven Grapbs. 

Hier  zeigt  sich  nun  ein  merkwürdiger  Unterschied,  je  nach- 
dem der  Grad  gerade  oder  ungerade  ist. 

Bei  geradem  Grade  giebt  es  nur  Grundfactoren  ersten  oder 
zweiten  Grades.  Bei  ungeradem  Grade  dagegen  können  die 
Grundfactoren  für  ein  genügend  grosses  n  bis  zu  einem  beliebigen 
Grade  ansteigen;  der  einfachste  ist  hier  vom  dritten  Grade  für 
n=  10. 

Zur  Ableitung  solcher  Sätze  bedarf  es  jedoch  einer  grossen 
Reihe  von  Hulfssätzen:  es  ist  zu  untersuchen,  falls  ein  Graph 
auf  verschiedene  Weisen  zerlegbar  ist,  wie  diese  Zerlegungen 
mit  einander  verknüpft  sind,  wie  sie  sich  in  einander  flberf&hren 
lassen,  u.  s.  f.    Eine  besondere  Bedeutung  hat  der  Begriff  zweier 
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gepaarten  Graphs  (gerader  Ordnung).  Von  diesen  entsteht  der 
eine  aus  dem  anderen,  indem  zwei  Linien  ab  und  cd  entfernt 
und  dafür  durch  zwei  andere  ac  und  bd  (resp.  ad  und  bc)  ersetzt 
werden. 

Die  Natur  der  benutzten  Methoden  bringt  es  mit  sich,  dass 
eine  weitere  Auseinandersetzung  hier  zwecklos  sein  würde;  es 
sei  nochmals  auf  die  geistreiche  Arbeit  selbst  verwiesen. 

My. 

A.  Capslli,      Sopra    un'estensione    dello    sviluppo     per 
polari  delle  forme  algebriche  a  piti  serie  di  variabili. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VII,.  lGl-167. 

Der  Verfasser  hatte  früher  den  der  Reihenentwickelung  der 
Formen  zu  Grunde  liegenden  Satz  bewiesen  (vgl.  F.  d.  M.  XXII. 
1890.  137):    „Eine   Form  F(x,  y,  ...,  t?)  der  n  Variabeinreihen 

(^11  3?,, . . .,  Xn),  (yi,  y,,  . . .,  y«),  . . .,  (u,,  t?„  . . .,  Vn)  lässt  sich  stets 
und  auf  nur  eine  Weise  in  die  Gestalt 

F  =  H.JF+2:Ji.J'iF 

i 

setzen,  wo  J,  z/,-,  Ji  Polarenprocesse  bedeuten,  welche  sich  auf 
die  ^,  y,  ...,  v  beziehen,  H  das  mit  der  Determinante  der  Va- 
riabein multiplicirte  Cayley'sche  Differentiationssymbol 

^  +  ,J d 9_ 

—  dx^    öy,  dvn   ' 

und  wo  die  covarianten  Formen  JiF  nur  noch  von  n~l  der 
Yariabelnreihen  abhängen". 

Der  Satz  wird  hier  dahin  ausgedehnt,  dass  an  die  Stelle 
Ton  H  irgend  eine  andere  Folaroperation  K  tritt,  welche,  abge- 
sehen von  gewissen  arithmetischen  Einschränkungen,  nur  der 
Forderung  zu  genügen  hat,  mit  jeder  anderen  (auf  die  o;,  y,  . . .,  t; 
bezüglichen)  Polaroperation  vertausch  bar  zu  sein. 

Der  Beweis,  welcher  übrigens  den  oben  citirten  Satz  nicht 
Toraussetzt,  beruht  auf  gewissen  Sätzen  über  die  Zusammensetz- 
barkeit von  Polaroperationen.  My. 
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O.  KoHN.     Zur  Theorie  der  associirten  Formen,      wieo. 

Ber.  G.  865-898. 

6.  Kühn,     lieber  die  Resultante  einer  Covariante  und 
einer  Grundform.    Wien.  Ber.  c.  1013-1017. 

Der  Verf.  weist  nach,  wie  zweckmääsig  es  ist,  insbesondere 
fOr  die  Untersuchung  der  Resultanten  und  Discriniinanten  von 
Covarianten  und  ihren  (binären)  Grundformen,  statt  des  rationalen 
Systems  von  associirten  Formen  (welches  Hr.  Hermite  eingeführt 
hat)  ein  aequivalentes  System  „irrationaler"*  Formen  einzufahren. 
Eine  binäre  Form  f(y)  vom  Grade  n  geht  bekanntlich  durch  die 
Substitution : 

y^  =  7(x)C"»^- -^  dx-v^  y>  =  7(-)^^'^+  n-dxr'^y 

wo  $,  ri  die  neuen  Variabein  und  x^  x^  Parameter  bedeuten, 
nach  Division  durch  f(jx)  über  in  die  Gestalt  (t?^  =  1,  »^  =  0): 

Hier  sind  die  t)  die  Hermite'schen  „associirten^  oder  (nach  Gor- 
dan) „Schwesterformen"  von  f(x).    Statt  ihrer  operirt  der  Verf. 

mit  den  n  Wurzelwerten  »,,  »„  ...,  js«  von  —   der   Gleichung 

^  =  0.  Durch  die  Wurzelwerte  der  Gleichung  f (x)  =  0  drücken 
sich  die  %  in  einer  sehr  übersichtlichen  Weise  aus;  eben  diese 
Ausdrücke  bilden  das  Fundament  der  weiteren  Ueberlegungen. 

Zunächst  ist  leicht  zu  ersehen,  wie  sich  die  Ausdrücke  der  z 
modificiren,  falls  von  den  Wurzeln  von  /"(x)  =  0  einige  gleich 
werden. 

Hieraus  fliesst  sofort  der  Satz,  dass  jede  A-fache  Wurzel 
von  f  für  eine  Covariante  vom  Grade  g  und  Index  •  (jgk  >  t)  eine 
mindestens  (gk  —  t)- fache  Wurzel  ist. 

Im  besonderen  folgt  daraus,  dass  die  Resultante  einer  Form 
und  einer  solchen  Covariante,  für  welche  A  =  t  ist,  bis  auf  einen 
Zahlenfactor  mit  der  t^*^  Potenz  der  Discriminante  von  f  über- 
einstimmt. 
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Diese  und  ähnliche  Ergebnisse  lassen  sich  ohne  principielle 
Schwierigkeit  auf  eine  Reihe  von  Grundformen  f^,  f,,  ...  aus- 
dehnen. Durch  Specialisirung  gelangt  man  zu  Sätzen  zurück, 
welche  Hr.  Gordan  früher  aufgestellt  hatte. 

Eine  sehr  fruchtbare  geometrische  Deutung  der  fraglichen 
Verhältnisse  wird  gewonnen,  wenn  man  diez  als  homogene  Punkt- 
coordinaten  in  einem  Räume  von  n  —  2  Dimensionen  aufifasst. 

Diese  geometrische  Theorie  deckt  sich  mit  der  unten  auf 
S.  131  besprochenen  von  Hrn.  Waelsch;  Herr  Eohn  bat  seine 
Arbeit  etwas  später  der  Wiener  Akademie  eingereicht  als  Herr 
Waelsch,  ist  aber  ohne  Kenntnis  der  letzteren  zu  seinen  Resultaten 
gelangt  •   My. 

K.  P.  Manming.     A  note  on    linear  transformation. 

American  J.  XIV.  95-96. 

Auf  Grund  einer  Cayley'schen  Methode  wird  gezeigt,  wie 
sich  bei  alleiniger  Anwendung  von  Polaroperationen  eine  be- 
liebige algebraische  Form  möglichst  einfach  linear  transformiren 
lässt.  My. 

R.  ÄLAGNA.     Condizioni  perch^  due  forme  biquadraticbe 

siano   in   involuzione.     Palermo  Rend.  V.  301-307. 

Der  Verfasser  stellt  die  invariantiven  Bedingungen  dafür 
auf,  dass  die  beiden  Govarianten  sechster  Ordnung  zweier  biqua- 
dratischen Binärformen  einen  quadratischen  Factor  gemein  haben. 
Hierauf  gestützt,  zeigt  er,  wie  man  in  besonderen  Fällen  bi- 
quadratische Gleichungen  ohne  Zuhülfenahme  einer  kubischen 
Resolvente  auflösen  kann.  My. 


BsRZOLARi.     SuHe    condizioni    invariantive    perch^    due 
quintiche    binarie    abbiano     quattro     radici    comuni. 

Aonali  dl  Mat.  (2)  XIX.  269-288. 

Hr.  Gordan  hat  ein  Verfahren  angegeben,  welches  späterhin  von 
Hrn.  Pascal  weitergeführt  worden  ist,  um  das  Kriterium  für  die 
Existenz  mehrerer  gemeinsamer  Linearfactoren  von  zwei  Binär- 


120  1'-  AbBohDitt    Algebra. 

formen  in  invarianter  Form  aufzustellen.  Insbesondere  tritt 
eine  Vereinfachung  ein,  wenn  die  beiden  Binärformen  von  glei- 
cher Ordnung  sind. 

Mittels  geeigneter  Modification  des  Verfahrens  ist  der  Ver- 
fasser im  Stande,  den  im  Titel  genannten  Fall  explicite  durch- 
zuführen. My. 

W.  E.  Hbal.     The  bitangential  of  the  quintic.    AnnaiB  of 

Math.  VI.  64-68. 

W.  E.   Heal.     The  equation  of  the  bitangential  of  the 

quintic.    Lood.  M.  S.  Proc.  xxir.  ivo-iho. 

Der  Verfasser  hatte  in  einer  früheren  Arbeit  (cf.  F.  d.  M. 
XXI.  1889.  740)  eine  Co  Variante  angegeben,  welche  durch  ihr 
Verschwinden  die  Gleichung  der  Curve  darstellt,  die  durch  die 
Berührungspunkte  der  Doppeltangenten  einer  ebenen  Curve.  fünf- 
ter Ordnung  hindurchgeht. 

Die  gemeinte  Covariante  enthielt  jedoch  noch  implicite  einen 
überflüssigen  Factor,  von  dem  sie  nunmehr  befreit  wird. 

My. 

R.  H.  Harris.     On  the  invariant  criteria  for  the  reality 
of  the  roots  of  the  quintic.     [With  an  historieal  intro- 

daction    by   J.    McMahon.]    AnnaU  of  Math.  V.  217-228. 

Hr.  Hermite  hat  zuerst  (1854)  die  Stürmischen  Realitätskrite- 
rien, insbesondere  für  eine  Gleichung  fünften  Grades,  in  eine 
invariante  Form  gebracht,  indem  er  zuvor  die  linke  Seite  der  Glei- 
chung in  eine  typische  Gestalt  umsetzte,  mit  linearen  Covarianten 
als  neuen  Variabein  und  Invarianten  als  neuen  Coefficienten. 
Die  Hermite*schen  Kriterien  wurden  von  Hrn.  Sylvester  (1864)  auf 
Grund  eigentümlicher  geometrischer  Conceptionen  erweitert,  na- 
mentlich insofern,  als  in  die  Kriterien  noch  ein  (zwischen  ge- 
wissen Grenzen)  veränderlicher  Parameter  eingeführt  wurde. 
Der  Verfasser  bringt  die  Sylvester*schen  Beweise  in  eine  mehr 
algebraische  Form,  und  vermag  auch  für  gewisse  Fälle  den 
Spielraum  des  Parameters  weiter  auszudehnen.  My. 
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(j.  Maisano.     L'Hessiano  della  sestica  binaria  e  il  dis- 
criminante  della  forma  dell'ottavo  ordine.     Nota  II I^. 

Palermo  Beod.  V.  152-154. 

Vgl.  F.d.  M.  XXI.  1889.  111  und  XXII.  1890.  146.  Zwi- 
schen den  neun  Invarianten  der  Hesse'schen  Govariante  einer 
binären  Form  f  sechster  Ordnung  bestehen  fQnf  algebraische 
Relationen.  Man  erhält  dieselben  durch  Elimination  der  vier 
Fundamentalinyarianten  (der  Form  f)  aus  den  neun  Relationen, 
welche  beiderlei  Invarianten  mit  einander  verknüpfen.  Die  ge- 
meinte Elimination  wird  hier  durchgeführt.  My. 

A.  H.  Sa  WIN.     Lagrauge*8  Sextic.     Annale  of  Math.  vr.  i-4. 

Es  wird  gezeigt,  wie  die  Lagrange'sche  Reduction  einer 
Gleichung  fünften  Grades  ohne  Zuhülfenahme  der  Resolvente 
sechsten  Grades  durchgeführt  werden  kann,  indem  direct  eine 
Resolvente  fünften  Grades  der  letzteren  Gleichung  aufgestellt 
wird.  Der  Weg,  auf  dem  das  (nicht  neue)  Resultat  gewonnen 
wird,  ist  ein  einfacher.  My. 


W.  E.  Brünyate.     The  associated    ooncomitants   of  ter- 
nary  forms.     Quart.  J.  xxv.  155- 181. 

Diese  Arbeit  steht  im  engsten  Zusammenhange  mit  einer 
von  Hrn.  Forsyth  veröflfentlichten  (cf.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  118). 
Hr.  Brioschi  hatte  bald  nach  Hrn.  Hermite  die  von  Letzterem 
(1854)  fflr  binftre  Formen  aufgestellte  Theorie  der  „associirten 
Formen''  (durch  welche  sich  alle  übrigen  invarianten  Bildungen 
rational  ausdrücken  lassen)  auf  Formen  von  n  Variabein  aus- 
gedehnt (mit  Beschränkung  auf  Punktvariabein).  Die  von  ihm 
erhaltenen  associirten  Formen  waren  aber  nicht  unabhängig  von 
einander,  sondern  es  bestehen  Identitäten  (Syzygien)  zwischen 
denselben. 

Der  Verfasser  erhebt  die  Frage,  wann  überhaupt  ein  System 
von  einander  unabhängiger  associirter  Formen  auf  dem  Her- 
laite-Brioschi'schen    Wege    möglich    ist,    und   stellt    vor    allem 
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fest,  dass  dies  im  allgemeinen  nur  noch  flkr  ternäre  Gniod- 
formen  statt  hat,  bei  Mitberflcksichtigung  der  contragredienten 
Variabein. 

Kine  ternäre  Form  /*(x,,  jj.j,«,)  = /*(a;)  werde  einer  linearen 
Transformation  der  x  unterworfen,  deren  erste  Goefficienten- 
colonne  durch  die  x  selbst  gebildet  wird,  deren  zweite  und  dritte 
Coefficieutencolonnc  dagegen  mit  den  x  cogrediente  Grössen- 
reihen  y,  «  sind.  Dadurch  geht  f{x)  über  in  eine  Form  F{X\ 
deren  Coefficienten  A^  im  Verein  mit  den  Coefßcienten  U  der 
identischen  Zwischenform  f7,Xj-|-ü,X,+ l/,X„  ein  System  von 
associirten  Formen  liefert.  Die  Anzahl  derselben  übersteigt  die 
Anzahl  iV  der  Coefficienten  von  f  um  drei.  Es  folgt  daraus, 
dass  zwischen  diesen  iV-f-3  associirten  Formen  noch  drei  Rela- 
tionen herrschen,  und  es  kommt  nunmehr  darauf  an,  die  y  und 
z  als  Formen  der  x  so  zu  bestimmen,  dass  die  gemeinten  Rela- 
tionen die  einfachste  Gestalt  annehmen,  sodass  sich  geradezu 
die  iV  -f  3  abhängigen  Formen  auf  iV  unabhängige  reduciren. 

Der  Verfasser  lost  die  Aufgabe,  abweichend  von  Hrn.  Forsytb, 
derart,  dass  von  den  iV-f-S  Formen  zwei  identisch  verschwinden, 
während  zwei  weitere  einander  identisch  gleich  werden. 

Die  y  werden  dabei  gleich  ii,  ~- m*  -~—  («,  *  =  1,2,  3), 

dW 
die  Ä  gleich  Xi  W — itUk  ^  — ,     wo     unter    W    die    Zwischenform 

(jabny  a^"'^ b^^  zu  verstehen  ist. 

£s  werden  Anwendungen  auf  eine  Reihe  von  einzelnen 
Fällen  gemacht,  und  dabei  durchgehends  die  Resultate  mit  den 
Forsyth'schen  verglichen. 

Referent  bedauert,  dass  ihm  die  vorliegende  Abhandlung 
bei  Abfassung  seines  ^Invariantenberichtes"  unbekannt  gewesen 
ist.  My. 

L.   Sauvage.      Theorie    des    diviseurs    öl^mentaires     et 

applications.      Ann.  de  l'ßc.  Norm.  (3)  VIII.  285-340. 

Der  Verfasser  entwickelt  die  Tlieorie  der  Weierstrass'schen 
Elementarteiler  auf  einem  von  Hrn.  Darboux  eingeschlagenen  Wege 
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und  behandelt  die  bekannteii  Probleme  der  simultanen  Trans- 
formation zweier  bilinearen  und  zweier  quadratischen  Formen 
YOD  ft  Veränderlichen.  Es  folgt  dann  die  Anwendung  der  Ele- 
mentarteiler  auf  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
n^r  Ordnung.  Sind  x^^  ...,  Xn  ein  Fundamentalsystem  von  In- 
tegralen einer  solchen  Differentialgleichung,  und  sind  1^,,...,  Yn 
die  Werte,  welche  diese  Integrale  nach  einem  Umgange  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  um  eine  singulare  Stelle  der  Diffe- 
rentialgleichung annehmen,  so  sind  die  Elementarteiler  einer 
linearen  Combination  der  bilinearen  Formen 

von  der  besonderen  Wahl  des  Fundamentalsystems  unabhängig 
und  bestimmen  zugleich  die  Gestalt  der  bekannten  Fuchs'schen 
Entwickelungen  der  Fundamentalintegrale  in  der  Umgebung  der 
singulären  Stelle.  Ht. 

E.  Study.     Recurrirende  Reiben  und  bilineare  Formen. 

MoDatsh.  f.  Math.  II.  23-54. 

Es  wird  ein  gewisses  fundamentales  System  von  irrationalen 
Coyarianten  untersucht,  das  zu  einer  ganz  beliebigen  (auch  irgend- 
wie ausgearteten)  bilinearen  Form  T  und  contragredienten  Ver- 
änderlichen gehört 

Die  gemeinten  Govarianten  sind  linear  unabhängig,  und  durch 
Bie  lässt  sich  die  vorgelegte  Form  in  bestimmter  Weise  linear 
ausdrücken.  Mit  ihrer  Hfllfe  wird  die  gegebene  Form  als  Summe 
einfacherer  bilinearer  Formen  dargestellt;  eine  noch  weiter 
gehende  Zerlegung  in  demselben  Sinne  kann  durch  invariante 
Processe  nicht  geleistet  werden;  die  gemeinte  Zerlegung  ist  in- 
sofern die  einfachste  invariante  Zerlegung  einer  bilinearen  Form, 
die  es  giebt.  Der  Grundgedanke  des  Verfahrens  entwickelt  sich 
aus  einem  in  der  Gruppentheorie  üblichen  Ansätze.  Liegt  eine 
bilineare  F^orm  T  von  JV  Variabeinpaaren  a?,-,  m,-  vor,  so  giebt  es 
sicher  eine  kleinste,  «'*»  (n  <  N)  Potenz  von  T,  sodass 

T«  =  a,  T»-*  -j h  OnT^  (r°  =  2xiUi) 

die  Gleichung  niedrigsten  Grades  ist,  der  die  Form  T  genügt. 
Multiplicirt  man  successive  mit  T,  T\  T',  ...,   so  geht  daraus 
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eine  recurrirende  Reihe    hervor,    welche  mit  den  Wurzeln  der 
„charakteristischen  Gleichung  von  T": 

g)(Ä)=  A«  — a,;i-- * an  =0, 

ferner  mit  den  Lösungen  der  linearen  üifferentialgleichung: 

endlich  mit  der  Partialbruchzerlegung  eines  Bruches  von  der  Form 

in  engstem  Zusammenhange  steht. 

Der  Verf.  entwickelt  daher  vorweg  eine  systematische  Dar- 
legung dieses  Zusammenhanges,  die  vielfach  Aber  Bekanntes 
hinausgeht,  und  deren  Fruchtbarkeit  vor  allem  von  einer  ele- 
ganten, symbolischen  Auflösung  gewisser  linearer  Gleichungs- 
Systeme  abhängt. 

Zunächst  wird  der  allgemeine  Fall  behandelt,  wenn  die 
Wurzeln  von  (p(^X)=.  0  ungleich  sind;  erst  dann  werden  die  schwie- 
rigen Modiiicationen  hinzugefügt,  die  bei  irgend  welcher  Coin- 
cidenz  der  Wurzeln  einzutreten  haben.  Die  Anwendung  des 
hiermit  angedeuteten  Zusammenbanges  auf  die  vorliegende  Auf- 
gabe liefert  fast  unmittelbar  ein  System  der  gesuchten  Covarianten 
Tj,  T„  ...,  Tn,  Dieselben  lassen  sich  (im  allgemeinen  Falle) 
sehr  einfach  durch  die  (symbolischen)  Gleichungen 

T?  =  r„     T,n  =  0  (f^Ä;  f,  fc=l,  2,  ...,  n) 

charakterisiren. 

Die  hieraus  sich  ergebenden  analytischen  Ausdrücke  der  7, 
lassen  ihre  Covarianteneigenschaft  sofort  erkennen.  Die  Formen  Ti 
sind  übrigens  nicht  nur  Covarianten  der  Grundform  F,  sondern 
auch  Combinanten  in  dem  Sinne,  dass  sie  sich  nicht  ändern, 
wenn  man  T  durch  irgend  eine  Form  der  linearen  Schar 

K,r+K,r  +  *'  +  KnT- 

ersetzt,  sobald  nur  diese  neue  Form  die  Eigenschaft  besitzt,  daBS 
ihre  n  ersten  Potenzen  gleichfalls  linear  unabhängig  sind. 

Der  behandelte  Gegenstand  steht  in  enger  Verknüpfung  mit 
den  bekannten  Untersuchungen  von  Weierstrass  und  Kronecker; 
er  bildet  aber  insofern  ein  in  sich  abgeschlossenes  Ganzes,   als 
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er  gerade  den  Teil  herausgreift,  welcher  durch  die  elementare 
Theorie  der  recurrirenden  Reihen  ausschliesslich  beherrscht  wird. 

My. 

H.  RosENOw.  üeber  Invariantensysteme,  welche  zur 
Gbarakterisirung  der  verschiedenen  Klassen  bilinearer 
Formen  dienen.   J.  für  Math.  CVIII.  1-24. 

H.  RosENOW.     üeber  die  Anzahl  der"  Klassen  bilinearer 

Formen.      Pr.  (Nr.  lll)  4.  Höh.  Bürgerach.  Berlin.  18  S.  4«. 

H.  RosENOW.  Die  Normalformen  für  die  472  verschie- 
denen Typen  eigentlicher  bilinearer  Formen  von 
10  Variabeinpaaren    bei    congruenter  Transformation 

der   Variabein.     Pr.  (Nr.  lll)  4.    Höh.  Bürgerach.  Berlin.   (1892.) 
21  S.  4«. 

Zwischen  den  von  Weierstrass  und  insbesondere  von  Eronecker 
entwickelten  arithmetischen  Methoden  zur  Untersuchung  der  bili- 
nearen Formen  einerseits  und  den  von  den  Invariantentheore- 
tikern benutzten  „litteralen''  Principien  befand  sich  bisher  eine 
Kluft.  Der  Verf  greift  hier  in  der  zuerst  genannten  Abhandlung 
ein,  indem  er  zur  Lösung  der  Aufgabe,  eine  erschöpfende  Klassi- 
fieirung  der  bilinearen  Formen  einer  bestimmten  Anzahl  von 
Variabeinpaaren  herzustellen,  einmal  die  Kronecker'schen  Inva- 
rianten,  gewisse  ganzzahlige  Charaktere  einer  bilinearen  Form, 
zu  Grunde  legt,  sodann  aber  mit  Hülfe  Christofferscher  Ergebnisse 
die  Individuen  des  zur  Form  in  algebraischem  Sinne  gehörenden 
q vollständigen"  Invariantensystems;  jene  sind  die  Anzahlen  der 
Variabeinpaare  der  einzelnen  „reducirten^  Formen,  als  deren 
Summe  die  gegebene  Form  darstellbar  ist,  während  bei  der  alge- 
braischen Behandlung  eine  bestimmte  Zahl  zugehöriger  Formen 
^Invarianten,  Covarianten,  Contravarianten,  Zwischenformen)  an- 
zugeben ist,  welche  identisch  verschwinden  müssen,  damit  die 
geforderte  Darstellung  möglich  wird. 

Zwei   Darstellungen  sind  dabei  als  verschieden  anzusehen, 
wenn   sie  nicht  durch  identische  (congruente)  Transformationen 
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der  beiden   Variabel nsy steine  in   einander  flbergef&hrt  werden 
können. 

Beide  Darstellangen,  die  arithmetische  wie  die  algebraische, 
werden  für  1,  2,  3,  4  Variabeinpaare  erschöpfend  durcbgef&hrt. 
Die  Anordnung  ist  dabei  eine  derartige,  dass  man  erkennt,  wie 
sich  jede  folgende  Gruppe  aus  den  vorhergehenden  aufbaut. 

In  der  zweitgenannten  Arbeit  wird  die  arithmetische  Klassi- 
fication  der  bilinearen  Formen  auf  fünf,  und  in  der  drittge- 
nannten  sogar  auf  6,  7,  8,  9,  10  Variabeinpaare  ausgedehnt 

My. 

M.  Lerch.     Ueber  eine  charakteristische  Eigenschaft  der 
Gattungen  vom  Geschlechte  Null.     Monatsh.  f.  Math.    il. 

465-468. 

Herr  Frobenius  hat  (J.  für  Math.  LXXXVI.  151  ff.)  den  Satz 
bewiesen,  dass  eine  bilineare  Form,  deren  Coef&cienten  ganze 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Teiler  sind,  durch  passende  Bestim- 
mung der  Variabein  den  Wert  1  erhalten  kann.  Herr  Lerch 
erweitert  diesen  Satz  auf  primitive  Formen  von  Gattungsbereichen 
des  Geschlechtes  Null  (deren  Primdivisoren  sämtlich  der  Haupt- 
klasse angehören),  und  zeigt,  dass  auch  umgekehrt  nur  in  Be- 
reichen  vom  Geschlechte  Null  alle  bilinearen  primitiven  Formen 
die  erwiesene  Eigenschaft  haben.  Lsg. 


A.  Voss.     Ueber  die  cogredienten  Transformationen  einer 
bilinearen  Form    in    sich    selbst        Manch.   Abb.     xvil. 

2.35  -  356. 

Siehe  die  Besprechung  im  vorigen  Jahrgang  der  „Fortschritte" 
(S.  161).  My. 

A,  DEL  Re.      Sülle   coppie  di    forme   bilineari    temarie. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VII,.  88-94. 

Man   vergleiche   eine   voraufgehende    Note    desselben    Ver 
fassers  F.  d.  M.  XXII.  1890.  147.     Hier  werden  Paare  von    bi- 
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linearen  ternären  symmetrischen  Formen  in  cogredienten  Variabein 
als  Paare  von  Polarsystemen  mit  den  Mitteln  der  Geometrie  der 
Lage  antersacht. 

Insbesondere  wird  die  Frage  erledigt,  wann  zwei  solche 
Paare  durch  reelle  Transformationen  in  einander  übergeführt 
werden  können.  My. 

J.  Derüyts.     Sur  une  extension  de  la  loi  de  rdciprocitö 
de  M.  Herinite.    Beig.  Bull.  (3)  xxii.  11-23. 

Der  Verfasser  weist  nach,  dass  das  bekannte,  von  Hrn.  Hermite 
(1854)  fSr  binäre  Formen  aufgestellte  Reciprocitätsgesetz  ein 
Analogen  für  höhere  Formen  dann  und  nur  dann  besitzt,  wenn 
die  letzteren  in  lineare  Factoren  zerlegbar  sind. 

Der  Gedankengang  ist  im  wesentlichen  der  Hermite'sche. 
Dass  das  Reciprocitätsgesetz  schon  bei  einer  (nicht  zerfallenden) 
quadratischen  ternären  Form  versagt,  liegt  auf  der  Hand:  denn 
einer  solchen  kommt  eine  Invariante  dritten  Grades  (ihre  Dis- 
eriminante)  zu,  während  doch  eine  allgemeine  kubische  ternäre 
Form  keine  Invariante  zweiten  Grades  besitzt.  My. 


J.  E.  Campbell.  Note  on  the  simultaneous  trausfor- 
matioD  of  two  quadric  funetions.    Mess.  (2)  xxL  78-83. 

Bemerkungen  über  das  Verschwinden  der  Unterdeterminanten 
ftr  den  Fall  gleicher  Wurzeln  in  der  „Lagrange'schen  Gleichung"; 
allgemein:  »Wenn  r  Wurzeln  der  Lagrange'schen  Determinante 
gleich  sind,  so  ist  die  Reduction  der  quadratischen  Formen  auf 
Xormalformen  unmöglich,  es  sei  denn,  dass  alle  (r— 1)'*°  Unter- 
ieterminanten  für  jenie  gleiche  Wurzel  verschwinden;  aber  falls 
^ie  dies  tbun,  ist  die  Reduction  mit  |r(r— 1)  Graden  der  Frei- 
keit möglich«.  •  Lp. 

^.  HuMBKRT.  8ur  la  transfornQation  d'une  forme  qua- 
dratique  de  n  variables  en  une  somme  de  carr^s  au 
nioyen  d'une  Substitution  orthogonale.     J.  de  Math.  sp^c. 

(3)  V.  73-76. 
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„Ich  bezwecke  in  dieser  Note  eine  knrze  und  einfache  Dis- 
cuBsion  der  Gleichung  in  t  f&r  den  Fall,  in  welchem  die  Coeffi- 
cienten  der  quadratischen  Form  reell  sind.  ...  Es  hat  mir  ge- 
schienen, dass  die  Aufsuchung  der  Bedingungen  dafttr,  dass  eine 
Wurzel  vielfach  von  der  Ordnung  p  ist,  etwas  zu  kfinsttich  und 
schwer  zu  fassen  sei."  Lp. 


H.    Laurent.       Sur    las    formes    quadratiques    et     aur 

r^quation    dite  en  S,     Nonv.  Ann.  (3)  X.  503-507. 

Der  Verf.  discutirt  die  zu  einer  quadratischen  Form  gehörige 
charakteristische  Gleichung  mit  elementaren  Mitteln.  Die  Multi- 
plication  von  Determinanten  wird  nicht  benutzt  My. 


L.  Kronecker.      Algebraische    Reduction    der    Scharen 
quadratischer  Formen.    Berl.  Ber.  1890.  1375-1388;  1891.  9-i7, 

33  -  44. 

Die  gleiche  Methode,  welche  in  einer  früheren  Abhandlung 
(vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  169ff.)  zur  algebraischen  Reduction 
der  Scharen  bilinearer  Formen  dargelegt  wurde,  f&hrt  auch  fQr 
Scharen  quadratischer  Formen  zum  Ziel.  Ist  die  Determinante 
einer  Schar  quadratischer  Formen  gleich  Null,  so  bestehen  zwi- 
schen den  Ableitungen  der  Schar  nach  den  Variabein  lineare 
Relationen,  welche  auf  eine  kleinste  Anzahl  und  auf  möglichst 
niedrige  Grade  reducirt  angenommen  werden  können.  So  viele 
unter  diesen  Relationen  den  Grad  Null  besitzen,  so  viele  Variabein 
können  durch  lineare  Transformation  entfernt  werden;  wenn  von 
den  restirenden  Relationen  m  (>  0)  die  niedrigste  unter  den  auf- 
tretenden Grundzahlen  ist,  so  kann  von  der  Schar  eine  Elementar- 
3char  mit  verschwindender  Determinante: 

h==m 

so  losgelöst  werden,  dass  die  übrig  bleibende  Schar  2m  +  1  Va- 
riabein weniger  enthält.  Durch  Fortsetzung  des  Verfahrens 
kommt  man  schliesslich  auf  eine  Schar  mit  nicht  verschwinden- 
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der  Determinanle,  welche  nach  der  Methode  des  Hena  Weier- 
BtruB  redacirt  werden  kann,  und  hieraus  ergiebt  sich  das  Re- 
sultat, dass  sich  eine  beliebige  Schar  quadratischem  Fono/en 
2(uaa  +  vbik)xt»i^  stets  in  eine  ^reducirte**  Sohar 

£2;Kv+  rwi-^)0^;^  +  vv^;^\       ^u,  v  =  i,  2, ...) 

y     fi 

transformiren  lässt,  in  welcher: 

(ar  +  A  =  nir>-l;  y  =  i(«Jr>-l))  («  +  A  =  nM-2) 
ist  und  die  Summation  nur  dann  auch  über  den  Wert  v  z=i  0  zu 
erstrecken  ist,  wenn  die  Deteroainante  der  Schar  yerschwindet. 
Die  verschiedenen  Transformationsmethoden,  welche  man  bei 
Ablösung  der  Elementarscharen  mit  verschwindender  Deter- 
minante einzuschlagen  hat,  je  nachdem  man  bloss  die  algebrai- 
sche oder  die  arithmetische,  im  ursprünglichen  Rationalitäts- 
bereiche verbleibende  Reduction  im  Auge  hat,  finden  in  der  Ab- 
handlung ihre  ausführliche  Erörterung. 

Die  in  der  reducirten  Schar  zu  Tage  tretenden  Anzahlen 
und  Grössen  bilden  ein  vollständiges  System  von  Invarianten 
für  die  betrachtete  Schar.  Es  sind  nämlich  die  Grössen  tr^^^  die 
Wurzeln  der  grössten  gemeinsamen  Teiler  der  sämtlichen  Sub- 
determinanten  x^'  Ordnung  (x  =  1,  2,  ..  •,  n),  derart  dass  den 
identisch  verschwindenden  Subdeterminanten  „Unbestimmte"  tc^^ 
entsprechen,  und  es  stehen  ferner  die  Zahlen  n^*")  in  einem  ein- 

fachen  Zusammenhange  einerseits  mit  den  Grad^ahlen  m  der 
identischen  linearen  Relationen,  andererseits  mit  den  Gradzablen 
der  Elementarteiler.  Jene  linearen  Relationen  liefern  aber  ausser 
ihren  Gradzahlen  noch  durch  ihre  Coef&cienten  Elemente  zur 
Bildung^  von  Invarianten,  indem  gewisse  mit  ihnen  zusammen- 
naogende  Linearformen  Covarianten  für  jede  lineare  Transfor- 
mation der  Schar  sind.  I^sg. 

M.  Pasch,      üeber    bilineare  Formen    und   deren    gao- 
metrische  Anwendung.     Math.  Am.  xxxviii.  24T4a 

Schon  in  zwei  früheren  Arbeiten  (F.  d.  M.  XVI.  1884.  728, 

FwtMhr.  d.  lUth.  XXIII.  1.  9 
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XVII.  1886.  692)  hatte  sich  der  Verf.  damit  beschäftigt,  die  In- 
variaaten,  welche  in  der  Determinante  und  der  Adjangirten  eines 
Bttschels  von  ternfiren  bilinearen  Formen  auftreten,  innerhalb  der 
Theorie  der  prqjectiven  ebenen  Systeme  geometrisch  zu  deuten. 
Diese  Dinge  werden  jetzt  im  Znsammenhange  dargelegt  und  vor 
allem  auch  die  Ausartungen  der  wichtigsten  Gebilde  systematisch 
verfolgt;  gerade  um  dieses  Ziel  zu  erreichen,  bedarf  es  wieder- 
holt des  ZurOckgreifens  auf  die  Theorie  der  binären  bilinearen 
Formen  (d.  i.  auf  gewisse  hierselbst  herrschende  Identitäten). 
Man  kann  sagen,  dass  hiermit  ein  neues  eigentümliches  Ueber- 
tragungsprincip  gewonnen  ist.  Um  einige  Ergebnisse  herauszu- 
greifen, so  sei  fixu)  eine  ternäre  biltneare  Form  mit  contragre- 
dienten  Variabein,  u«  die  identische  Covariante,  dann  hat  die  Ad- 
jungirte  der  linearen  Verbindung  qf'\-ouj,  entwickelt  die  Gestalt: 

Um  die  Projectivität  %p(xu)  =  0  zu  deuten,  sei  a  ein  beliebiger 
Punkt  der  Ebene,  sodann  wähle  man  ein  Punktepaar  6,  c  so, 
dass,  wenn  die  den  Punkten  6,  c  vermöge  f{xu)  =  0  entsprechenden 
Punkte  mit  b\  c*  bezeichnet  werden,  die  Geraden  bc'  und  cb' 
durch  a  laufen.  Alle  solche  Geraden  bc  vereinigen  sieb  in  dem 
sogenannten  „Gegenpunkte^  A  von  a.  Die  Punktepaare  aÄ  sind 
nun  eben  die  gesuchten  Punktepaare  der  Projectivität  \p(xü)  =  0. 
Hieraus  fliesst  fast  unmittelbar  der  elegante  Satz: 

Wenn  durch  eine  ebene  Projectivität  ein  Dreieck  abc  in  a'b'c\ 
dieses  in  a'^b*^c''  übergeht,  und  es  liegen  zwei  von  den  Dreiecken 
perspectiv,  so  liegen  sie  auch  perspectiv  zu  dem  dritten. 

In  ähnlicher  Weise  werden  ternäre  bilineare  Formen  mit 
cogredienten  Variabein  untersucht,  insbesondere  der  Fall  der 
symmetrischen,  d.  i.  der  quadratischen  Formen.  Verlegt  man  die 
Ebene  der  Figur  in's  Unendliche  und  nimmt  den  einen  der 
beiden  Kegelschnitte  als  Eugelkreis  an,  so  ergeben  sich  inter- 
essante Zusammenhänge  mit  dem  ^ Kegel  des  Pappus**  und  dem 
„orthogonalen  Kegel''.  Zum  Schluss  wird  eine  bekannte  funda> 
mentale  Identität  zwischen  Covarianten  einer  ternären  bilinearen 
Form  auf  eine  beliebige  bilineare  Form  ausgedehnt.        My. 
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E.  Waelsch.     üeber  eine  geometrische  Darstellung  in 
der  Theorie  der  binären  Formen.   Wien.  Ber.  c.  574-585. 

Die  Covarianten  von  n  Punkten  eines  Raumes  von  it~-2 
Dimensionen  hat  zuerst  Hr.  Klein  zu  der  Theorie  der  Resolventen 
einer  Gleichung  n*^^  Ordnung  in  Beziehung  gesetzt. 

Diese  Covariantcn  werden  hier  mit  der  binären  Invarianten- 
theorie in  Zusammenhang  gebracht  vermöge  geometrischer  Gon- 
8trnctionen,  die  nicht  nur  an  und  fQr  sich  fruchtbar  sind,  sondern 
auch  zu  dem  merkwürdigen  Endergebnis  führen,  dass  sich  die 
ganze  Theorie  inhaltlich  mit  der  Hermite'schen  Theorie  der  asso- 
ciirten  Formen  deckt. 

Der  Deutlichkeit  halber  mögen  wir  uns  auf  den  Fall  n  =  5 
beschränken,  also  auf  den  Fall  eines  Fünfecks  im  gewöhnlichen 
Räume.  Durch  f&nf  Raumpunkte  geht  eine  oo^  Schar  von 
kubischen  Raumcurven  g>.  Greift  man  irgend  eine  derselben 
heraus,  so  sind  die  fünf  Punkte  auf  ihr  durch  eine  binäre  Form 
fünfter  Ordnung  f  repräsentirt.  Sei  C  irgend  eine  Covariante 
von  fj  so  beschreiben  die  Wurzelpunkte  von  f  auf  der  Curve, 
sobald  die  letztere  ihre  cx>'  Lagen  passirt,  eine  Fläche,  „die 
zugehörige  Covariantenfläche*'.  Anstatt  nun  diese  Fläche  auf  das 
gegebene  Fünfeck  zu  beziehen,  bezieht  man  sie  besser  auf  ein 
mit  dem  Fünfeck  selbst  covariant  verknüpftes  Fünfflach  als 
Coordinatenfünfflach.  Das  gemeinte  Fünfflach  wird  einfach  ge- 
bildet durch  die  fünf  Ebenen,  welche  aus  einer  Curve  q>  (und 
damit  s&ugleich  aus  allen  übrigen)  immer  die  erste  Polargruppe 
eines  Wurzelpunktes  von  f  bezw.  der  vier  Übrigen  Wurzelpunkte 
ausschneiden. 

Damit  hat  man  ein  covariantes  Normalsystem  von  fünf  homo- 
genen Punktcoordinaten  o;,*,  die  noch  an  eine  lineare  Relation, 
etwa  2xi  =  0,  gebunden  sind.  Hieran  schliesst  sich  unmittelbar 
eine  wiederum  mit  f  covariant  verknüpfte  Parameterdarstellung 
auf  der  Curve  q>. 

Jede  Covariante  des  ursprünglichen  Fünfecks  ist  jetzt  eine 
symmetrische  Function  der  o?,-;  gleich  Null  gesetzt,  stellt  sie  eine 

9* 
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CoyariMtenflftche  dar,  welche  zugleich  aus  tp  eine  binäre  Cova- 
riante  von  f  ausBchneidet. 

Aehnlich  werden  die  Invarianten  behandelt.  Ist  J  eine  In- 
variante von  f^  dann  erfüllen  die  oo'  Garven  q^j  auf  denen  die 
fUnf  gegebenen  Punkte  eine  Form  f  mit  J  =  0  darstellen,  eine 
Fläche,  „die  zugehörige  Invariantenfläche^. 

Die  elementar  -  syrometrischen  Functionen  der  x  erweisen 
sich  geradezu  identisch  mit  den  Hermite'schen  associirten  Formen 
(oder  präciser  mit  den  Schwesterformen). 

Von  hier  aus  gelangt  der  Verfasser  auch  ungezwungen  zu 
der  bekannten  Darstellung  der  invarianten  Gebilde  von  f  mittels 
der  einseitigen  Derivirten  von  f. 

(Vgl.  auch  das  Referat  über  Eohn  auf  S.  118.)  My. 

L,  Berzolari.  Intorno  alla  rappresenCazione  delle  forme 
binarie  cubiche  e  biquadratiche  sulla  cubica  gobba.  I.  II. 

Palermo  Rend.  V.  9-50. 

Die  innige  Verknüpfung  der  Invariantentheorie  der  binären 
Formen  mit  projectiven  Eigenschaften  der  kubischen  Raumcurve 
(auf  der  jene  Formen  geometrisch  interpretirt  werden)  ist  bereits 
von  verschiedenen  Autoren  (Voss,  Sturm,  d'Ovidio,  Pittarelli, 
0.  Schlesinger,  Fr.  Meyer,  Lindemann  u.  a.)  verfolgt  worden.  Der 
Verfasser  geht  in  dieser  Richtung  weiter;  indem  er  sich  der 
symbolischen  Rechnung  bedient,  vermag  er  nicht  nur  für  eine 
Reihe  binärer  Bildungen  einfache  geometrische  Interpretationen 
anzugeben,  sondern  auch  umgekehrt  für  geometrische  Gebilde, 
welche  in  der  Theorie  der  kubischen  Raumcurve  von  Wichtig- 
keit sind,  elegante  algebraische  Ausdrücke  aufzustellen.  Im 
ersten  Teile  der  Arbeit  wird  in  dieser  Hinsicht  insbesondere  das 
simultane  System  einer  quadratischen  und  kubischen  Form,  so- 
wie dasjenige  einer  kubischen  und  bi quadratischen  untersneht; 
im  zweiten  Teile  die  Form  sechster  Ordnung.  My. 

P.  A.  MacMahon.  Yoke-chains  and  muUiparlite  com*- 
posilioDs  in  connexion  witb  the  analytical  forma 
called  ^treea^.    L#oa.  m.  s.  Pro«,  xxii.  sso-^u^. 
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Ein  „yoke-chaiD^  (nach  €ayley)  ist  eine  keUdafarmige  An- 
ordnung einfacher  Curyenzweige,  von  denen  in  jedem  ^^ Knoten- 
punkt" eine  beliebige  Anzahl  zusammenstossen  können. 

Zunächst  wird  gefragt  nach  Anzahl  und  Aussehen  der  ver- 
schiedenen yoke-chains,  die  man  mittels  einer  vorgegebenen 
Anzahl  von  Zweigen  bilden  kann.  Kach  successiver  Erledigung 
der  einfachsten  Fälle  wird  ^in^  allgemeine  Formel  gegeben,  in- 
dem die  Frage  zurückgeführt  wird  auf  die  vom  Verfasser  schon 
froher  untersuchten  „nicht  unitären"  Zerlegungen  einer  ganzen 
Zahl  n  in  ganzzahlige  Teile  2,  3,  4,  . . .,  n. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  yoke-chains  nach  der  An- 
zahl ihrer  Knotenpunkte  einteilen. 

Die  yoke  -  chains  treten  in  der  Physik  auf  als  Diagramme 
für  die  Combinationen  von  Widerständen  linearer  elektrischer 
Conductoren   resp.    von  Gapaeitäten  elektrischer  Condensatoren. 

My. 

F*  MoBLET.     On  the  covariant  geometry  of  tbe  triangle. 

Quart.  J.  XXV.  186-197. 

Der  Verfasser  knüpft  an  «iae  bekannte  Arbeit  von  Hrn.  Bel- 
trami  (1870)  an,  welche  die  Invariantentheorie  einer  kubischen 
(und  biquadratischen)  binären  Form  mit  complexen  Coefficienten 
geometriaeh  interpretirt.  Die  drei  Wurzeln  der  gleich  Null  ge- 
setzten Form  bilden  die  Ecken  eines  Dreiecks  der  Ebene. 

Die  Covariante  zweiter  und  dritter  Ordnung  der  Form  wird 
hier  noch  weiter  in  Beziehung  gesetzt  zu  den  aus  der  Elementar- 
geometrie bekannten  merkwürdigen  Punkten  und  Kreisen  des 
Dreiecks.  My. 

(y.  Lb  Paiqe.    Rapport  sur  un  memoire  de  M.  J.  Derutts 
iDtituI^:  Sur  \e  d^veloppement  de  certaines  fonctions 

alg^briques.     Belg.  Ball.  (3)  XXII.  441-442. 

Die  Abhandlung  soll  in  einer  der  akademischen  Sammlungen 
erscheinen.  Mn.  (Lp.) 
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K.  ZoRAWSKi.     Ueber  Biegungsinvarianten.     Eine   An 
Wendung  der  Lie'schen  Gruppentheorie.   Disb.  Leipzig. 


Capitel  3. 

Elimination  und  Substitution,  Determinanten, 

symmetrische  Functionen. 

O.  Biermann.     Ueber  die  Resultante  ganzer  Functionen. 

Monatsh.  f.  Math.  II.  143-146. 
Setzt  man 

q>  =  6^a?"  +  6,x»-*  -| 1-6«, 

und  bedeutet  A/,g,  die  Resultante  der  ganzen  Functionen  f  und  9, 

^/+r^9>  die  Resultante  der  Functionen  f  4-7*  V^  und  qp,  so  ergiebt 
sich  unter  der  Voraussetzung  m<Cn  durch  Determinanten -Um- 
formungen die  Gleichung 

F. 

M.   Martonb.      Sülle    radici    comuni    a    piü    equazioni. 

(Jataosaro.  Maccarone.  24  S.  S^. 

Das  Hauptresultat  dieser  Arbeit  besteht  in  folgendem  Satze: 
Besitzen  die  Gleichungen: 

ajo  +  ÖH^+^n^'H f-öi»«"  =  0, 


wo  w^  w,  wenigstens  n — w  +  2  gemeinschaftliche  Wurzeln,  so  ist: 

i  (h,n       fl2,«-l       •    .     .       a2,H-m+\ 


=  0. 


Vi. 
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E.  Wablsch.     Ein  Satz  über  die  Resultante  algebraischer 
Gleichungen     und     seine    geometrische    Anwendung. 

MoDatah.  f.  Math.  II.  421-428. 

R  sei  die  Resultante  der  OleichuDgen 

V;(l)  =  /J,i7-h/?,Ar'^.  +  --  +  /^nil  =0. 
Um  nachzuweiseu,  dass 

R    ^    SR    9R         dR    dR 

doi     dßk         dßi     dok 

durch  R  teilbar  ist,  und  um  gleichzeitig  das  Resultat  der  Divi- 
sion zu  finden,  wird  der  Quotient 

(Am) 
aufgestellt,  worin  g>(X)ß  die  Polare 

bedeutet.  Die  Goefficienten  dieses  Quotienten  bilden  eine  Matrize 
von  n — 1  Zeilen  und  n  +  l  Columnen.  Streicht  man  in  der 
Matrize  die  i^^  und  k^  Columne  weg,  so  bleibt  eine  Determinante  Pa 
flbrig;  und  es  ergiebt  sich  dann  die  abzuleitende  Formel: 

Die  geometrische  Anwendung  führt  zu  dem  Satze:  „Legt  man 
durch  eine  Gerade  g  eine  Ebene  E  und  bestimmt  die  Schnitt- 
punkte mit  einer  Curve  dritter  Ordnung  C,,  ferner  den  Pol  p 
der  Geraden  g  bezüglich  des  Dreieckes  dieser  Punkte,  so  variirt  p 
auf  einer  Geraden  ^,  wenn  sich  £  um  ;  dreht.  Die  vier  Punkte  (a) 
von  C3,  deren  Curventangenten  die  Gerade  y  schneiden,  bilden 
die  Hesse'sche  Covariante  der  vier  Punkte  (a),  deren  Tangenten 
die  Gerade  g  treffen.''  F. 


Fr.  Meteb.     Ueber  Discriminanten  und  Resultanten  von 
Singularitätengleicbungen.  IV.    Gott.  Nachr.  I89i.  u-26. 

Fortsetzung  der  Arbeiten,  über  welche  F.  d.  M.  XXII.  1890. 
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175  referirt  worden  ist.  In  demselben  Sinne  wie  in  den  früheren 
Arbeiten  die  Hyperosculationsebenen,  die  Sehmiegnngsberfihr- 
ebenen  und  die  Trefftangenten  ontersucbt  worden  sind,  werden 
in  der  vorliegenden  Mitteilung  die  beiden  noch  übrigen  Elementar- 
aingularitäten  einer  Raumcurve,  nämlich  die  Tritangentialebenen 
und  die  Quadrisecanten  in  ihren  Beziehungen  su  einander  wie 
zu  den  drei  ersterwähnten  Singularitäten  behandelt,  indem  die 
Discriminanten  und  Resultanten  der  Singularitätenformen  in 
Elementarfactoren  aufgelost  werden.  Um  die  Grade  der  letzteren 
zu  bestimmen,  wird  ausser  den  bisher  verwendeten  Hülfsmitteln 
noch  das  Chasles'scbe  Correspondenzprincip  benutzt.  Die  Metho- 
den gestatten  die  Verallgemeinerung  auf  Curven  in  Räomen  von 
beliebig  vielen  Dimensionen;  die  Zerlegung  zweier  hierauf  be- 
züglichen Determinanten  ist  am  Schlüsse  angegeben.  F. 

Th.  Muir.     Note  on  a  problem  of  elimiuation  connected 
witb  the  glissettes  of  an  ellipse  or  hyperbola.     Ediob. 

Proc.  XIX.  25-31. 

Die  Aufgabe  kommt  in  dem  Aufsatze  von  Hrn.  Tait  vor: 
„Glissettes  of  an  ellipse  and  of  a  hyperbola"  (Edinb.  Proc.  XVII 
24,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  742).  Die  Coordinaten  x,  y  werden 
ohne  Mühe  mittels  eines  Parameters  B  durch  die  Gleichungen 
gefunden: 

^  =  |/ä^cos'®  +  fc'sin*0+pcos0--f8in0, 

y  =  ya'sin'ö  +  6*008*0 +  p8iB0—7CO8®, 

und  ans  ihnen  wird  0  eliminirt.    Das  Ergebnis  wird  eine  com- 
plicirte  Gleichung  achten  Grades  in  den  Coordinaten  x  und  y. 

Cly.  (Lp.) 

R.  Harlet.      On    the    interchange    of   two    diflFeretitial 

resolvents.     Manchester  Proc.  (4)  V.  79-89. 

Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist  der  Nachweis  des  Satzes : 
Wenn  zwei  algebraische  Gleichungen  so  mit  einander  verknüpft 
sind,   dass  jede  von  ihnen  in  die  andere  dadurch  umgewandelt 
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werden  kann,  dasB  man  ohne  Einbusse  der  Allgemeinheit  gewisse 
Beziehungen  zwischen  den  verfügbaren  Grössen  annimmt,  so 
bestehen  gewisse  Fälle,  in  denen  die  beiden  Differentialresol- 
yenten  ebenfalls  mittels  derselben  Substitutionen  in  einander 
umgewandelt  werden  können.  Gbs.  (Lp.) 


L.  Kronbckbr.     Ueber  eine   Stelle  in  Jacobi's    Aufsatz 
„Observatiunculae    ad    theoriam    aequationum    perti- 

nentes«.    J.  für  Math.  OVII.  349-352. 

In  der  betreffenden  Stelle  charakterisirt  Jacobi  eine  ganze 
rationale  Function  von  5  Elementen  als  unveränderlich  bei  zwei 
Substitutionen,  die  beide  bei  derselben  Anordnung  der  Elemente 
cvklisch  sind,  von  denen  also  eine  überflüssig  ist.  In  der  That 
ist  im  dritten  Bande  der  gesammelten  Werke  die  zweite  Substi- 
tution fortgelassen  worden.  Nun  bemerkt  aber  Hr.  Cayley  in  einem 
Briefe  an  Eronecker,  dass,  wie  aus  den  Entwickelungen  hervor- 
gehe, Jacobi  gar  nicht  eine  cyklische  Function  gemeint  haben 
könne,  sondern  vielmehr  eine  halbmetacyklische,  dass  demnach 
die  zweite  Substitution  nicht  fortzulassen,  sondern  durch  eine 
andere  zu  ersetzen  sei.  Eronecker  stimmt  dieser  Ansicht  zu, 
ist  aber  der  Meinung,  dass  die  Correctur  noch  einfacher  durch 
Einscbiebung  zweier  Worte  erreicht  werden  könne. 

Im  übrigen  erweitert  Eronecker  die  Jacobi'sche  Deduction 
auf  den  Fall,  dass  die  Anzahl  der  Elemente  eine  beliebige  un- 
gerade Primzahl  ist.  F. 


A.  Cayley.     On  the  Substitution  groups  for  two,  three, 
four,  five,  six,  seven,  and  eight  letters.     Quart.  J.  XXV. 

137-156. 

Letzter  Teil  der  Arbeit,  Über  welche  bereits  (F.  d.  M.  XXII. 
1890. 176)  referirt  worden  ist.  Es  werden  die  sämtlichen  Gruppen 
Ton  Substitutionen  aus  acht  Elementen  mitgeteilt  und  die  Ab- 
weichungen von  der  Tabelle  des  Herrn  Askwith  (cf.  F.  d.  M. 
XXII.  1890.  176)  im  einzelnen  angegeben.  F. 
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L.  J.  Rogers.       On    the    analjtical    representation    of 

heptagrams.    Lond.  M.  S.  Proc.  xxir.  37-52. 

Die  Arbeit  enthält  in  der  Hauptsache  eine  geometrische 
Deutung  der  Hermite'schen  Untersuchungen  ttber  die  Substitu- 
tionen von  sieben  Buchstaben,  bezw.  die  analytischen  Functionen, 
welche  diese  Substitutionen  darstellen.  (Vergl.  Serret,  Algebra, 
§§  474-488.)  Wbg. 


Th.  P.  KiRKMAN.  The  143  six-letter  functions  given 
bj  the  first  transitive  maximum  groups  of  aix  letters, 
with   füll    exhibition  of  the  values   of  the  functions. 

Manchester  Proc.  (4)  V.  23-53. 


M.  D^OcAGNE.     Sur  les  substitutions  unfaires  d'ane  seule 
variable  k  coefficients  p^riodiques.    s.  M.  F.  Bull.  XIX.  37-39. 

Hat  man 


I 


und 


""''   cx+d'    "^»^   cx,+d  '     •  •  •'     ^•"'   cxn^i+d 


AnX-^-Bn 

Xn    = 


SO  werden  An^  Bn^  Cn^  D»  als  Functionen  von  a,  6,  c,  d  dar- 
gestellt. 

Wenn  die  Coefficienten  der  auf  einander  folgenden  Substitu- 
tionen nicht  dieselben  sind,  sondern  sich  periodisch  wiederholen, 
so  lassen  sich  die  A^  B,  C,  D  gleichfalls  durch  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Substitutionen  ausdrücken.  F. 


R.  Fricke.     lieber  eine  besondere  Klasse  discontinuir- 
lieher  Gruppen   reeller   linearer  Substitutionen.    I.   IL 

Math.  Ann.  XXXVIII.  50-81,  4GI-476. 
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R.  Fricke.  Weitere  Untersuchungen  über  automorphe 
Gruppen  solcher  linearen  Bubstitutionen  einer  Varia- 
bein, deren  Coefficienten  Quadratwurzeln  ganzer  Zahlen 
enthalten.     Math.  add.  xxxix.  62-106. 

Die  erste  AbhandluDg  führt  das  von  Herrn  Poincarö  an- 
gegebene Princip  zur  Bildung  unendlicher  Gruppen  linear  ge- 
brochener Substitutionen  einer  Veränderlichen  im  speciellen  durch. 
Der  Verf.  legt  die  ternäre  quadratische  Form  f  =:  qx* — y* — a* 
zu  Grunde,  wo  q  eine  Primzahl  ist,  und  stellt  dann  das  System 
aller  ternären  Substitutionen  auf,  welche  die  Form  f  in  sich  über- 
führen. Um  aus  diesem  allgemeinen  Systeme  ternärer  Substitu- 
tionen die  ganzzahligen  Substitutionen  auszusondern,  bedarf  es 
der  Unterscheidung  zweier  Fälle,  je  nachdem  q  von  der  Gestalt 
4h — 1  oder  4^+1  ist.    Nunmehr  wird  vermittelst  der  Substitution 

CO  = ^ '-  ^    "^ ,    wo  •  die  imaginäre  Einheit  und  to  eine 

xVq—y 

eomplexe  Veränderliche  bedeutet,  das  Innere  der  Ellipse  ^=0 
auf  die  positive  cü- Halbebene  abgebildet.  Hierbei  gehen^die 
Secanten  der  Ellipse  in  die  zur  reellen  lo-Axe  orthogonalen  Halb- 
kreise über;  einer  jeden  linearen  ternären  Transformation  der 
Form  f  in  sich  entspricht  eine  linear  gebrochene  Substitution  der 
eomplexen  Veränderlichen  oi,  und  umgekehrt  Aus  der  vorhin 
erhaltenen  unendlichen  Gruppe  ternärer  Substitutionen  ergiebt 
sich  somit  die  gesuchte  Gruppe  jT^«^  von  Substitutionen  der  Ver- 
änderlichen (o.    Die  durch  Spiegelung  an  der  Axe  der  imaginären 

Zahlen,  d.  h.  durch  die  Substitution  w'  =  —  w  erweiterte  Gruppe 

wird  mit  r^«^  bezeichnet.  Der  Verfasser  stellt  nun  der  Reihe  nach 
ftr  die  Fälle  g  =  l,  3,  5,  7,  11  die  Fundamentalbereiche  auf, 
and  zwar  indem  er  nicht  sogleich  innerhalb  der  cu- Halbebene, 
sondern  vielmehr  zunächst  im  Innern  der  Ellipse  f  =  0  operirt, 
und  daselbst  vor  allem  die  sogenannten  harmonischen  Perspecti- 
vitäteu  studirt,  d.  h.  die  Operationen  von  der  Periode -2,  die  in 
der  Ol*  Halbebene  Spiegelungen  an  gewissen  Symmetriekreisen 
bedeuten.    So  bildet  beispielsweise  das  Dreieck  mit  den  Ecken 

a>  =  f ^  l4-iy§,  t  oo  einen  Fundamentalraum  für  r(^\  und  nehmen 


140  Il.AbMbnitt.    Alg^bcm. 

wir  etwa  da«  rechts  daneben  liegende  eongraente  Dreieek  hinzu, 
80  erbalten  wir  einen  Fundamentalbereioh  fOr  J*(^);  als  erzeugende 
Subfltitntion  der  letzteren  Gruppe  ergeben  eich  daraus  die  beiden 
folgenden 

1  3 

Im  letzten  Teile  der  Abhandlung  werden  einige  allgemeine  Be- 
merkungen ober  die  Gruppe  Jn9>  gemacht.  Von  arithmetischem 
Standpunkte  aus  erscheint  besonders  der  folgende  Satz  von  Inter- 
esse:  Es  giebt  in  der  Gruppe  r(^>  eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe des  endlichen  Index  /i,  welche  aus  den  Substitutionen 
der  Determinante  1  von  der  Gestalt 

_ ca  +  — 2— 

besteht,  wo  a,  6,  c,  d  ganze  Zahlen  sind. 

In  der  zweiten  Abhandlung  zeigt  der  Verfasser,  dass  ftlr 
die  Erkenntnis  des  Charakters  der  betrachteten  Gruppen  die 
ternäre  Gestalt  derselben  keineswegs  das  einzig  durchsichtige 
Mittel  abgiebt;  die  fraglichen  Substitutionen  gestatten  vielmehr 
folgende    directe    Definition:    Versteht  man   unter  A,  B   irgend 

2  Zahlen  von  der  Gestalt  ^-^j    wo   a,  h   ganze   rationale 

Zahlen  sind  und  q  eine  Primzahl  von  der  Form  Ah—1  ist;  be- 
deuten ferner  A,  B  die  zu  A,  B  conjugirten  Zahlen,  so  bildet 
die  Gesamtheit  der  Substitutionen  von  der  Gestalt 

-jBw-f  A 

eine  Gruppe,  welche  mit  r^  bezeichnet  wird.  Dureh  Erweiterung 
dieser  Gruppe  mittels  der  Substitution  w*  £=  — ta  gelangt  der 
Verfasser  zu  der  Gruppe  JT,,  innerhalb  welcher  F^  eine  ausge- 
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zeichnete  Untergruppe  des  Index  2  ist     Ferner  zeigt  sich,  dass 
die  Orappe  F^  mittels  Transformation  mit  der  Snbstitution 

1  1 


0}    = 


V2       y2 


w  + 


y2      1/2 

in  sieh  Qbergeht;  darch  Erweiterung  der  Gruppe  J*,  mittels  dieser 
Snbstitution  entsteht  eine  Gruppe  F,  innerhalb  welcher  r,  und 
r^  ausgezeichnete  Untergruppen  vom  Index  2  bezüglich  4  sind. 
Wird  jetzt  noch  die  Gruppe  F  mittels   der  Spiegelung  an  der 

imaginären  Axe  erweitert,  so  entsteht  eine  Gruppe  r,  von  welcher 
r  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2  ist,  und  welche 
ihrerseits,  wie  die  vom  Verfasser  berechneten  speciellen  Fälle 
lehren,  in  keiner  umfassenderen  Gruppe  ausgezeichnet  ist.  Zur 
Construetion  von  Fundamentalräumen  fttr  die  aufgestellten  Grup- 
pen wird  nach  den  in  den  Gruppen  vorkommenden  parabolischen 
und  elliptischen  Substitutionen  mittels  bekannter  Methoden  ge- 
forscht. Das  Resultat  ist:  £s  giebt  parabolische  Substitutionen 
Oberhaupt  nicht  und  elliptische  nur  von  den  Perioden  2,  3  und  4, 
betreflFs  deren  Auftreten  in  den  verschiedenen  Typen  von  Substi- 
tutionen 4  Fälle  zu  unterscheiden  sind,  je  nachdem  die  Primzahl  q, 
durch  24  geteilt,  die  Reste  7,  11,  19,  23  lässt.  Hieran  schliesst 
der  Verfasser  die  Aufstellung  der  Fundamentalräume  fhr  die 
weiteren  Fälle  g  =  19  und  q  =  23. 

Die  dritte  Arbeit  behandelt  zunächst  eine  Verallgemeinerung 
der  in  den  beiden  ersten  Arbeiten  untersuchten  Gruppen.  Statt 
der  oben  definirten  Substitutionen  der  Gruppe  F^  werden  die 
Substitutionen  von  der  allgemeineren  Gestalt 

a+hYq  cj/r  +  dyTq' 


2  '  2 

2«  Grande  gelegt,  wo  a,  5,  e,  d  irgend  vTelcbe  ganzen  Zahlen, 
9  and  r  Prirniahlen  bezttgtieb  von  der  Gestalt  4^—1  und 
44  4. 1   sind.     Die  dwob  die  Oeaamtheit  dieser  Substitutionen 
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bestiininte  Gruppe  wird  mit  r^  bezeichnet.  Von  dieser  Gruppe 
aus  steigt  der  Verfasser  durch  ein  ähnliches  Verfahren  wie  Tor- 

hin  der  Reihe  nach  zu  den  Gruppen  7^,  jT,,  F^  F  auf,  von 
denen  jede  spätere  Gruppe  alle  früheren  als  ausgezeichnete 
Untergruppe  enthält.  Nach  Ermittelung  der  elliptischen  Substi- 
tutionen der  aufgestellten  Gruppen  wendet  sich  der  Verfasser 
zur  Herstellung  von  Fundamentalpolygonen  und  bemerkt  unter 
anderem ,  dass  allgemein  der  zur  Gruppe  F  gehörige  Fanda- 
mentalbereich  das  Geschlecht  p  =  0  besitzt. 

Die  durch  die  Substitutionen  der  Gruppe  bestimmte  Polygou- 
einteilung  in  der  w- Halbebene  giebt,  genau  wie  die  bekannte 
Dreieckseinteilung  in  der  Theorie  der  Modulfunctionen,  eine  ein- 
fache Handhabe  fttr  die  arithmetische  Theorie  gewisser  binärer 
quadratischer  Formen  von  der  Gestalt 

wo  X,  ^,  (X  irgend  drei  ganze  rationale  Zahlen  sind.  Die  Zuge- 
hörigkeit dieser  Formen  zur  Gruppe  F  wird  offenbar,  wenn 
man  nach  denjenigen  Substitutionen  der  binären  Veränderlichen 
x^  y  mit  der  Determinante  1  fragt,  welche  die  Form  (x,  Ij  /u) 
in  eine  Form  von  der  nämlichen  Gestalt  QberfQhrt.  Diese  Sub- 
stitutionen stimmen  nämlich,  wie  der  Verfasser  zeigt,  genau  mit 
den  sämtlichen  Substitutionen  der  Gruppe  F  überein.  Nunmehr 
übertragen  sich  die  Begriffsbestimmungen  der  Theorie  der  ganz- 
zahligen binären  quadratischen  Formen  unmittelbar  auf  die 
Theorie  der  Formen  (x,  X,  /i):  zwei  Formen  heissen  (eigentlich) 
äquivalent,  wenn  die  eine  in  die  andere  durch  eine  Substitution 
der  Gruppe  F  tibergeführt  werden  kann.  Nach  Unterschei- 
dung der  Formen  mit  positiver  und  negativer  Determinante 
D  =  x^—qV-\-r^*  folgt  die  Definition  der  reducirten  Form  ver- 
möge der  Begriffe  des  repräsentirenden  Punktes  beziehungsweise 
Halbkreises.  In  den  letzten  Abschnitten  der  Abhandlung  stellt 
sich  der  Verfasser  die  Aufgabe,  auch  die  auf  die  Modularglei- 
chungen  bezüglichen  Entwickelungen  in  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Functionen  auf  das  neue  Untersuohungsfeld  auszudehnen. 
Zunächst  werden  die  Congruenzbedingungen  aufgestellt,  mittels 
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derer  sich  aus  der  Gesamtheit  aller  SubstitutioDen  eine  ge- 
wisse ausgezeichnete  Untergruppe  A,  die  sogenannte  Gongruenz- 
gruppe  n^  Stufe,  aussondern  lässt,  wobei  n  eine  nicht  durch 
2,  qj  r  teilbare  Zahl  bedeutet.  Was  den  Index  dieser  Haupt- 
congrnenzgruppe  betrifft,   so  zeigt  der  Verfasser,   dass  derselbe 

im   Falle    ^ — j=^(^°-j=z(^ — J=l    identisch   mit   der   Anzahl 

modale  n  congruenter  Substitutionen  ist,  in  den  Qbrigen  sieben 
Fällen  dagegen  das  Doppelte  dieser  Anzahl.  Hieraus  lässt  sich 
leicht  (wenigstens  in  gewissen  zwei  besonderen  Fällen)  der 
merkwürdige  Satz  beweisen,  dass  die  Gesamtgruppe  F  sich  be- 
zfiglich  ihrer  ausgezeichneten  Untergruppe  Fn  auf  eine  endliche 
Gruppe  C|n(«»-i)  reducirt,  welche  mit  der  wohlbekannten  Gruppe 
dieser  Ordnung  in  der  Theorie  der  Modulfunctionen  holoedrisch 
isomorph  ist.  Da  der  Fundamentalbereich  der  Gruppe  F  vom 
Geschlechte  Null  ist,  so  sind  alle  zur  Gruppe  F  gehörigen  auto- 
morphen Functionen  der  Veränderlichen  oi  durch  eine  von  ihnen 
rational  ausdrückbar;  diese  (der  sogenannte  Hypermodul)  wird 
mit  J  bezeichnet.  Die  n+l,  durch  eine  Transformation  «***^  Ord- 
nung aus  J  entspringenden  Hypermoduln  J'  sind  mit  J  durch 
eine  irreducible  algebraische  Relation  f(J\  J)  =  0  (die  soge- 
nannte Hypermoduiargleichung)  verknüpft,  in  welcher  J'  und  J 
bis  aof  den  Grad  n-fl  ansteigen.  Auch  die  Entwickelungen 
8ber  die  sogenannten  Smith'schen  Curven,  d.  h.  die  Gurven 
/■(X  — tY,  Jf  +  tF)  =  0  in  der  XF- Ebene,  sowie  die  wichtigsten 
Sätze  über  die  singulären  Moduln  und  insbesondere  auch  das 
Problem  der  Klassenanzahlrelationen  überträgt  sich  unmittelbar 
auf  die  Theorie  der  Hypermoduln.  Ht. 


H.  Taber.     On  certain   properties  of  Symmetrie,   skew 
Symmetrie,  and  orthogonal  matrices.     Lond.  M.  s.  Proc. 

XXII.  449^69. 

Bezeichnet  g>  die  Determinante  des  Systems: 
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0,1     a„     .  .  .    ai« 


f) — ^  diejenige  Deterfninante,  welche  aus  ip  dadnreh  entsteht, 
dass  man  alle  Elemente  der  Hauptdiagonale  von  q>  nm  g  ver- 
mindert, 80  heissen  die  Wurzeln  g  der  Gleichung 

Det|y  — ^1  =  0 

nach  Sylvester  die  „latent  roots**  von  9);  wenn  ferner  alle  Unter- 
determinanten (fti  —  t  +  1)'"  Ordnung  der  Determinante  9  ver- 
schwinden, aber  nicht  alle  Unterdeterminanten  (w  — t)'^'  Ordnung, 
80  ist  —  ebenfalls  nach  Sylvester  (American  J.  VI)  —  die 
„nullity"  der  Determinante  ip  von  der  Ordnung  t;  wenn  endlich 
t  Wurzeln  der  Gleichung 

Det  \q>  —  g\  =  0 

gleich  Null  sind,  so  ist  die  „vacuitjr^  der  Determinante  tp  von 
der  Ordnung  t.  Der  Verfasser  benutzt  nun  ein  Beweisverüabren, 
welches  A.  Buchheim  (Mess.  (2)  XIV)  zum  Beweise  der  Realität 
der  „latent  roots*^  einer  symmetrischen  Determinante  eingeschlagen 
hat,  und  welches  eine  Erweiterung  der  von  Tait  in  seinen  „Ele- 
menten der  Quaternionen"  (Cap.  V)  angewandten  Methode  zum 
Beweise  der  Realität  der  „latent  roots*'  einer  symnietrt«ehen 
Determinante  dritter  Ordnung  bildet,  um  folgende  Sätze  zu  be- 
weisen: Für  eine  vielfache  „latent  root^  g  einer  reellen  symme- 
trischen Determinante  q>  besitzt  die  Determinante  fp — g  eine 
„nullity<<,  welche  gleich  ihrer  „vacnity^  ist  (und  zwar  ist  die 
letztere  gleich  der  Vielfachheit  der  Wurzel  g)]  dies  gilt  auch  für 
reelle  „schief  symmetrische"  (altern iren de)  und  för  reelle  ortho- 
gonale Determinanten;  die  von  Null  verschiedenen  „latent  roots^ 
einer  reellen,  schief  symmetrischen  Determinante  sind  rein  ima- 
ginär. Wbg. 


A.  Kneskr.      Ueber  eine   Methode  zur  Darsteltang  der 
Determinantentheorie.    Dorpat.  Natorf.-O««.  IX.  13  8. 
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Die  Darstellung  geht  von  den  Determinanten  zweiter  Ord- 
nung aas,  welche  zur  Auflösung  eines  Systems  von  2  homogenen 
linearen  Gleichungen  mit  3  Unbekannten  benutzt  werden  können. 
Die  Untersuchung  eines  Systems  von  3  homogenen  linearen  Glei- 
chungen mit  vier  Unbekannten  fahrt  auf  Aggregate,  in  denen 
jedes  Glied  das  Product  aus  einem  Elemente  und  einer  Deter- 
minante zweiter  Ordnung  ist.  Solche  Aggregate  werden  als 
Determinanten  dritter  Ordnung  definirt,  und  allgemein  wird  ent- 
sprechend die  Determinante  n^^  Ordnung  erklärt  als  ein  Aggregat 
von  n  Gliedern,  deren  jedes  das  Product  aus  einem  Elemente 
und  einer  Determinante  (n  — 1)^^'  Ordnung  ist.  Die  Fundamental- 
eigenschaften der  Determinanten,  dass  nämlich  1)  die  Vertau- 
sebung  zweier  Horizontalreihen  nur  das  Vorzeichen,  nicht  den 
absoluten  Wert  der  Determinante  ändert,  und  2)  das  System  der 
Horizontalreihen  durch  das  System  der  Vertioalreihen  ersetzt 
werden  kann  ohne  Aenderung  des  Wertes  der  Determinante, 
welche  für  Determinanten  zweiter  und  dritter  Ordnung  evident 
sind,  werden  durch  den  Schluss  von  n  — 1  auf  n  allgemein  be- 
wiesen; ebenso  das  Hultiplications- Theorem.  F. 


E.  Carvallo.     Theorie  des  ddterminants.     Nouv.  Ann.    O) 

X.  219-224. 

Der  Verf.  giebt  im  Anschluss  an  eine  Arbeit  von  Hrn.  Gaspary 
j,Sur  une  möthode  gänärale  de  la  gäom^trie  qui  forme  le  lien 
entre  la  gäomötrie  synthätique  et  la  gäomätrie  analytique^  (Dar- 
boux  Bull.  (2)  XIII.  202—240,  Sept.  1889;  vergl.  F.  d.  M.  XXL 
68ö — 687),  die  ihrerseits  auf  Caucby'schen  und  Grassmann'schen 
Prineipien  beruht,  die  Qrundzttge  einer  neuen  Theorie  der  Deter- 
minanten, und  zwar  mit  Httife  der  von  Grassmann  eingeftihrten 
«äusseren  Multiplication^,  welche  sich  von  der  gewöhnlichen 
^algebraischeQ  Multiplication^  dadurch  unterscheidet,  dass  das 
Prodact  bei  Vertauschung  der  Factören  sein  Zeichen  wechselt. 
Auf  dieser  Grundlage  ergeben  sich  in  ungezwungener  Weise  die 
bekanntesten  Determinantensätze,  insbesondere  auch  die  Zerle^ 
gnng  der  Determinante  in  Produete  von  Unterdeterminanten.    Das 

FortMshr.  d.  Math.  XZUI.  1.  10 
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Moltiplicationsgesetz  der  Determinanten  leitet  der  Verf.  mittels 
seiner  Methode  nicht  ab,  sondern  beschränkt  sich  aaf  den  Hin- 
weis  der  Möglichkeit.  Wbg. 

E.  Carvallo.     Multiplication    des    d^terminants.      Noa?. 

Ann.  (3)  X.  341-345. 

Auf  Grund  einer  besonderen  Definition  der  Determinanten, 
welche  der  Verf.  in  einer  fraheren  Arbeit  (Nouv.  Ann.  (3)  X, 
yergl.  das  vorangehende  Referat)  gegeben  hat,  werden  die  Auf- 
gaben gelöst: 

Das  Product  zweier  Determinanten  von  den  Ordnungen  m  und 
n  durch  eine  Determinante  der  Ordnung  m'\-n  darzustellen. 

Das  Product  zweier  Determinanten  gleicher  Ordnung  durch 
eine  Determinante  derselben  Ordnung  darzustellen. 

Die  Reciproke  einer  gegebenen  Determinante  durch  letztere 
auszudrücken.  F. 

F.  Niemöller.  Anwendung  der  linealen  Ausdehnangs- 
lehre  von  Grassmann  auf  die  Theorie  der  Deter- 
minanten.    Pr.  (No.  309)  Gymn.  Osnabrück.  22  S.  4<>. 

Eine  der  schönsten  Anwendungen  der  AusdehnungslehrCf 
die  auch  besonders  zahlreiche  und  eingehende  Bearbeitungen  ge- 
funden hat,  ist  die  auf  die  Determinantentheorie  bezttgliche.  In 
der  That  ist  die  Leichtigkeit  und  Eleganz,  mit  der  auch  entlegenere 
Sätze  dieser  Theorie  durch  jenes  Hülfsmittel  geliefert  werden, 
eine  so  hervorragende,  dass  man  dem  Satze  Carvallo's,  die  Deter- 
minantentheorie in  ihrer  bisherigen  (restalt  sei  im  Lichte  der 
Grassmann'schen  Methoden  ein  überwundener  Standpunkt,  nicht 
widersprechen  kann.  Diesen  Eindruck  hinterlässt  denn  auch  die 
Arbeit  des  Herrn  Niemöller,  die  auf  Orund  der  wenigen  voraus- 
geschickten Erklärungen  über  die  äussere  Multiplication  in  ge- 
schickter Auswahl  eine  Menge  von  Sätzen  und  Anwendungen 
der  Determinanten  entwickelt,  teils  selbständig,  teils  unter  Be- 
nutzung vorhandenen  Materials.  Auf  die  einleitenden  Sätze  folgt 
das  Multiplicationstheorem,  Subdeterminanten,  Auflösung  eines 
Systems  linearer  Gleichungen  mit  apeciellen  Anwendungen,  Sub- 
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Qtitation,  Besaltaaten,  Kum  Sehlass  die  Beduction  der  binären  Form 
?oin  Grade  2ft — 1  auf  die  kanonische  Form.  Bemerkenswert 
ist,  dass  die  von  Weierstrass  und  Eronecker  in  die  Determinantenr 
theorie  eingeführten  abgekürzten  Bezeichnungen  als  Vorstufen  zu 
den  Grassmann'sohen  erscheinen.  Schg. 


A.  P.  Grusintzew.     Zur  Theorie  der  adjungirten  Deter- 
minanten.    Charkow  Ges.  (2)  III.  94-102. 

Werden  die  Minoren  der  Determinante 

mit  Dj^  und  die  entsprechenden  Minoren  der  adjungirten  Deter- 
minante m^  Banges  (d.  h.  der  adjungirten  Determinante  der 
adjnngirten  Determinanten  (m — 1)^°  Banges;  adjungirte  Deter- 

minaate  O^**  Banges  ist  D  selbst)  mit  D^"^^  bezeichnet,  so  ist 

Hieraus  folgt  unter  anderem 

Si. 


•  

\u  Kroneckbr.     Anwendung  der  Modulsysteme  auf  Fra* 
gen  der  Determinantentheorie.     J.  ffir  Math.  ovii.  254-261. 

Der  Satz  der  Determinantentheorie,  dass  das  reciproke 
System  eines  reciproken  das  ursprflngliche  System  ist,  findet  in 
der  Theorie  der  Modulsysteme  seinen  prägnanten  Ausdruck  in 
der  Aequivalenz  der  sechs  Modulsysteme: 

{£  ^gi  ^ih  —  igh\         (JS  ^gi  ^ih  —  Sgh)t 
i  i 

{VV—X,  D^-  Vü^),   (ÜV- 1,  u^-ÜV,0,    (»,  A,  <  =  1, 2, ....  n) 
iüV-l,  ü,,-v,uU\   (l/F-l,  r^-u^V), 

in  welehen  u^  und  vu  je  »*  beliebige  Elemente,  V  und  V  ihre 
DetenninaQteB  und  I/^,  Vgk  die  Adjuneten  von  u*^  re^.  v^g  be- 

10* 
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deuten.  Dem  Nachweis  der  diese  Aeqaivalenzen  begründenden 
Congraenzen  und  den  daraus  entspringenden  Folgerungen  ist 
die  Arbeit  gewidmet  Lsg. 

E.  Netto.    Anwendung  der  Modulsysteme  auf  eine  Frage 
der  Determinantentheorie.   J.  fSr  Math.  OYIII.  144-146. 

Herr  Netto  bringt  an  einer  Kronecker'schen  Formel  (s.  das 
vorangehende  Referat),  durch  welche  die  Aequiyalenz  der  Modul- 
systeme 

(i:ugkViu—dgi),    {2vgi,UM -  igi)  (^,  A,  t  =  1,  2,  . . .,  n) 

bewiesen  wird,  eine  Reduction  durch  Graderniedrigung  an. 

Lsg. 

K.  Hbnsbl.     Deber    die  Darstellung    der   Determinante 
eines  Systems,  welches  aus  zwei  andern  componirt  ist. 

Acta  Math.  XIV.  317-319. 

Bildet  man  aus  den  beiden  Systemen  variabler  Elemente 

(««).  <M  C;;:J;t;;::) 

ein  neues  System  von  (m.fi)'  Elementen 

derart,  dass  den  verschiedenen  Wertcombinationen  von  A,  k  die 
Horizontalreihen,  denen  von  t,  /  die  Verticalreihen  entsprechen, 
so  hängt  die  Determinante  des  componirten  Systems  mit  den 
Determinanten  der  beiden  ursprünglichen  Systeme  durch  die 
Gleichung  zusammen: 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  wird  in  elementarer  Weise,  mit 
Benutzung  der  bekannten  Eigenschaften  homogener  linearer  Glei- 
chungen, nachgewiesen.  F. 

K.  Weihrauch,     lieber  eine  algebraische  Determinante 
mit    eigentümlichem    Bildungsgesetz     der    Elemente. 

Schlömileb  Z.  XZXVI.  34-iO. 
Es  handelt  sich  um  die  Auswertung  einer  Determinante  Gn^m 
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Tom  Grade  11(11»  + 1),  welche  aus  n  Systemen  von  je  m+l  Zeilen 

besteht:  die  erste  Zeile  des  ft^"  Systems  enthält  die  Potenzen  at 
Yon  A  =  0  bis  A  =  n(fi»-f  l)—!;  die  folgenden  m  Zeilen  bestehen 
aus  den  Oifferentialquotienten  der  ersten  Zeile  nach  at  Tom  ersten 
bis  zum  m^.     Es  ergiebt  sich: 

G«,«  =  (mI(m~l)1...2!lI0I)V(^(a„  a„  ...,  aO)^'»+*^ 

worin  J  die  bekannte  Differenzendeterminante  |ojb|  bedeutet  — 
Auf  diese  Determinante  werden  sodann  zwei  goniometrische  Deter- 
minanten zurQckgef&hrt.  Den  Sohluss  bildet  die  Berechnung  der 
allgemeineren  Determinante 


F«,.  =  hiSI, 


(Äc  =  1,  2,  . . .,  n 
Ä=:0,  1,  ...,  n(m  +  l) 
p  =  0,  1,  . . .,  m 


wenn 


und 


j=0 


(da*)' 


gesetzt  wird.    Es  ist: 

^'m«  =  ao,oOM."«ii(m+i)-i,»(m+i)-i.(wI(»»— 1)'-"2'1I0I)" 

X(^(»n  «..•••.  «-))^'"+''*. 

Wbg. 


H.  W,  Sbgar.     A  theorem  in  determinants.    Mee«.  (2)  xx 

141-143. 

Ist  f(0  ein  ganzer  rationaler  Ausdruck  n**"  Grades,  so  ist 


D 


1 


D« 


Z)» 


«0 
1 

m 
1 

f(0 


D 


t 


D' 


i)' 


f(0 


D 


<• 


^(0 


ß' 


D 


m 
t* 

fO) 

1' 


^(0         KO 


•      •       • 


nl(n-l)!(n-2)!... 


ircoi 


n+1 


wobei  die  Determinante  n  Zeilen  und  Golumnen  hat.       Lp. 
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G.  DB  LoNGCHAMPS.     Bur  168  d^termioauts  troaäs. 

J.  de  Math.  sp^e.  (3)  Y.  9-12,  29-92,  04-56,  86-87. 

Unter  einer  „dureblöeherten^  (trou^)  Determinante  yersteht 
der  Verfasser  eine  solche,  bei  welcher  einzelne  Elemente  Nall 
sind,  und  er  wirft  die  Frage  auf,  wie  gross  die  Anzahl  der  nicht 
verschwindenden  Glieder  in  der  Entwickelung  einer  durchlöcherten 
Determinante  ist.  Beschränkt  man  sich  zunftchst  auf  solche  Deter- 
minanten, bei  denen  die  ersten  p  Diagonalglieder  allein  yer- 
sch winden  (also  a»  ^  0  fbr  A  =  1,  2,  3,  . . .,  p),  w&hrend  alle 
übrigen  Elemente  von  Null  verschieden  sind,  so  beweist  man 
durch  den  Schluss  von  p  auf  p  -|- 1  leicht,  dass  die  gesuchte,  mit 
^N,p  beteichnete  Zahl  durch  die  elegante  Formel  gegeben  wird, 
in  der  o«  fttr  1.2.3...»  =  a!  gesetzt  ist: 

Qn^  =  Cn-(j)tJ^-l  +  (2)©i.-2 +(-l)i»r.,-p. 

Sind  also  alle  Diagonalelemente  Null  oder  p  =  n^  so  erhält  man 

?^  =  «1(^-31-  +  -  +  -^ 

Danach  geht  der  Verf.  zu  solchen  Determinanten  über,  in  denen 
ausser  den  Diagonalgliedern  noch  andere  Elemente  verschwinden. 
Es  gelingt  ihm  aber  nur  in  wenigen  Fällen  noch,  übersichtliche 
Resultate  zu  erhalten,  und  er  stellt  die  weitere  Untersuchung  den 
Forschern  anheim.  Lp. 

Th.  Müir.     Note  on  a  peculiar  determinant  of  the  sixth 

Order.    Phil.  Mag.  (5)  ZXXI.  429-430. 

In  Phil.  Mag.  März  1856  gab  Herr  Cayley  als  ein  beiläufiges 
Ergebnis  eines  Eliminationsverfahrens  die  merkwürdige  Identität: 
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oder  nach  seiner  Schreibart  D  =  — 2/if';  er  bemerkte  dazu,  dass 
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68  interessant  sein  würde,  a  priori  zu  zeigen,  dass  D  als  einen 
Factor  K^  enthielte.  In  der  vorliegenden  Note  wird  dieser  Be- 
weis geführt  Gbs.  (Lp.) 

W.  J.  C.  Sharp,  G.  Heppel,  S.  J.  Cürtis,  H.  W.  Cürjel. 
Solution  of  questions  10977,  10934.    Ed.  Timee  LV.  116, 

123. 

1+x,  1  1     .  .  .  1 

1     1+a?,  1     .  .  .  1 

1  1     1+«,     ...  1 


i  1  1  1     .  .  .     l+x, 

=  »,«  ...a?«( —  +  -—  +  -— -I h— -]• 

Fflgt  man  in  der  Determinante  eine  (n-fl)'*,  aas  lauter  Ein- 
heiten bestehende  Horizontalreihe  und  Verticalreihe  hinzu,  so  ist 
ihr  Wert  gleich  x^x^x^...Xn,  Lp. 


L.  ScHBNDBL.      Mathematische    Miscellen.      Schiömiich   z. 

XXXVL  302-30a 

Die  Arbeit  enthält  Mitteilungen  aus  einem  von  dem  Verfasser 
angekfindigten  Werke  „Die  Division  in  der  Theorie  der  ganzen 
Functionen  einer  Variabein.  Bekanntes  und  Neues  in  neuer 
Form''.  —  Durch  Einführung  geeigneter  Bezeichnungen  gelingt 
es  ihm,  eine  independente  Darstellung  1)  der  bei  der  Divi- 
sion zweier  ganzen  Functionen  auftretenden  Quotienten  und 
Reste  durch  deren  Goefficienten,  2)  der  Partialzähler  bei  der 
Zerlegung  einer  gebrochenen  Function  in  Partialbrttehe  mit  Hülfe 
eleganter  Determinantenausdrücke  zu  liefern.  Wbg. 


K.  Weihrauch«  Ueber  gewisse  goniometrische  Deter- 
minanten und  damit  zusammenhängende  Systeme  von 
linearen  Gleichungen.   Schiömiich  z.  xxxvi.  71-77. 

Zusammenstellung  der  Resultate,  welche  d^r  Verfasser  in 
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seiner  Abhandlung  ^Nene  Untersuchungen  über  die  Bessersche 
Formel  und  deren  Verwendung  in  der  Meteorologie^  (Schriften, 
herausgegeben  von  der  Naturforscher  •Gesellschaft  bei  der  Uni- 
versität Dorpat,  IV.  Dorpat  1888)  gefunden  hat.  Vergl.  F.  d.  M., 
XX.  1270—1271,  sowie  auch  148.  Wbg. 


A.  Cayley.      Note    on    the    involutant    of    two    binary 

matrices.    Mess.  (2)  XX.  136-137. 
Man  betrachte  die  beiden  Matrizen 


M 


sowie  ihr  Product  in  der  einen  oder  anderen  Folge: 

|C,  Dl'  |C.,  D.r 

80   ist  die  Involutante,   nach  ihrer  Definition,  gleich  jeder  der 
beiden  Determinanten: 


1    a 
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1    a! 

a 

^, 
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.        /.  = 
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1     d' 

d 

D. 

/  = 


und  daher,  wie  bewiesen  wird,  /  =  /,. 


Lp. 


Ä.  Cayley.     On   an  algebraical  identitj  relating  to  the 
six  coordinates  of  a  line.     Mets.  (2)  XX.  138-140. 

Die  Identit&t  lautet: 
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—  (bc'  -  b'cy(AF+  BG  +  CH) 

+  (6c'-fc'c)  (bC-cB)   (^Z"  4- Bp' -}- CA' +  fo' +  G6' +  ffc») 

— (bc'  -  b'c)   {b'C-  c'B)  (^f  +  ßj^  +  a  +  Fo  +  G6  +  Hc) 

-(bC-cB)*  (ja'f'^b'g'^e'h!) 

+  (6C-  oB)    {VC-  c'B) (af  +  a'f+  bg'  +  b'g  +  c^'  +c'A) 

-(b'C-c'By  (af+bg+ch), 
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WO  alle  Buchstaben  beliebige  Werte  bedeuten.  Setzt  man  die 
letzten  Factoren  der  letzten  sechs  Zeilen  gleich  Null,  so  lassen  sich 
diese  Gleichungen  als  zwischen  Coordinaten  von  Linien  deuten: 
(a,  b,  c,  f,  9,  Ä),  (a',  6',  c\  f\  g\  K)  und  (4,  Ä,  C,  F,  G,  H),  so 
dass  die  dritte  die  beiden  ersten  schneidet,  welche  sich  ebenfalls 
schneiden.  Lp. 

M.  Martone.     La  fonzione  alef  di  Hoen^  Wronski. 

CataDsaro.  Maccarooe.  20  S.  8^. 

Die  Wronski'sche  Aleph  -  Function   ^(»1  +Oj  +  •  •  •  +  o«)* 
oder  K  (IV«)*^  ist  derjenige  Ausdruck,  den  man  erhält,  wenn  man 

in  der  Entwickelung  von  (a,  -f  a,  +  •  •  •  +  a»)'*  =  JVJT  die  Poly- 
nomialcoefficienten  durch  die  Einheit  ersetzt.    Es  ist  z.  B.  : 

«(ö,  +  Ö8  +  ö,)'  =  oj  +  flj  +  öl  +  öjö, +ö,ö,  +  ö,ar 
Eine  wichtige  Eigenschaft  der  Aleph-Function  ist  die  folgende: 

N(iV«— o,)'»— «(IVn— a*)"*  =  K-a.)«(^»)'"^'- 
Sind  Oj,  a,,  ...,  o,,  die  Wurzeln  der  G4eichung 

a?*  — PjX*-*  +  •••  +  {—lyPn  =  0 
(nicht  a?"  +  P,  «"-1  + }-  P„  =  0,    wie  der  Text   angiebt),    so 


erhält  man: 

(-1)»-'P,     -P, 

P,...(-1)"-'P,_, 

(-l)-»P^t     1 

-P,  ...(-1)-'P,_2 

K(o,+o,+  --  +  o.)'"  = 

(_l).-3/.,_,    0 

1  ...(-1)'-»P„_, 

-P,      0         0 

0               -P, 

-P,      0         0 

0                   1 

Auf  andere  Eigenschaften  der  Aleph-Function  können  wir  nicht 
eingehen;  es  möge  nur  erinnert  werden,  dass  diese  Function 
mit  der  Theorie  der  EettenbrQche  eng  zusammenhängt. 

Vi. 

H.  W.  Tyleb.    Beziehungen  zwischen  der  Sylvester'schen 
und  der  B^zout'schen  Determinante.    Dias.  Briangen.  %\ 
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F.  Mbrtens.    üeber  gansfe  und  symmetriscbe  Functionen. 

Abh.  der  Krakauer  Akademie.    (2)  I.  1891.  333-362.   (Polnisch) 

Der  Zweck  dieser  Schrift  ist  eine  neae  Ableitung  der  Haupt- 
eigenschaften  der  ganzen  symmetrischen  Functionen  von  n  Ver- 
ftnderlichen  und  Ton  n  Gruppen,  deren  jede  aus  einer  gleichen 
Anzahl  von  Veränderlichen  besteht.  Der  Verfasser  beweist  auf 
elementare  Weise  mehrere  Sätze,  deren  erster  (welcher  die 
Grundlage  der  Untersuchung  bildet)  folgendermassen  lautet: 

Satz  I.  „Ist  eine  ganze  Function  F  der  Veränderlichen 
^»  Vi  »,«,«>}••.  mit  ganzen  Coefficienteu  homogen  in  Bezug 
auf  X,  y,  sowie  in  Bezug  auf  ti,  e  und  verschwindet  identisch 
für  X  =  u,  y  =  r,  so  ist  sie  algebraisch  durch  xv — yu  teilbar, 
und  der  Quotient  hat  ganze  Coefficienteu **. 

Aus  diesem  Satze  folgt  einfach  die  Lagrange'sche  Inter- 
polationsformel. 

Von  den  weiteren  Sätzen  heben  wir  die  folgenden  hervor: 

Satz  IIL     „Hat  ein  ganzer  von  den  Veränderlichen 

a?,,  «,,  ...,  a?«,     yj,  y,,  ...,  y„ 
abhängiger  Ausdruck  (Z>,  dessen  Ordnung  in  Bezug  auf  jede  der 
Veränderliehen  x  die  Zahl  n— 1  nicht  Übersteigt,  die  Form 

0  =  M,F(x^,yJ  +  M,F(x,,y,)  +  ...  +  Äf,F(x„yO, 
wo  M^^  ilf,,  ...,  Mn  ganze  Functionen  derselben  Veränderlichen 
bezeichnen,  und 

F(x^  y)  =  a^x" — a^x*-^y  +  ajX»-2y'  _  ..•  +  a„y" 
ist,*  so  ist  identisch  0  =  0^. 

Satz  VI.  (Hauptsatz  der  Theorie.)  Ist  S  eine  ganze  Fune* 
tion  der  Veränderlichen 

Xp  Xj,  , . .,  Xn,    y, ,  y,,  . .  .j  y« 
mit  ganzen  GoefBcienten ,    symmetrisch   und   homogen  in  Bezug 
auf  jedes  der  Paare 

(«11  yJ»  (^,>  y>)»   •  •  •»   («n»  y«)» 

80  kann  man  eine  ganze  und  homogene  Function  von 
mit  ganzen  Coefficienteu  aufstellen,  die  fllr 
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io  8  üheargeht     Es    existirt  nur   eine  einzige  Function  dieser 
Art«. 

^01  ^n  •••»  ^n  sind   hier   die   elementaren   symmetrischen 
Functionen,  nämlich 

^1=  ^iVtyt'^-yn  +  ^iytys    -..»-  +  •••  +  «»   »iW,    -..yn-i, 


-T,  =  «,  a?,      . . .  a?« 


Im  Falle  y,  =  y,  =  • .  •  =  y,  =  1  gelangt  man  zu  der  Be- 
rechnuDgsmethode  der  symmetrischen  Functionen  S  von  n  Ver- 
änderliehen dp,,  dp,,  . ..,  d?M. 

In  den  letzten  Paragraphen  wird  gezeigt,  wie  man  eine 
ganze  Function  einer  Reihe  von  aus  derselben  Anzahl  Veränder- 
licher bestehenden  Gruppen  in  eine  Function  verwandelt,  die 
nur  eine  Reihe  von  Veränderlichen  und  gewisse  symmetrische 
Ausdrücke  enthält.  Dn. 

6.  B.  Mathbws.      On    tbe    Classification    of  Symmetrie 

funCtiODS.     Quart.  J.  XXV.  127-136. 

Es  handelt  sich  um  die  Einteilung  der  symmetrischen  Func- 
tionen der  Wurzeln  einer  Gleichung  nach  der  niedrigsten  in  ihnen 
anftretenden  Potenz  der  Wurzeln,  und  zwar  werden  zu  einer 
Klasse  zusammengefasst  alle  diejenigen,  in  denen  keine  niedrigere 
Potenz  anftritt  als  die  zweite,  zu  einer  andern  die,  in  denen 
keine  niedrigere  Potenz  auftritt  als  die  vierte,  die  achte  u.  s.  w., 
wobei  die  Zahlen  in  geometrischer  Reihe  fortschreiten.  Die 
symmetrischen  Functionen  jeder  Klasse  genügen  bestimmten 
Differentialgleichungen.  In  jeder  Klasse  giebt  es  eine  Reihe 
fondamentaler  symmetrischer  Functionen,  durch  welche  alle  an- 
deren ganz  und  rational  ausgedrückt  werden  können,  und  die 
ibrerseits  sich  als  ganze  Functionen  der  Fundamentalreihe  der 
nächst  vorhergehenden  Klasse  darstellen  lassen.  Die  Einführung 
dieser  Fundamentalreihen  bezweckt  eine  wesentliche  Verein- 
iukvLUg  der  Tafeln  symmetrischer  Functionen.  F. 
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P.  A.  MacMahon.     Third  and  fourth  meinoir  on  a  new 
theory  of  Symmetrie  functions.    American  J.  Xlil.  193-234, 

XIV.  15-38. 

Fortsetzung  des  „Second  memoir"  (vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1839. 
1Ö5).  Den  Inhalt  alier  vier  Denkschriften  hat  der  Verfasser 
inzwischen  in  dem  „Memoir  on  the  syaunetric  functions  of  the 
roots  of  equations",  Lond.  Phil.  Trans.  CLXXXI.  481-536  in 
erweiterter  Form  veröffentlicht,  worQber  bereits  im  vorigen  Jahr- 
gang (vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  187)  referirt  worden  ist 

F. 

F.  Junker.     Die  Relationen,    welche  zwischen  den  ele- 
mentaren* symmetrischen  Functionen  bestehen.       Math. 

Aoo.  XXXVIII.  91-114. 

Hat  man  r  Gruppen  von  je  n-f-l  Elementen,  welche  derart 
auf  einander  bezogen  sind,  dass  zu  jedem  Element  einer  Gruppe 
ein  entsprechendes  Element  jeder  andern  Gruppe  gehört,  so  ist 
eine  ganze  Function  dieser  Elemente,  welche  sich  nicht  ändert, 
wenn  man  die  Elemente  einer  Gruppe  mit  den  entsprechenden  | 
irgend  einer  andern  vertauscht,  eine  symmetrische  Function  der  | 
Gruppen.    Treten  in  den  einzelnen  Gliedern  die  Elemente  jeder  i 
Gruppe  höchstens  im  ersten  Grade  auf,  so  heisst  die  Function  I 
eine  symmetrische  Elementarfunction  der  Gruppen.    Da  die  An- 
zahl der  Elementarfunctionen  erheblich  grösser  ist  als  die  Anzahl 
der   Elemente,    so    müssen    zwischen   den    Elementarfunctionen 
identische   Relationen   bestehen.     Die  Aufsuchung   dieser  Rela- 
tionen  ist  der  Zweck  der  vorliegenden  Arbeit     Der  Verf.   ent- 
wickelt zunächst  eine  allgemeine  Methode  zur  Bildung  der  Re- 
lationen,   benutzt  dieselbe  dann,   um   für   die  Fälle  n  c=  2  und 
ft  :=  3  die  einfacheren  Relationen  wirklich  aufzustellen,  und  zeigt 
schliesslich,    wie  man  dieselben  verwenden  kann,   um  beliebige 
symmetrische  Functionen  durch  die  Elementarfunctionen  auszu- 
drücken.    F. 

WoRONTzoFF.     Sur  Ics  fonctious  sym^triques.    Nouv.  Ann. 

(3)  X.  325-329. 
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Bezeichnet  u  eine  ganze  rationale  symmetrische  Function 
der  Wurzeln  x,,  ...,  Xn  einer  algebraischen  Gleichung  mit  den 
CoefScienten  a^,  a,,  ...,  Ow,  so  besteht  bekanntlich  die  Relation 


*="  du  ^^  .  ,^  dx 

Der  Verf.  verallgemeinert  diese  Formel,  indem  er 

'    m    du 

k=i         dxk 

als  lineares  Aggregat  von  -^— ,  ...,  -^ —  darstellt.  „ 


D.  Gambioli.      Sopra    alcune   relazioni   fra   le  fiinzioni 
simmetriche  e   sopra  particolari   loro    caratteri    inva- 

riantivi.     Batt.  G.  XXIX.  41-60. 

Die  Arbeit  behandelt  die  Beziehungen  zwischen  den  Potenz- 
Bummen  «n  den  elementar-symmetrischen  Functionen  Cy  und  den 

Functionen  hy  = ^^   von   n   unabhängigen  Grössen,    und 

drfickt  insbesondere  die  einen  dieser  Functionen  durch  die  an- 
deren in  Determinantenform  aus.  Den  Schluss  bilden  einige 
geometrische  Anwendungen.  F. 


D.  F.  Selivanow.      üeber  die  Functionen   der  Wurzel- 
differenzen einer  Gleichung.    Mosk.  Math.  Samml.  xvi. 

Es  wird  die  Methode  von  Gayley  für  die  Berechnung  der 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeldifferenzen  (Philosophical 
Transactions  CXLVIII)  auseinandergesetzt  und  auf  die  Berech- 
QUDg  der  Discriminante  der  Gleichungen  zweiten,  dritten,  vierten 
Qnd  fQnften  Grades  und  auf  die  Berechnung  der  Besolventen 
von  Ferrari  und  Lagrange  angewandt.  Wi. 


Dritter  Abschnitt 

Niedere  und  höhere  Arithmetik. 

Oapitel  1. 

Niedere  Arithmetik, 

R.  Orassmann.     Die  Zahlenlehre  oder  Arithmetik  streng 
wissenschaftlich    in    strenger    Formel  -  Entwickelung. 

Stettin.  R.  OraBsmano.  XII  +  242  S.  8®. 

Das  Yorliegende,  von  dem  Bruder  des  Schöpfers  der  Ans- 
dehnungslehre  herrührende  Werk  bildet  die  Erweiterung  einer 
bereits  20  Jahre  früher  erschienenen  Schrift  über  denselben  Gegen- 
stand und  gehört,  wie  diese,  einer  in  zahlreiche  Bände  verteilten 
Encyklopädie  an,  in  welcher  der  Verfasser  ein  yielseitiges,  be- 
ständig wachsendes  Material  nicht  nur  klar  und  übersichtlich  dar- 
gestellt, sondern  auch  überall  auf  Grund  eigenen  Nachdenkens 
selbständig  verarbeitet  und  mit  neuen,  nicht  immer  einwandfreien, 
aber  stets  originellen  und  interessanten  Ideen  befruchtet  hat. 
Am  bekanntesten  hiervon  ist  die  bahnbrechende  Darstellung  der 
formalen  Logik  geworden.  Die  Grundsätze  der  vorliegenden 
Bearbeitung  der  Arithmetik  sind  bereits  massgebend  gewesen 
für  den  ersten  Teil  eines  auf  Grund  gemeinsamer  Studien  der 
beiden  Brüder  von  Hermann  G.  im  Jahre  1860  herausgegebenen 
Lehrbuchs  der  Mathematik,  von  welchem  später  nur  noch  der 
trigonometrische  Teil  erschienen  ist.  Schon  jenes  Buch  trat  mit 
dem  Anspruch  auf,  nicht  nur  die  erste  streng  wissenschaftliche 
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sondern  auch  die  einzig  mögliche,  naturgemässe  Behandlung  der 
Arithmetik  zu  geben.    Dieser  Anspruch  wird  hier  wörtlich  wieder- 
holt, and  nur  zu  Gunsten  von  Schröder's  Lehrbuch  wird  eine 
Ausnahme  gemacht.    In  der  That  muss  zugestanden  werden,  dass 
das  vorliegende  Werk,  was  Schärfe  in  der  Feststellung  der  Be- 
griffe,  Consequenz  in  der  Entwickelung  und  Uebersichtlichkeit 
des  systematischen  Aufbaus  betrifft,  im  ganzen  schwerlich  Über- 
treffen werden  kann.    Wie  alle  sonstigen  Schriften  des  Verfasser^ 
ist  auch  diese  charakterisirt  durch  eine  beispiellose  Vorurteils- 
losigkeit gegenOber  den  überkommenen  Lehren  und  Anschauungen, 
die  Yor  keiner  als  notwendig  erkannten  Neuerung  zurückschreckt, 
aber  auch  durch  eine  rücksichtslose  Kritik,  die  sich  nicht  immer 
in  ansprechenden  Formen  bewegt.    Dazu  kommen  die  in  reda- 
mirendem  Tone  gehaltenen,   wenn  auch  historisch  berechtigten 
Hervorhebungen   der  Fortschritte,   welche  man  in  diesem  oder 
jenem  Punkte  den  gemeinsamen  Studien  der  Brüder  Orassmann 
verdankt,  die  Ignorirung  und  Unterschätzung  der  zahlreichen 
Fortschritte,  welche  doch  seit  jener  Zeit  auch  von  anderer  Seite 
gemacht  worden  sind,  und  des  Strebens  auf  diesem  Gebiete,  für 
welches  z.  B.  die  Hoffmann'sche  Zeitschrift,  trotz  mancher  kläg- 
lichen   Einzelheiten  der  Discussion,   ein  rühmliches  Zeugnis  ab- 
legt, ferner  die  Verschwendung,  die  mit  dem  Ausdrucke  „streng 
wissenschaftlich^  getrieben  wird,  und  andere,  dem  üblichen  Stile 
wisQ^UScbaftUcher  Werke  zuwiderlaufende  Eigenheiten  der  Vor- 
tragsweisie.   Je  höher  wir  die  sachlichen  Verdienste  des  Verfassers. 
schätMD,  desto  mehr  f&hlen  wir  uns  verpflichtet,  auf  jene  Mängel 
der  Darstellung  hinzuweisen,  die  nur  zu  sehr  geeignet  sind,  den 
mit  der  Eigenart  des  Verfassers  nicht  vertrauten  Leser  missmutig 
zu  machen.   Ohnehiq  schon  wird  das  Studium  auch  dieses  Werkes, 
gleich  dem  der  früheren,  gestört  durch  das  revolutionäre  Streben, 
eine  rein  ^^utsche  Terminologie  zu  schaffen,  welche,  so  wohl- 
dor^hdaaht  und  trefflich  sie  auch  ist,  zunächst  recht  befremdlich 
wirkt,   eip  Ein(^ruck,  der  durch  Eigenheiten  der  Orthographie, 
welche  ^iß  modernen  ErrMUgenschaften  auf  diesem  Gebiete  noch 
Qbertrampfe^,  erhöht  wird.    Wir  setzen  es  in  erster  Linie  mit 
auf  allß  diese  A^i^serlichkeiten,  wenn  des  Verfe^ssers  verdienst- 
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liehe  Arbeiten  sich  nur  langsam  Bahn  brechen,  und  w&rden  z.  B. 
eine  in  den  gewohnten  Ausdrucken  sich  bewegende  Darstellung, 
begleitet  von  einem  die  neuen  Vorschläge  enthaltenden  Wortver- 
zeichnis, fQr  wirksamer  halten,  als  das  vom  Verf.  befolgte  Ver- 
fahren, Uebersetzungen  der  neuen  AusdrQcke  in  die  alte  Form 
einzustreuen. 

Der  Lehrgang  des  Verfassers  besteht  darin,  die  S&tze  der 
allgemeinen  Grössenlehre  voranzusohicken,  sodann  die  allgemeine 
Arithmetik  zu  entwickeln,  welche  alle,  der  gewöhnlichen  Arith- 
metik, Logik,  Gombinations-  und  Functionslehre  gemeinsamen 
Gesetze  enthält,  worauf  erst  die  eigentliche  Arithmetik  folgt. 
Indem  bei  dieser  Stufenfolge  gewisse  Beweise  und  Betrachtungen, 
die  sich  sonst  in  ähnlicher  Form  in  den  drei  Rechnungsstufen 
wiederholen,  im  allgemeinen  Teile  auf  einmal  absolvirt  werden, 
wird  eine  Ersparnis  erzielt.  Diesem  Vorteile  steht  aber  päda- 
gogisch der  Uebelstand  gegenüber,  dass  mit  den  abstractesten 
Operationen  begonnen  wird,  während  jene  Wiederholungen  gerade 
von  Nutzen  sind.  Mit  Recht  verwirft  der  Verfasser  die  herkömm- 
lichen, dogmatischen  Beweisformen  ftir  die  Gesetze  der  Arithmetik, 
er  will  aber  nur  den  Sohluss  von  n  auf  n  -|- 1  gelten  lassen,  was 
zutreffend  erscheint,  sobald  es  sich  um  abstracte  oder  allgemeine 
Einheiten  handelt.  Beginnt  man  aber  die  Betrachtungen  der 
Arithmetik  mit  der  „Eins**,  so  kann  Ref.  nicht  die  Ueberzeugung 
teilen,  dass  jenes  schwerfällige,  ohnehin  auf  ganze  positive  Zahlen 
beschränkte  Beweisverfahren  das  allein  wissenschaftliche  sein 
soll,  und  verweist  in  dieser  Hinsicht  z.  B.  auf  den  in  seinem 
eigenen  Lehrbuch  der  Mathematik  gemachten  Versuch.  Ueber- 
haupt  nötigt  die  Voraussetzung  allgemeiner  Einheiten  zu  allerlei 
Cautelen  und  Festsetzungen,  deren  man  fUr  die  eigentliche  Arith- 
metik nicht  bedarf.  So  richtig  es  also  auch  an  sich  ist,  diese 
Wissenschaft  als  speciellen  Zweig  der  allgemeinen  Grössenlehre 
aufzufassen  und  zu  behandeln,  und  so  grosse  Befriedigung  und 
Belehrung  es  dem  Verstände  eines  geschulten  Fachmannes  ge- 
währen muss,  dem  Verfasser  auf  seinem  streng  vorgezeichneten 
Wege  zu  folgen,  so  dürfte  doch  der  Anfänger  auch  künftig  besser 
zunächst  in  die  (hier  erst  auf  S.  50  beginnende)  Zahlenlehre  eia- 
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zaffihren  sein.    In  dieser,  die  hier  im  allgemeinen  den  gewohnten 
Gang  innehält,  begegnet  man  einer  Fülle  beachtenswerter  Hin- 
weise  auf  meist  übersehene  Ungenauigkeiten  oder  Missstände, 
die  in  der  allmählichen  Ent Wickelung  der  Theorie  ihren  Ursprung 
haben,  sowie  einer  Anzahl  praktischer  Neuerungen  und  präciserer 
Formulirungen  bekannter  Thatsachen.    Die  eingestreuten  Angriffe 
auf  bestehende  Benennungen  oder  auf  die  Darstellungsart  anderer 
Lehrbücher  erscheinen  freilich  nicht  immer  stichhaltig;  mitunter 
auch  richtet  sich  die  Polemik  gegen  Zustände,   die  heute  nach 
dem  Stande  der  Litteratur  als  überwunden  gelten  dürfen.    Selbst- 
verständliches wird  urgirt;  und  wenn  wir  hier  und  da  Lücken 
anderer  Lehrgänge  ausgefüllt,  Folgesätze  ausgesprochen  finden, 
die  gewöhnlich  übergangen  werden,  Erweiterungen  (von  2  auf 
mehr  Zahlen)  begründet,  wo  sonst  nur  eine  Andeutung  gegeben 
wird,  so  müssen  wir  uns  oft  sagen,  dass  es  immer  eine  Frage 
des  pädagogischen  Taktes  bleiben  wird,  wie  weit  der  Lehrer  bei 
jeder  Durchnahme    des   Pensums   in    dieser   Kleinarbeit    gehen 
soll.  —  Besondere  Aufmerksamkeit   widmet  der  Verfasser  dem 
Gebrauch   und  Missbrauch    der  Klammern,   und   vor  allem  der 
Unterscheidung  mehrwertiger  und  einwertiger  Grössen.    So  unter- 
scheidet er  bei  Aufstellung  der  umgekehrten  Rechnungsarten  die 
(eindeutige)  „Trennung"  von  der  (mehrdeutigen)  „Lösung".    Die 
Irrationalzahl  wird  nur  indirect  definirt,  die  Lehre  von  den  com- 
plexen  Zahlen  vollständig  vorgetragen,  auch  mit  ihren  Anwen- 
dungen auf  trigonometrische  Functionen,  Wurzeln,  Logarithmen, 
Exponentialfunction   und   Gleichungen   höheren    Grades.     Erläu- 
ternde Zahlenbeispiele  sind  in  angemessener  Auswahl  beigefügt, 
auch  einige  Hülfstafeln  fürs  Rechnen.    In  den  Anwendungen  ist 
den  üblichen  Anforderungen  des  Unterrichts  Rechnung  getragen. 
Auf  weitere  lU&zelnheiten  hier  einzugehen,  verbietet  der  Raum. 
Bemerkt  sei  mfeh,  dass  an  die  Zahlenlehre  als  gleichstehende 
Zweige     sich   anschliessen   sollen:    die    Ausdehnungslehre   (vgl. 
Referat  in  diesem  Bande),  Combinationslehre  und  Functionslehre. 

Schg. 
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Fb.  Divic.  Die  sieben  RechnuDgsoperationen  mit  allge- 
meinen Zahlen.  Wien  and  Leipzig.  A.  Pichler*B  Wittwe  a.  Sohn. 
165  8.  8<>. 

Das  Buch  stellt  einen  Versuch  dar,  die  Lehre  von  den  sieben 
Rechnungsoperationen  (Addiren,  Subtrahiren,  Multipliciren,  Divi- 
diren,  Potenziren,  Radiciren,  Logarithmiren)  in  aller  Strenge  in 
entwickeln.  Als  seiner  Darstellung  eigentfimlich  betrachtet  der 
Verf.  selbst  die  Definitionen  der  sieben  Rechnnngsarten,  welche 
so  gegeben  werden,  dass  jede  Operation  für  sich,  ohne  Beziehung 
auf  andere,  erklärt  wird,  und  dass  die  Definitionen  von  vom  herein 
fQr  beliebige  (nicht  nur  fttr  die  natQrlichen)  Zahlen  anwendbar 
sind.  Der  Verf.  will  auf  diese  Weise  die  nach  seiner  Ansicht 
zum  Teil  wilikttrlichen  Pestsetzungen  vermeiden,  die  bei  der  Aus- 
dehnung  der  Rechnungsoperationen  auf  negative,  imaginäre  etc. 
Zahlen  gewöhnlich  getroffen  werden,  übersieht  aber,  dass  bei 
ihm  schon  die  ursprünglichen  Definitionen,  insofern  sie  von  den 
gewöhnlichen  abweichen  (namentlich  die  des  Potenzirens  und 
des  Radicirens),  etwas  Willkürliches  und  Gekünsteltes  an  sich 
haben.  —  Das  Capitel  über  das  Rechnen  mit  irrationalen  Zahlen 
scheint  dem  Referenten  wenig  befriedigend.  F. 


Barnard  Smith.     Arithmetic  for  schools.     New  edition, 
revised  and  enlarged  by  W.  H.  Q.  Hudson.      London. 

Macmillan  and  Co.  IX +  458  8. 


Ch.   Pendlebury.      Arithmetic.      Sixth   edition,  revised. 

Cambridge.  DeigbtOD,  Bell  and  Co.  XII +  386  4- XX  +  XIX  S. 

Die  beiden  Lehrbücher  der  Arithmetik  für  Schulen  sind  in 
ihrer  Art  ganz  trefflich  und  verdienen  die  Beliebtheit,  deren  sie 
sich  erfreuen.  Die  Aufgabensammlung  ist  bei  beiden  recht  reicb- 
haltig.  Jeder,  der  diese  Bücher  durchblättert,  wird  erkennen, 
wie  schlimm  der  englische  Schüler  durch  unser  verkehrtes  Mass- 
und Gewicht- System  überbürdet  ist.  Gbs.  (Lp.) 
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A.  SiCKENBBRGBR.  Leitfaden  der  Arithmetik  nebst  Uebungs- 

beispielen.      5.  Aufl.      München  (1892).    Th.  Ackermann.    VIH- 
196  8.  mit  1  Fig..Taf.  8«. 

Der  Leitfaden,  welcher  in  fttnfter,  wenig  veränderter  Auf- 
lage erscheint,  lehrt  in  prftciser  und  den  an  wissenschaftliche 
Strenge  zu  stellenden  Forderungen  genügender  Form  das  Rechnen 
mit  bestimmten,  unbenannten  und  benannten,  ganzen  und  ge- 
brochenen Zahlen,  so  wie  die  Lösung  der  Regeldetri-,  Zins- 
a.  8.  w.  Aufgaben.  Zur  Einübung  des  Lehrstoffes  dienen  zahl- 
reiche Beispiele.  F. 

Ä.  SiCKENBERGER.     Leitfaden  der  elementaren  Mathematik. 

Erster   Teil     Algebra.      2.    Aufl.     München  (1892).  Th.  Acker- 
mann.  VII 4-75  8.  8«. 

Eurzgefasster  Lehrgang  der  elementaren  Algebra  bis  zur 
Theorie  der  quadratischen  Gleichungen  und  der  geometrischen 
und  arithmetischen  Reihen.  Die  zweite  Auflage  enthält  Aende- 
ruDgen  nur  an  einzelnen  Stellen.  F. 


W.  Winter.     Algebra.     Lehrbuch  mit   Aufgabensamm- 
lung  fQr   Schulen.    München.  Th.  Ackermann.  IV+329S.  8^ 

Ausfährliches  Lehrbuch  der  elementaren  Algebra  mit  zahl- 
reichen Uebungsaufgaben.  F. 


F.  Zerbst.     Einige  Entwickelungen  aus  dem  Unterricht 
in  der  allgemeinen  Arithmetik.   Pr.  (Nr.  i60)Gymn. Schneide- 

mnhL  14  S.  4o. 

Eine  kurze  Darstellung  des  Anfangsunterrichtes  in  der  Arith- 
metik, welche  dem  Schüler  Lehrsätze  und  Beweise  nicht  dog- 
matisch überliefern,  sondern  ihn  klar  den  Weg  erkennen  lassen 
will,  auf  welchem  dieselben  zu  finden  sind.  Zu  diesem  Zweck 
werden  die  Formeln  in  der  Weise  abgeleitet,  dass  der  umzufor- 
mende Ausdruck  gleich  einer  Unbekannten  gesetzt  und  für  diese, 
unter  Anwendung  der  schon  fQr  die  Auflösung  einfacher  Glei- 
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changen  abgeleiteten  Regeln,  ein  Ausdruck  von  anderer  Form 
gefunden  wird.  F. 

F.  CoNRADT.  Schulmässige  Darstellung  des  Rechnens 
mit  irrationalen  Zahlen  auf  wissenschaftlicher  Grund- 
lage.     HoffmADD  Z.  XXII.  481-491. 

Der  Verf.  beabsichtigt,  die  Darstellung  des  Rechnens  mit 
irrationalen  Zahlen  „dem  Unterrichte  in  einer  wissenschaftlichen 
Anforderungen  entsprechenden  Form  zugänglich  zu  machen''.  Er 
definirt  eine  irrationale  Zahl  als  „eine  Zahl,  welche,  ohne  selbst 
rational  zu  sein,  sich  zwischen  zwei  rationale  Grenzen  einschliessen 
lässt,  deren  Unterschied  beliebig  klein  gemacht  werden  kann'', 
und  führt  die  Beweise  für  die  Ausführbarkeit  der  verschiedenen 
Rechnungsoperationen  alle  auf  den  Satz  zurttck,  den  er  als  Grund- 
satz bezeichnet:  „Lassen  sich  zwei  veränderliche  rationale  Zahlen 
so  annähern,  dass  ihr  Unterschied  beliebig  klein  gemacht  werden 
kann,  so  giebt  es  stets  eine  und  nur  eine  irrationale  oder  rationale 
Zahl,  für  welche  jene  rationalen  Zahlen  die  Grenzen  sind*'. 

F. 


R.  Krüger.      Lehrbuch   des   Rechnens    mit    imaginären 
und  complexen  Zahlen.    Stuttgart.  J.  Maier.  VIII  +  I66S.  &<>. 

Ausführliche  Darstellung  der  Lehre  von  den  complexen 
Zahlen  nach  der  bekannten  Kleyer'schen,  für  das  Selbststudium 
berechneten  und  das  geringste  Mass  an  Vorkenntnissen  voraus- 
setzenden Methode.  Viele  Aufgaben  sind  vollständig  gelöst, 
die  Resultate  der  übrigen  in  einem  Anhange  zusammengestellt. 

F. 


Alb.  Meyer.     Ein  Beitrag  zu  dem  Rechenunterricht  an 

höheren      Lehranstalten.      Pr.   (Kr.  562)    Realsch.   Grogsenhain. 
42  S.  8«. 

Auf  eine  Einleitung  über  die  Entstehung  des  Zahlbegriffa 
folgt   eine  Darstellung  des  Unterrichtsganges   im   Rechnen   mit 
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gewöhnlichen  und  Decimal-BrQeben,  worin  Refer.  etwas  wesent- 
lich Neues  nicht  bat  finden  können.  F. 


M.  KAmmerbr.     Zur  Theorie  des   Negativen  und   Ima- 
ginären.   Fr.  (Nr.  713)  Realsch.  SoDdershaasen.  17  S.  4^ 

Die  Arbeit  wendet  sich  gegen  die  Auffassung  des  Negativen 
und  Imaginären  als  etwas  fBr  sich  Existirenden  und  z.  B.  durch 
geometrische  Mittel  Darstellbaren;  sie  plaidirt  dafür,  dass  nega- 
tive und  imaginäre  Zahlen  nichts  anderes  als  absolute,  wirkliche 
Zahlen  sind,  deren  Vorzeichen  jedoch  andeutet,  dass  sie  aus 
einem  Gleichungszusammenbange  herstammen,  in  welchem  ge- 
wisse Operationen  unausführbar  sind,  gleichzeitig  aber  auch  auf 
eine  Gleichung  hinweist,  die  eine  Lösung  in  absoluten  Zahlen  zu- 
lässt.  Der  Verf.  folgt  in  seinen  Ausführungen  den  Gedanken  DQh- 
ring's  (Neue  Grundmittel  und  Erfindungen  zur  Analysis,  Algebra 
und  Functionsrechnung),  woraus  sich  auch  wohl  sein  gering- 
schätziges Urteil  über  Gauss  erklärt.  F. 


E.  Ullrich.      Das  Rechnen  mit  Duodecimalzablen. 

Pr.  Realech.  Heidelberg.  SOS.  4^. 

Kurze  Uebersicht  über  die  Geschichte  der  Zahlensysteme 
und  ausführliche  Darstellung  des  Rechnens  mit  Duodecimalzahlen. 

F. 

W.  W.  Johnson.     Ootonary  numeration.     New  York  m.  s. 

BulL  I.  1-6, 

Der  Verf.  hebt  die  Vorteile  eines  Zahlensystems  hervor,  in 
welchem  alle  Zahlen  nach  Potenzen  der  Grundzahl  8  entwickelt 
geschrieben  werden.  Lp. 

C.   CüTHBERTSON.       Mental    arithmetic.     Nature  XLV.  78-79. 

K.  Haas.     Mental  arithmetic.     Natare  XLV.  198-199. 

Ffir  die  im  Kopfe  auszuführende  Multiplication  mehrstelliger 
Zahlen  empfiehlt  Hr.  Cuthbertson  eine  Methode,  die,  wie  Hr.  Haas 
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angiebt,  bereits  bei  Pappas  vorkommt  und  den  Indern  Brahma- 
gupta  und  Bhaskara  gleichfalls  bekannt  war.  Lp. 


Laur.  JKtfNBK.      Mechanische  Bestimmung  des   Stellen- 
wertes in  Product  und  Quotient  dekadischer  Zahlen. 

Oasop.  XX.  35.  (Böhmisch.) 

Unter  der  Verwendung  der  Formel 

a.lO'"X6.10**  =  (a6).10*i» 
und 

a.lO-  :  6.10*"  =  (0/6).  10-+« 

wird    gezeigt,    wie    man    den    Decimalpunkt    im    Product    und 
Quotienten  sofort  gleichsam  mechanisch  fixiren  kann.         Std. 


R.  Bettazzi.     Sui  sistemi  di  numerazioue  per  i  numeri 

reali.     Periodico  di  Mat.  VI.  14-23. 

Es  ist  unmöglich,  eine  abzählbare  Menge  von  ganze  Zahlen 
oder  Operationen  bezeichnenden  Symbolen  derart  anzugeben, 
dass  jede  reelle  Grösse  durch  diese  Symbole,  in  endlicher  Anzahl 
genommen,  darstellbar  sei.  Vi. 


E.  Sadun.     Sulla  divisibilitk  dei  polinomi   per   il   bino- 
mio  of—d^  e  per  il  polinomio  a:"* + a x'"~* -f- o* x""*  4 

+  a**~^a:  +  o'".      Periodico  di  Mat.  VI.  123-125,  180-185. 

Die  Teilbarkeitsbedingungen  für  «"»-}-  ax"^-^  -j- . . .  -|-  ßm  g^. 
geben  sich  aus  denjenigen  für  if  —  ar  (vgl.  Sadun,  Condizioni 
di  divisibilita  d'un  polinomio  per  un  binomio  della  forma  x*"  — o*-, 
Besso  Per.  Mat.  III.  129—36;  F.  d.  M.  XX.  1888.  163)  durch  den 
folgenden  Satz: 

Ein  Polynom  ?  ist  dann  und  nur  dann  durch 

a?"»  +  ox"»-*  -|- . . .  -f-  am 
teilbar,  wenn  der  Rest  der  Teilung  von  ?  durch  x»»+i  — a*+*  die 
Form  C{x^'-\r  ax"*-^  +  —  +  a'»)  hat,  wo  C  eine  von  x  unabhängige 
Grösse  bezeichnet.  yj^ 


Gapitel  1.    Niedere  Arithmetik.  167 

E.   Janisch.      BeraerkuDgen    zum    Rationalmachen    der 

Neuner.    Hoppe  Arch.  (2)  X.  420440. 

Die  von  Grebe  angegebene  Methode  (Ueber  das  Rational- 
machen  von  Nennern  mit  unbestimmt  vielen  irrationalen  Gliedern. 
Grunert  Arch.  XIII.  68.  1849)  wird  auf  einige  Beispiele  mit  der 
Modification  angewandt,  dass  die  entstehenden  linearen  Glei- 
chungen durch  Determinanten  aufgelöst  werden.  Dabei  ergiebt 
sieb  eine  Reihe  von  Relationen  unter  den  Minoren  der  Deter- 
minante des  Gleichungssystems;  es  lassen  sich  sämtliche  Unter- 
determinanten durch  die  zu  den  Elementen  einer  Reihe  gehörigen 
ausdrdeken.  Dieselbe  Methode  kann  auch  dazu  dienen,  eine 
gebrochene  rationale  Function  einer  Wurzel  einer  algebraischen 
Gleichung  als  ganze  Function  dieser  Wurzel  darzustellen.  Unter 
den  Subdeterminanten  der  Determinante  des  aufzulösenden  Systems 
linearer  Gleichungen  bestehen  gleichfalls  Relationen.  Da  diese 
Determinante  gleich  dem  Producte  aus  dem  Nenner  der  rationalen 
Function  und  allen  conjugirten  Ausdrücken  ist,  so  ergeben  sich 
durch  Coefficienten-Vergleiehung  die  Werte  symmetrischer  Func- 
tionen der  Wurzeln,  ausgedrückt  durch  die  Goefficienten  der  Glei- 
chung. F. 

B.  Adam.     Das  Rationalmacben   der   Bruchnenner. 

Pr.  (Nr.  293)  Gymn.  Claasthal.  15  S.  4^ 

Die  Arbeit  behandelt  ausführlich  das  Rationalmachen  solcher 
Nenner,  welche  Aggregate  von  zwei  oder  drei  Wurzeln  mit  be- 
liebigen Wurzelexponenten  sind.  Richtig  zu  stellen  ist  die  Be- 
merkung des  Verfassers,  es  sei  „wahrscheinlich^,  dass  auch  die 
allgemeine  Lösung  des  Rationalmachens  der  vier-  und  mehr- 
gliedrigen  Bruchnenner  möglich  sei,  insofern  als  es  a  priori  klar 
ist,  dass  jedes  Aggregat  von  beliebig  vielen  Wurzeln  durch  Multi- 
plieation  mit  allen  conjugirten  Ausdrücken  rational  wird. 

F. 


V.  Thallmayer.     Angenäherte  Berechnung  von  Wurzel- 
grössen  nebst  Anwendungen.  Hoppe  Arch.  (2)  X  32-61. 
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Es  ist 

Va*  +  6'  +  c'  +  d*  +  —  =  a.a  +  /J  6  +  y.c  +  <J.d+---, 
sobald  a,  /y,  y,  d  so  bestimmt  werden,  dass 

a:  ß:y:d  :•"  =  a:6:c:<i:-«- 

und 

o'+/^*  +  y'+ *'  +  '••  =  1 

ist.  Diesen  Bedingungen  lässt  sich  leicht  genügen,  wenn  man 
für  a,  /?,  /,  d,  . . .  trigonometrische  Functionen  gewisser  Hülfs- 
Winkel  setzt.     So  ist  z.  B. 

ya^^-b*  +  c*  =  acosqp.cosy,  4-68in9.co89, -{-cainqp,, 

wo 

a 


tangy  =    ^ 


und 


tango),   =  : i 

°^^  asinqp-f  ccosqp 


In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  ya'+ 6'-j-c'+ d'H —  auch  durch 
Ausdrücke  von  der  Form 

berechnen. 

Benutzt  man  diese  Formeln  bei  dem  Problem  der  Zusammen- 
setzung von  Kräften,  die  an  einem  oder  an  mehreren  Punkten 
angreifen,  so  erhält  man  für  die  Resultante  Ausdrücke,  die  dem 
Rechner  das  Quadriren  und  Wurzelziehen  ersparen  und  sich  auch 
geometrisch  veranschaulichen  lassen.  F. 

C.  A.  Laisant.      Sur  r^valuation   des  moyennes  (appli- 
cation  pratique).    J.  de  Math.  Mm,  (3)  V.  7-8. 

Das  arithmetische  Mittel  V  der  mittleren  Geschwindigkeiten 
von  n  Bewegungen  (Märschen)  ist  nicht  gleich  dem  Quotienten  V 
aus  der  Summe  der  Weglängen  durch  die  Summe  der  Zeiten  f&r 
die  einzelnen  Wege,  sondern  es  ist  V  >  F'.  Lp. 
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ß.  Cabbara.     Lezione  sui   massimi  e  minimi  delle  fuo- 

zioni   di   2*'  grado.      Cremona.  Fezsi.  48  S.  (Lith.) 

Die  Maximal-  und  Minimalwerte  des  Ausdruckes 

a'x^+b'x+c'    ~* 
sind  diejenigen  Werte  von  m,  für  welche: 

(5'»-4a'c')i»'-h2(2ac'  +  2ca'-6ft'>  +  (^'-4(ic)  =  0 

ißt;  die  entsprechenden  Werte  von  x  sind  durch  x  =  -^-7 j— r- 

'  ^  2(a—am) 

gegeben.  —  Die  Theorie  wird  in  der  vorliegenden  Schrift  auf 

zahlreiche  geometrische  Probleme  angewandt.  Vi. 


Weitere  Litteratur. 
W.  Adam.     Auflösungen    der    6500   Aufgaben  für   den 
Unterricht  in   der  Arithmetik   und  Algebra.  In  me- 
thodischer Stufenfolge  bearbeitet.     2.  Teil.  Neurappia. 

Petren«.  VII  -+- 139  S.  80. 

A.   Adleb.      Graphische    Auflösung     der    Gleichungen. 

KlAgenfart  ▼.  Rleinmayr.  26  S.  S^.    (Vgl.  oben  S.  99.) 

A.  Brbnneb.     Ausführliches   Lehrbuch    der   Arithmetik. 
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X  -h  493  S.  80. 

E,  FiscHBB.  Systematischer  Grundriss  der  Elementar- 
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M.  GlOseb.  GrundzHge  der  allgemeinen  Arithmetik 
für  die  dritte  Klasse  der  österreichischen  Mittelschulen. 

3.  Aufl.     Wien.  Pichler's  Wittwe  u.  Sohn.  V-I-107S.  mit  2  Tab.  8°. 
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für  Latein-,  Real-  und  Handelsschulen.  L  Teil.  L  Abt. 
7.  Aufl.     Hrsg.  von  J.  Brunotte.     Resultate.    Nfiraberg. 
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J.   KoBER.     Die  Grundlagen  der  Arithmetik.    Hoffmaon  z 

XXII.  495-500. 

K.  W.  Neumann.     Lehrbuch  d^r  allgemeinen  Arithmetik 
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VIII-+-215  8.  8^ 

J.  H.  Kühl.  Leitfaden  der  Arithmetik  und  Algebra. 
Für  den  Schul-  und  Selbstunterricht  bearbeitet.   2.  Teil. 
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H.  MOller.  Die  Elemente  der  Arithmetik  und  Algebra. 
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IV  4-68  8. 
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F.  GiROD.  Solutions  raisonn^es  des  problfemes  ^nouc^s 
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binöme.     Paris. 
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mathematical  Series".     Cambridge.  University  Press.  (1890).  [Na- 
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in   elementary   algebra.     London.  Macmillan  and  Co.  (1891).  [Na- 
ture XLIIL  389]. 

W.  A.  Potts  and  W.  L.  Sargant.     Elementary  algebra. 

With   nnmeroUS   examples.    London.  Longmans,  Green  and  Co. 
(1890).  [Nature  XLIIl.  28]. 
Charles   Smith.      Arithmetic.     Cambridge.  University  Press.  VIII 
•+-  340  S. 
Ein  tüchtiges  Schulbuch  mit  zahlreichen  Beispielen. 

Gbs.  (Lp.) 
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e  problemi,  ad  uso  degli  alunni  delle  scuole  tecniche 
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gOVernativi.       III*  ed.     Livorno.  R.  Qiusti. 
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F.  DE  Prado  y  A.  Sereix.  Cälculo  de  los  numeros 
aproximados  y  operaciones  abreviados.  Madrid.  i892.  89  s. 

P.  DziwiNSKi.  Algebra  für  höhere  Klassen  der  Gym- 
nasien und  Realschulen.  Lemberg.  1891.  XI +  384  8.  80.  (Pol. 
Diacb.} 

W.  PüCHEWicz.   Näherungen  im  logarithmischen  Rechnen. 

Mazeam  YII.  Lemberg.  1891.  S.  769-774.  (Poloisch.) 

W.  Zajaczkowski.  Anfangsgründe  der  Arithmetik  für 
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Capitel  2. 

Zahlentheorie. 

A.    Allgemeines. 
T.  J.  Stieltjes.     Sur   la   th^orie  des   nombres.     Etüde 

bibllOgraphique.      Toulouse  Ann.  IV.  (1890.)  1-103. 

Eine  sehr  gründliche  und  umfassende  Darstellung  der  ersten 
Elemente  der  Zahlentheorie,  mit  Rücksicht  auf  die  in  der  jüngsten 
Vergangenheit  erzielten  Fortschritte.  Das  erste  Capitel  behandelt 
die  Teilbarkeit  der  Zahlen,  von  dem  Algorithmus  zur  Aufsuchung 
des  grössten  gemeinsamen  Teilers  ausgehend.  Das  zweite 
Capitel  enthält  die  Lehre  von  den  Congruenzen;  die  von  Stephen 
Smith  eingeführte  Betrachtung  eines  Fundamentalsystems  von 
Lösungen  einer  oder  mehrerer  unbestimmter  Gleichungen  findet 
hier  ihre  Stelle.  Das  dritte  Capitel  behandelt  die  Systeme 
linearer  Congruenzen,  wobei  neben  der  genauen  Erörterung  aller 
auf  die  Matrizen  bezüglichen  Fragen  in  erster  Linie  die  bilineare 
Form  nach  Frobenius  studirt  wird.  Sn. 


Ed.  Lucas.  Theorie  des  nombres.  Tome  I«^.  Le  cal- 
cul  des  nombres  entiers.  Le  calcul  des  nombres  ra- 
tionnels.     La  divisibilit^  arithm6tiqae.      Paris.    Gauthier- 

Villars  et  File.  XXXIV  4-  520  S.  8«. 

Ausführliche  Anzeige  dieses  einzigen  Bandes  des  Werkes, 
nach  dessen  Erscheinen  der  Verf.  allzu  früh  verschied,  in  Dar- 
boux  Bull.  (2)  XVL  161—165  durch  Hrn.  Paul  Tannery;  Selbst- 
anzeige in  Assoc.  Fran9.  Marseille  XX,.  149-151.  Lp. 


W.  Fr.  Schüler.  Lehrbuch  der  unbestiramten  Glei- 
chungen des  ersten  Grades.  (Diophantische  Glei« 
chungen.)  Sammlung  von  374  Zahlen-,  Buchstabeix- 
und  Textaufgaben  in  vollständig  gelöster  Form  und 
zahlreichen  Erklärungen    und    Erläuterungen.      Nebst 
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den  Abhandinngen  des  Bachet  de  M^ziriac,  im  fran- 
zösischen Originale  mit  beigefügter  Uebersetzung. 
Ftir  das  Selbststudium  und  zum  Gebrauche  von  Lehr- 
anstalten   bearbeitet    zum  Teil  nach  System  Kleyer. 

Erstes    Buch.    Stuttgart  J.  Mayer.  VIII -M76  S.  8».  Sn. 


C.  A.  Laisant.     Sur  une  m^thode  pour  la  construction 
d^me  table  de  nombres  premiers.  Abs.  Fraoy.  Marseille  xx. 

165-16S. 

Eine  mechanische  Methode  für  das  Sieb  des  Eratosthenes. 
Alle  angeraden  Zahlen  werden  in  die  Fächer  eines  carrirten  Bo- 
geDs  geschrieben ;  aus  einem  unbeschriebenen  eben  solchen  Bogen 
werden  die  den  Vielfachen  eines  Primzahlfactors  entsprechenden 
Quadrate  ausgeschnitten.  Solche  „Netze''  fertigt  man  sich  für 
jede  Primzahl.  Legt  man  diese  schachbrettartig  mit  Fenstern 
versehenen  Netze  auf  den  mit  den  Zahlen  beschriebenen  Bogen, 
so  zeigt  jedes  offene  Fenster  des  Netzes  den  Primzahifactor  an. 

Lp. 

H.  VoLLPRBCHT.     ücber  die  Herstellung  von  Factoren- 

tafeln«     Disi.  Leipzig.  16  S.  Imp.  4^  mit  8  Tabellen. 


W.  W.  RousE  Ball.     Mersenne's  numbers.    Mess.  (2)  xxL 

34-40,  120. 

In  den  Cogitata  Physico-mathematica,  Paris  1644,  Praefatio 
generalis,  Art  19,  giebt  Mersenne  an,  dass  die  einzigen  Werte 
der  Primzahl  p  bis  257,  welche  2''  — 1  zu  einer  Primzahl  machen, 
die  Zahlen  1,  2,  3,  5,  7,  13,  17,  19,  31,  67,  127,  257  sind,  wel- 
eher  Liste  nach  Hrn.  Seelhoff  die  Zahl  61  zuzuftlgen  ist.  Hr.  Ball 
stellt  die  bezüglich  dieses  Satzes  bisher  stattgefundenen  Unter- 
suchungen zusammen,  bei  denen  bislang  noch  33  Werte  von  p 
nicht  erledigt  sind,  nämlich  p  =  67,  71,  89,  101,  103,  107,  109, 
127,  137,  139,  149,  157,  163,  167,  173,  181,  193,  197,  199,  227, 
S9,  241,  257.    Der  Vergleich  der  von  verschiedenen  Forschern 
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benatzten  Mittel  zeigt,  dass  es  an  einer  einheitlichen  Methode 
zur  Untersuchung  fehlt.  Mersenne  selber  habe  wahrscheinlich 
seine  Angabe  durch  Fermat  erhalten,  und  dieser  sei  rermntlich 
im  Besitze  einer  Methode  gewesen,  die  aber,  wie  so  manches  von 
Fermat  Herstammende,  verloren  gegangen  sei.  Lp. 


J.  Hammond.     Some  arithmetical  formulae.    Mess.  (2)  xx. 

158-163,  182-190. 

Der  Verfasser  setzt  das  Symbol  (x :  d)  gleich  1  oder  gleich 

SD 

0,  je  nachdem  —  ganz  oder  gebrochen  ist;  ferner  definirt  er 

zwei  Functionen: 

nud(ir)  =  («  :  l)  +  (aj  :2)  +  (ir  :3)  +  '"         in  inf., 
sud(x)  =  (a;:l)  +  2(aj:2)  +  3(«:3)-h--    in  inf. 

Ist  daher  x  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  nud(d;)  die  Anzahl 
und  sud(x)  die  Summe  der  Divisoren  von  x\  ferner  sud(x)  =  O, 
wenn  x  gebrochen  ist.  Von  diesen  Symbolen  macht  der  Verf. 
verschiedene  Anwendungen,  z.  B.  auf  den  „Totienten''  T(fi)  von  n: 

in  welchem  p,,  p,,  p„  die  Primzahl-Divisoren  von  tt  sind.  Dieser 
Totient  wird  als  die  Determinante  dargestellt: 


t(«)  = 


1 

2 
3 
4 

5 
6 


0 
1 
2 
3 
4 
5 


0 
0 
1 
2 
3 
4 


0 
0 
0 
1 
2 
3 


1 

3 

6 

10 

15 

21 


Später  wird  eine  Function  @c(n)  eingefOhrt.: 

©,(«)  =  «-'a-p?xi-p?xi-p?)-.M 

die  ffir  e  =  —  1  in  T(n)  Übergeht,  und  mit  ihrer  Hülfe  werden 
Formeln  f&r  Sr  (r  eine  gante  Zahl,  ( =  1,  2,  3,  . . .,  n)  aufge- 
stellt.   Die  Eigenschaften  dieser  Function  @c(tt),  welche  denen 
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von  t(ii)  entsprechen,  werden  dargelegt,  4.  B.: 

[y]©.a)+[4]ö*(2)+[i-]®'(3)+-  =  1- 

+  2-*  +  3-*  +  -.-  +  n-«, 

wo  l-^l  die  grösste  in   dem  Quotienten  n//r  enthaltene  ganze 

Zahl  bedeutet*  Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  f&r  &t(n)  eine 
ähnliehe  Determinante  wie  die  obige  fflr  T(n);  doch  hat  man  die 
Triangularzahlen  der  letzten  Columnen  durch  die  Ausdrücke  1~', 
1^+2-*,  l-'+2-*  +  3-*,  ...  zu  ersetzen.  Lp. 


J.  W.  L.  Olaisher.     Relations  between  the  divisors  of 
the  first  n  numbers.    Lood.  m.  s.  Proc.  xxii.  359-410. 

Es  werden  Verallgemeinerungen  der  Formel 

a(»)-3a(ii-l)  +  5a(ii  — 3)— 7(j(n-6)-f  9a(n-10) =  0 

gesucht,  wenn  a(n)  die  Summe  der  Divisoren  von  n  bedeutet, 
und  o(0)  eventuell  den  Wert  ^n  haben  soll.  In  den  Ergebnissen 
erscheint  aber  an  Stelle  der  Summe  der  Divisoren  häufig  auch 
die  Summe  der  ungeraden.  Potenzen  derselben;  andererseits  .bcr 
ziehen  sich  viele  Formeln  auf  die  Divisoren  selbst.  Die  Beweise 
werden  durch  Relationen  zwischen  elliptischen  Reihen,  z.  B.  für 
Jaeobi's  B(x)  und  Z(x\  gewonnen,  wobei  die  Bernoulli'schen  Zah- 
len  in  einer  merkwürdigen  Weise  auftreten.  Zu  bemerken  ist 
noch,  dass  alle  Formeln  ein  additives  Glied  haben,  sobald  n 
Trigonalzahl  ist.    (Vergl.  das  folgende  Referat.)  Sn. 


J.  W.  L.  Glaishbr.     Recurring  relations  involving  sums 

of  pOWers   of  divisors.      Hess.  (2)  XX.  129-135,  177-181;   (2) 
XXL  49-64. 

Be^eiehnet  ü(n)  die  Summe  der  Divisoren  einer  Zahl  n,  sö 
eilt,  wie  der  V6rf.  früher  (Cambr.  Proc.  V,  P.  d.  M.  XVI.  1884. 
151)  gefhttden  hs%  unter  anderen  Beziehungen  die  Gleichung: 

FartKhr.  d.  Math.  XXUI.  1.  12 
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a(ii)-3aCn-l)+5a(ii  — 3)-7<7(n-6)+9a(ii-10) 

=  0    oder    =  (-l>-i(l»+2«4-3'  +  -  +  p"), 

je  nachdem  n  keine  Triangularzahl  oder  gleich  der  ^  Trian- 
gularzabl  i9(g  +  l)  ist.  Seit  der  Veröffentlichung  dieser  Arbeit 
hat  Hr.  Glaisher  seine  Forschungen  auf  die  Summen  der  r^ 
Potenzen  ar(^n)  der  Divisoren  der  Zahl  n  ausgedehnt  und  in  einer 
grösseren  Abhandlung  vereinigt,  welche  der  London  Math.  Soc. 
vorgelegt  worden  ist  (vergl.  das  vorangehende  Referat).  Die 
vorliegenden  Artikel  sind  AuszQge  aus  dieser  umfangreichen 
Schrift  und  beschränken  sich  auf  die  Eenntnisgabe  mehrerer 
interessanter  Ergebnisse.  In  dem  ersten  Artikel  wird  die  obige 
Formel  für  a(n)  [oder  <Ji(ii)]  auf  ein  beliebiges  am(n)  för  ein 
ungerades  m  wie  folgt  erweitert: 

a^(n)-3a„»C«-l)  +  5<'m(n-3)-7(;^(n-6)  +  9<j«(ii-10) 

=  2(2){(T«_Kn-l)-(r+2')a.-2(ti-3) 

+  (l'+2*+3')a™-2(fi-6)  ~  .  • .} 
+  2Q){a,-4Cn-l)-(l*+2*)<'m-4(n-3) 

+ (l*+2*+30a«_4(fi-6) } 

+  2m  {a(n- 1)-  (l'»-*+2"-0(T(n-3) 

-1-  (l'«~i+2«-i+3— 0a(it-6) } 

so  dass  also  das  r^  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
lautet: 

Das  in  eckigen  Klammern  zuletzt  stehende  Glied,  welches  nar 
für  Triangularzahlen  n  gilt,  sotist  aber  gleich  Null  zu  setzen  ist, 
kann  auch  fortfallen,  wenn  man  die  Grössen  am(0)  als  zulässig 
einführt  und  durch  das  folgende  Gleiefaungssystem  bestimmt: 
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^(0)  =  zrr^^i 


m+2 


' .^ 

wo  Bi  die  A**  Bernoalli'sche  Zahl  bezeichnet. 

In   dem  zweiten  Artikel  giebt  der  Verf.  seiner  Formel  die 
folgende  Gestalt: 

ff,(fi)— 3ff«.(n— l)  +  5ff«(»-3)  — 7<r„(n-6)4-  ••• 

+  ^  (3)  |a«-2(«)  -  3'<T„_2(«  - 1)  +  5»o._2(n-3) 

-7'ff,_,(n-6)  +  -| 

+  ~r  (5)  {a«-4(n)-  3»ff,_«(n- 1)  +  5'<T„-«(n-3) 

~7»ff„-»(»-6)  +  -} 
4- 

+  -^=5-  (3)  f  <'.  C»)  -  S'-X  («- 1)  +  ö-'-'a,  (n-3) 

-7-»ff,(n-6)  +  ...} 

Der  in  den  eckigen  Klammern  stehende,  nur  fUr  Triangularzahlen 
gOltige  Term  kann  wieder  in  Fortfall  kommen,  wenn  man  ai^(0) 
zolSsst  und  passend  bestimmt.    Setzt  man 

ff(0)  =  -iÄ„    a.(0)  =  i-iß,,    ".(0)  =  -iifii,    .  .  .. 


r 


12* 
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80  nimmt  dieses  „ErgäDZungsglied^  die  einfache  Gestalt  an: 

Der  letzte  Artikel  endlich  fQhrt  an  Stelle  von  am(n)  clie 
Form  n^OfJjn)  ein.  Im  §  2  befinden  sich  Formeln,  welche  Om(f^\ 
nam(n),  n*am(n\  -  •  •  enthalten,  ohne  dass  es  dem  Verf.  gelungien 
wäre^  die  von  ihm  „durch  eine  etwas  complicirte  Methode*'  Er- 
haltenen einzelnen  Resultate  zu  einer  allgemeinen  Formel  zu  ver- 
einigen. Die  gegebenen  Formeln  fQr  Cm(n)  erstrecken  sich  auf 
die  Fälle  m  =  1,  3,  &,  7,  9.  Vergleiehungea  zwischen  dea  er- 
haltenen Formeln  und  Umformungen  derselben  durch  Einftthrung 
heuer  Functionen  bilden  den  vornehmlichen  öegenstand  der 
weiteren  Untersuchung.  Zum  Schlüsse  giebt  der  Verf.  die  analy- 
tischen Formeln  an^  aus  denen  er  seine  Ergebnisse  abgeleitet  hat 

Lp. 


J.  W.  L.  Glaishbr.     Note  on   a  reciirring  formula  for 

a  (n).      MeiB.  (2)  XXL  122-130. 

Im  Qaarterly  Journal  XX.  116  (F.  d.  M.  XVL  1884.  149) 
hat  der  Verf.  gezeigt,  dass,  wenn  c(n)  die  Summe  der  Divisoren 
von  n  bezeichnet  [damals  x(^)]t  ^^^  fi^7(mod.8)  ist^  die  Glei- 
dfaung  gilt: 

a(fi)-2a(n— 4)  +  2a(n-16)-2a(n-36)-f-.-.  =  0. 

Da  die  Argumente  in  dieser  Reihe  schneller  abnehmen  als  in 
irgend  einör  anderen  der  recürrirendeb  Formeln  für  ä{n)^  so  ist 
es  interessant,  die  Beschränkung  in  Betreff  der  Form  von  n  näher 
zu  ^i^8feb.  Hierbei  ergiebt  sich  dann,  dass  die  Formel  für  alle 
ungeraden  Werte  von  n  gültig  ist,  welche  nicht  als  die  Summe 
dreier  Quadrate  darstellbar  sind.  Da  aber  keine  Zahl  ^7(mod.8) 
äo  dargestellt  werden  kann,  so  gilt  der  Satz  mit  Notwendigkeit 
fQr  Zahlen  dieser  Form.  Zum  Schlüsse  weist  der  V^rf.  auf  die- 
jenigen analytiichen  Formeln  hin,  die  er  beim  Bewi^ise  benutzt  bat. 

Lp. 


Gapiiel  2.    Zablenibeorie.  Jgl 

J.  W.  L.  Glaisher.  Expression  for  tfae  sum  of  the 
cttbes  of  the  divisors  of  a  number  in  terms  of  parti- 
tioDS  of  inferior  numbers.     Mess.  (2)  xxi.  47-48. 

Ist  P(n)  die  Anzahl  der  Teilangen  von  n  in  die  Zahlen  1,  2, 
3, . . .,  wobei  Wiederholungen  nicht  ausgeschlossen  sind,  und  sind 
1,  2,  5,  7,  ...  die  Pentagonalzahlen  i(3r' — r),  so  ist 

f(„-^l)  +  2P(ii-2)-5P(n-5)— 7P(n-7)  +  ...  =  a(fi), 
P(„-l)  +  2'P(n  -  2)  -  b'P(n  -  5)  -  VP(n  -  7)  +  •  •  • 

=  -iV{5a.(«)-^(18ii-l)a(i.)}, 
endlich : 

^,(«)  =  *^±{p(18n-p-l)P(fi-p)). 

Lp. 

J.  J.  Stlvb8Teh.     On  arithmetioal  series.      Hess.  (2)  xxi. 

M9,  87-120. 

Der  erste  Teil  dieser  Abhandlung  bezieht  sich  auf  die  Prim- 
zahlen (oder  nach  des  Verfassers  Ausdruck  „latente*^  Primzahlen), 
die  ak  Factoren  in  den  Gliedern  gegebener  arithmetischer  Reihen 
enthalten  sind.  Die  beiden  Hauptsätze  lauten:  1)  Ist  m>n~l, 
80  enth&It  das  Product  (m  +  l)(m  +  2). .  .(m  +  »»)  eine  Primzahl, 
die  nicht  in  1.2.3...ii  enthalten  ist.  2)  Ist  m  prim  zu  •  und 
> n,  so  muss  das  Product  (m  +  i)(m-\'2%). ,  .(m  +  ni)  eine  oder 
mehrere  Primzahlen  grösser  als  n  enthalten,  falls 

(m  +  t)(m+20(m4-3f)...(m  +  (»-yJt)>  1.2.3...«, 

worin  y,  die  Anzahl  der  unterhalb  n  gelegenen,  nicht  in  t  ent- 
haltenen Primzahlen  bezeichnet.  In  dem  zweiten  Teile  betrachtet 
der  Verfasser  die  asymptotischen  Grenzen  ftlr  die  Anzahl  von 
Primzahlen  gewisser  irreduciblen  linearen  Formen  tfus^-^f  d^ 
zwischen  einer  Zahl  x  und  einem  gegebenen  gebrochenen  Viel- 
fachen kx  von  ihr  liegen.  Die  Forschungsmethode  ist  derartig, 
dass  die  bestimmten  asymptotischen  Grenzen  von  dem  Wert 
Ton  r  unberührt  bleiben  und  für  alle  Werte  von  m,  welche  den- 
selben Totienten  haben,  die  nämlichen  sind.  Dieser  Teil  ist 
gewisaermassen  als  ein  Supplement  zu  der  berflhmten  Arbeit 
TgchebytschefTs  von  1850  in  den  Petersburger  Denkschriften  von 
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1854  zu  betrachten«  Beide  Untersuchungen  des  Verfassers  stützen 
sich  in  gleicher  Weise  auf  gewisse  elementare  Sätze  Aber  „Index- 
Summen''  (bezüglich  irgend  einer  gegebenen  Primzahl)  arithme- 
tischer Reihen.  Lp. 

L.  Gegenbauer,     lieber  arithmetische  Progressionen,  in 
denen   Anfangsglied    und    Differenz    teilerfremd   sind, 

Wien.  Ber.  C.  1018-1053. 

Legendre  hat  eine  Formel  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der- 
jenigen Glieder  einer  arithmetischen  Progression  gegeben,  welche 
durch  eine  Reihe  von  gegebenen  Primzahlen  nicht  teilbar  sind. 
Hieran  wird  die  Ableitung  einer  sehr  allgemeinen  Relation  ge- 
schlossen, die  Specialisirungen  jeder  Art,  den  Uebergang  za 
allen  möglichen  zahlentheoretischen  Functionen  und  sodann  Wahr* 
scheinlichkeitsberechnungen,  welche  sich  auf  arithmetische  Reihen 
beziehen,  eben  solche  Mittelwertbestimmungen  u.  s.  f.  ermöglicht. 
Speciell  mag  auf  die  Ermittelung  der  Differenz  zwischen  der  An- 
zahl der  unter  den  n  ersten  Gliedern  einer  arithmetischen  Reihe 
vorkommenden  Primzahlen  und  der  Anzahl  aller  n  nicht  über- 
schreitenden Primzahlen  hingewiesen  werden.  Sn. 


L.  Carlini.     Sopra  un  problema  della  teoria  dei  uumeri. 

Periodico  di  Mat.  VI.  119-122. 

Schreibt  man  n-mal  nacheinander  die  Reihe  1,  2,  ...,  k^ 
und  entnimmt  man  aus  jeder  Reihe  auf  jede  mögliche  Weise  ein 
einzelnes  Element,  so  erhält  man /p"  n- fache  Gruppen,  welche  als 

Ton    einander   verschieden  anzusehen   sind.     Die  Anzahl  g*(  ) 

der  Gruppen,  deren  grösster  gemeinschaftlicher  Teiler  zu  k  relativ 
prim  ist,  wird  durch  die  Formel: 

■  »O  =  '-('-i)0-i)-(>-i) 

gegeben,  wo  a^,  a,,  ...,  a„«  die  verschiedenen  Primfactoren  von 
k  bezeichnen.  Vi. 
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A.  S.  Bang.     Om  Primtal  af  besternte  Former.    Nyt  Tidsa. 

for  Math.  IIB.  73-82. 

Diese  Abhandlang  untersucht  die  Anzahl  der  Primzahlen  von 
einer  bestimmten  Form,  z.  ß.  4n-f  1)  bis  zu  einer  bestimmten 
Grenze  hin.  Die  vom  Verf.  gefundenen  Grenzen  der  gesuchten 
Zahlen  sind  aber  viel  zu  weit,  um  zu  einer  wirklichen  Berechnung 
gebraucht  werden  zu  können,  was  der  Verf.  auch  nicht  beab- 
giehtigt  Dagegen  geben  sie  einen  ziemlich  leichten  und  elemen- 
taren Beweis  f&r  den  von  Dirichlet  herrührenden  Satz: 

Jede  arithmetische  Progression,  deren  erstes  Glied  mit  der 
Differenz  prim  ist,  enthält  unendlich  viele  Primzahlen,  wenn  die 
Differenz  irgend  eine  der  folgenden  Zahlen  ist: 

4,     6,    8,     10,     12,     14,     18,    .20,    24,    30,    42,    60. 

V. 


J.  Ivanoff.     Die  ganzen  coraplexen  Zahlen,      st.  peters- 

barg.  1891.  (Rassisch.) 

Die  Abhandlung  ist  einer  Darstellung  der  Dedekind'schen 
Theorie  der  ganzen  complexen  Zahlen  und  der  idealen  Moduln 
gewidmet.  Der  Verfasser  behandelt  ausführlich  die  Theorie  der 
Ideale  fQr  den  Fall  der  ganzen  complexen  Zahlen,  welche  von 

y^  abhängen,    und    beweist   das   folgende  Theorem  des  Herrn 
Harkoff:  Wenn  die  ganze  Zahl  A  unter  der  Form  a^b  dargestellt 

ist,  80  sind  alle  ganzen  complexen  Zahlen,  welche  von  }/2  ab- 


hängen,   von    der    Form    X+ l^Vö^t  +  zyaö*    [wenn    A   nicht 
=  +  l(mod.  9)]  oder  von  der  Form 


^  _i  +  6v^tM^  +  r  i/a-Ä  +  z  IM-' 

[wenn  i4^+l(mod.3)]. 

Den  interessantesten  Teil  der  Arbeit  bildet  der  Beweis,  dass 
die  Zolotareffsche  Methode  der  Zerlegung  der  ganzen  complexen 
Zahlen  in  ideale  Factoren  mit  der  Methode,  welche  von  Dede- 
kind  gegeben  ist,  wesentlich  identisch  ist.  Wi. 
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D.  MiRiMANOFP.      Sur    une  question   de    la  th^orie   des 

nombres.    J.  für  Math.  CIX.  82-88. 

Fflr  die  Theorie  der  complexen  Zahlen,  welehe  aus  l^ 
Warzeln  der  Einheit  gebildet  sind,  ist  die  Entscheidung  wichtig, 
wann  die  Kiassenanzahl,  und  speciell  deren  zweiter  Factor,  durch 
X  teilbar  ist.  Kummer  fand  das  Kriterium,  es  müsse,  wenn 
e^,  ...,  ep-.2  ein  System  von  Fundamentaleinheiten  bezeichnen, 
eine  Reihe  ganzzahliger  Exponenten  m^,  nii,  ...,  ir^-s  existiren, 
für  welche 

X— 1 
2 

gleich  einer  il^°  Potenz  werde,  ohne  dass  alle  einzelnen  m  ge- 
naue Vielfache  von  X  seien.  Herr  Mirimanoff  benutzt  die  Kro- 
necker'sche  Bezeichnungsart : 

indem  er  an  Stelle  des  x  der  Reihe  nach  die  primitiven  Wurzeln 
der  Gleichungen  x^  :=  l  treten  lässt  (d  Divisor  von  x\  um 
obiges  Kriterium  gegen  ein  praktisch  bequemeres  zu  vertauschen. 
Er  entwickelt  die  zu  den  einzelnen  d  gehörigen  Producte  von 
KreisteiluDgseinheiten  in  Potenzreihen  und  prttft,  ob  diese  (mod.  l) 
zu  X^"^  Potenzen  congruent  sein  können.  Die  Untersuchung  wird 
fbr  A  =  37  durchgeführt  und  ergiebt  interessante  Nebenresultate. 

Sn. 


^T-.C  ..•  C7^  G  =  ^) 


L.  Gbgenbauer.      Ueber  die   aus  n  Haapteinheiten  ge- 
bildeten  COmplexen   Zahlen.      MonaUh.  f.  Math.  II.  429-432. 

Es  handelt  sich  um  den  von  Hrn.  Weierstrass  herrührenden 
Satz:  „In  einem  aus  einer  ungeraden  Anzahl  von  (mit  gewissen 
Grundeigenschaften  begabten)  Haupteinheiten  gebildeten  com- 
plexen  Zahlensysteme  ist  die  Quadratwurzel  aus  dem  negativ 
genommenen  Modul  der  Multiplication  nicht  vorhanden^. 

Der  hier  mitgeteilte  einfache  Beweis  benützt  nur  das  Multi- 
plicationstheorem  der  Determinanten.  Das  Ergebnis  fliesst  dar- 
aus, dass  eine  gewisse  Determinante  im  vorliegenden  Falle  nur 
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D^ür  sein  kann.     Der  innere  Grund  für  den  in  Rede  at^beq- 
den  Satz  liegt  lediglich  im  Associationsprincip.  My. 


G.  ScHEFFERS.     ZurückführuDg  complexer  Zahlensysteme 
auf  typische  Formen.    Math.  Ann.  xxxix.  293-390. 

Referat  in  Abschnitt  VI,  Gapifel  6.  My. 


A.  Markopf.      ßur    une  classe  de  nombres  complexes. 

CR.  CXIL  780-782,  1049-1050,  1123-1124. 

Es  wird  eine  Beihe  von  Formeln  mitgeteilt,  welche  sich  auf 
die  Zerlegung  in  (wirkliche  und  ideale)  Primfactoren  der  ganzen 

algebraischen  Zahlen  beziehen,  welche  von  ^A  abhängen.  A  ist 
eine  gewohnliche  ganze  Zahl  und  wird  in  der  Form  a'6  yorr 
ausgesetzt. 

Die  Ergebnisse  stützen  sich  auf  die  Theorien  von  Dedekind 
ood  Zolotareff;  insbesondere  sind  die  Methoden  des  Letzteren 
angewandt  worden.  My. 

H.  Bbrkbnbusch.      Ueber   die  aus  den  achten  Wurzeln 
der  Einheit  entspringenden  Zahlen.    Dias.  Marburg.  ö5  s.  s^. 


J.  Pbrott.     Remarque   au   sujet  du  thdor^me  d'Euclide 
sur  finfinit^  du  nombre  des  nombres  premiers.    American 

J.  XIII.  236-308. 

Der  erste  Teil  der  Arbeit  fand  sich  in  demselben  Journal  XI. 
^"^•138  (1888).  Es  handelt  sich  um  eine  systematische  Durchföhrung 
der  Anwendung  gruppentheoretischer  Begriffe  auf  irgend  welche 
ZahlkOrper.  Der  Verfasser  gelangt  von  dieser  Auffassung  aus 
lu  einer  fundamentalen  Kritik  der  Grundlagen  der  Zahlentheorie 
Bd  merkt  besonders  an,  wo  das  Postulat  der  Zerlegung  eiuer 
Wliebigeu  Zahl  in  ihre  Primfactoren  e|ne  Bolle  spielt,  wie  z.  B. 
^  der  Ti^^jrie  4^r  quadratischen  Formen.    Er  findet  im  sechsten 
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Abschnitt  der  Disquisitiones  arithmetieae  sonach  eine  ununigäng- 
liehe  Ergänzung  dieser  Theorie.  Praktisch  kn&pft  er  an  die 
Bemerkung  Euklid's,  dass,  wenn  9^,  9,,  ...,  9«  die  sämtlichen 
Primzahlen  wären, 

eine  weitere  enthalten  müsste,  den  Nachweis,  dass  es  zwischen  qn 
excl.  und  M  mindestens  n  —  1  Primzahlen  giebt.  Zum  Sehluss 
finden  sich  Entwickelungen  Aber  die  Anzahl  der  Primzahlen, 
welche  in  besonderen  Formen  enthalten  sind.  Sn. 


J.  Willis.      Weighing   by  a   ternarj   series  of  weights. 

Natore  XLIII.  30-31,  198. 

J.  D.  EvERETT.      Weights   proceeding  by   powers   of   3. 

Nature  XLIII.  104,  199. 

P.  A.  MacMahon.      Weigbing   by   a  series  of  weights. 

Nature  XLIiL  113-114. 

Die  bekannte  Möglichkeit  des  Abwägens  eines  Körpers 
durch  einen  Gewichtssatz  mit  den  Gewichten  1,  3,  3',  3*,  .  . . 
wird  wieder  einmal  auf  den  mathematischen  Grund ,  nämlich 
auf  ein  Zahlsystem  mit  der  Grundzahl  3,  zurtickgeführt.  Hr. 
MacMahon,  der  das  Problem  in  grösster  Allgemeinheit  löst,  ver- 
weist dabei  auf  seinen  Artikel  im  Quart.  Jonrn.  XXI.  367  (F. 
d.  M.  XVIII.  1886.  138).  Lp. 


B.  Carrara.      Urrapplicazione    della    teoria   dei    numeri 
alle  frazioni  deciinali  periodiche.  Cremona.  Pezai.  25S. (Lith) 

Eine  Vorlesung  über  die  ersten  Sätze  der  Theorie  der  Con- 
gruenzen  und  der  quadratischen  Reste  und  aber  die  Anwendung 
derselben  auf  die  Theorie  der  periodischen  Deoimalbrflche. 

Vi. 


M.  F.  Danibls.      Lineaire  congruenties.       oiss.  Amsterdam. 

van  Heteren.  135  8.  (1890.) 

Die    Dissertation    handelt   Qber  lineare   Congruenzen.      Im 
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ersten  Abschnitt  werden  die  älteren  Methoden  zur  Losung  von 
diophantischen  Gleichungen  entwickelt,  im  zweiten  und  dritten 
die  Methoden  von  Euler,  Lagrange,  Scheffler  und  Gauss.  Im 
vierten  Abschnitt  wird  die  unbestimmte  lineare  Gleichung  mit 
zwei  Unbekannten  mittels  der  EettenbrQche  gelöst,  und  im  f&nf- 
ten  die  Methode  von  Binet  mitgeteilt.  Im  sechsten  giebt  der 
Verfasser  eine  neue  Methode  zur  Lösung  von  linearen  Con- 
^aenzen,  welche  auf  einem  bekannten  Satze  von .  Wilson  beruht 
üDd  auf  der  Ausdehnung,  welche  ihm  durch  Gauss  (Disq.  Arithm. 
art.  70)  gegeben  ist.  Im  siebenten  und  letzten  wird  die  Frage 
gestellt:    Wie    gross   ist   die  Zahl  der  Lösungen  der  Gleichung 

^a^Xk  =  A  in  ganzen  positiven  Zahlen,  wenn  die  Goeffieienten 

a^,  d,,  . . . ,  On  alle  positive  Primzahlen  sind.  Die  Beantwortung 
dieser  Frage  weicht  in  mehreren  Hinsichten  von  der  Weise  ab, 
caeh  welcher  Hr.  Weihrauch  (Schlömilch  Z.  XX.  97)  sie  be- 
handelt; doch  die  Resultate  stimmen  ganz  überein.  G. 


M.  Mandl.     On    the    generalization    of    a    theorem    by 
Gauss  aud  its  appHcation.    Quart.  J.  xxv.  227-236. 

Es  handelt  sich  zunächst  um  einen  directeren  Beweis  der 
von  Hrn.  Schering  gegebenen  Verallgemeinerung  des  Gauss'schen 
Kriteriums  (vgl.  Berl.  Ber.  1876.  330-341,  F.  d.  M.  VIII.  93—95). 
Indessen  erscheint  der  Nachweis,  wie  die  negativen  Reste  in 
deren  ganzer  Reibe  verteilt  sind,  speciell  wenn  man  die  grossten 
gemeinschaftlichen  Teiler  von  Rest  und  Modul  zum  Princip  einer 
Klassenteilung  nimmt,  als  Hauptsache.  Die  Beziehungen  zu  der 
EiscDstein'schen  Darstellung  des  Legendre'schen  Zeichens,  welche 
mit  Hülfe  von  Einbeitswurzeln  ausgedrückt  wird,  führen  schliess- 
lich zu  Reihen  von  Binomialcoefficienten  mit  abwechselndem 
Vorzeichen,  welche  gleich  +1  sind,  je  nachdem  die  Zahl,  deren 
Charakter  gesucht  wird,  Rest  oder  Nichtrest  ist.    Die  Reihe  z.  B. 

l-«,+(»-l),~(«-~2),  + 

&t  0,  1  oder  —1,  je  nachdem  3  Teiler,  Best  oder  Nichtrest  von 
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2^+1  ist-    Eine  Verallgemeinerang  fOhtt  su  der  Formel: 


2*+iVr+4Ä 

Sd. 


Ed.  Lucas.     Sur  la  loi  de  röciprocitä  des  rösidus  qua- 

dratiques.  St  P^terebonrg.  M^langes  math.  et  utr.  Tome  YIE.  65-66. 

Bin  neuer,  sehr  einfacher  Beweis  des  Reciprocitfttsgesetzes, 
aus  dem  Gauss'schen  Kriterium  direet  abgeleitet.  Wi. 


L.  Gegknbaubr.     Note  über  das  Legendre  -  Jacobi'scbe 

Symbol.    Wien.  Ber.  C.  865-864. 

Der  Verfasser  macht  geltend,  dass  man  zum  Beweise  des 
Beciprocitfttsgesetzes  rascher  gelangen  könne,  wenn  man  nicht 
eine,  sondern  zwei  Darstellungen  der  durch  das  Eronecker- 
Schering'sche  Lemma  deiinirten  charakteristischen  Zahl,  welche 
hier  mit  (ft,  m)  bezeichnet  wird,  zu  Hülfe  nimmt.  Als  derartige 
neue  Darstellungen  erscheinen  hier: 

(«,  m)  =    £    [^J, 

(«,  m)  =   J    L^  +  yJ' 
WOZU  sich  mancherlei  Nebenresultate  gesellen.  Sn. 


L.  Obgbnbaubr.    lieber  den  quadratischen  Restcharakter. 

Wien.  Ber.  0.  1072-1087. 

Eb  wird  gezeigt,  wie  die  neuen  Formen,  welche  der  Ver- 
fasser für  das  Legendre-Jacobi'sche  Symbol  angegeben  hat,  sich 
zur  schnellen  Berechnung  desselben  besonders  eignen.  In  den 
einfachsten  Fällen  genügt  die  Bestimmung  einer  einzigen  Zahl; 
diese  werden  bis  17  aufgestellt.  Ein  neuer  Algorithmus  wird 
gegeben,  welcher  ausserordentlich  rasch  zum  Ziele  führt. 

Sn. 
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J.  A.  GMfemER.     1S,iM  üißü'e  t3är&tölltin^  &6&  bi^üädrati- 

SChl&h   Charakters.     Wien.  Ber.  C.  1093-1100. 

Bezeichnet  [A]  die  grösste  in  Ä  enthaltene  ganze  Zahl,  [A\ 
die  nächste  Zahl  von  A,  so  lautet  eine  bekannte  Formel  in  der 
Theorie  der  quadratischen  fieste: 

^ö  p  eine  angerade  reelle  Priüizahl,  k  eine  beliebige  zu  p  ieiler- 
fremde  reelle  Zahl  bedeutet 

Hier  wird  eine  analoge  Formel  für  ä*(p-i)  aufgestellt.  Ist 
im  Sinne  yon  Gauss  u-i-vi  der  absolut  kleinste  Rest  von  a  +  ßi 
f&r  den  JHodul  d^-bi  (p  =  a^-fft'),  und  setzt  man 

80  nehmen  die  Zahlen  fi  und  y  alle  Werte 

-Kp-1)i     -+(P-3)>    .  •  M    -2,     -1,     1,    2,     .  .  ., 

i(p~3),    Kp-1) 
iO)  irfthrend    a  +  jN    ein    vollständiges    Restsystem    durchläuft 
(mod.d-f  M>.     Dieses  Restsyntem  zerfftili  nun  genau  in  VibHel- 
restsysteme,    je    nachdem  fA  und  v    positiv    und  negativ   Sfttd. 

- —  und  erscheinen  in  den  Grössen  [A]  und  {A},  aus  welchen 

der  dem  biquadratischen  Charakter  entsprechende  Exponent  von 
~1  zusammengesetzt  ist  Sn. 


J.  A.  t^iAkil^Efe.     Diä  fii'gäh^uHgssätäe  Mni  bikübiäcli^n 

Reciprocitätsgesetze.     Wien.  Ber.  C  1330-1361. 

In  der  Einleitung  werden  die  auf  das  Gebiet  der  aus  sechsten 
Eioheitswurzeln  gebildeten  complexen  Zahlen  bezüglichen  Defini- 
tionen einschliesslich  der  allgemeinen  Reciprocitätsgesetze  ge- 
gtsbrii.  B^eciell  ^H)rAbn  vier  Biupttypän  VÖh  priiiläi-en  Zkhlen 
»fj^Mtellt,  tt^t-efi  drti  tött  WlbhBgk^it  Üihd;  Für  AH^t  w^titn 
der  bikabische  Charaktef  äbt  Zähl  1+S  {J  t)HmitiV6  setböte  fiin- 
beitswurzel),   der  bikübliichd  Üharkkieh  ä^fc  Zähl  2,   sowie  die 
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kubischen  Charaktere  beider  Zahlen  bestimmt,  und  zwar  zunftehst 
einzeln  fQr  jeden  Haupttypus,  sodann  aber  allgemeine,  ftlr  jede 
primftre  reguläre  zweigliedrige  Zahl  a  +  bj  geltende  Gleichungen. 

Sn. 


D.  HiLBBRT  und  A.  Hurwitz.     Ueber  die  diophantischen 
GleicbuugeQ  vom  Geschlecht  Null,  Acta  Math.  xiv.  217-224. 

Aus  den  Ergebnissen  einer  Arbeit  des  Herrn  Nöther:  „Ra- 
tionale Ausführung  der  Operationen  in  der  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen"  (Math.  Ann.  XXIII.  311-358,  F.  d.  M. 
XVI.  1884.  349  -  350)  entnahmen  die  Verfasser  die  Möglichkeit, 
jede  ganze  ganzzahlige  homogene  Function  vom  n^"  Grade  und 
vom  Geschlechte  Null  auf  eine  eben  solche  Function  (fi — 2)^ 
Grades  zu  reduciren.  Die  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  fQhrt 
zu  einer  Gleichung  dritten  oder  zweiten  Grades.  Beide  Fälle 
werden  genau  discutirt,  und  angegeben,  wann  die  vorgelegte 
diophantische  Gleichung  keine  Lösung,  eine  endliche  Anzahl  von 
Lösungen  oder  unendlich  viele  Lösungen  besitzt  Die  singalären 
Lösungen  müssen  stets  durch  eine  besondere  Discussion  gefunden 
werden.  Sn. 


F.  Thaarüp.     De  hole  Tals  Oplösning  i  Faktorer.   I. 

Nyt  Tid88.  for  Math.  IIA.  49-52. 

Untersuchungen  darüber^  wie  man 

un-i  ^  i  (mod. «) 

dazu  verwenden  kann ,  um  zu  untersuchen ,  ob  n  eine  Primzahl 
ist.  V. 


Alex.  Berger.     En   algebraisk  generalisation   af  nagra 
aritmetiska  satzer.    Stockh.  ötv.  XLYill.  683-720. 

Nach  allgemeinen  Theoremen  Qber  Teilbarkeit  und  «Gon- 
gruenz^  ganzer,  ganzzahliger  Functionen  bringt  der  Verfasser 
einige  Sätze  über  Congruenzen  der  Form 

G,  («)  =  G, (x)      (mod.  G(x)), 
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wo  G(w) 

aj*»— 1     oder    ^ 

x—\ 

bedeutet  (p  eine  ganze  positive  Zahl),  und  wendet  nachher  diese 

Sätze  auf  die  Theorie  der  quadratischen  Reste  und  Nichtreste, 

der  Gausa'schen  Reihen  und  der  Legendre'schen  Symbole  an. 

Bdn. 


K.  Hbnsel.     Zur  Theorie   der  linearen  Formen.      J.  für 

Math.  CVII.  241-245. 

Die  Arbeit   enthält   die   vollständige  Lösung  der  Aufgabe: 
Den  m  linearen  homogenen  Congruenzen: 

deren  Coefficienten  und  deren  Modul  entweder  ganze  Zahlen 
oder  ganze  Functionen  einer  Variable  sind,  soll  in  der  allge- 
meinsten Weise  durch  ganze  Grössen  i/^b  genügt  werden.  Diö 
Lösung  erfolgt,  indem  das  vorgelegte  System  von  Congruenzen 
durch  ein  anderes  äquivalentes  ersetzt  wird,  dessen  Modul  ein 
Teiler  des  Moduls  P  ist.  Lsg. 


F.  RoGEL.     Zur  Theorie  der  höheren    Congruenzen. 

Hoppe  Arch.  (2)  X.  84-94. 

£&  wird  aus  der  polynomischen  Reihe  eine  höhere  Con* 
graenz  abgeleitet,  welche  den  Fermat'schen  Satz  als  besonderen 
Fall  enthält.  Sn. 


E.  HuMBBRT.     Siir  tin  th^or^me  d'arithmätiqne.     Darbouz 

Bull.  (2)  XV.  51-52. 

Einfacher  Beweis  für  den  Satz,  dass  jede  Primzahl  von  der 
Fonn  4«+ 3  Teiler  von  aj'  +  y'+l  ist.  Sn. 


D.  F.  Sbliwanow.     üeber  die  Zerlegung  der  Zahlen  in 

Factoren.     Moak.  Math.  Summl.  XY.  789-800. 


• 


• 


1^2  in.  AbschDitt.    Niedere  and  höhere  Arithmetik. 

Wenn  die  Zahl  Ä  oder  ein  Vielfaches  von  A  in  der  Storni 
i*—Du*  dargestellt  ist,  60  muss  p,  der  Teiler  von  A,  der  Glei- 
chung ^ — j  =  1  offenbar  genügen.  Es  werden  die  Theor^ne 
von  Enler  bewiesen: 

w     ©=(4-0^)  ^«^^>«. 

(?)  =  -  (^^)'  ''*°°  ^  -  -  ^  ^'°*'^-  **)• 
Hierin  bezeichnet  ^  den  Zahlwert  von  D.     Dann  werden  diese 
Theoreme  auf  die  Änfßndang  der  Teiler  angewandt.        Wi. 


6.  Frattini.     Sulla  risoluzione  dell'equazione 

in  numeri  interi.    Perlodico  di  Hat.  vi.  85-90. 

Die  Frage  Über  die  Auflösbarkeit  der  Gleiehting: 

(1)  a?•-(a•+lV:^^ 
oder: 

(2)  4?'^(a»+l)y«==— AT 

kann   durch   eine   endliche  Anzahl   von  Versuchen   enttohieden 
werden  vermittelst  des  folgenden  Satzes: 

Ist  (d^oi  y^)  die  kleinilte  poAitiVe  Lösung  der  61eidiun|:  (1) 

oder  (2),  so  ist  y^  ^  YN. 

Jede  Lösung^  für  welche  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  mag 
eine  „Fundamentallösung''  heisseh. 

Aus  den  Fundamentallösungen  (x^^  y^)  der  Gleichung  (2)  er- 
geben sich  sämtliche  Lösungen  (X,  Y)  der  Gleichung  (1)  oder  (2) 
durch  die  Identität: 
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wobei    n    alle    ungeraden    bezw.    geraden    Werte    durchlaufen 
mu88.  Vi. 

G.  Frattini.   Deiranalisi  indeterminata  di  secondo  grado. 

Periodico  di  Mat.  VI.  169-180;  VII.  7-15,  49-54.  88-92,  119-124,  172-177. 

Eine  „Fundamentallösung^  der  Gleichung 

(1)  x'—Dy^  =  N 
oder: 

(2)  x'^Dy^  =r  -iV 

ist  eine  Lösung  (a?^,  y^),  bei  welcher  y^<ßyN  bezw.  yo^y    ^n 

ist,  wo  (a^ß)  eine  Lösung  der  PelFschen  Gleichung  x^  —  Dy^  =  1 

bezeichnet.    Alle  Lösungen  (X,  F)  oder  (X,  Y)  der  Gleichungen  (1) 
oder  (2)  ergeben  sich  aus  den  Fundamentallösungen  (o;,,  y^)  bezw. 

('•»ye)  derselben  Gleichung  vermittelst  der  Identitäten: 

X+  YYD  =  {x,  +  y,YDXa^-ßVDr  (m  =  0,  1,  2,  . . .), 

X+  YYd  =  (x.+y.YDXa  +  ßVDr  {m  =  0,  1,  2,  . . .), 

X+  YYD  =  (-a.^  +  y^yi>)(a  +  /?V5)-        (m  =  l,  2,  ...). 

Der  Verfasser  giebt  ferner  eine  elementare  Auflösungsmethode 
fflr  die  Peirsche  Gleichung  an  und  beweist  den  folgenden,  von  Hrn. 
Tschebyschefif  (Sur  les  formes  quadratiques,  Journ.  de  math.  pures 
et  appliqu^es,  1851)  aufgestellten  Satz:  Ist  (a,ß)  die  kleinste 
Lösung  der  Peirschen  Gleichung,  ($,17)  die  kleinste  Lösung  der 

Gleichung  (1)  oder  (2),  so  ist  $<l/pXö±T).  Vi. 


A.  Martin.     An  error  in  Barlow's  Theory  of  numbers. 

Washington  Ball.  XI.  592. 

Statt  der  in  Barlow's  Werk  angegebenen  kleinsten  Lösung 
der  Gleichung  x* — 5658y^  =  1  in  ganzen  Zahlen  ist  zu  nehmen 
«=1284836351,  y  =  17081120.  Die  von  Barlow  gegebene 
Losung  g^ört  zu  der  Gleichung,  in  welcher  56587  statt  5658 
der  Coefficient  von  y*  ist.  Lp. 


FortKhr.  d.  Math.    XXIII.  1.  13 
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8.  Tebay,  S.  Mükhopadhyat.    Solution  of  question  10643. 

Ed.  Times  LV.  99-101. 

Die  von  Hrn.  Tebay  gestellte  Aufgabe  lautet:  „Es  giebt 
unzählige  Paare  rechtwinkliger  Dreiecke,  welche  dieselbe  Hypo- 
tenuse c  haben  und  so  beschaffen  sind,  dass  die  Differenzen 
zwischen  der  Hypotenuse  und  den  Katheten  ein  Quadrat  und 
ein  doppeltes  Quadrat  sind.  Wenn  (a\  2/7*)  und  (a",  2ß'*)  die 
Differenzen  sind,  so  ist  1)  zu  zeigen,  dass 

c  =  (a  +  /»)«  +  /»'  =  (a'  +  /J')'+r; 

2)  die  Seiten  sind  als  ganze  Zahlen  zu  finden;  3)  es  sind  all- 
gemeine Formeln  fttr  das  a^  Dreieckspaar  dieser  Art,  in  welchem 
a  =  /?'  =  1,  aufzustellen.*' 

In  der  mitgeteilten  Lösung  werden  alle  Fragen  beantwortet, 
und  zum  Schlüsse  werden  die  Dreieckspaare  mit  den  kleinsten 
Seiten  tabellarisch  zusammengestellt.  (Z.  B.  65,  63,  16  und  65, 
56,  33.)  Lp. 

A.  ToNELLi.      Bemerkung  Über  die  Auflösung  quadrati- 
scher  CSongruenzen.     Gott.  Nachr.  1891.  344-346. 

Die  Auflösung  der  Gongruenz  x*  ^  R  (mod.p)  lässt  sich, 
wenn  p  von  der  Form  4n  -f  3  ist,  bekanntlich  auf  das  Euler'sche 
Kriterium 

äKp-O  =  1  (mod.p) 

basiren;  man  findet  durch  Wurzelziehung  a?  =  +Ä»+^  Der  Ver- 
fasser zeigt,  dass  man  zur  Anwendung  der  Methode  fttr  den  Fall 
p  =  4n-fl  nur  einen  Nichtrest  zu  kennen  braucht,  um  durch 
Multiplication  mit 

jVKp-1)  =  -l(mod.p) 

eine  folgende  Wurzelziehung  zu  ermöglichen,  wenn  die  vorher- 
gehende —  1  als  Resultat  ergeben  hatte.  War  p  =  2'.a-|-l  (a 
ungerade),  so  führen  s  Wurzelziehungen  aus  der  Gongruenz 
Rp-i^l  (mod.p)  zur  Bestimmung  des  x.  —  Die  allgemeine  Auf- 
lösung der  Gongruenz 

a?J  =  Ä  (mod.p^) 
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erhält  man  hieraus  in  der  Form: 

Sn. 


E.  Meissel.     Beitrag  zur  PeU'Bcben  Gleichung  höherer 

Grade.      Pr.  (Nr.  2^3)  Ober-Realsch.  Kiel.  11  S.  4^. 

Ist  A  eine  gegebene  ganze  Zahl  (nicht  n**  Potenz),  e"  =  i4, 
so  bespricht  der  Verfasser  die  diopbantische  Gleichung 

n 

in  den  Fällen  n  =  3,  n  =  5,  besonders  im  Hinblick  auf  die 
Kettenbruchentwickelungen.  Für  A  werden  auch  allgemeine  For- 
men bezeichnet,  für  welche  sich  die  Lösungen  sofort  hinschreiben 
lassen  (A  =  fi*+5«,  n*+  ön'«  +  ^^  u.  dgl).    Viele  Zahlenbeispiele. 

Sn. 

Bachmann.  Arithmetischer  Satz.    Schiömiich  z.  xxxvi.  381-383. 
Ist  p  ungerade  Primzahl,  q  primitive  Wurzel, 

und  entwickelt  man  Q  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  9, 
so  erhält  man  durch  il- malige  cyklische  Vertauschung  der  GoefQ- 
cienten  die  analoge  Entwickelung  für  fcQ,  wo  A  =  \nd,k. 

Sn, 

A.  RiEKB.      Versuch    über    die    Gleichung    af+^  =  a^. 

Schiömiich  Z.  XXXVI.  249-254. 

Der  Verfasser  setzt  seine  früheren  Bemühungen  fort.    (Vgl. 

F.  d.  M.  XXL  1889.  182.)  Sn. 


Ch.  Michel.     Note  sur  Ja  somme  et  le  produit  de  deux 
nombres  entiers  positifs.  J.  de  Math.  Mm,  (3)  V.  193-197. 

Ganz  elementare  Betrachtungen,  aus  denen  sich  zuletzt  er- 
giebt,  dass  die  Gleichung  xyz  =  x-{-y'\'&  nur  die  ganzzahligen 
Lösungen  1,  2,  3  zulässt.  Lp. 

13* 
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E.  Catalan.     Diverses  notes  d'arithm^tiqaa.     am-  Fr»B$. 

Marseille  XX.  194*^. 

Pie  Mitteilungen  des  Veteranen  unter  den  belgischen  Mathe- 
matikern umfassen  eine  Reihe  Ton  sehr  speciellen  Sätzen,  welche 
er  unter  den  folgenden  Titeln  zusammengestellt  hat:  I.  Zusatz 
zur  Formel  yon  Le  Lasseur.  II.  lieber  Summen  yon  drei  Qua- 
draten, III.  Eine  ungerade  Zahl  A'  zu  finden,  so  dass  ^(IV-f  1) 
die  Summe  von  vier  Quadraten  und  JCiV+l)'  die  Summe  von 
drei  Quadraten  ist.  IV.  Auffrischung  alter  Sätze.  V.  Dreiecks- 
und  Fünfecks-Zahlen.    VI.     Empirische  Sätze.  Lp. 


A.  Matrox.  Demonstration  ^l^raentaire  du  th6orfeme 
de  Bachet:  »Un  entier  quelconque  est  la  sorame  de 
quatre  carr^s  au  plus*.     J.  de  Math.  Mm.  (3)  v.  169-174. 

Der  hier  veröffentlichte  Beweis,  eine  Vereinfachung  des 
Euler'schen,  ist  in  erweiterter  Form  als  Broschüre  von  16  Seiten 
zuerst  bei  Nony  in  Paris  erschienen  und  auf  Seite  113 — 114  des 
Journ.  de  Math.  6\6m.  von  Hrn.  E.  Humbert  sehr  anerkennend 
besprochen  worden;  zugleich  aber  hat  der  Letztere  bemerkt,  dass 
die  Einführung  der  negativen  Zahlen  eine  weitere  Vereinfachung 
bewirken  wOrde.  Indem  Hr.  Matrot  diesen  Wink  benutzt,  gelingt 
es  ihm  nun,  seinen  Beweis  auf  sechs  Seiten  zusammen  zu  drängen. 

Lp. 

G.  Wkrtheim.      Zum  Beweise   des  Bachet'sehen  Satzes. 

Hoffmano  Z.  XXII.  422-423. 

Vorführung  des  Beweises  von  Matrot  aus  Assoc.  Fran^.  1890 
(F.  d.  M.  XXII.  211)  fQr  den  Satz,  dass  jede  Zahl,  die  nicht 
selbst  eine  Quadratzahl  ist,  sich  in  vier  Quadrate  zerfftHen  Iftsst 

Lp. 

A*  Martin.     On  square  numbers  whose  sum  is  a  Square 

DUpober.     Washington  Bull.  XI.  580-581. 
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T.  H.  MiLLBR.     A  problem  in   the  theory   of  ntimbers. 

Bdiab.  M.  8.  Proo.  IX.  23-25. 

Die  ganzen  Quadratzahlen,  und  zwar  die  kleinste  unter  ihnen, 
zu  finden,  die,  zu  einer  gegebenen  ganzen  Zahl  addit't,  eine  Qua^ 
dratzahl  ergeben.  Obs.  (Lp.) 

. —        ^  —  ^ . 

Ed.  Lucas.     Sur  les  lois   önouoös  par   Fermat,   Euler, 
Wilson,  y.  Staudt  et  ClauBen.    Mathesis  (2)  i.  5-i2. 

Teilweise  neuer  Beweis  dieser  verschiedenen  Sätze  in  An^* 
kofipfung  an  eine  and  dieselbe  Gedankenfolge.      Mo.  (Lp.) 


D.  N.  SoKOLOFF.     Die  Auffindung  einiger  Liouville'schen 
Zahlidentitäten  nach  der  Methode  von  N.  W.  Bugaieff. 

Mosk.  Math.  Samml.  XVI.  89-112. 

Die  Abhandlung  enthält  die  Ableitung  der  Zahlidentitäten, 
welche  von  Liouville  im  J.  1857  (Journal  de  Math.  (2)  II:  „Sur 
quelques  fonctions  num^riqaes^)  ohne  Beweis  gegeben  wurden^ 
aus  den  allgemeinen  Formeln  von  N.  W.  Bugaieff.         Vll 


J.  P.  Gram.     Studier  over  nagte  numeriske  Funktionen. 
Avec  un  r^sum^  en  fran9ai8.  Kjob.  Skrift.  (6)  Vll.  1-34. 

Der  Verfasser  studirt  in  der  vorliegenden  Arbeit  die  beiden 
numerischen  Functionen  N(n)  und  L(n).  Die  erste  giebt  die  An- 
zahl der  Zahlen  an,  welche  niedriger  als  n  sind  und  nur  gegebene 
Primfactoren  enthatten.  Die  zweite  f^unction  L(n)  giebt  die  Diffe- 
reüt  der  Anzahl  der  Zahlen  der  eben  genanritän  Art,  welche 
niedriger  als  n  sind  und  eine  gerade  Anzahl  Factareh  enthalten, 
und  der  Anzahl  solcher  Zahleb,  welche  eide  ungei'ade  Anzahl 
von  Primfactoren  enthalten.  Speciell  wefden  diö  Fündtiduen 
N(n)  und  L(n)  untet^udht,  wcitin  die  Zahlen  nuf  zwei  oder  dfei 
Primfactoreti  enthalten.  Als  Typ^n  solcher  Zahlen  sind  die  von 
der  Form  2«  3^  odet  von  der  Forüi  2«  3^5?'  gewählt.  Soll  specfell 
angegeben  werden,  von  welcher  Form  die  Zählen  sein  sollen, 
so  wird  die  Bezeichnung  iV„(n)  u.  s.  w.  gebrauCfhtj 
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Unter  X(n)  wird  eine  Zahl  verstanden,  die  gleich  +1  oder 
—  1  ist,  je  nachdem  die  Anzahl  der  Primfactoren  von  n  gerade 
oder  ungerade  ist;  anter  D»(m)  die  Anzahl  der  Factoren  von  n, 
die  kleiner  als  m  sind;  unter  ^•(m)  die  Summe  der  l  der  Fac- 
toren yon  »,  die  kleiner  als  m  sind. 

Die  Abhandlung  zerf&llt  in  drei  Abteilungen.  In  der  ersten 
werden  einleitende  Sätze  Ober  Dn(fn)  und  ui«(m)  entwickelt.  In 
den  zwei  anderen  werden  beziehungsweise  N(n)  und  L(n)  be- 
handelt. 

Wenn  n  =  2«3^,  so  ist  Dn{n)  =  (a+l)0?  +  l)-  Jedem  Divi- 
sor  dinn  entspricht  ein  anderer  -^,  so  dass  die  Anzahl  der  Fac- 
toren, die  kleiner  als  yn  sind,  ebenso  gross  ist  wie  die  Anzahl 
der  Factoren,  die  grösser  als  Yn  sind.    Infolge  dessen  hat  man 

>  fii  •' 

wo  «  gleich  0  oder  -{-l  ist,  je  nachdem  m  Nichtdivisor  oder 
Divisor  von  n  ist. 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

uin(m)  +  X(n)^n  (^)  =  ^(n)  +  a(m). 

^n(ß)  iBt  gleich  0  oder  -f^t  j^  nachdem  n  eine  Nichtquadratzahl 
oder  eine  Quadratzahl  ist. 

Aehnliche  Betrachtungen  können  auf  die  Summe  der  Loga- 
rithmen der  Divisoren  2ld  und  auf  2X{d)ld  angewandt  werden. 

Bedeutet  fi{d)  eine  Zahl,  welche  0  ist,  wenn  d  einen  qua- 
dratischen Factor  enthält;  —1,  wenn  d  eine  ungerade  Anzahl 
von  verschiedenen  Primfactoren  enthält;  -f  1»  wenn  diese  Zahl 
gerade  ist,  so  bestehen  die  folgenden  Formeln,  welche  der  Verf. 
sehr  häufig  braucht.  Wenn  die  Summation  über  alle  Divisoren  d 
einer  Zahl  n  erstreckt  wird,  und  wenn  n  im  ganzen  I  verschie- 
dene Primzahlen  a,  6,  c,  . . .  enthält,  so  hat  man 

2fi(d)(ldy  =  (-1)M.2...  <.to.»./c,  ..., 

sK^Xidy  =  0  (*  <  1). 
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Der  zweite  Abschnitt  enthält  nun  die  Theorie  der  numerischen 
Function  N(n). 

Die  Divisoren  einer  Zahl  p  =  2''&fi6^  ...  sind  die  Glieder 
des  Productes 

P  =  (l  +  2  +  ...  +  2«)(l  +  3  +  ..-  +  3^)(l+5  +  ...4-50.... 
Setzt  man  jetzt  die  unendlichen  Reihen 

l  +  2  +  2»+--   =   An 

l  +  3  +  3»  +  ---  =  Ä„ 


so  hat  man  identisch 

P  =  Ä,.Ä,  ...(l-2«+»)(l— 3^+0..., 
and  da  dieses  eine  Identität  ist,  so  werden  die  Betrachtungen 
nicht  dadurch  beeinflusst,  dass  die  Reihen  divergent  sind.    Infolge 
der  vorigen  Gleichung  hat  man  dann 

D,(»)  =  iVW-X2ST)-<3^)— •  +^(^l4?Tr)  +  - 
Ffir  a  =  /}  =  y  —  '••=0  erh&lt  man  hieraus 

(1)        1  =  jv(„)-iv(|-)-w(-J)-...  +  jv(^)  +  ..-. 

Wenn  N  auf  alle  möglichen  Primzahlen  bezogen  wird,  kann  man 
JV  mit  E  vertauschen,  wo  e( — j  die  Legendre'sche  Bedeutung 

hat,  nämlich  die  grösste  ganze  Zahl,  welche  kleiner  als  —  ist. 
Als  Specialfall  von  (1)  erhält  man  dann  die  bekannte  Formel 
1  ==  ^  fi(9)E( — j  oder  die  allgemeinere  Formel: 

D,Cn)  =  £(t)-«(w)-^(w)— •  +  *^(l^TiW) 

Der  Verfasser  entwickelt  jetzt  die  speciellere  Theorie  der  Func- 
tionen N^t(n)  und  iV,„(ft),  indem  er  insbesondere  bequeme  For- 
meln zur  genauen  oder  angenäherten  Berechnung  der  N  zu 
entwickeln  sucht. 
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Die  Bereehbung  von  N^(n)  ist  onmittelbar  gegeben,  indem 
Zum  successiven  Berechnen  der  iV,,  (n)  benutzt  man  die  Formeln 

und 

wo  ^  gleich  0  oder  -{-l  ist,  je  nachdem  n  Nichtdivisor  oder 
Divisor  von  p  ist.    EUnfach  wird  die  Berechnung,  wenn  man  a 

und  ß  so  wählt,  dass  2"^  und  3^  beide  beinahe  gleich  rt^  sind. 
In  diesem  Fall  hat  man 

JV(»)  =  (a  +  lXß+inN(-^)  +  N(-^^-)-N(^)  +  e. 

Wenn  n  von  der  Form  2<^3^  ist,  so  folgt 

wo  wenigstens  eins  der  letzten  zwei  Glieder  0  ist.     Mit  HOlfe 

der  Formel  JV(2»)-iV(2*->)  =  1+E-^-    und    ähnlicher    For- 

mein  ist  es  leicht,  die  iV,  welche  Potenzen  von  2  und  3  ent> 
sprechen,  zu  berechnen. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  über  die  Function  iV,,, 
anstellen.  Diese  wird  übrigens  auf  die  numerische  Function  JV,, 
zurückgeführt  mittels  der  Gleichung 

JV„,(rO-iV„,(-J)  =  iV„(n). 

Endlich  hann  bemerkt  werden,  dass  die  Fundamentalgleiebung 

welche  201*  Definition  der  numerischen  Function  JV^Cn)  dienen 
kann,  durch  die  continuirliche  Function  A(lny  +  B(ln)  +  C  erfMlt 
ist,  wo  A,  By  C  willkürliche  Gonstanten  sind.  Dieses  führt  su 
Annäherungsformeln  für  die  Berechnung  von  JV,,. 
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Aehnliehe  Annäherangsformeln  werden  auch  für  die  nume- 
rische Function  iV,,^  entwickelt,  indem  annäherungsweise 

iV„,   ==  Ä  +  BCln)  +  C{lny  +  D(ilny 

ist     Die  Bestimmung  von  A^  B,  C  ist  sehr  interessant. 

Der  letzte  Abschnitt  enthält  die  Theorie  yon  L(n)^  welche 
der  Theorie  von  N(n)  ziemlich  analog  ist. 

Nur  einige  Bemerkungen  hierflber  sollen  hervorgehoben 
werden.  Man  kann  L(u)  nach  unvollständigen  Quotienten  enft« 
wickeln  und  erhält 

wo  k  die  Anzahl  der  verschiedenen  Primfactoren  von  p  bedeutet, 
die  in  y  vorkommen  (p  =  2*3^5'' . . .),  und  Cy  =  —  1,  0,  +1. 

Man  hat  für  L,,  die  Fundamentalgleichung 
Endlich  kann  man  die  L  durch  die  N  ausdrttcken  und  hat  z.  B. 

Wie  gross  n  auch  wird,  so  giebt  es  Werte,  ftir  welche  L(fi)  =  0 
ist  Wenn  L(ä)  =  0,  L(b)  =  0,  und  wenn  a  <  »  <  6,  so  kann 
man  zeigen,  dass  der  numerische  Wert  von  L(n)  nicht  grösser 
als  ^(JV(a)-iV(&))  werden  kann.  V. 


L.  LoBSNZ.      Analytiske    ündersögelser    over    Primtal- 
mängderne.     Kjöb.  Skrift.  (6)  V.  427-450.  (1891.) 

In  seiner  Abhandlung  über  die  Primzahlen  (Ündersögelser 
angaaende  Mängden  af  Primial.  Kjöb.  Bkrift.  (6)  II)  hat  Herr 
Gram  geäussert,  dass  es  aussehen  könnte,  als  ob  die  wirklich 
gefundenen  Primzahlmengen  von  den  nach  Riemann's  Formel 
berechneten  periodisch  abwichen.  Herr  6mm  kommt  aber  zu 
dem  Rasaltat,  dass  die  scheinbaren  periodisoben  Abweichungen 
wahrscheinlich   nar  auf  einem  Zufall  beruhen.     Eine  genauere 
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Untersuchang  dieses  Umstandes  wird  in  der  gegenwärtigen  Ab- 
handlung beabsichtigt. 

6(x)  bedeutet  die  Anzahl  der  Primzahlen  bis  zur  Zahl  «, 
und  die  numerische  Function  ^(x)  wird  definirt  mittels  der 
Gleichung 

a(x)  =  0(x)  +  ie(xi)  +  ie(xi)  +  '". 

^(x)  nennt  Herr  Gram  „die  Anzahl  der  diyidirten  Primzahl- 
potenzen*', und  diese  Function  sucht  Herr  Lorenz  nach  dem 
Vorgange  von  Herrn  Gram  zu  berechnen. 

Herr  Lorenz  hat  als  Grundlage  seiner  Untersuchungen  zwei 
verschiedene  Ausgangspunkte  gewählt. 

Erstens  bat  er 

(i  +  2^4-3'-  +  4''  +  •.•>  =  ß'(l)  +  ß'(2).2'  +  -.  +  ß'(x)Qif 

gesetzt,  wo  ß'(x)  der  GoefScient  von  a^  in  dem  links  stehenden 
Ausdruck  ist.    Weiter  setzt  er 

B'{x)  =  ni)+ß'(2)  +  -.  +/»'(x) 

und  hat  dann 

(l)       Xx)=^  ^a^^a,—^-a^-^+'''±a,^'-^, 

.  ^    log«  _  j 


'        log2 

Darnach  wird  (i  +  2^  +  3'^H h«*^)*  durch  ein  n-faches  Inte- 
gral ausgedrückt  Zu  diesem  Zwecke  geht  er  von  der  von 
Poisson  gefundenen  Formel  aus: 

i+2^+3''  +  ...  +  xr  z=  /    V,(l+2j'cos2nrii»,a:JAr,  ^ 
und  erhält  schliesslich 

«.(.)=/X/-^.../-'t('+"-''.$) 

X  (l  +  25co8|u,  i^) . . .  (l  -f  25co8^._,  -^^5=1  Vi  4. 22C08/U,«,), 

WO  ti  =  x  +  i  und  2nm^  =  ^,,  2nm^  =  i"»)  . .  -,  2nin,  =  ^„ 
und  wo  in  jeder  Summe  m  von  1  bis  op  variirt 
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Dieses  Integral    wird  jetzt   auf  seine   einfachste  ('orm  ge- 
bracht, und  man  erhält 

ffix)  =  X',  +  ^X\  +<^^]C,  +  •  ••  +  X, 


wo 


^=/*'./*-^^^°»"''^-- 


/ 


*P  rfMp+lo^.^„.,       Wp     ('«P+l)*"^"^ 


2^C06^p 


fip+1  ^«p+i   [ä-p-1] 

Es  wird  jetzt  B^{x)  in  einen  periodischen  und  einen  aperiodi- 
schen Teil  geteilt.     Dieser  letzte  Teil  wird  mit  B^(x)  bezeichnet. 

Dann  wird  ein  analytisch  ziemlich  einfacher  Ausdruck  für  B'Qii) 
gefanden,  und  es  wird  gezeigt,  dass,  wenn  yerschiedene  Glieder 
weggeworfen   werden,    man    zu    einer   Annäherungsformel   für 

^(x)  kommt: 

^(w)  =   -/2  +  If(i<)-Li(t#    i+^q,^, 

j 2C 

^^    1     ort"  =  0,73245,  und  wo  Li  den  Integrallogarithmus  be- 

deutet  Würde  man  hier  statt  C^  die  Einheit  setzen,  so  würde 
das  Resultat  die  einfache  Form 

^(^)  =  -/2+y     ^e- 

erhalten.  Es  ist  jedoch  hier  zu  bemerken,  dass  nicht  zu  ersehen 
ist,  welchen  Einfluss  die  weggeworfenen  Glieder  auf  das  Re- 
sultat haben  würden. 

Im  folgenden  wird  nun  der  periodische  Teil  yon  B^(a!)  unter- 
sucht, und  es  wird  behauptet,  dass  der  periodische  Teil  yon 
S!^(p  <  »)  nur  eine  untergeordnete  Bedeutung  im  Vergleich  mit 
X  hat,    so    dass  eigentlich  nur  Xl  untersucht  wird. 

Indem  x  sehr  gross  angenommen  wird,  kommt  der  Verf. 
(indem  auch  hier  yerschiedene  Glieder  yon  untergeordneter  Be- 
deutung weggeworfen  werden)  zu  dem  Resultat: 

«      «   ..      8in(2;.*(mii)-^+(*-l)|-) 


1 

1 


XI  = -TP -2;  yiC«) Tfi j  *»  =  (*»")'i 


(wim)  ^ 
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wo  die  y  mittels  der  QleichuDg 

(1+2^+3'-+ •••  +  («—l)'-+in7=  1+^*^(2)2*'+.. •  +  y;(m)m'^H 

definirt  sind. 

Werden  nun  die  so  gefundenen  Werte  von  XÜ  statt  JB'(x) 
in  dem  Ausdruck  (1)  von  ^(o;)  mittels  JB'(a?)^ eingesetzt,  um  da- 
durch den  periodischen  Teil  von  ^(x)  zu  bestimmen,  so  wird 
man  finden,  dass  mit  wachsendem  %  grosse  Reihen  von  Gliedern 
dasselbe  Vorzeichen  bekommen.     Dieses  wird  geschehen,    wenn 

^         «   X      N~   .   »—1        lOgWtt 

ö,  =  25(11111)* +-^,   -^  =  y 

und 

|?!.==2ev(l-y)  +  i=l~2p, 

WO  p  eine  ganze  Zahl  ist,  indem  dann  0<  und  &,+i  beinahe  nur 
um  ein  Vielfaches  von  2n  von  einander  yerschieden  sind  und 
die  trigonometrische  Function,  die  in  den  genannten  Gliedern 
vorkommt,  beinahe  dieselbe  wird,  nämlich 

sinnö,  =  sinnpflogmtt. ^^i  — ^J. 

Man  kann  ihr  die  Form 

sinfTÖ,  s=  8in2fi(^— I — h  k^ 

geben,  indem  X  =  — %—r  und  für  die  niedrigsten  Werte   von  p 

beinahe  0,34  ist.  Es  wird  ersichtlich,  dass  die  Bestimmung  von 
^  im  wesentlichen  von  denjenigen  Gliedern  abhängt,  welche 
dasselbe  Vorzeichen  haben. 

Der  Verf.  kommt  noch  mittels  eines  anderen  Verfahrens  zu 
demselben  Resultat.    Er  setzt 

(1  +  2'- 4-3'- +  ...)'  =  l  +  y'(2).2''  H f-  y'(aj)-ar, 

ferner 

C'(x)  =  i/(«) 
1 

und  hat  jetzt 


Capitf  1 2.    Zahlentheorie.  205 

Die  /  werden  mittels  trigonometriseher  Reihen  ausgedrückt,  und 
das  Verfahren  ist  dem  vorigen  analog. 

Der  Verf.  meint  hiermit  bewiesen  zu  haben,  dass  wirklich 
die  anfangs  besprochenen  periodischen  Abweichungen  von  der 
Rieniann'schen  Formel  stattfinden.  V. 


L.  Kroneckbr.     Eine  analytisch  -  arithmetische  Formel. 

J.  for  Math.  GVIII.  348. 

Die  Formel  lautet: 
2 


^.og(2.i.,„  =  ^[Ä]Ä, 


logiV  ^     °^        '^   '         pLlogpJlogiV 

and  zwar  ist  die  Summation  rechts  auf  alle  Primzahlen  p  zu 
erstrecken,  links  auf  alle  reducirten  positiven  echten  Brüche  (^), 
welche  keinen  grösseren  Nenner  als  iV  haben,  und  deren  Wert 
nicht  ^  übersteigt  Die  eckige  Klammer  entspricht  der  Bezeich- 
nungsweise  der  grössten  Ganzen  nach  Gauss.  Sn. 


H.  PoiNCABi;.     Sur  la  distribntion  des  noinbres  premiers. 

c.  R.  CXIII.  819. 

Der  Verfasser  beabsichtigte,  die  Theoreme  von  Tschebyscheff 
auf  complexe  Zahlen  auszudehnen,  und  ist  so  zu  folgenden  beiden 
Sätzen  gelangt:  Die  Summe  der  Logarithmen  aller  unter  x  lie- 
genden Primzahlen  von  der  Form  4n-|-l  ist  unendlich  kleiner 
als  iaxj  wenn  a>l,  und  unendlich  grösser  als  iax,  wenn 
Ä  <:  1.  —  Die  Anzahl  der  unter  x  liegenden  Primzahlen  von  der 


ax 
Form  4n  +  l  ist  unendlich  kleiner  als  -77i ,  wenn  a>  1,  und 

21oga:  '  ' 

une/idlich  grösser  als  -^r-, ,  wenn  a  <  1.  ^ 

^iogd;  on. 


G.  Giuliani.     Sulla  funzione  E{x).    Palermo  Rend.  v.  285-287. 

Bezeichnet  £(x)  die  in  x  enthaltene  grösste  ganze  Zahl  und 
Ei(x)  den  Ausdruck: 
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E(x)E(x+l)  ...E(x+k-l) 


80  ist: 

M— 1 


•»1       ^         m  / 


=  [m  —  1  +  mE(a:)  —  E(ma?)]E*(«)  +  [E(mx)—  mE(x)]Ei{x  + 1). 
Setzt  man  äc  =  1  und  schreibt  E(x)  f&r  E^(x\  so  erhält  man 
die  Hermite'sche  Formel: 

'^^'e(x+~)  =  E(mx)^E(x). 

_     _  ^*- 

J.  Hacks.      Einige  Anwendungen   der  Function  [x]. 

Acta  Math.  XIV.  329-336. 

Die  Anzahl  derjenigen  ganzen  Zahlen  aus  der  Reihe  von  1 
bis  m,  welche  nicht  durch  ein  Quadrat  teilbar  sind,  ist 

*.(")  =  [?]-[J]-[5]-[|.]+[Ä]-[f]±- ■•• 

und  ftlr  diese  zahlentheoretisohe  Function  gilt  die  Beziehung 

Diese  Formeln  werden  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  bewiesen 
und  dann  die  entsprechenden  Formeln  fQr  die  Function  V«(m) 
aufgestellt,  welche  die  Anzahl  der  durch  keine  n^  Potenz  teil- 
baren Zahlen  aus  der  Reihe  1  bis  m  bezeichnet  Die  erste  der 
beiden  genannten  Formeln  lässt  sich  zu  einem  Beweise  des  Satzes 
verwerten,  dass  die  Anzahl  der  Primzahlen  jede  Grenze  flber- 
steigt.  Lässt  man  nämlich  rechter  Hand  alle  positiven  Glieder 
mit  Ausnahme  des  ersten  weg,  so  ergiebt  sich 

-<'.(-»-[$]-tJ]-[f.]->-(2-=^X 

woraus  der  genannte  Satz  leicht  folgt.  Ht. 

Fr.  Rogel.      Darstellungen     zahlentbeoretischer    Func- 
tionen durch  trigonometrisclie  Reihen.     Hoppe  Arch.   (2) 

X.  62-83. 
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In  der  Lamberf  sehen  Reihe 


fttn 


werden  die  einzelnen  Glieder  der  linken  Seite  zunächst  in  Partial- 
brQche  zerlegt,  nm  ein  wiederholtes  Differentiiren  zu  erleichtern. 
Von  den  fQr  x  =  0  sich  ergebenden  Grenzformeln  der  abgeleiteten 
Reihen  wird  Gebrauch  gemacht,  um  die  sämtlichen,  am  häufigsten 
vorkommenden  zahlentheoretischen  Functionen  durch  trigonome- 
trische Functionen  auszudrücken :  Anzahl  und  Summe  der  Teiler 
einer  Zahl;  Anzahl  und  Summe,  sowie  Summe  von  Functionen 
der  in  einer  Zahl  enthaltenen  Primzahlen;  Anzahl  und  Summe 
der  Primzahlen,  welche  nicht  grösser  als  eine  gegebene  Zahl 
sind;  Anzahl  aller  Zahlen,  welche  kleiner  als  m  und  relativ  prim 
gegen  m  sind;  grösstes  gemeinschaftliches  Mass,  kleinstes  gemein- 
schaftliches Vielfache,  Anzahl  der  gemeinschaftlichen  Teiler  zweier 
Zahlen.  Schliesslich  findet  sich  eine  transcendente  Gleichung, 
welcher  alle  vollkommenen  Zahlen  genügen  müssen.       Sn. 


E.   Catalan.       Sur     quelques    th^or^mes    d'analyse    et 
d'aritbm^tique.    S.  m.  p.  Bull.  xix.  145-151. 

Aus  Relationen  zwischen  elliptischen  Reihen,  wie  z.  B. 

Li=^+3-iZv-+^-i3^  +  -'J 


x^       .  ^,       rc*       .  ^.       x^ 


T  +  2«-T— T  +  3»..r— j^  + 


werden  durch  Coefficientenvergleichungen  zahlentheoretische  Sätze 
gewonnen.  Etwa:  n  sei  ungerade;  man  zerlege  2n  auf  jede 
mögliche  Weise  in  ungerade  Summanden  r  und  2n  — r;  sodann 
suche  man  für  jedes  r  bezw.  2ii  — r  die  Summe  der  Divisoren 
Sr  und  S(2it— r),  bilde  deren  Producte  und  schliesslich  die  Summe 
ISrS(2n  —  r)]  {r  =  1,  3,  .. .,  2n  — 1}.  Andererseits  zerlege  man  n 
in  seine  Divisoren  A,  bilde  deren  Kuben,  so  ist  Sl^  =  2'SrS(2n— r). 

Sn. 
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L.  J.  Rogers.     Note  on  fanctions  proper  to  represent 
a  Substitution  of  a  prime  number  of  letters.     Mess.  (2) 

XXI.  44-47. 

Damit  eine  ganze  rationale  algebraisobe  Function  f(z)  eine 
Substitution  Ton  p  Buchstaben  darstelle,  ist  es  nötig  und  aus- 
reichend, dass  die  p  Werte  f(0),  /"(l),  ...,  f(p — 1)  den  Zahlen 
0,  1,  2,  .. .,  p— 1  naeh  dem  Modul  p  in  einer  beliebigen  Folge 
congruent  sind.  Von  dieser  Bedingung  ausgehend,  hat  Hr.  Her- 
mite  bewiesen  (vgl.  Serret,  Cours  d'algöbre  superieure^  §  476), 
dass,  wenn  f^a)  diese  Eigenschaft  für  einen  Primmodul  p  besitzt, 
dann  die  einzelnen  Coefficienten  von  s'^^  in  den  Entwickelungen 
von  ^(a),  {/"(»))',  ...,  {/'(s)!'^^,  nachdem  diese  vermöge  des 
Fermaf sehen  Satzes  auf  Functionen  (p— 1)^°  Qrades  gebracht 
sind,  der  Null  congruent  werden.  Er  zeigt  auch  die  Richtigkeit 
der  Umkehrung,  dass  nfimlich  f(z)  eine  Substitution  darstdlt, 
falls  jene  p — 2  Coefficienten  Null  sind.  Der  Verf.  legt  dar,  dass 
diese  p~2  Bedingungen  zwar  gentigend,  aber  nicht  alle  not- 
wendig  sind,  insofern  sie  nicht  alle  unabhängig  von  einander 
sind,  und  belegt  dies  am  Schlüsse  seines  Artikels  durch  Erör- 
terung der  Fälle  5  und  7.  Lp. 


L.  Gbgenbaubr.     Arithmetische  Relationen.     Wien.  Ber.  c. 

1054-1071. 

Es  handelt  sich  um  Eigenschaften  der  Function  ^x(n) 
welche  die  Anzahl  aller  in  dem  Intervall  von  1  bis  n  vorkom- 
menden Zahlen  bezeichnet,  die  durch  keine  l^  Potenz  teilbar 
sind.  Zahlreiche  Anzahlbestimmungen  und  asymptotische  6e- 
setze  sehr  verwickelter  Art.  Sn. 

A.  Piltz.      Eine  Mitteilung  aus  der  Zahlentheorie. 

Naturf.  Gee.  Halle  LXIV.  15-16. 

H.  Minkowski,     üeber  Geometrie  der  Zahlen.    Naturf.GeB. 

Halle  LXIV.  13. 

DiETRiCHKEiT.  Kriterien  derTeilbarkeit  dekadischer  Zahlen. 

Schlomilch  Z.  XXXVI.  64,  254-255,  316-317. 
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H.  ScHBFFLER.  Beiträge  zur  Zahlentheorie,  insbesondere 
zur  Kreis-  und  Kugelteilung  mit  einem  Nachtrage 
zur  Theorie  der  Gleichungen.     Leipzig.  P.  Foereter.  xi-h 

285  8.  8«. 

Beriebt  auf  S.  74  dieses  Bandes. 


B.    Theorie  der  Formen. 

E.  BoRissoFF.  üeber  die  Reduction  der  positiven  ter- 
nSren  quadratischen  Formen  nach  der  Selling'schen 
Methode,  nebst  einer  Tabelle  der  reducirten  Formen 
ftlr  alle  Determinanten  von   1  bis  200.       st.  Petersburg 

1890.  1-108.  Tabellen:  1-116.  (RaBsisch.) 

I.  üeber  die  Reduction  der  positiven  ternären  Formen.  II. 
Substitutionen  der  Reductionsmethode  von  Selling.  III.  Substi- 
tutionen, durch  welche  die  Form  in  sich  selbst  übergeht.  IV. 
üeber  die  Typen  der  reducirten  Formen  von  Selling  und  über 
die  Bildung  der  Tabellen  dieser  Formen. 

Aus  dieser  Inhaltsübersicht  sieht  man,  dass  der  Zweck  der 
Arbeit  das  ausführliche  Studium  der  Selling'schen  Methode  der 
Reduction  ist.  Die  Tabelle,  welche  vom  Verfasser  für  die  redu- 
cirten Formen  bis  D  =  200  gegeben  ist,  übersteigt  die  Eisenstein'- 
Bche  Tabelle  um  mehr  als  das  Dreifache.  Wi. 


A.  Mever.      Zur  Theorie   der  indefiniten   ternären  qua- 
dratischen Formen.    J.  far  Math.  CVIII.  125-139. 

A.   Meyer.      Mathematische    Mitteilungen.      IV:    üeber 
indefinite  quadratische  Formen.    Wolf  z.  xxxvi.  241-250. 

Es  sei  f  eine  indefinite  primitive  ternäre  quadratische  Form 
mit  der  Determinante  D  und  SiF  ihre  Adjungirte,  wo  F  wiederum 
eine  primitive  quadratische  Form  ist.  Setzt  man  D  =  Q^Jj  so 
heissen  die  positiven  ganeen  Zahlen  £t  and  J  die  Invarianten 
von  f.     In   seiner  Inauguraldissertation   hat   der  Verftwaer  den 

Fortschr.  d.  Math.  XXIII.  1.  14 
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Satz  bewiesen,  dass  zwei  quadratische  Formen  solcher  Art  wie  f 

• 

äquivalent  sind,  wenn  sie  demselben  Geschlecht  angehören  und 
ihre  Inyarianten  ii  und  J  ungerade  und  zu  einander  prim  sind. 
Dieser  bereits  von  Eisenstein  vermutete  Satz  wird  in  der  vor- 
liegenden Abhandlung  von  neuem  bewiesen  und  zugleich  ver- 
allgemeinert. Es  gilt  der  folgende  Hflifssatz:  Zwei  temäre 
Formen  mit  denselben  Invarianten  Q  und  J  sind  äquivalent, 
wenn  sie  beide  dieselbe  primitive  binäre  Form  von  der  Deter- 
minante QH  darstellen,  in  welcher  der  Factor  M  eine  in  2/f 
nicht  aufgehende  Primzahl  oder  das  Doppelte  einer  solchen  Prim- 
zahl ist.  Ferner  bedient  sich  der  Verfasser  eines  Satzes  Qber  die 
Existenz  gewisser  besonders  beschaffener  Lösungen  der  PelFschen 
Gleichung  t^—pq  Du^  =1,  wo  p  und  q  Primzahlen  sind,  und  be- 
weist dann  den  Satz;  Wenn  die  indefinite  temäre  Form  f  die 
eigentlich  primitive  binäre  Form  q>  mit  der  Determinante  S2M 
darstellt,  so  stellt  sie  auch  jede  andere  Form  q>^  dieser  Deter- 
minante dar,  welche  mit  q>  in  dasselbe  Geschlecht  gehört,  falls 
noch  gewisse  Voraussetzungen  über  die  Teiler  von  J  und  ausser- 
dem gewisse  Relationen  zwischen  Legendre'schen  Symbolen  er- 
füllt sind.  Ein  zweiter  Satz  behandelt  in  entsprechender  Weise  die 
Bedingungen  dafür,  dass  eine  uneigentlich  primitive  ternäre  Form 
eine  primitive  binäre  Form  darstellt.  Das  schliessliche  Resultat 
ist  die  Aufstellung  der  Bedingungen  dafür,  dass  zwei  primitive 
ternäre  indefinite  Formen  desselben  Geschlechts  äquivalent  sind. 
Durch  Specialisirung  folgt  hieraus  der  Satz:  Zwei  primitive  in- 
definite ternäre  Formen  sind  äquivalent,  wenn  sie  demselben 
Geschlecht  angehören  und  ihre  Invarianten  ii  und  2/  weder 
durch  4  teilbar  sind,  noch  einen  ungeraden  gemeinschaftlichen 
Teiler  haben. 

Die  zweite  Abhandlung  dehnt  diese  Resultate  auf  indefinite 
quadratische  Formen  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen  aus. 

Ht 


£.  Bertini.      Rappresentazione   di   una  forma   ternaria 
per  combinazione  lineare  di  dne  altre.     Lomb.  ist.  Rend. 

r2)  XXIV.  1095-1116. 
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Wenn  ein  Punkt  /-facher  Punkt  einer  ebenen  Curve  f  =  0 
und  A-facher  Punkt  einer  Gurre  q>  =  0  ist  und  die  Tangenten  in 
diesem  Punkte  an  der  ersteren  Curve  verschieden  sind  von  den 
Tangenten  an  der  zweiten  Curve,  so  absorbirt  der  Punkt  genau 
Ik  Schnittpunkte.  In  diesem  sogenannten  „einfachen  Falle^  ent- 
hält die  in  Bezug  auf  eine  der  Veränderlichen  genommene  Re- 
sultante Ä  von  f  und  q>  die  (tt)**  Potenz  einer  gewissen  Linear- 
form als  Factor.  Fallen  jedoch  einige  jener  Tangenten  zu- 
sammen, so  tritt  an  Stelle  der  (/il)^°  Potenz  eine  gewisse  andere, 
etwa  die  o^  Potenz,  in  R  als  Factor  auf,  und  a  giebt  dann  die 
Zahl  der  in  dem  Punkte  zusammenfallenden  Schnittpunkte  der 
beiden  Curven  an.  Der  Punkt  wird  in  diesem  allgemeinen  Falle 
durch  das  Symbol  (/Xcr)  bezeichnet.  Der  Verfasser  beweist  in 
der  vorliegenden  Abhandlung  den  Satz:  Wenn  F  =  0  eine  Curve 
n*^  Ordnung  ist  und  ftlr  jeden  gemeinsamen  Punkt  (IIa)  der 
Curven  /*  =  0,  q>  =  0  von  den  Ordnungen  bezüglich  m,  fi  drei 
Formen  ü,  Ä\  Ä*  von  den  Orduungen  bezüglich  p,  n  — »i+p, 
fi  — fi+P  von  der  Art  sich  bestimmen  lassen,  dass  die  Curve 
UF—A'f-'B'q>  =  0  jenen  Punkt  (IIa)  zum  (a~U  +  /—l)- fachen 
Punkt  hat,  so  ist  F  in  der  Gestalt  Af-^-  Bq>  darstellbar,  voraus- 
gesetzt, dass  (7  =  0  nicht  durch  den  Punkt  (IIa)  hindurchgeht. 
Aus  diesem  Satze  folgt  leicht  der  bekannte  Nöther'sche  Funda- 
mentalsatz:  Bestimmt  man  nämlich  die  beiden  Curven  il^  =  0, 
fi>  =  0,  derart,  dass  dieselben  den  Punkt  (Ika)  bezüglich  zum 
(a — U+A  —  l)- fachen,  (a— U-|- /—l)- fachen  Punkt  haben,  so  ist 
die  Bedingung  des  obigen  Satzes  für  eine  beliebige  Form  U  er- 
füllt, sobald  F  =  0  jeden  Punkt  (IXa)  mindestens  zum  (a — lk+ 
/-|- iL— 1)- fachen  Punkt  hat.  Unter  dieser  Bedingung  ist  folglich 
F  iD  der  Gestalt  Af'\-Bq>  darstellbar.  Zugleich  ergiebt  sich, 
wie  man  sieht,  der  Satz:  Wenn  F  =  0  durch  jeden  gemeinsamen 
Punkt  (/^•'^AtOßW)  zweier  Curven  f  =  0,  qp  =  0  hindurch  geht, 
so  ist  die  (a-lk+l+k—iy^  Potenz  von  F  in  der  Gestalt  Af+Bq> 
darstellbar,  wo  der  Exponent  von  F  das  Maximum  der  Zahlen 
ij(0— /(OiO)4./(04-ACO-i  ist.  Ht. 
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H.  Minkowski.       lieber     die     positiven     quadratischen 
Formen   und    über   kettenbruchähnliche   Algorithmen. 

J.  ffär  Math.  CVII.  278-297. 

Die  Grundlage  fbr  die  Entwickelungen  der  vorliegenden  Ab- 
handlung bilden  die  folgenden  geometrischen  Betrachtungen. 
Eine  definite  quadratische  Form  f  der  n  Veränderlichen  x^  , . . .,  x« 
mit  nicht  verschwindender  Determinante  J  werde  als  Summe 
der  Quadrate  von  n  reellen  Linearformen  dargestellt: 

f  =  ?J  +  ?J  +  -  +  S, 
£a  =  ^ai«,  +  np«24?,  4 h^«««  (a  =  1, 2, . . .,  n\ 

und  dann  werden  die  Werte  dieser  Linear  formen  $|,...,|fi  als 
rechtwinklige  Coordinaten  der  Punkte  eines  n-dimensionaien 
Raumes  gedeutet,  so  dass  auch  jedem  Wertsysteme  der  Verän- 
derlichen ^^,...,0?«  ein  Punkt  dieses  Raumes  entspricht.  Zu- 
nächst mache  man  diejenigen  Punkte  kenntlich,  für  welche  jedes 
Mal  eine  der  n Veränderlichen  x^^x^^ .  .,^Xn  den  Wert  1  and  die 
anderen  ti — 1  den  Wert  0  haben.  Diese  n  Punkte  bestimmen 
zusammen  mit  dem  Nullpunkte  eine  n-kantige  Ecke,  weiche  sich 
leicht  zu  einem  n-dimensionalen  Parallelepipedon  vervollständigen 
lässt.  An  jede  der  2n  Begrenzungsflächen  dieses  Elementar- 
parallelepipedons  lege  man  gleich  gerichtet  ein  vollkommen  glei- 
ches Parallelepipedon,  an  die  noch  freien  Begrenzungsfläi^en 
dieser  Parallelepipeda  wieder  ein  gleiches,  und  dieses  Verfahren 
denke  man  sich  unbegrenzt  fortgesetzt,  so  dass  auf  diese  Weise 
der  ganze  n-dimensionale  Raum  in  parallelepipedische  Kammern 
eingeteilt  ist.  Die  Ecken  dieser  Parallelepipeda  bilden  »ein 
regelmässiges  Punktsystem";  sie  werden  durch  diejenigen  Werte 
Ij , . . . ,  ^M  dargestellt,  welche  man  durch  Benutzung  ganzzahliger 
Systeme  a^^, . . .,  x,  findet.  Die  quadratische  Form  f  stellt  oflSen- 
bar  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  ^^ , . . .,  $«  von  dem 
Nullpunkte  dar,  und  die  Wurzel  aus  ihrer  Determinante  J  liefert 
den  Rauminhalt  -des  Elementarparallelepipedons.  Benutzt  man 
die  erstere  Thatsache  und  bedenkt  ferner,  dass  der  Abstand 
zweier  Parallelebenen  eine  gegebene  Grösse  nicht  überschreiten 
kann,  so  folgt  die  Grundeigenschaft  der  definiten  quadratischen 
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Form,  derzufolge  es  nur  eine  endliche  Anzahl  von  ganzzahligeu 
Wertsystemen  ihrer  Veränderlichen  a?j,...,a;«  giebt,  für  welche 
ihr  Wert  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  liegt.  Nachdem  noch 
gezeigt  ist,  dass  die  Willkür  in  der  Darstellung  der  Form  f  als 
Summe  von  n  Quadraten  linearer  Formen  geometriseb  nur  die 
Neigung  der  Elementarparallelepipeda  gegen  die  rechtwinkligen 
Coordinatenaxen  betrifift,  während  die  Figur  derselben  von  jener 
Willkür  unabhängig  ist,  kommt  der  Verfasser  zu  seiner  Haupt- 
aufgabe: der  anschauliehen  Auslegung  des  Aequivalenzbegriffes. 
Das  reguläre  Punktsystem  ist  nämlich  noch  verschiedener  anderer 
parallelepipedischer  Anordnungen  seiner  Punkte  fähig,  und  zwar 
entspricht  dem  Inbegriff  aller  dieser  möglichen  Anordnungen  eine 

Klasse  von  äquivalenten  Formen.  Nun  werde  mit  ^ M,  die  Ent- 
fernung des  Nullpunktes  von  denjenigen  Punkten  des  regulären 
Punktsystems  bezeichnet,  welche  dem  Nullpunkte  nächst  gelegen 
sind:  es  ist  dann  M  die  kleinste  von  0  verschiedene  Grösse, 
welche  durch  die  Form  f  mittels  ganzer  Zahlen  darstellbar  ist. 
Femer  werde  um  jeden  Punkt  des  Systems  als  Mittelpunkt  eine 

ft-dimensionale  Engel  mit  dem  Badius  ^  yiÄ  construirt.  Beden- 
ken wir,  dass  diese  Kugeln  sich  sämtlich  ausschliessen  müssen, 
60  kommt,  in  Anbetracht  der  übrig  bleibenden  Raumlücken,  in 
einem  tiberall  hin  gleichmässig  ausgedehnten  unendlich  wachsen- 
den Baume  auf  je  einen  dem  Kugelinhalte  gleichen  Raumteil  im 
Durchschnitt  weniger  als  ein  Punkt  des  Systems.  Der  Kugel- 
inhalt muss  also  kleiner  sein  als  der  Inhalt  Y^  ^^^  Elementar- 
parallelepipedons.     Diese  Thatsache  liefert  die  Ungleichung 


ne 


welche  für  das  Minimum  Jf  einer  quadratischen  Form  eine  viel 
engere  obere  Grenze  liefert  als  die  bekannte  Hermite'ache  Foimel. 

Die  wichtigste  Anwendung  dieser  Ungleichung  betrifft  die 
Theorie  der  Zahlenkörper  n*®°  Grades.  Ist  D  der  absolute  Wert 
der  Grundzahl  eines  solchen  Körpers  K  und  o^^, . . .,  et;»  eine  Ba- 
sis seiner  ganzen  Zahlen,  so  betrachtet  der  Verfasser  die  definite 


214  II'-  Abschnitt.    Niedere  and  bobere  Arithmetik. 

quadratische  Form 
/•=i?|wCÄ)a?, +^/Oaj,  +  ...  +  ciiWx,|%  (Ä=  1,  2,...,  n) 

WO  die  oberen  Indices  zur  Unterscheidung  der  n  tu  K  conju- 
girten  Körper  dienen.  Sind  dann  a  und  m  Ideale  des  Körpers, 
deren  Product  ein  Hauptideal  fi  ergiebt,  so  folgt  leicht  aus  der 


obigen  Ungleichung  ^ [^<*^|' <«}//> JV(a)'.     Wird    nun    benutzt, 

h 

dass  eine  Summe  Ton  n  positiven  Grössen  niemals  kleiner  ist  als 
das  n  •  fache  der  n^^  Wurzel  aus  ihrem  Producta,  so  ergiebt  sieb 

wegen  JV(ju)  =  +iV(o)iV(m)  die  Ungleichung  A'(m)  <  Yd,  d.  h. 
zu  jedem  Ideal   giebt  es  behufs  Herstellung    eines  Hauptideals 

mindestens  einen  Multiplicator,  dessen  Norm  <yD^  ist.     Wegen 

l^TCm)  1^1  folgt  yö">l,  d.h.  jede  Discriminante  enthält  Prim- 
zahlen als  Factoren,  worin  eine  das  Wesen  der  algebraischen 
Zahlen  tief  berührende  Eigenschaft  ausgedrückt  ist.  .       Ht. 


H.  Minkowski.   Th^orfemes  arithmötiques.  c.R.cxii.  209-212. 

In  dieser  Note  erweitert  der  Verfasser  die  Methoden  und 
Resultate  seiner  im  vorigen  Referate  besprochenen  Abhandlung. 
Statt  der  definiten  quadratischen  Form  wird  allgemein  eine  Summe 
von  der  Gestalt  f  =  |§^|  + 1»^ I  +  ICIH —  der  Betrachtung  zu 
Grunde  gelegt,  wo  g,  17,  ^,  . . .  irgend  n  unabhängige  Linear- 
formen der  n  Veränderlichen  o;,  y,  s,  . . .  bedeuten,  unter  denen 
ß  Paare  conjugirt  imaginärer  vorhanden  sind,  während  die  übri- 
gen a  =  n — 2ß  Linearformen  reelle  Goefficienten  haben.  Ist 
ferner  p  eine  reelle  Grösse  ^1  und  J  die  Determinante  der 
Formen,  so  gilt  der  Satz,  dass  man  stets  den  rc,  y,  9,  . . .  solche 
ganzzahligen  Werte  erteilen  kann,  dass  die  genannte  Summe  der 
p^  Potenzen  kleiner  als  die  Grösse 

[r(i  +  l)]2  ^[r(i+|)] 
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aasfällt.  Nachdem  hieraus  der  im  vorigen  Referat  genannte 
Satz  von  der  Discriminante  eines  Körpers  K  vom  fi^°  Grade 
von  neuem  bewiesen  ist,  wird  noch  eines  darüber  hinausgehen- 
den Satzes  Erwähnung  gethan,  demzufolge  diese  Discriminante, 

T/    9~~^ 1  '    ^^ 

2ß  die  Zahl  der  imaginären  zu  K  conjugirten  Körper  beträgt. 

Ht. 


J.  Hacks.  lieber  die  Klassenanzahl  der  zu  einer  nega- 
tiven Determinante  D  =-  —q  gehörigen  eigentlich  pri- 
mitiven quadratischen  Formen,  wo  q  eine  Primzahl 
von  der  Form  4« +3  ist.    Acta  Math.  XIV.  321-328. 

Setzt  man 

•=1    *-  9  J  ,=1    L    ^    J 

wo  [x\  die  grösste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl  und  q  eine  Prim- 
zahl 4n-f  3  bedeutet,  so  ergiebt  sich  der  Ueberschuss  der  An- 
zahl der  unter  -|-    liegenden    quadratischen  Reste  von  q   Ober 

die  Anzahl  der  Ober  -|-  liegenden  quadratischen  Reste  von  q 
gleich 

Ans  diesem  Ausdruck  für  die  Klassenanzahl  h  gewinnt  der  Ver- 
fasser durch  Berechnung  der  Summen  S  und  S'  die  neue  Formel 

und  hieraus  durch  Umformung 

Indem  man  statt  S  und  S'  die  Summe  R  der  Reste  nach  q  und 
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die  Stimme  R'  der  Nicht reste  einfahrt,  ergiebt  sich  noch 

'=[-(f))^- 

Die  ersleren  Betrachtangen   werdem   aach   anf  Primzahlen   von 
der  Form  4ii4-l  aasgedehnt.  Ht. 

L.  BiANCHi.  Geometrische  Darstellung  der  Gruppen 
linearer  Substitutionen  mit  ganzen  complexen  Coef- 
ficienten    nebst  Anwendungen   auf  die  Zahlentbeorie. 

Math.  ADD.  XXXVIII.  313-333. 

L.  BiANCHi.  Sui  gruppi  di  sostituzioni  lineari  e  sulle 
forme  quadraticbe  di  Diricblet  e  di  Hermite.  Rom.Acc. 

L.  Reod.  (4)  VII,.  3-U. 

Der  Verfasser  dehnt  die  geometrische,  von  Hrn.  F.  Klein  für 
die  Theorie  der  gewöhnlichen  binären  quadratischen  Formen  ver- 
wendete Methode  auf  die  Theorie  der  quadratischen  Formen  mit 
complexen  Goefficienten  aus.     Sind  o,  ß^  y,  d  ganze  complexe 


Zahlen  des  Bereiches  (1,  i)  oder  des  Bereiches  (1,  «  =  e  ^  ), 
deren  Determinante  aö  —  ßy^l    ist,   so  bestimmen  die  linear 

gebrochenen  Substitutionen  z*  =  — ~~  je  eine  Gruppe  G  und  G\ 

Die  erzeugenden  Substitutionen  dieser  beiden  Gruppen  sind 

(  0, 1)   (h  1)    n,  i) 

V-l,  0/'    vo,  1/'    vo,  U' 
bezüglich 

LI  J).  Q 1).  Q  ;> 

Nun  wendet  der  Verfasser  die  von  Hrn.  Poincar^  angegebene  geo- 
metrische Darstellung  der  linearen  Substitutionen  mit  complexen 
Goefficienten  an,  indem  er  die  Werte  der  complexen  Veränder- 
lichen s  =  |4-ti7  in  gewöhnlicher  Weise  auf  der  gij-Ebene 
deutet  und  dann  noch  eine  dritte  zu  beiden  senkrechte  Axe  ^ 
hinzufügt  (vergl.  F.  d.  M.  XV.  1883.  349,  Acta  Math.  IIL  54). 
Die  Gruppen  G  und  G'  erweisen  sich  nach  Poincare'scher  Be- 
zeichnungsweise für   alle  Punkte  des    oberhalb   der  $17- Ebene 
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gelegnen  Balbramnes  als  discontinairlich.  Sodann  wird  für 
beide  Grappen  die  Existenz  eines  Fundamentalranmes  bewiesen, 
d.  h.  es  giebt  einen  Raum,  welcher  zu  jedem  Punkte  des 
Balbraumes  einen,  und  im  allgemeinen  nnr  einen,  äquivalenten 
Punkt  enthält.  FOr  die  Gruppe  G  ist  dieser  Fundamentalraum 
ein  Polyeder,  welches  ausserhalb  der  Kugel  S'  +  jj'  +  S'==1 
zwischen  den  4  Ebenen  f  =  0,  |  =  i,  ^  =  —h  V  ^  i  ©iogö- 
sehlossen  wird.  Nach  diesen  allgemeinen  Untersuchungen  über 
Substitutionen  wendet  sich  der  Verfasser  zum  Studium  der  „Dirich- 
let'schen  Formen "*,  d.  h.  solcher  binären  quadratischen  Formen, 
deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  aus  dem  Bereiche  (1,  t)  oder 
(1,  b)  sind.  Um  eine  solche  Form  geometrisch  darzustellen,  be- 
schreibe man  durch  die  beiden  Punkte,  welche  in  der  ^- Ebene 
die  Nnllstellen  der  Form  repräsentiren,  im  oberen  Halbraume  den 
die  |f/- Ebene  orthogonal  schneidenden  Halbkreis.  Dieser  Halb- 
kreis bestimmt  umgekehrt  die  Form  bis  auf  einen  Zahlenfactor 
und  heisst  der  repräsentirende  Halbkreis  der  Form.  Diese  geo- 
metrischen Betrachtungen  gestatten  nun  eine  sehr  einfache  und 
bemerkenswerte  Definition  der  reducirten  Form.  Eine  Dirichlet'- 
5che  Form  wird  nämlich  reducirt  genannt,  falls  ihr  repräsentiren- 
der  Halbkreis  das  Fundamentalpolyeder  schneidet.  Hieran  schliesst 
8ich  der  Nachweis  der  beiden  Sätze,  dass  jede  Dirichlet'sche 
Form  einer  reducirten  Form  äquivalent  ist,  und  dass  fttr  eine 
gegebene  Determinante  D  nur  eine  endliche  Anzahl  von  reducirten 
Formen  existirt  Da  die  Polyeder  des  Halbraumes  sich  an  jeder 
Stelle  der  ^j^-Ebene  yerdichten,  so  durchsetzt  der  repräsen- 
tirende Halbkreis  einer  Form  eine  unendliche  Anzahl  von  Polyedern 
und  wird  durch  dieselben  in  eine  unendliche  Reihe  von  Bogen- 
Stücken  ...  La,  L2,  Li,  /j,  /„  /„  .  .  ..zerlegt.  Durch  Ver- 
wandlung derselben  in  reducirte  Bogenstttcke  und  mit  HOlfe  des 
eben  bewiesenen  Endlichkeitssatzes  gelangt  der  Verfasser  dann 
za  einer  Periode  reduoirter  Formen  und  zu  dem  Satze,  dass  zwei 
aequiYalente  Formen  derselben  Periode  angehören.  Die  fem^e 
Berücksichtigung  der  Thatsache,  dass  jede  Substitution,  welche 
die  Form  in  sieh  flberführt,  ihren  repräsentirenden  Halbkreis 
UBgeändert  Ifissi,  führt  zur  Aufstellung  aller  Transformationen  der 
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Form  in  sich.  Diese  Methode,  angewandt  auf  die  Haaptform 
(1,  0,  — ^),  lehrt  die  ganzen  complexen  Lösungen  der  Peirschen 
Gleichung  t^  —  Du*  =  1  ermitteln.  Mit  dem  gleichen  Erfolge  lässt 
sich  die  geometrische  Untersuchungsweise  des  Verfassers  auf  die 
„Hermite'schen  Formen*'  anwenden,  d.  h.  auf  solche  binären  qua- 
dratischen Formen  aa?aj+fc^y+^a:y+^yy)  bei  welchen  a  und  c 
ganze  reelle  Zahlen,  b  eine  ganze  Zahl  aus  dem  Bereiche  (1,  t) 
oder  (1,  c)  und  die  überstrichenen  Bachstaben  die  conjugirt  ima- 
ginären Werte  bedeuten.     Eine  solche  Form  heisst  definit  oder 

indefinit,  je  nachdem  D  ^  bb  —  ac  negativ  oder  positiv  ausfällt. 

Im  ersteren  Falle  stellt  die  Gleichung  asz-fb^-f  6is  +  c  =  0  in 
der  ^j;- Ebene  einen  imaginären  Kreis  dar.  Der  durch  diesen 
Kreis  bestimmte  Büschel  von  reellen  Kugeln  enthält  2  Punkt- 
kugeln, von  denen  die  im  oberen  Halbraume  gelegene  der  reprä- 
sentirende  Punkt  der  Form  genannt  wird.  Eine  definite  Form 
gilt  dann  als  reducirt,  wenn  ihr  repräsentirender  Punkt  im  Fun- 
damentalraume  liegt.  Für  Z>  >  0  stellt  die  obige  Gleichung  einen 
reellen  Kreis  der  $17 -Ebene  dar.  Die  über  diesem  Kreise  als 
Aequator  beschriebene  Halbkugel  heisst  die  repräsentirende  Halb- 
kugel der  Form,  und  eine  indefinite  Hermite'sche  Form  heisst 
reducirt,  falls  ihre  repräsentirende  Halbkugel  das  Fundamental- 
polyeder durchsetzt. 

Die  zweite  Abhandlung  dehnt  diese  Untersuchungen  aus  auf 

die  Bereiche  (1,  iVD)  und   fl,  ^^- — J,    wo   die   positive 

ganze  Zahl  D  im  zweiten  Falle  der  Bedingung  ^3  nach  dem 
Modul  4  unterliegt.  Ht. 

E.  PiCARD.     Sur  les  formes  quadratiques  ä  ind^termin^es 

CODJUgUÖes.      Math.  Ann.  XXXIX.  142-144. 

Der  Verfasser  hebt  kurz  die  schon  in  einer  früheren  Ab- 
handlung „Sur  un  groupe  de  transformations  des  points  de 
Tespace  situ^s  du  meme  cotä  d'un  plan""  (vergl.  F.  d.  M.  XVI.  1884. 
732)  dargelegten  Gesichtspunkte  hervor,  welche  ihn  auf  die  von 
Hrn.  Poincar^  studirten  Substitutionen  der  Punkte  eines  Halbraumes 
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geffihrt  haben.  Wird  auf  die  quadratische  Form  mit  coujugirten 
Veränderlichen 

XX  +  xXY-{-xXY  +  (xx+y')Y% 

wo  y  eine  reelle  Grösse  sein  soll,  die  Substitution 

(I,  y,  dX+bY,  cX  +  aY)  [ad^bc  =  1] 

mit  complexen  Coefficienten  a,  6,  c,  d  angewandt,  so  kann  man 
den  Coefficienten  der  transformirten  Form  eine  entsprechende 
Gestalt  geben,  wie  sie  die  ursprüngliche  Form  besitzt,  so  dass 
jeder  Substitution  von  obiger  Gestalt  eine  Substitution  der  Grössen 
X  and  y  zugehört  Setzt  man  x  =  S  +  ^^i  y  =  Cv  ^^  erhält  man 
die  von  Hrn.  Poincar6  und  neuerdings  von  Hrn.  Bianchi  (vergl. 
das  vorige  Referat)  studirte  geometrische  Darstellung  der  Sub- 
stitutionen mit  complexen  Coefficienten.  Ht 


G.  B.  Mathbws.     On  binarj  quadratic  forms  with  com- 

plez   COefficientS.    Quart.  J.  XXV.  289-300. 

Die  arithmetische  Theorie  der  binären  quadratischen  Formen 
mit  ganzen  complexen  Coefficienten  und  Veränderlichen  führt, 
wenn  man  die  Elein'sche  geometrische  Behandlung  der  gewöhn- 
lichen quadratischen  Formen  geeignet  erweitert,  nach  Hrn.  Poin- 
car^'s  Auffassung  zu  einer  gewissen  Polyedereinteilung  des  Raumes. 
Diese  Raumeinteilung  dient  vor  allem  zur  Reduction  der  ge- 
nannten Formen.  Die  dabei  gewonnenen  Kriterien  enthalten  die 
von  Dirichlet  und  Hermite  gefundenen  als  Specialfälle.  Vgl. 
die  parallel  laufende,  ebenfalls  in  diesem  Jahrgange  der  „Fort- 
schritte^ p.  216  besprochene  Arbeit  von  Bianchi,  welche  wäh- 
rend des  Druckes  der  vorliegenden  Abhandlung  erschien. 

My. 
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Capitel  3. 
Kettenbrüche. 

D.    GaMBIOLI.      Sülle   frazioni   COntinue.     Bologna  Read.  1890 
1891.  43-62. 

Es  ist  identisch: 
*  1  1      •        a'        •        a'         •         •        a2   1 


«=i  er,  ffj         a^  —  a^        a, — a,  o« — a»-i 


n 


^  (-!)•+'/?. 


#=l 


was  man  auch  schreiben  kann: 

»=i  Ol,  i  a,        a,+i — a«  Ji 

Es  gilt  ferner  der  Satz: 

Wird   die   unendliche  Reihe    ^w«   durch    den   anendlichen 
Kettenbruch : 

dargestellt,  so  hat  die  Reihe  einen  endlichen,  unendlichen  oder 
unbestimmten  Grenzwert,  je  nachdem  dasselbe  von  dem  Ketten- 
bruche  stattfindet. 

Hieraus  ergeben  sich  die  folgenden  S&tze: 

Sind  o«  complexe  Zahlen,    deren   absolute  Werte   sAmtlich 

>2  sind,  so  ist  der  Kettenbruoh  fJ-J J      convergent,    und 

sein  absoluter  Wert  ist  <  1. 

Sind  a«   complexe  Zahlen,   deren  absolute  Werte  sämtlich 

[1  .         M    -      "1  OD 
j — *—^  I     convergent, 
of ,       a, —  1 J2 

und  sein  absoluter  Wert  ist  ^1. 
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Sind  «,  X  complexe  Zahlen,  und  ist  |o|  <  1,  |a?|^  1,  so  ist 
der  Kettenbruch  : 


+ 
welcher  der  Reihe: 

identisch   entspricht,   conyergent,   und   sein  absoluter  Wert   ist 
"^  (So  muss  dieser  Satz  lauten;  der  Text  giebt  un- 


^  l-|o| 
riebtiger  Weise: 

Der  zweite  Teil  der  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  einer 
Determinante,  welche  als  die  Verallgemeinerung  der  in  einer 
froheren  Abhandlung  (Sülle  frazioni  continue,  Bologna  Rend. 
1889-90.  33-55;  F.  d.  M.  XXII.  1890.  226)  behandelten  Deter- 
«nftBte  Jn  angesehen  werden  darf.  Vi. 


H.  Pade.     Sur  la  convergence   des   fractions   continues 

simples.     0.  R.  CXII.  988-990. 

Es  werden  Eettenbrttcbe  betrachtet,  bei  denen  die  Teilnenner 
Polynome  in  x  «nd,  deren  constantes  Glied  nicht  Null  ist,  und 
bei  denen  die  Teile&bler  Monoue  in  x  sind,  der^n  Coeffioient 
und  Exponent  nicht  Null  ist.  Bei  der  Goiyergenz-Uniiersuchung 
handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  derjenigen  Punkte  der  Ebene, 
in  welchen  die  Näherungsnenner  Vi  von  einem  bestimmten  Index  t 
an  zwischen  zwei  festen  positiven  Grenzen  bleiben;  wenn  sie 
gegen  eine  stetige  Function  convergiren,  ist  der  Fall  besonders 
einfach.  R.  M. 


D.  F.  Selivanow.     üeber  die  periodischen  Kettenbrüche. 

Moak.  Math.  Samml.  XV.  635-644. 

Eine  Vereinfachung  des  Beweises  der  Theoreme,  welche  sich 
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auf  die  Zerlegung  der  Wurzel  einer  Gleichung  zweiten  Grades 
in  einen  Eettenbruch  beziehen.  Wi. 


E.  C.  Valentiner.  Om  Kädebröksudviklinger  for  Rödder 
i  en  Ligning  af  anden  Grad  med  rationale  Coefficienter. 

Nyt  TidsB.  for  Math.  IIA.  17-18. 

Beweis  fflr  den  Satz,  dass,  wenn  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
zweiten  Grades  mit  rationalen  GoefiGcienten  in  einen  Eettenbruch 
entwickelt  werden,  der  Eettenbruch  dann  periodisch  wird. 

V. 

A.  Hurwitz.     Ueber    die    angenäherte   Darstellung  der 
Irrationalzahlen    durch    rationale   Brüche.       Math.  Add. 

XXXIX.  279-284. 

Diese  Note  giebt  zu  der  bisherigen  Theorie  der  Annäherung 
einer  beliebigen  Irrationalzahl  er  mittels  einer  unbegrenzten  Reihe 

•B  £K  CC 

von  rationalen  Brüchen  — ^,    ~^,    -^,   ...   eine   wesentliche 

y,       y.       Vi 

Ergänzung,  indem  sie  zeigt,  dass  die  Wahl  dieser  rationalen 
Brüche  stets  so  getroffen  werden  kann,  dass  für  alle  n  der  ab- 
solute Wert 

Xu 


a  — 


< 


3 


1^. 

ausfällt.  Zum  Beweise  wird  a  in  einen  gewöhnlichen  Eettenbruch 
entwickelt;  es  sei  etwa,  indem  fi«  die  grösste  in  On^i  enthaltene 
ganze  Zahl  bezeichnet: 

a  =  f*, +  -— ,     o,  =Mj  +  -t— »    •  • -1    «ii-i  =  A^ii  + -z- » 


•  •  •  • 


a,  On 


Ist  — -  =  (jUj,  ju„  . . .,  jUn)  der  n^  Näherungsbruch,  so  wird  be- 

kanntlich 

Pn  ±1 


rnqi  ' 


WO 


5« 
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gesetzt  ist.  Es  kommt  nun  darauf  an,  zu  zeigen,  dass  für  un- 
endlich viele  n  die  Ungleichung  r„  >  yö  stattfindet.  Hierzu  sind 
3  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  unter  den  Zahlen  /u„  ju,, 

/Ei^, unendlich  viele  vorkommen,  welche  grösser  als  2  sind, 

oder  in  jener  Reihe  von  einer  gewissen  Stelle  ab  nur  noch  die 
Zahlen  1  und  2  auftreten,  oder  endlich  nur  noch  die  Zahl  1 
vorkommt.  Im  ersten  und  dritten  Falle  liegt  die  anzuwendende 
Schlussweise  auf  der  Hand;  im  zweiten  Falle  ersetze  man  den  r» 
darstellenden  unendlichen  Kettenbruch  durch  einen  anderen,  in 
welchem  die  Teilnenner  ungerader  Ordnung  gleich  2,  die  Teil- 
nenner  gerader  Ordnung  gleich  1  sind,  und  beachte,  dass  der 
Wert  dieses  letzten  Eettenbruches  kleiner  ist  als  der  des  ur- 
sprünglichen.   Auch  zeigt  der  Verfasser,  dass  in  dem  Ausspruch 

seines  Satzes  Yb  nicht  durch  eine  grössere  Zahl  ersetzt  werden 
kann.  Den  Schluss  bilden  Bemerkungen  darüber,  in  wie  weit  eine 
solche  Ersetzung  dennoch  möglich  ist,  sobald  man  aus  dem 
Systeme  der  darzustellenden  irrationalen  Zahlen  a  gewisse 
Klassen  ausschliesst.  Ht. 


Tu.  MuiR.      Note    on   a  theorem  regarding  a  series  of 
convergents  to  the  roots  of  a  nuoiber.    Edinb.  Proc.  xix. 

15-19. 

Bezieht  sich  auf  einen  Satz  des  Herrn  Sang,  nach  welchem 
in  der  Gleichungsfolge: 

(Yn  +  iy  =     (n  +  3)l/^  +  3n  +  l, 
(Yn  +  iy  =  (4n  +  4)Vw  +  n»  + 611+1, 


das  Verhältnis  des  rationalen  Teiles  zu  dem  Coefficienten  von  Yn 
in  dem  anderen  Teile  angenähert  gleich  Yn  ist;  d.  h.  die  Reihe 
der  nach   Vn  zuneigenden  Brüche  ist: 

JL       ^+1        3n+l        n*+6n+l 
1  '        2     '      n+3   '         4»+4     '     •  '  •• 
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Es  wird  gezeigt,  dass  dies  die  Folge  der  Nftherangs werte  des 
Ketteobruches 

^  ,    II— 1       II— 1       n — 1 

2""+~2~"  +  "~2~  +  ..., 

der  gleich  |/n  ist  nach  der  bekannten  Formel 


Yn  =  m  + 


n—m*         n — m' 


2»!     +     2m     +•••, 
von  welcher  ein  besonderer  Fall,  nämlich  n  =  18,  m  =  4  schon 
aus  dem  Jahre  1613  her  datirt.     Der  Schluss  des  Aufsatzes  be- 

trifft  die  höhere  Form  (ni  +  ni+lj.  Cly.  (Lp.) 


J.  DoLBNiA.     Sur  le  d^veloppement  de  }/R    an    fraotion 

COntinue.      Nony.  Ann.  (3)  X.  134-140. 

Der  Differentialausdruck  q  dx :  YR^  wo  q  und  R  ganze  Func- 
tionen von  X  sind,  kann  nach  Abel  „Sur  Tint^gration  de  la  for- 
mule  difförentielle  etc."    nur  dann  durch  Logarithmen  integrirt 

werden,  falls  die  Kettenbruchentwickelung  yon  Yr  periodisch 
ist;  die  algebraischen  Bedingungen  und  die  Form  dieser  Ent- 
Wickelung  werden  in  vorliegender  Note  einfacher  und  directer 
als  bei  Abel  hergeleitet.  R.  M. 


S.  PiNCHERLE.     ün  teorema  sulle  frazioni  continae. 

Rom.  Acc.  L.  Rand.  (4)  VIli.  604-607. 

Ein  unendlicher  Kettenbruch  mit  den  Teilbrüchen  ^  \;  . — -. 

6(n) 

wo  a,  fr,  c  ganze  rationale  Functionen  von  demselben  Grade  in 
Bezug  auf  die  Ordnungszahl  sind,  wird  als  Quotient  zweier  be- 
stimmten Integrale  dargestellt.  R.  M. 


8.  PiNCBERLB.     Sulia  g6Deralizzazioiie  delle  frazioni  con- 
tinue  algebriche.    Awwai  di  Mat  (2)  xix.  759Ö. 

Die  Stellung  dieser  Abhandlang   zu  den  früheren  Arbeiten 
des  Verf.  ist  schon  am  Schlüsse  eines  vorjährigen  Referates  (F. 
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d.  If.  XXII.  1890.  225)  gekennzeichnet  worden.  Es  wird  für 
den  speciellen  Fall  zweier  gegebenen  Functionen  <;,,  <y,  der  frag- 
liche kettenbrach  -  ähnliche  Algorithmus  im  einzelnen  studirt;  er 
liefert  uns  nicht  nur  die  Herstellung  einer  linearen  Relation 
-i  +  A^i  +  CtJ,  =0  mit  der  höchsten  Annäherung,  welche  sich 
bei  gegebenem  Grade  der  Coefficienten-Functionen  A,  B^  C  über- 
haupt erzielen  lässt;  wir  gelangen  dabei  auch  zur  Lösung  des 
Probleftns:  Zwei  gegebene  Functionen  als  rationale  Functionen 
demelben  Nenners  mit  der  höchsten  Annäherung  darzustellen, 
die  mit  dem  gegebenen  Grade  des  Kenners  verträglich  ist. 

Ibdem  der  Verf.  alsdann  die  Ausgangs-Functionen  a^,  <r,  als 
Potenzreihen  von  w  durch  zwei  bestimmte  Integrale  definirt  denkt: 

„  _    fv(y)^y     „  _   r  9i  iy)^y 

^^  -  J     a?-y     '     ^»  ""  y      aj~y     ' 

gelangt  er  zur  Erledigung  zweier  interessanten  Probleme  der 
mechanischen  Quadratur: 

1)  Wenn  zwei  Integrale  gegeben  sind: 

alsdann  n  Punkte  a,,  a„  . . .,  a»  und  n  Paare  von  Coefficienten 
c  und  d  zu  bestimmen,  sodass  die  beiden  Integrale  gleichzeitig 
mit  der  grösstmöglichen  Annäherung  durch 

2Cf,tp(ay)    und    Sc'yXfj(^ay) 
dargestellt  werden  können. 

2)  Die  Summe  zweier  Integrale 

j9(y)Hy)^y  +  Jvi  (y)^i  (y)^y 

angenähert  durch  eine  Summe 

c  +  c'  +  2{c^tfj(ay)  +  c;  v;,  (ßy)) 
darzustellen.  R.  M. 

E.  BoRTOLOTTi.     Sui  sistemi  ricorrenti  del  3*^  ordine  ed 
iD  particolare  sui  sistemi  periodiei.   Palermo  RoDd.v.  129-151. 

Den   Ausgangspunkt  fOr  die  vorliegenden  Untersuchungen 
bildto  die  Arbeiten  des  Herrn  Pinoherle  (vergl.  das  vorangehende 

FortMhr.  d.  Math.  XXUI.  1.  15 


226  l^f>  Abschnitt.    Niedere  und  höhere  Arithmetik. 

Beferat);  der  Verf.  bietet  uns  zunächst  eine  formale  Behandlung 
des  Specialfalles  p  =  3  und  bedient  sich,  wie  schon  andere  vor 
ihm  (Jacobi,  J.  für  Math.  LXIX;  Fürstenau,  Pr.  Wiesbaden  1874), 
der  Determinanten-Methode.  Er  bildet  eine  Matrize  von  n  Zeilen 
und  fi-f  3  Colonnen,  welche  in  4  schrfig  absteigenden  Reihen 
die  Elemente  1,  a^,  &,-,  —1  hat,  sonst  aber  nur  Nullen.  Man 
betrachte  alle  Determinanten  h^^  Ordnung,  welche  durch  Weg- 
lassen dreier  Colonnen  entstehen;  sie  sind  jedesmal  = +1,  falls 
nicht  zu  den  weggelassenen  Colonnen  gleichzeitig  die  erste  und 
die  letzte  gehören.  So  reduciren  sich  alle  Determinanten  auf 
3  verschiedene  Typen,  je  nachdem  unterdrückt  werden:  1)  die 
erste  und  die  beiden  letzten  Colonnen  (Typus  a,  die  Diagonal- 
reihe enthält  die  Elemente  a).  2)  die  beiden  ersten  und  die 
letzte  Golonne  (Typus  ß^  die  Diagonalreihe  enthält  die  Elemente  6). 
3)  die  erste,  die  letzte  und  irgend  eine  Zwischen-Colonne  (Typus  /, 
die  Diagonalreihe  hat  anfangs  Elemente  a,  nachher  Elemente  6). 
Betrachtet  man  n  als  variabel,  so  besteht  zwischen  je  4  auf 
einander  folgenden  a  eine  lineare  Relation;  ebenso  bei  ßy  jedes  y 
kann  bilinear  durch  zweimal  zwei  Determinanten  niederer  Ord- 
nung vom  Typus  a  und  ß  ausgedrückt  werden. 

Im  besonderen  setze  man  nun  voraus,  dass  die  unendlichen 
Reihen  der  Elemente  a,  b  sich  aus  Perioden  von  je  p  Elementen 
zusammensetzen.  Unter  den  Functionen  a  des  recurrenten  Systems 
ai  +  aja,+i  +  6i(7<+2  =  Oi^z  besteht  alsdann  eine  Gleichung  mit 
Constanten  Coefficienten:  Oa-\-3p  =  Oa  +  ^Oa+p-\'SiOa^2p]  und  um- 
gekehrt zieht  diese  Relation  die  Periodicität  der  a  und  6  nach 
sich;  die  Functionen  a  hängen  rational  ab  von  den  Wurzeln  der 
kubischen  Gleichung:  2' =  l-f-<)2  +  <^i^'  und  enthalten  im  all- 
gemeinen 3p  willkürliche  Constanten.  R.  M. 


L.  Gegenbaubr.     Zur  Theorie  der  NäherungsbrOche. 

Wien.  Ber.  0.  635-703. 

Diese  umfangreiche  Arbeit  enthält  eine  so  grosse  Zahl  ein- 
zelner, durch  ihre  Länge  wenig  übersichtlicher  Formeln  und  Lehr- 
sätze, dass  Ref.  es  für  das  Beste  hält,  die  Einleitung  des  Verf. 
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bierherzusetzen:  „Ich  werde  eine  Reihe  von  Relationen  und 
Theoremen  aus  der  Theorie  der  Näherungsnenner  von  Eetten- 
bruchentwickelungen  ableiten  und  hierbei  gelegentlich  einige  aus 
einer  der  auftretenden  Formeln  sich  ergebende  Beziehungen  aus 
dem  Gebiete  der  Congruenzen  mit  einer  Unbekannten  in  Bezug 
auf  einen  Primzahlmodul  angeben.  Sodann  werde  ich  mit  Hülfe 
der  aufgestellten  Gleichungen  mehrere  Sätze  über  Interpolations- 
formeln und  mechanische  Quadraturen  erschliessen  und  im  An- 
schlüsse an  dieselben  einige  Bemerkungen  über  die  wichtige  und 
interessante  Methode  machen,  welche  Herr  F.  Neumann  zur  inter- 
polatorischen  Darstellung  einer  Function  des  Ortes  an  der  Erd- 
oberfläche ermittelt  hat,  deren  praktische  Verwendbarkeit  durch 
die  von  Herrn  H.  Seeliger  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  395)  veröffent- 
lichten vorzüglichen  Hülfstafeln  wesentlich  erhöht  wurde.  Zum 
Schlüsse  endlich  werden  mehrere  neue  Sätze  aus  der  Theorie 
der  Näherungsnenner  der  regulären  Kettenbruchentwickelung  der 
hypergeometrischen  Reihe  a;"-^F(l,  i,  v+1^  x-^)  nebst  einigen 
arithmetischen  Identitäten  bewiesen."  R.  M. 


T.-J.  Stieltjes.     Note  sur  quelques  fractions  continues. 

Quart.  J.  XXV.  198-200. 

Anknüpfend  an  die  Hermite'sche  Relation: 

2.4.6.. .(2«)    -  Y^i(i^)     t^<«<*;, 

entwickelt  der  Verf.  für  e/n  den  Eettenbruch: 

2        :    1.3   :    3.5    ;    5.7    • 

H — öz — r-3— -  +  -Ö--  H • 


8n— 1    '     8«     '     8n     '     8« 

Der  Beweis  stützt  sich  auf  die  früher  gegebenen  Entwickelungen 
bestimmter  Integrale  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  297).        R.  M. 


G«  Cahbn.  Note  sur  un  d^veloppement  des  quantitds 
numdriques,  qui  präsente  quelque  analogie  avec  celui 
en  fractions  continues.     Nouv.  Ann.  (3)  x.  508-514. 

15* 
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Mw  setze  der  Reihe  nach 

X    =    a,  +— -,     wo   a,  <«  <a,+l, 

—  =  t; — — >    ^<>  «o<«o<«o+l» 

u.  8.  f.,  80  bekommt  man  eine  bei  rationalem  x  endliche,  sonst 
unendliche  Reihe 

_!_  1        1^1 

tl  U  tl 

■•o  "i  "•i 

mit  der  charakteristischen  Bedingung 

1  1  1 

•ln(M,+l)  ««4-1  «11+2 

Man  bekommt  eine  ähnliche  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern^ 

wenn  man  statt  —  jedesmal  — rr-  Betet.  „    ^ 

u  •*  tt+1  R.  M, 


Vierter  Abschnitt 


Combinationslehre  und  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. 

C.  A.  Laisant.      Sur   les  permutations  limit^es.      G.  B. 

CXII.  1047-1049. 

C.  A.   Laisant.     8ar  deux  proU^mes  de«  |)eriiintations. 

&  M.  F.  9M.  XIX.  105-109. 

In  der  ersten  Note  wird  die  Anzahl  der  Combin^tiönen  ohne 
Wiederholungen  vOKl  n  Elementien  a,  b,  c,  . . . ,  /  biestf ittmt,  die 
80  beschaffen  sind,  dass  jede  Stelle  nur  von  einer  gewissen  An- 
zahl dieser  Elemente  eingenommen  werden  darf.  Wenn  man 
mit  fli,  bj^  Cifc,  ...  diejenigen  der  n  Elemente  bezeichnet,  die 
allein  die  &^  Stelle  einnehmen  können,  und  wenn  das  Produet 

(a,  +6,  -f  •••)(«, +  ^  +  •••)  -  (fli.+fc.+  •••)  =  F(a,  b,  c,  . . .,  /) 
gesetzt  wird,  so  ist  die  gesuchte  Ahzahl 

dadbdc  ...  dl 

* 

Nebenbei  ergiebt  sieb  bieraus,  dass,  wenn  in  einer  Determinante 


«1       0| 

Ä,    6, 


K     '. 


b. 
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eine  gewisse  Anzahl  von  Elementen  verschwindet,  die  Anzahl 
der  in  ihrer  Entwickelung  verschwundenen  Glieder 

dadbdc  ...  dl 

sein  wird,  wo  F  das  oben  definirte  Product  nach  Unterdrflckang 
der  Indices  bedeutet. 

In  der  zweiten  Abhandlung  wird  der  sehr  allgemeine  Aus- 
druck für  2,  der  sich  zur  directen  Anwendung  wegen  der  aus- 
gedehnten Rechnungen  nicht  eignet,  dazu  benutzt,  zwei  auf  an- 
deren Wegen  erhaltene  Resultate  zu  prüfen,  die  Herr  Laisant 
für  die  beiden  folgenden  Aufgaben  in  der  Form  von  Reeursions- 
formeln  entwickelt  hat. 

Die  beiden  Aufgaben  lauten: 

Auf  wie  viel  Weisen  kann  man  auf  einem  Schachbrett  von 
it*  Feldern  n  Türme,  die  sich  paarweise  gegenseitig  nicht  neh- 
men können,  aufstellen,  unter  der  Bedingung,  dass    ^ 

1.  die  Felder  1,  2  der  ersten  Columne,  2,  3  der  zweiten, 
. . .,  n — 1,  n  der  vorletzten  und  is,  1  der  letzten  Golumne  unbe- 
setzt bleiben; 

2.  die  Felder  der  beiden  Diagonalen  nicht  besetzt  werden 
dürfen?  B5. 


D.  Andre.     Döaionstration  nouvelle  d'un  thdor^me  sur 
les  permutations.    Soc.  Philom.  Ball.  (8)  in.  153-155. 

Einfacher  Beweis  des  Satzes: 

Unter  den  Permutationen  von  n  verschiedenen  Zahlen  be- 
finden sich,  wenn  n  ^  4  ist,  ebensoviele  Permutationen  mit  einer 
geraden,  wie  mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  Folgen. 

Unter  einer  Folge  wird  hierbei  die  Reihe  der  Zahlen  von 
einem  Maximum  zum  nächsten  Minimum  und  umgekehrt  inner- 
halb der  einzelnen  Permutationen  verstanden.  Den  ersten  Be- 
weis dieses  Satzes  hatte  Herr  kndri  in  den  C.  R.  von  1883  ge- 
liefert (F.  d.  M.  XV.  159).  Bö. 
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T.  B.  Sprague.     On  the  transformation  and  Classification 

of  permutations.     Bdinb..  II.  S.  Proc.  IX.  59-79. 

Die  in  dieser  Abhandlung  zur  Umwandlung  der  Permuta- 
tionen benutzte  Methode  wird  allseitig  erklärt  und  entwickelt 
in  einer  Arbeit:  „A  new  algebra,  by  means  of  which  permu- 
tations can  be  transformed  in  a  variety  of  ways  and  their  pro- 
perties  investigated",  erschienen  in  Edinb.  R.  S.  Trans.  XXXVII, 
und  kann  besser  im  Zusammenhange  mit  dem  Bericht  über  diese 
Arbeit  Besprechung  finden.  6bs.  (Lp.) 


Th.  Parmbntier.      Le  probl^me  dn  cavalier  des  ^checs. 

A880C.  Fran^.  Marseille  XX}.  158.  Lp. 


Ed.  Lucas.     Rder^ations  matb^matiques.  Tome  I.  2®  ^d. 

Paris.  Gaüthier-Villars  et  Fils. 


R.  Füjisawa.     An  elementary  demonstration  of  a  theorem 

in    probability.      Tokio  Math.  Ges.  IV.  351-352. 

Wenn  sich  ein  Ereignis,  das  sowohl  A  als  B  sein  kann, 
IT  =  (p-\-q)-mBl  wiederholt  hat,  derart,  dass  A  p-mal  vorkam 
und  B  g-mal,  wie  gross  ist  dann  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
in  JV  =  r+s  zukünftigen  Ereignissen  A  r-mal  und  B  «-mal  vor- 
kommt? R.  M. 


Aü6.  Panek.      üeber    ein    Problem   Laurent's    aus    der 
Wabrscheinlicbkeitsrechnung.   Caeop.  xx.  94.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  elegante  Lösung  der  in  Laurent's  „Trait^  du 
calcal  des  probabilit^s"  S.  67  enthaltenen  Aufgabe,  deren 
Resultat  schliesslich 

liefert  Std. 
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Aug.  Panek.  Ueber  eine  Aufgabe  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. Gasop.  XX.  105.  (Böbmisob.) 
Betrifft  die  Mischung  you  Wasser  und  Spiritus,  wovon  im 
Gefässe  A  enthalten  sind  a  und  p  Liter,  im  Gefässe  B  hingegen 
b  und  q  Liter,  wenn  aus  beiden  in  ein  drittes  Gefftss  unge- 
messene Quantitäten  aufs  Geratewohl  geschattet  werden. 

Std. 

P.  Tscheb YSCHEFP.     Sur    deux    thöor^mes    relatifs    au^ 

probabilit^S.      Acta  Math.  XIV.  305-316. 

Eine  von  Herrn  J.  Lyon  angefertigte  Uebersetzung  der  be- 
reits 1887  in  den  Abhandlungen  der  Petersburger  Akadeyiie  in 
russischer  Sprache  erschienenen  Ori^inalabhandlung  Tscheby- 
scheff's  (s.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  208-209).  Bö. 


C.  H.  Kümmel.      Remarks   on   some  recent  discussions 

of  target-shootiug.      Waehington  BaU.  XI.  582. 


M.  H.  DooLiTTLE.     Communjcation  on  probabilities. 

Washington  Bull.  XI.  583. 


M.  H.  DooLiTTLE.    A  problem  in  probabilities.    WaabjogtoD 

Ball.  XI.  603. 

Ueber   die  Wahrscheinlichkeit   eines  Ereignisses   n^h    der 
Aussage  zweier  Zeugen.  Lp. 

M.  H.  DooLiTTLE.     On  Symbols  of  non  -  existence. 

Washioghton  Bull.  XI.  C03. 

Beschäftigt    sich   mit   der   Bedeutung   der   Ergebnisse   der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung.  Lp. 


M.  I}.  DooLiTTLE.     On  means  and  averages.     Wasbingtoo 

Ball.  XI.  596-597. 
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E.  Cbsabo.     GoDsiderazioni  sul  conoetto  di  probabilitk. 

Periodioo  di  Mat  VI.  I-IS,  49-62. 

G.  ViYANTi.      Sulla    teoria    delle    probabilitä.      Lett^^a 
aperta  al  prof.  £.  Geskro.    Bivista  di  Mat  i.  69-72. 

E.  Gesaro.     Sulla  teoria  delle  probabilitk.    Breve  risposta 

al  Sig.   G.    Vivanti.     Periodico  di  Mat  Vi.  116-119. 

E.  Gesaro.     Sui  canoni  del  calcolo  degli  addensamenti 
e  sa  alcune  loro  applicazioni.    Lomb.  ist.  Read.  (2)  XXIV. 

101-112. 

Der  gewöhnliche  Wahrscheinlichkeitsbegrifif  wird  unbestimmt, 
sobald  man  zu  Problemen  übergeht,  bei  welchen  die  Anzahl  der 
möglichen  Fälle  unendlich  ist;  diese  Unbestimmtheit  kann  aber 
dadarch  aufgehoben  werden,  dass  man  in  jedem  besonderen 
Falle  ein  neues  Element  einführt,  welches  den  dem  Worte  Wahr- 
scheinlichkeit beizulegenden  Sinn  feststellt.  Ob  dieses  Element 
aas  der  Natur  des  zu  behandelnden  Problemes  notwendig  ent- 
springt, oder  ob  es  subjectiv,  willkürlich  ist,  darüber  sind  die 
Herren  Gesaro  und  Vivanti  uneinig.  Herr  Oestro  bezeii^hnet 
das  streitige  Element  als  Dichtigkeit  und  lehrt,  wie  man  aus 
der  Dichtigkeit  4ßr  unabhängigen  Veränderlichen  diejenige  einer 
gegebeaen  Function  derselben  ableiten  kann.  Vi. 


F.  J.  VAN  DEN  Berg.  Over  de  kans  dat,  bij  willekeurige 
verdeeling  van  een  gegeveu  rechte  lijn,  de  segmenten 
toescbeii  gegeveu  grenzen  liggen.   Ni«aw  Arch.  xvii.  42-62. 

Die  Aufgabe  lautet:  die  Wahrscheinlichkeit  zu  bestimmen, 
daaa  bei  willkürlicher  Teilung  einer  gegebenen  Geraden  die  er- 
baltenen  Stücke  zwischen  gegebenen  Grenzen  liegen.  Einfachere 
Loeuttg  der  Aufgabe  als  die  von  Hrn.  Jordan  (8.  M.  F.  Bull.  I 
1872-73)  und  von  Hrn.  Laqni^re  (ebenda  VIII,  F.  d.  M.  XII.  1880. 
171)  mitgeteilte.  Zugleich  Lösung  mehrerer  ähnlichen  Aufgaben. 
Wenn  die  Gerade  in  m  beliebige  Segmente  geteilt  wird,  so  werden 
dieselben  nach  ihrer  Grösse  in  einige  Gruppen  vereinigt,  deren 
gegebene  Grenzen  einander  ausschliessen.     Mit  Hülfe  eines  all- 
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gemeinen  Prineips  wird  eine  Formel  aufgestellt,  welche  es  er- 
möglicht, die  Wahrscheinlichkeit  zu  berechnen,  dass  von  den  m 
Segmenten  eine  Anzahl  p^,  deren  Anordnung  in  der  Gesamtreihe 
zuvor  festgestellt  ist,  zur  ersten  oben  erw&hnten  Gruppe  gehört, 
in  gleicher  Weise  eine  Anzahl  p,  zur  zweiten  u.  s.  w.,  während 
von  den  m — (P]+P9  +  "0  übrigen  Segmenten  unbestimmt  ge- 
lassen wird,  welcher  Gruppe  dieselben,  einzeln  genommen,  an- 
gehören. Es  fällt  schwer,  diese  formelreiche  Abhandlung  im 
Auszug  weiter  mitzuteilen. 

Als  besondere  Anwendungen  werden  die  Fälle  erörtert,  bei 
denen  1.  von  den  m  Stücken  p  zuvor  gewählte  kleiner  als  eine 
Grösse  a  und  r  ebenso  zuvor  gewählte  grösser  als  a  sein  müssen, 
während  die  übrigen  m — p^r  Stücke  beliebige  Grössen  haben 
können;  2.  p  zuvor  gewählte  ausserhalb  der  Grenzen  a  und  6, 
r  Stücke  dagegen  innerhalb  dieser  Grenzen  liegen,  während  die 
übrigen  wieder  willkürlich  bleiben;  3.  p  zuvor  gewählte  grösser 
als  b  sind,  r  Stücke  aber  innerhalb  der  Grenzen  a  und  b  (a  <  6) 
liegen,  und  andere  ähnliche  Fälle.  Mo. 


F.  J.  VAN  DEN  Berg.  Over  de  kans  dat,  bij  willekeurige 
verdeeling  van  een  gegeven  rechte  lijn,  uit  de  Seg- 
menten gesloten  veelhoeken  kunnen  worden  gevormd. 

Nieuw  Archief  XYIII.  63-118. 

Zweck  ist  die  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei 
beliebiger  Teilung  einer  gegebenen  Geraden  in  m  Stücke  aus 
jeder  Gruppe  von  k  Segmenten  ein  geschlossenes  k-Eck  gebildet 
werden  kann.  Hierzu  ist  erforderlich,  dass  die  Summe  von  k—1 
beliebig  gewählten  Stücken  grösser  ist  als  jedes  der  übrigen 
m — k-^l  Stücke.  Allgemeiner  wird  nun  aber  die  Wahrschein- 
lichkeit  bestimmt,  dass  die  Summe  der  k—1  kleinsten  Segmente 
grösser  ist  als  jedes  von  einer  Anzahl  p  der  übrigen  Segmente 
und  kleiner  als  jedes  der  sodann  noch  übrig  bleibenden  Stücke. 
In  zweifacher  Weise  wird  hierfür  eine  Formel  hergeleitet.  Für 
eine  weitere  Ausführung  muss  auf  das  Original  verwiesen  werden. 

Ho. 
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G.  B.  M.  Zerr*      Solutions  of  questions  in  the   theory 
of  probability  and  averages.    Ed.  Times  LV.  137*192.  [New 

York  M.  S.  Ball.  I.  123-124.] 

Als  Anhang  zu  dem  LV.  Bande  der  Ed.  Times  liefert  Hr.  Zerr 
die  Lfosungen  tod  einer  grossen  Anzahl,  meistens  von  ihm  selbst 
herrührender  Aufgaben  ttber  geometrische  Wahrscheinlichkeiten 
und  Mittelwerte,  wozu  häufig  die  Auswertung  complicirter  viel- 
facher Integrale  nötig  ist.  Der  Liebhaber  solcher  Aufgaben 
findet  also  hier  einen  bedeutenden  Zuwachs  passender  Beispiele, 
die  jedoch  einzeln  nicht  aufgezählt  werden  können.  Ebensowenig 
war  es  möglich,  die  sonstigen,  in  den  Ed.  Times  verstreuten  be- 
zöglieben Probleme,  wie  wohl  in  den  früheren  Jahrgängen  des 
Jahrbuchs  geschehen  ist,  einzeln  hier  anzuführen.  Lp. 

Em.  Czuber.   Theorie  der  Beobachtungsfehler.   Mit  sieben 
in  den  Text  gedruckten  Figuren.    Leipzig.  Teabner.  xil  u. 

418  8.  8<>. 

„Zweck  des  Buches  ist  es,  ein  möglichst  umfassendes  und 
zusammenhängendes  Bild  der  wissenschaftlichen  Grundlagen  der 
Fehlertheorie  und  ihrer  Entwickelung  zu  geben.  ^  Deshalb  sind 
auch  die  mannigfaltigen  Anwendungen  und  die  Vorschriften  ftlr 
die  rein  praktische  Ausführung  der  Rechnungen  nicht  aufge- 
nommen. Trotzdem  dass  eine  ausgedehnte  Litteratur  über  diesen 
Gegenstand  bereits  vorhanden  ist,  hat  das  Buch  in  dieser  Form 
dennoch  eine  Berechtigung,  weil  es  ähnliche  Schriften  gleichen 
Umfanges  noch  nicht  giebt.  Ausserdem  erscheint  es  sehr  geeignet, 
.diejenigen  in  den  Gegenstand  einzuführen,  welche  ihm  der 
metaphysischen  oder  rein  mathematischen  Seite  wegen  ihre  Auf- 
merksamkeit zuwenden,  und  dem  Bedürfnis  derjenigen  entgegen- 
zukommen, welche,  mit  praktischen  Anwendungen  der  Fehler- 
theorie vielfach  beschäftigt,  sich  mit  ihren  wissenschaftlichen 
Grundlagen  näher  bekannt  machen  wollen,  als  dieses  an  der 
Hand  eines  praktische  Ziele  verfolgenden  Werkes  möglich  ist.'' 

Ans  dem  Zwecke  des  Buches  folgt,  dass  es  im  allgemeinen 
eine  Geschichte  der  Theorie  der  Beobachtungsfehler  giebt  und 
sich  deshalb  hauptsächlich  referirend  verhält;  jedoch  ist  innerhalb 
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jedes  der  drei  Hauptteile,  in  die  es  zerfllllt,  das  Material  der 
foTtschreitenden  EintwickehiDg  der  Theorie  gemftss  angeordnet, 
BO  dasB  das  Werk  zugleich  den  Charaikter  eines  Lehrbuehes  er- 
hält Meistens  ist  auch  eine  saohgemässe  Kritik  an  den  vor- 
getragenen Lehren  gettbt,  wenn  sie  anoh  an  einsehien  SteUeo, 
wo  eie  sehr  nötig  gewesen  wire,  unterblieben  ist  (vergL  z.  B. 
S.  152-154  «ad  312-317).  Die  benatzte  Litleratur  ist  «ehr  um- 
fangreich ;  besonders  dankenswert  ist  es,  dass  die  in  Deutsehlaod 
weniger  bekannten  Arbeiten  englischer,  amerikanischer  und  hol- 
lAadiscber  Autoren  ausgiebig  herangezogen  sind.  Vermisst  werden 
vom  Referenten  unter  anderem  Ausführungen  ttber  die  Verteilung 
der  Vorseiebem  der  nadi  einer  Auaglcftebung  fibrig  bleUienden  Fehler 
(Abbe,  Seeliger),  über  die  Ausgleichung  abgerundeter  Beobach- 
tungen (Lehmann -Filhös,  Thiele),  sowie  die  BerQcksichtigung 
neuerer  italienischer  Arbeiten  (Pizzetti). 

Der  erste  Teil  (S.  1-231)  enthält  die  Theorie  der  linearen 
Beobachtungsfehler.  In  ihm  kommen  besonders  die  metaphy- 
sisehen  Betracbtangea  zum  Ausdruck.  Er  behandelt  in  11  Para- 
graphen die  Wahrscheinlichkeit  eines  Beobachtangsfehiers,  aiK 
gemeine  Principien  Qber  die  zwedkmissigste  Wahl  der  Werte 
der  Unbekannten,  das  arithmetische  Mittet,  das  Fehlergesetz  auf 
Grund  der  Hypothese  des  arithmetisohea  Mittels,  das  Fehlergesetz 
auf  Grund  der  Hypothese  der  Elementarfehler,  das  Fehlergesetz 
auf  Grund  verschiedener  Annahmen,  die  Beurteilung  der  Oenauig^ 
keit  einer  Beobachtungsreihe  auf  Grund  der  wahren  Fehler  und 
auf  Grund  der  scheinbaren  Fehler,  die  Vergleichung  des  Fehler- 
gesetzes mit  der  Erfahrung,  den  kleinsten  und  grSssten  Fehler 
einer  Beobachtung  und  die  Ausscheidung  widersprechender  Be* 
obachtungen. 

Für  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  die  der  zweite 
Teil  (S.  232-342)  behandelt,  werden  ausfQhrlich  die  verschiedenen 
Begründungen  dieser  Methode,  n&mlich  die  von  Legendre,  Adrain, 
Laplace,  Ivory,  besonders  aber  die  beiden  von  Gauss,  auseinander- 
gesetzt, und  zugleich  die  Grundlagen  für  die  Ausgleichung  ver- 
mittelnder und  bedingter  Beobachtungen  und  der  darauf  beruhen-^ 
den  Genauigkeitsuut^rsuchungen  gegeben.   Insbesondere  will  ich 
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des  §  8  dieses  Äbschnities  hervorheben,  der  die  Darstellung  der 
Unbekannten,  ihrer  Gewichte  und  mittleren  Fehler  mittels  Deter- 
minanteDy  zumeist  auf  Grund  der  Arbeiten  der  Herren  Glaisher 
and  van  Geer,  enthält 

Der  dritte  Teil  (S.  343410)  hat  den  jangsten  Zweig  der 
Fehlertheorie,  die  Fehler  in  der  Ebene  und  im  Räume,  zum 
Gegenstande  und  besprieht  das  Gesetz  der  Fehler  in  der  Ebene 
and  im  Baume  sgwie  die  Genauigkeit  der  Bestimmung  eines  Punktes 
in  der  Ebene  und  im  Baume,  hauptsächlich  im  Anschluss  an  die 
Arbeiten  von  Bravais  und  Schols.  Die  FehlerellipBcn  und  die 
Fehlerellipsoide  werden  hierbei  eingehend  untersucht. 

Den  Schluss  bilden  zwei  Tafeln  fttr 

ö(l)  =  -4=-  /*«•''*    «nd  für    »(q—)  =  -4=^  /%-'•*, 
letztere  nach  —  als  Argument  geordnet.  «^. 


Em.  Czubbr.     Zur  Kritik  einer  Gauss'schen  Formel. 

Mooatsli.  f.  Math.  II.  459-464. 

In  seiner  „Theorie  der  Beobachtungsfehler''  &  312-317  (vergl. 
das  obige  Beferat)  hatte  der  Verf.  im  Anschluss  an  Hrn.  Bertrand 
Bedenken  gegen  die  von  Gauss  zur  Berechnung  des  mittleren  Feh- 
lers vermittelnder  und  bedingter  Beobachtungen  gegebene  Formel- 
erhoben,  indem  er  behauptete,  dass  sie  nicht  den  günstigsten, 
d.  h.  den  mit  dem  kleinsten  mittleren  Fehler  behafteten  Ausdruck 
f&r  den  mittleren  Fehler  m  zu  bilden  brauche.  Dieses  wurde 
äberdies  an  einem  ausführlich  behandelten  Beispiel  nachgewiesen. 
Die  Richtigkeit  dieser  Entwickelung  vorausgesetzt,  würde  sie 
einen  gewichtigen  Einwand  gegen  die  Gauss'sche  Theorie  dar- 
bieten. Der  Verf.  hatte  jedoch,  ebenso  wie  Hr.  Bertrand,  den 
Fehler  gemacht,  dass  er  die  Unsicherheit  der  Gauss'schen  For* 
mal  fbr  m  nach  dem  absoluten,  zufälligen  Betrag  ihres  mittleren 
Fehlerquadrats,  indem  er  es  als  Function  der  Fehler  oder  der 
Widersii^rflche  darstellte,  anstatt  im  Verhältnis  zu  m*  selbst  beur- 
teilte.    In.  der  vorliegenden  Mitteilung  wird  dieser  Irrtum  be- 
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richtigt  und  zugleich,  wenn  auch  zunächst  nur  für  den  Fall 
zweier  Bedingungsgleichungen,  gezeigt,  dass  die  Gauss'sche  For- 
mel in  der  That  die  gQnstigste  Bestimmung  des  mittleren  Feh- 
lers liefert.  Von  andern  Gesichtspunkten  ausgehend,  hatte 
übrigens  unter  Voraussetzung  des  Gauss'schenf  Fehlergesetzes 
Hr.  Pizzetti  schon  frUher  für  vermittelnde  Beobachtungen  nach- 
gewiesen, dass  von  allen  Formen,  die  man  dem  gesuchten  mitt- 
leren Fehler  a  posteriori  geben  kann,  die  von  Gauss  aufgestellte 
die  wahrscheinlichste  ist  (s.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  222). 

Bö. 


Fr.  MOllbr.     Zur  Fehlertheorie.    Ein  Versach  zur  stren- 
geren Begründung  derselben.    Mocateb.  f.  Math.  II.  61-78. 

Nach  des  Verfassers  Ansicht  ermangelt  die  Fehlertheorie 
noch  einei  unanfechtbaren  Grundlage,  während  die  Ausgleichungs- 
recbnung  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  eine  solche  be- 
sitze. Es  wird  gezeigt,  dass  die  Ableitung  des  Fehlergesetzes, 
wie  sie  von  Gauss  auf  Grund  der  Hypothese  des  arithmetischen 
Mittels  gegeben  ist,  fehlerhaft  sei  und  auf  Widersprüche  führe, 
und  dass  auch  die  Entwickelungen  von  Laplace  und  Hagen  auf 
Grund  der  Annahme  einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Fehlerele- 
menten mangelhaft  sei,  weil  sie  Fehlerelemente  mit  dem  Werte 
0  nicht  berücksichtigen.  Nebenbei  bemerkt,  sind  diese  Einwände, 
insbesondere  der  gegen  den  Gauss'schen  Beweis  erhobene,  natür- 
lich hinfällig  und  beruhen  auf  Missverständnissen. 

Zu  einer  „strengen"  Ableitung  des  Fehlergesetzes  macht 
der  Verf  folgende  Annahmen: 

Ist  n  der  Maximalwert  eines  Fehlers,  so  sei 

n  =  vd^j 
wo  V  eine  sehr  grosse  Zahl  und  dj  der  absolute  Wert  eines 
unendlich  kleinen  Fehleratoms  ist.  Alle  v  Fehleratome  sind  nun 
fortwährend  in  unregelmässig  und  beliebig  geschwinder  schwin- 
gender Bewegung,  wobei  indess  jedes  einzelne  nur  die  vier 
Werte  +dJ^  -f-O,  —0,  —dJ  einzunehmen  befugt  sein  soll.  Die 
Grösse  eines  Fehlers  J  ist  die  algebraische  Summe  der  Fehler* 
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atome  im  Homeote  der  Beobaehtung.  Die  Wahrscheinlichkeit 
eines  Fehlers  J  ist  dann  das  Verhältnis  aller  der  Fälle,  die  die 
Samme  J  liefern,  zu  der  Anzahl  4*^  aller  möglichen  Fälle. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  und  nach  mancherlei  Trans- 
formationen und  Vernachlässigungen  findet  der  Verf.  schliesslich 
flQr  „die  Wahrscheinlichkeit  des  Vorkommens  eines  Fehlers  gleich 
J  in  aller  Strenge^  die  Formel: 

wo  C  durch  die  Gleichung 

/ 

— X 

bestimmt  ist.     Für  die  Constante  C  wird  noch  der  angenäherte 
Wert  abgeleitet: 

0  <  e  <  1. 
Ref.   möchte  trotz  des  selbstbewussten  Auftretens  des  Verf.  be- 
zweifeln, dass  nunmehr  wirklich  die  „unanfechtbare  Grundlage" 
der  Fehlertheorie  geschaffen  sei.  Bö. 


Sl  =  1 


R.  Lehmann  -  Filhes.      lieber  wahrscheinlichste  Fehler- 

verteilungen.    Aatr.  Nachr.  OXXVII.  No.  3043.  305-316. 

Bei  Bestimmung  der  theoretisch  zu  erwartenden  Fehlerver- 
teilung unter  Voraussetzung  eines  bestimmten  Fehlergesetzes 
wird  immer  das  folgende  unzulängliche,  allerdings  aber  einfache 
Verfahren  in  Anwendung  gebracht:  Man  multiplicirt  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  der  Fehler  innerhalb  gewisser  Grenzen 
fUlt,  mit  der  Gesamtzahl  aller  Fehler  und  nimmt  das  Froduct 
als  die  wahrscheinlichste  Anzahl  der  zwischen  jene  Grenzen  fallen- 
den Fehler.  Da  jedoch  dieses  Product  im  allgemeinen  keine  ganze 
Zahl  ist,  so  nimmt  man  dafür  die  nächste  ganze  Zahl.  Hierdurch 
kann  es  konmien,  dass  die  Summe  der  für  alle  Intervalle  be- 
rechneten Zahlen  von  der  Gesamtzahl  der  wirklich  vorhandenen 


%nk 
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Fehler  nicht  unbedeutend  abweicht,  abgesehen  davon,  dass  man 

nicht  weiss,  ob  in  der  That  die  wahrscheinlichste  Fehlerverteilung 

erhalten  wird. 

Der  Verf.  sucht  diese  Uebelst&nde  zn  umgehen,  indem   er 

die  wahrscheinlichste  Verteilung  von  n  gleichartigen  Elementen 

in  k  Abteilungen  oder  Klassen  A^^  i4„  ...,  At  bestimmt,  wenn 

die  Wahrscheinlichkeit  ir,*,  dass  ein  vereinzelt  gedachtes  Element 

in   die  Klasse  Ai  fällt,  bekannt  ist     Zu  dem  Ende  muss   der 

Ausdruck 

fi! 

ein  Maximum  werden,  wenn  gleichzeitig 

und 

'»1  +  '»jH f-  wt  =  n 

ist,  wobei  n,,  n„  ...,  itt  ganze  Zahlen  sein  müssen.     Die  vom 

Verf.  gegebene,  ziemlich  umfangreiche  Rechnungen  erfordernde 
Lösung  dieser  Aufgabe  kann  unter  Umständen  auf  mehrere  Ver- 
teilungen von  gleicher  maximaler  Wahrscheinlichkeit  führen. 

Diese  Entwickelung  ist  offenbar  auf  die  Fehlertheorie  ohne 
weiteres  anwendbar,  wenn  man  statt  der  Elemente  Fehler  und 
statt  der  Klassen  die  Intervalle  nimmt,  innerhalb  welcher  die 
Anzahlen  der  Fehler  gesucht  werden.  Schliesslich  wird  noch 
die  Wahrscheinlichkeit  H^cm),  dass  in  die  Klasse  Ai  m  Elemente 
fallen,  bestimmt  und  hieran  anschliessend  der  mittlere  zu  bef&rch- 
tende  Fehler  und  das'  Gewicht  der  für  At  geltenden  Klassen- 
zahl Hi  definirt  und  berechnet,  wobei  auf  etwaige  mehrfache  wahr- 
scheinlichste Fehlerverteilungen  Rücksicht  genommen  wird. 

Als  Beispiel  werden  die  bekannten  300  Bradley*schen  Decli- 
nationsbestimmungen,  die  Bessel  in  den  Fundamenta  astronomiae 
mitteilt,  ausführlich  behandelt.  Bö. 

F.  Crotti.     Sulla  perequazione  di  una  serie   di   osser- 

vazioDi.     II  PolitecDico.  XXXIX.  401-426. 
Kritische  Darlegung  einiger  neueren,  die  Ausgleichung  der 
Beobaehtnngsfehler  betreffenden  Untersuchungen«  Vi. 
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Mansfield  Merriman.     A  problem  in  least  Squares. 

New  York  M.  S.  Ball.  I.  39-42. 

LösQDg  der  Aufgabe:  „Nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werte  von  a  und  b  in  der  Formel 
^  =  ax  -f  fr  zu  bestimmen ,  wenn  die  beobachteten  Werte  von  x 
und  y  mit  Fehlern  behaftet  sind*'.  Lp. 


K.  J.  BoBEK.  Lehrbuch  der  Ausgleichungsreehnung 
nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Bearbeitet 
nach  System  Kleyer.   Stuttgart,  j.  Maier.  vn-nes.  s». 

K.  J.  BoBEK.  Lehrbuch  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung.    Bearbeitet  nach  System  Kleyer.  Stattgart.  J.  Maier. 

VIII  -4-  296  S.  8«. 

Bearbeitungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  der 
Ausgleichungsreehnung  nach  dem  sogenannten  System  Kleyer, 
aber  welches  man  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  487,  XX.  1888.  1046, 
XXIL  1890.  976  vergleiche.  Lp. 


J.  DoMKB.  Beiträge  zur  theoretischen  und  rechnerischen 
Behandlung  der  Ausgleichung  periodischer  Schrauben- 
fehler.    Dies.  Marburg.  Berlin.  J.  Springer.  III  +  46S.  S^. 


G.  Eneström.     Härledning  af  en  foi-mel  inom  den  mate- 
matiska  Statistiken,    stockh.  öfv.  XLViir.  185-193. 

In  der  Bevölkerungsstatistik  ist  bei  der  Sterblichkeitsmessung 
folgendes  Problem  zu  lösen: 

Man  kennt  sowohl  die  Anzahl  der  Personen,  welche  am 
Anfange  eines  gewissen  Kalenderjahres,  als  auch  die  Anzahl 
der  Peraonenf  welche  am  Ende  desselben  Kalenderjahres  x-  bis 
(£H'l)-j^ri^  lebten;  man  kennt  dazu  die  Anzahl  der  Personen, 
welche  im  Laufe  des  ELalenderjahres  x-  bis  (X'^l)-}Ukng  ge- 
storben sind.  Wie  gross  ist  für  eine  rc-jährige  Person  die  Wahr- 
scheinlichkeit, im  Laufe  des  begonnenen  Altersjahres  zu  sterben? 

PoitMhr.  d.  ICatb.  XXm.  1.  16 
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Führt  man  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 

Dx  ^  die  Anzahl  der  Personen,  welche  im  gegebenen  Ka- 
lendeijahre  x-  bis  (d;-f  l)-jährig  gestorben  sind; 

Lg  =  die  Anzahl  der  Personen,  welche  am  Ende  des  Ka- 
lenderjahres X'  bis  (x '\'iyjSLhr\g  lebten; 

Lg  ^  die  Anzahl  der  Personen,  welche  am  Anfange  des 
Kalenderjahres  x-  bis  (a?-f-l)"jälirig  lebten; 

Wg  =  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit, 

so  hat  man  bekanntlich  annäherungsweise  die  Relation: 

Dg 

Herr  Eneström  zeigt  ohne  Anwendung  der  Integralrechnung,  dass 
diese  Formel  exact  ist,  wenn: 

1)  keine  Bevölkerungswanderung  (Auswanderung  oder  Ein- 
wanderung) vorkommt; 

2)  die  Sterbef&Ue  gleichmftssig  verteilt  sind,  sowohl  über  das 
(x  —  l)^  als  über  das  »*•  Altersjahr; 

3)  die  Geburten  während  jedes  der  zwei  Kalenderjahre,  in 
welchen  die  Lg  und  die  L«  Personen  geboren  wurden,  gleich- 
massig  über  das  ganze  betreffende  Jahr  verteilt  waren. 

Nimmt  man  dagegen  an,  dass  die  Sterbefälle  nicht  gleich- 
massig  über  jedes  Altersjahr  verteilt  sind,  dass  aber  innerhalb 
des  (x  —  1)^  sowohl  als  des  x^  Altersjahres  die  Wahrschein- 
lichkeit zu  sterben  in  gleichen  Zeitteilen  constant  sei,  so  ist  die 
oben  angegebene  Formel  nur  annäherungsweise  gültig. 

E. 


G.  Eneström.     Gm  mattet  för  dödligheten  inom  en  be- 
stämd  aldersklass.    Stockb.  Öf7.  XLVlll.  251-259. 

Veranlasst  durch  eine  Schrift  von  E.  Roghö  („Geschichte 
und  Kritik  der  Sterblichkeitsmessung  bei  Versicherungsanstalten*') 
untersucht  der  Verf.  die  von  Knapp  zuerst  angegebene  Formel: 


f^  = 


rf. 


lx-i[ng  +  dg]  ' 
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fs,  ^  das  Mass  der  Sterfilichkeit  fQr  eine  a;-jährige  Person; 
dg  ^  die  Anzahl  der  beobachteten  Sterbefäile  im  Alter  x 

bis  («+1); 

/«  ^  die  Anzahl   der  am  Anfange  der  Beobachtung  vor- 
handenen Personen  im  Alter  x  bis  {x-\-i)] 
u,  '=,  die  Anzahl  der  Personen  im  Alter  x  bis  (^  +  1),  welche 
w&hrend  des  beobachteten  Zeitraumes  aus  der  Beob- 
achtung ausgetreten  sind. 
Er  zeigt,  dass  diese  Formel  nur  dann  richtig  ist,  wenn  man  fi 
als  die  Sterblichkeitsintensität  (le   taux  de  mortalit6)  für  eine 
(^  +  i)-jährige  Person  definirt.    Bedeutet  aber  fi  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  eine  a;- jährige  Person  in  einem  Jahre  stirbt,  so 
ist  die  alte  Formel 

riehtig. 

Zuletzt  behandelt  der  Verf.  den  allgemeinen  Fall,  bei  wel- 
ehem  die  Beobachtiftig  nur  bis  zu  einer  bestimmten  Zeitgrenze  mög- 
lieh ist,  und  während  dieses  Zeitraumes  nicht  nur  Personen  aus- 
treten, sondern  auch  neue  Personen  eintreten.  Er  findet  dann 
die  Wahrscheinlichkeit  für  eine  x-jährige  Person,  in  einem  Jahre 
za  sterben,  gleich  einem  Bruche,  der  als  Zähler  die  beobachteten 
Sterbefälle  hat,  und  dessen  Nenner  die  von  den  beobachteten 
Personen  zwischen  den  Zeit-  und  Altersgrenzen  verlebte  Zeit 
angiebt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  Sterbefälle  einge- 
troffen sind.  Nimmt  man  dagegen  mit  Knapp  nur  die  wirklich 
verlebte  Zeit  als  Nenner,  so  wird  das  Resultat  fehlerhaft. 

E. 

Gr.  EnestbOm.     Ett  par  formler  för  beräkning  af  mor- 
taliteten  inom  pensionskassor  eller  andra  slutna  sällskap. 

Stoekh.  öfr.  XLYIII.  343-356. 

Mit  Hülfe  der  Integralrechnung  beweist  der  Verf.  den  fol- 
genden Satz: 

Wenn  man  zwischen  zwei  bestimmten  Zeitgrenzen  die  Mit- 

16* 
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glieder  einer  Gesellschaft  beobachtet,  welche  x-  bis  (a^-j-l) -jährig 
leben,  und  dadureh  gefunden  hat,  dass  während  der  Beobachtangs- 
zeit  <far  Personen  im  Alter  x  bis  (x+\)  gestorben,  t«  Personen 
eingetreten  und  u^  Personen  ausgetreten  sind;  wenn  femer  bg 
Personen  am  Anfange  und  ir«  Personen  am  Ende  der  Beobachtung 
X'  bis  (a;-f  l)-j&hrig  vorhanden  waren;  wenn  schliesslich  c^  der 
beobachteten  Personen  in  die  Oesellsehaft  eingetreten  sind,  ohne 
das  Alter  m  noch  erf&Ut  zu  haben:  so  hat  man  ftlr  die  Wahr- 
scheinlichkeit tr«,  dass  eine  o;- jährige  Person  in  einem  Jahre 
stirbt,  die  Formel 

^  

Diese  Formel  gilt  demnach  nicht  fQr  die  jüngste  factisch  vor- 
handene Altersklasse;  für  diese  hat  man 

IT«    = 


zu  setzen.  E. 


O.  Eneström.      Om  de  befolkningsstatistiska  formlerna 
för  beiiikning  af  dö'dligheten  under  första  lefnadsäret 

Stockh.  öfT.  XL VIII.  441-457. 

Der  Verf.  beweist  zuerst  die  Formel 

1    FC')-L(/) 

fr      =    " —  . 


WO 


ti>o  ^  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Neugeborenen,  im  ersten 
Altenuahre  zu  sterben; 
F^'^  ^  die  Anzahl  der  Geburten  im  Kalenderjahre  x* 
L^^^  ^  die  Anzahl  der  im  Kalenderjahre  x  geborenen  Kinder, 
welche  am  Ende  des  Kalenderjahres  noch  leben; 
o  =  der  Quotient,  der  als  Zähler  die  im  Kalenderjahre 
X  unter  den  J^*)  Kindern  eingetretenen  Sterbef&lle 
hat,  und  dessen  Nenner  die  im  ersten  Altersjahre 
unter   denselben   Kindern  eingetretenen  Sterbefälle 
angiebt. 
Oewöbnlieh  setzt  man  a  »  i,  aber  der  Verf.  zeigt,  dass  der 
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Wert  Ton  a  ewischen  relativ  weiten  Greüzen  varüren  kann,  und 
dass  darom  die  obige  Formel  ein  unsicheres  Resultat  giebt  £r 
giebt  andere  Formeln  für  w^  an,  unter  welchen  besonders  die 
folgende: 

^    ^  ^ 

herrorgeboben  werde;  in  dieser  Formel  bedeutet  /)(')  die  Anzahl 
der  Kinder,  welche  0-  bis  1 -jährig  im  Kalenderjahre  x  gestor- 
ben sind. 

Zaleizt  wird  angegeben,  wie  diese  Formel  modificirt  werden 
moss,  wenn  man  Auswanderung  und  Einwanderung  berücksich- 
tigen will.  E. 

K.  W.  JuRiscH.      Die    Abhängigkeit    zwischeu    Kapital 

und  Zinsfuss.      Yierteljahrschr.  f.  Volkswirtsch.  XXVIII,.  38  S. 

Die  Abhängigkeit  zwischen  dem  Nationalvermögen  N  zur 
Zeit  t  (d.  h.  der  Summe  der  in  einem  Volke  seit  seinem  Ent- 
stehen bis  zur  Gegenwart  geleisteten  materiellen,  geistigen  und 
sittlichen  Arbeit  mit  ihren  Zinseszinsen)  und  dem  Zinsfusse  » 
wird  durch  die  Formel 


Ldl 

angenähert  ausgedrückt,  worin  L  die  Summe  aller  vom  ganzen 

Volke  in  jeder  Zeiteinheit  geleisteten  Arbeit  bedeutet  und  als 

Fnoction  der  Zeit  zu  betrachten  ist. 

Nach  s  aufgelöst,  ergiebt  sich 

230,2585  ,  N 

»  = z log 


Ldi 


f 

—OD 

oder  im  weiteren  Verlaufe 

»  =  ^hk] 
hierin  stellt  ^  die  Grösse  des  vorhandenen  Kapitals  und  die 
Oesehwindigkeit  seiner  Vermehrung,  h  die  mit  fortschreitender 
Kultar  sich  vervielfältigenden  Möglichkeiten,  Kapitalien  anzu- 
legen, Ar  die  Sicherheit  des  Lebens  und  Besitzes  und  damit  des 
Kredits  dar« 
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Diese  Formeln  werden  eingehend  diseutirti  ebenso  wird  die 
von  Herrn  F.  Eötter  aufgestellte  und  dem  Verfasser  mitgeteilte, 
mathematisch  correcte  Formel 

hinsichtlich    ihrer   Verwertbarkeit   fttr   die  Volkswirtschaft    be- 
sprochen. Wz. 

A.  ZiLLMER.  Beiträge  zur  Theorie  der  Dienstanföhig- 
keits-  und  Sterbens-Statistik.  VI.  Heft.  Im  Auftrage 
des  Vereins  deutscher  Eisenbahn  -  Verwaltungen  zu 
der  Dienstunfähigkeits-  und  Sterbens  -  Statistik  des- 
selben vom  Jahre  1889  verfaSSt.  Berlin.  Pattkammer  u. 
M  nhlbrecht.  III  +  139  S.  S». 


E.  RoGHä.      Geschichte  und  Kritik    der  Sterblichkeits- 
messung bei  Versicherungsanstalten.    Jena.  yiii  +  i22S. 

80.  (Jahrb.  f.  Nationalök.  Snppl.  XVIII. 


L.  Obossmann.  Die  Mathematik  im  Dienste  der  Na- 
tionalökonomie unter  Rücksichtnahme  auf  die  prak- 
tische Handhabung  der  Disciplinen  der  Finanzwissen- 
schaft und  Versicherungstechnik.  6.  (Schluss-)  Liefe- 
rung. Wien  IIL  Dr.  Ludwig  Grossmann's  Selbstverlag.  lY  +  74  S. 
und  S.  25-28.  Lex.-8o.   (1887-1891.) 

E.  DoRMOT.  Trait^  math^matique  de  T^cart^.  Avec 
pr^face  de  M.  Sarcey.    Paria.  287  8. 


J.  J.  M'Laüchlan.     On   some  formulas  for   use  in  life 

office    Valuations.     Edinburgh. 


Fänfter  Abschnitt 

Reihen. 

Capitel  1. 
Allgemeines. 

A.  Pbin68Heim.     Zur  Theorie  der  sogenannten  Conver- 
genzkriterien  zweiter  Art.   Math.  add.  xxxix.  125-128. 

Bedeatet  Sa^  eine  beliebig  vorgelegte  Reihe  positiver  Glie- 
der, jr-    das   aligemeine  Glied    einer   bereits   als  divergent  er- 

kannten  Reihe,  so  lautet  das  disjunctive  Hauptkriterium  zweiter 
Art: 


«=00 


ön+iH-i  '^      i  >  0 :  Convergenz; 

femer  das  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Dini  von  jeder  Neben- 
bedingung befreite  Kummer' sehe  Kriterium: 

lim  (ip(n)  — — (p(H  -f  1))  >  0 :  Convergenz, 

wo  also  9>(y)  keiner  weiteren  Beschränkung  unterliegt  als  der, 
positiv  zu  sein. 

Der  Verfasser  bemerkt  noch,  dass  ein  von  Herrn  Giudice 
angegebenes  Kriterium  (Palermo  Rend.  IV.  278;  cf.  F.  d.  M. 
XXII.  1890.  246)  sich  nur  in  der  Bezeichnung  von  dem  Dini- 
Kammer'schen  unterscheidet.  Wz. 
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A.  Pringshbim.  Ueber  analytische  Darstellung  unend- 
licher Reihen,  die  durch  Gliederinversionen  aus  einer 
gegebenen  hervorgehen.    Math.  Ann.  XXXYIII.  1&3-160. 

Es  sei  ((V)  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe.  Man  teile 
die  Glieder  irgendwie  in  Gruppen  ein,  so  dass  z.  B.  das  Anfangs- 
glied der  (i  +  1)'*°  Gruppe  durch  den  Stellenzeiger  v  =  y (i) 
bestimmt  sei,  ändere  sodann  die  Reihenfolge  der  Glieder  inner- 
halb jeder  Gruppe,  wobei  etwa  allgemein  ((m^)  au  die  Stelle 
von  f(v)  treten  möge;  dann  ist  das  allgemeine  Glied  der  neuen 
Reihe 

f(m,)  =  n9[J(y)\^v[J(y)  +  1]  -  (»'+1)1,       ^ 
worin  \x\  die  grösste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl  und  J{v)  eine 
eindeutige,  monotone  Funotion  von  v  bezeichnet. 

Der  Verfasser  definirt  und  behandelt  sodann  auch  die 
^streckenweise  Inversion  von  Functionen".  Wz. 


Ph.  Gilbert.     Sur  une  rfegle  de  convergence  des  s^ries 
k  teroQes  positifs.    Bru.  S.  sc.  xva.  69-71. 

Es  seien  2un  und  2vn  zwei  Reihen  mit  positiven  Gliedern, 
bei  denen  limtin  =  0  und  limv»  =  0  f&r  unendliches  n  ist,  A 
eine  positive  Gonstante.  Wenn  man  von  einem  Werte  von  n 
an  hat 

SO  ist  die  Reihe  2un  convergent-,  wenn  dagegen 

»11 

und  wenn  die  Reihe  2 —  divergent  ist,   so   ist   die  Reihe  2un 
divergent.  Hn.  (Lp.) 

M.  Lbrch.     üeber  ein  allgemeines  Kriterium  der  Con- 
vergenz  unendlicher  Reihen  und  Integrale.    CMop.  XX 

285.  (Böhmisch.) 
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Der  Verfasser  geht  von  der  Existenzbedingnog  des  Integrals 

f\x)dx 

a 

anSf  wenn  f{7i)  positiv,  endlich  und  integrationsfähig  ist  in  allen 
iDterralleni  welche  zwischen  a  und  oo  enthalten  sind,  worauf 
er  zur  Reihe 

fibergeht  und  specielle  Convergenzkriterien  ableitet,  auf  schon 
bekannte  Kriterien  dabei  stets  hinweisend.  Std. 


F*  GlUDICB.      Salle  SUCCessioni.     Palermo  Bend.  Y.  280-283. 

Wenn  die  Grenzen  einer  Folge  auch  eine  Folge  bilden,  so 
lässt  sich  jene  in  monotone  Teilfolgen  in  der  Art  zerlegen,  dass 
die  Grenzen  dieser  Teilfolgen  genau  diejenigen  der  gegebenen 
Folge  sind.  Wz. 

A.  A.  Mabkoff.      Memoire   sur    la    transformation    des 
s^ries  pea  convergentes  en  söries   tr&s   convergentes. 

St.  P6ter8boQrg  M^m.  (7)  XXXVII. 

Wenn  zwei  Functionen  ü,^  und  Y^^  der  unabhängigen  Ver- 
änderlichen z  und  %  durch  die  Bedingung  verknüpft  sind: 

so  hat  man 

,os  j  ^^0  +  l\x  +  t^0,2  +  -  +  f/^^-l  ) 

^  I       Fo,ü+F,,ü+F2,o  +  -  +  F<_,,ü) 

wo  t  und  j  willkttrliche  ganze  positive  Zahlen  bedeuten. 
Wenn  die  Reihen 

Uujjj        UiJ^lj        t/u,2,       ...,        tlll^j-lt        Ut)Jy 

Fu^CI,     Fi,o,     ^2,0,    ...,     Vf—X.i)^     F,-,,) 

eonvergent  sind  und  die  Summen 

Uift+Ui^t+üi,2+'^'  +  Uij^t   und    Füj+Fi,y+Fv  +  ...  +  F|^,/ 
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Null  werden  bei  unendlichem  Anwachsen  von  •  und  j,  so  hat  man 

(3)  üu,ü+  üü,l  +  fA),9  +  •••  +  tliy^J  +  '•' 

=   Fo,o  +  ^^1,0  +  VlJJ  +  •  • '  +   ^i,<l  +  •  •  •  • 

Diese  Identit&t  giebt  dem  Verfasser  das  Mittel,  eine  grosse  An- 
zahl von  Reihen  in  stärker  convergente  zu  transformiren.  Unter 
anderen  merkwürdigen  und  wichtigen  Resultaten  ergiebt  sich 
die  Verallgemeinerung  einer  Formel  von  Schellbach  und  die 
Anwendung  der  Formeln  auf  die  Berechnung  der  Summen 

^  JL       *5^  (1.3.5>..(2t— 1)> • 
tTü  Ä* '      tSi  l     2 . 4 .  6 . . .  2Ä     {  ' 

welche  von  Kummer  in  der  Abhandlung  gelehrt  ist:  „Eine  neue 
Methode,  die  numerischen  Summen  langsam  convergirender 
Reihen   zu   berechnen''   (J.  für  Math.  XVI).    Endlich  wird  auch 

/^      dx 
— berechnet  Wi. 

0       Vl-^* 


A.  HüRwiTz.  üeber  bestandig  convergirende  Potenz- 
reihen mit  rationalen  Zablencoefficienten  und  vorge- 
schriebenen  Nullstellen.     AcU  Math.  XIV.  2U-215. 

Es   sei   gegeben   eine   Reihe   von   Grössen  a„  o,,  o^,  ..., 
welche  nur  der  Bedingung  lima»  =  cx)  unterworfen  sind,   falls 

die  Reihe  nicht  abbricht  Dann  kann  man  auf  mannigfaltige 
Weise  eine  beständig  convergirende  Potenzreihe  herstellen,  welche 
diese  Grössen  und  nur  diese  zu  Nullstellen  hat,  und  welche  Über- 
dies rationale  Zablencoefficienten  besitzt  Falls  die  Reihe  der 
Grössen  a,,  a,,  a„  ...  in  sich  übergeht,  wenn  man  jede  in  ihr 
enthaltene  Grösse  durch  deren  conjugirt-imaginftren  Wert  ersetzt, 
so  kann  man  jene  Potenzreihe  derart  bestimmen,  dass  sie  reelle 
Goefficienten  erhält. 

Jede  beliebige   (reelle   oder   complexe)  Zahl  a  ist   Wurzel 
einer  Gleichung 

0  =  r^+r^x  +  r^x^  -^ , 

deren  rechte  Seite  eine  beständig  convergirende  Potenzreihe  mit 
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rationalen  (reellen  oder  complexen)  Coefficienten  darstellt,  und 
welche  ausser  der  Zahl  a  keine  weitere  Wurzel  besitzt 

Jede  beständig  convergirende  Potenzreihe  mit  rationalen 
Coefficienten  lässt  sich  als  Product  von  n  ebensolchen  Reihen 
darstellen  derart,  dass  sich  die  Nullstellen  der  ersteren  Reihe 
in  beliebig  vorgeschriebener  Weise  auf  die  n  Factoren  verteilen. 

Wz. 


A.  Taubeb.     Ueber  den  Zusancimenhang  des  reellen  und 
imaginären  Teils  einer  Potenzreihe.    Monatsh.  f.  Math.  ii. 

79  - 118. 
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Die  Potenzreihe    2!  Cy»^  hat  auf  dem  Kreis  mit  dem  Radius  r 
den  Wert 


r=l 


wenn 


OD 

q>(x)  =    £  {Oy  eoBvx — byB\nvx)y 

tfj(x)  =    2!  (öy  sin  y rr  4-  K  cos  v  x) 
gesetzt  wird. 

Falls  die  unendlichen  Reihen  o, +  ö,  +  **'>  fri+ftj+'-'  un- 
bedingt convergiren,  besteht  zunächst  für  v>l  zwischen  (p(x) 
und  t/f(x)  der  Zusammenbang 

2n(p(x)  =  /''[tp(x  +  ß)^tp(x^ßy]cotißdß, 

—  2fri^(ir)  =  J[v(^  +  ß)  —  (f(x--ß)]GoHßdß'^ 

wenn  aber  die  Voraussetzung  der  unbedingten  Gonvergenz  von 
Oj-l-a,  H —  Bnd  &i-t~^s  +  '"  nicht  gemacht  wird,  der  Kreis  also 
mindestens  der  Convergenzkreis  ist,  kommt  man  zu  folgendem 
Resultat:  Wenn  die  linke  Seite  einen  endlichen  bestimmten  Wert 
Ar  ein  x  bat,  dann  besitzt  auch  die  rechte  Seite  diesen  Wert, 
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vorausgesetzt  dass  die  Functionen  7(0;),  tff(x)  absolut  integrirbar 
sind.  Die  Gontinuitfttseigenschaften  von  g>(iBe)  und  tff(x)  können 
wesentlich  verschieden  sein.  Wz. 


F.  GiUDiCB.    Sui  prodotti  infiniti  a  fattore  generale  svilap- 
pabile    in    serie    ordinata    secondo  le  potenze  di 

Palermo  Bend.  V.  2d7-288. 

Es  sei 

n        n        tr 

und   es   sei  das   unendliche   Product  finON+iUn+a...   convergent, 
dann  ist  c^  =  1. 
Setzt  man 


+  (_1).-U.(       J       ), 


Cq  =0,      C_t  =  C_2  =  •  •  •  =  0, 

so  ist: 

Berechnet  man  die  a«  hieraus,  so  wird: 

«**|Wn+lt*n+2...tlfi4.m  = ,      U^Un^lUn^Z  '  •  •  =  ^«. 

Wz, 


E.  Cahen.     Note  sur  la  convergence  de  quelques  s^ries. 

NoQT.  ADD.  (8)  X.  46d'i59. 

Ist 

so  ist 


Oapitel  1.    AllgeBain^s.  253 

dfther 

iyCn  +  Ö«)  =  i;;(n  +  l)-v;(l). 
1 

OD 

Die  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihe  ^y(»»  +  Ö«)    hängt 

demnach  davon  ab,  ob  die  Function  tfß  f&r  ein  unendlich  wach- 
sendeB  n  gegen  eine  Grenze  conyergirt  oder  nicht  —  Für  die 

n 

endliche  Summe  £q>{n)  können  zwei  Grenzen  angegeben  werden. 

Als  Beispiele  werden  behandelt: 

,  .  _    1        1  1  1  cosCalog«) 

^  «  '      11»  *      nlogfi   '     nlog**!!  '  n 

Wz. 


G.  Pbano.     Sulla  formola  di  Taylor.     Torino  Atti  xxvii. 

iO-46. 

Der  Verfasser  definirt  die  Taylor'sche  Reihe  unabhängig 
von  der  Convergenz  in  folgender  Weise.  Es  sei  /"(«)  eine  reelle 
Function  der  reellen  Verftnderlichen  x  und  convergire  gegen  a^ 
för  «  =  0;  ferner  convergire  [/(«)— Oq]-*  gegen  a,  für  a:  =  0; 
ausserdem  convergire 


-fll 


X 

gegen  a,  für  «  =  0  u.  s.  w.    Es  soll  demnach  die  Formel 

f(x)  =  a^^a^x-{-a^x*-\ |-fl«^H — 

bedeuten,  dass 


f(x)—  a^  —  g,  gg—  a,a?'--  "» —  On-ia?' 


»n — 1 

.0  n 


oder  dass 

/(a;)  =  a^  +  a^  X -{- a^x^ -\ hön«"  +  aaj",     wo     lima  =  0. 


0 


Unter  dieser  Voraussetzung  werden  dann  die  Sätze  über  die 
Summe  zweier  Reihen,  ihr  Producta  ihren  Quotienten,  u.  a.  be- 
wiesen. Wz. 


N,  J.  SoNiN.     üeber  den  Rest  der  Taylor'schen  Formel. 

Waracliaa  Nachr.  1891.  V.  1-17. 
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Um  anendliche  Reihen  mit  Erfolg  zur  angenäherten  Berech- 
nung anzuwenden,  muss  man  nicht  nur  nahe,  sondern  auch  zam 
Rechnen  geeignete  Grenzen  des  Restes  haben.  Diese  letzte  For- 
derung hat  A.  Winkler  (Der  Rest  der  Taylor'schen  Reihe.  Wien. 
Denkschr.  LIX,  F.  d.  H.  I.  1868.  84)  nicht  beachtet;  deshalb 
sind  seine  Formeln  unbrauchbar.  Der  Verfasser  benutzt  die  in 
seiner  Abhandlung  „Ueber  angenäherte  Berechnung  der  bestimm- 
ten Integrale«  (Warschau  Nachr.  1887,  F.  d.  M.  XIX.  282)  ge- 
gebene Relation  zwischen  den  Resten  it»+i  und  Pm^-i  der  Ent- 
wickelungen  zweier  Functionen  f(x)  und  g>(x): 

um  geeignetere  Formen  fOr  den  Rest  der  Taylor'schen  (eigentlich 
Maclaurin'schen)  Reihe  zu  erhalten.    Es  sei 

(1)  ,p(x)  =  f(x). 
Dann  ist 

(wenn  /^'"~^''($)  das  Zeichen  nicht  ändert).    Es  sei 

(2)  q>ix)  =  xf{x). 


nl  (|-*)P+'>(l)  +  (t»  +  l)/"("^(?) 

Das  Zeichen  des  Zählers  darf  sich  nicht  ändern. 

Noch  andere  Formen  werden  erhalten,  indem  man  setzt: 

(3)  9(x)  =  fix), 

und  besonders  für  m  =  fi  — 1,  n; 

(4)  g>(x)  =  xf'Cx), 

und  m  =  n^  n — 1. 

Diese  Formeln  werden  auf  einige  Beispiele  angewandt,  um 
ihre  Brauchbarkeit  zu  zeigen.  Si. 


M.  d'Ocagnk.    La  terme  compl^mentaire  de  la  s^rie  de 

Taylor.    MathesiB  (2)  I.  19-20. 


F 
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Liegt  6  zwischen  0  und  1,  so  ist 

Mn.  (Lp.) 


P.  Mansion.     Thöorfeme  de  Choquet.     Mathesia  (2)  i.  218-221. 

Wenn  u  =  f(x)  eine  ganze  Function  n^"  Grades  ist  und  x 
zwischen  x^  und  x^-^-h  liegt,  so  ist 

WO  A^,  A,,  ...,  In  positive  BrQohe  bedeuten.  Dieser  Satz  er- 
möglicht oft  den  Nachweis,  ob  u  zwischen  u^  und  u^  =/'(^o~t~A) 
das  Zeichen  wechselt.  Mn.  (Lp.) 


Cb.  de  LA  Vall^ib-Poussin.     Sur  uns  d^monstration  des 
fonnules  de  Fourier  gdn^ralis^e.   Bmx.  s.  sc  xva.  39-41. 

Verallgemeinerung   der   Darstellungsart  des    Herrn  Jordan 
(Cours  d'analyse,  1*"  id.  T.  IL  216-226).  Mn.  (Lp.) 


A.  Bassani.     Sur  Tapplication   d'un  d^veloppement  des 
foDCtioDB  implicites  k  une  extension  du  probl^me  uni- 

versel   de   Wronski.     Teixeira  J.  X.  81-96. 

Indem  der  Verf.  eine  Formel  verallgemeinert,  welche  Hr. 
F.  6.  Teixeira  im  Joum.  de  Math.  (3)  VIII  und  (4)  V  gegeben 
hat  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  239),  gewinnt  er  die  Entwickelung  einer 
beliebigen  Function  F(ti,  e)  zweier  Variabein  u  und  0  nach  den 
Potenzen  von  x  und  y  unter  der  Annahme 

u  =  a  +  xtpXu,  c)  +  x>,(m,  o)+ •••  +  «"?)«(",  tJ), 

fj  =  fe + y  Vi  ("» *') + y  Vj  (««,<?)+•••  +  y*  V«(">  *)• 

Die  erhaltene  Entwickelung  umfasst  als  besonderen  Fall  die  Ton 
Laplace  und  Jacobi  herrührende  Erweiterung  der  Lagrange'schen 
Formel  f&r  den  Fall  zweier  unabhängigen  Variabein. 
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Zur  Anwendung  betracbtet  der  Verf.  die  nachstehende  Auf- 
gabe.   Es  seien  die  Beziehungen  gegeben: 

n^  0  =  Vx  ^^  (»,  0 + y, *;(ä,  0 + •  •  •  +  ymF^C»,  0; 

eine   beliebige  Function  0(is,  i)   der    unabhängigen  Variabein  s 

und  i  nach  den  Potenzen  und  Producten  der  Variabein  a^i,  x,, , 

y^,  2^„  ...  zu  entwickeln.    Die  gefundene  Entwickelung  Terall- 
gemeinert  das  Universalproblem  Wronski's.  Tx.  (Lp.) 


M.  Martonb.     Introduzione  alla  teoria  delle  serie.    Parte 
prima.     I   determinanti    ViTrooskiani   e   la    legge    su- 

prema.      Catansaro.  Maccarone.  1891.  43  S.  4^^. 

Parte  seconda.      11  problema  universale  del  Wronski 
e  la  risoluzione  algebrica  delle   equazioni.     GaUuiMro. 

ABtari.  1892.  42  S.  \\ 

Auseinandersetzung  der  Grundlagen  der  Wronski'schen 
Theorien.  Vi. 

C.  A.  Laisant.     Note  sar  Tinterpolation  successive. 

S.  M.  F.  Bnll.  XIX.  121-123. 

Um  die  langen  Rechnungen  abzukürzen,  welche  sich  bei  der 
Anwendung  der  Interpolationsformeln  z.  B.  auf  physikalische  Er- 
scheinungen ergeben,  stellt  der  Verfasser  folgende  Formel  auf: 

(1)  y  =  U'\-k(x—x^)(x—x^)...(x—x^\ 

es  wird  dabei  angenommen,  dass  y  eine  Function  von  x  nnd  ihr 
Wert  für  n  Werte  x^^  x^^  .  • .,  Xn  resp.  gleich  y,,  y,,  . .  .^  y«  ge- 
geben sei ;  wenn  dann  u  diesen  Bedingungen  genügt,  so  thut  es 
auch  der  obige  Ausdruck  von  y.  Wenn  non  der  Wert  y.^i  einem 
neuen  Werte  d^+i  entspricht,  so  bestimmt  sich  hieraus  ki 

. yii-n"-tfii4i 

worin  u^^x  den  Wert  bezeichnet,  den  u  für  «  =  Xn^\  annimmt. 
Geht  man  von  n  =  2  aus,  so  kann  man  nach  und  nach  das 
physikalische  Gesetz,  das  durch  (1)  dargestellt  wird,  mit  immer 
grosserer  Ann&herung  erhalten.  Wz. 
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C.  A.  Laisant.     Nouvelles   remarques   sur  le  probl^me 
de  rinterpoIatioD.    Aseoe.  Fuoi^.  Marseille  XX.  222-224. 

Indem  der  Verf.  siel^  die  Aufgabe  i^tallt,  eine  lineare  und 
homogene  Function  von  n  Variabein  zu  bestimmen,  welche  fär 
n  Systeme  dieser  Variaheln  n  gegebene  Werte  aQQimmt)  gelangt 
er  zu  der  sofort  einzusehenden  Darstellung  der  Function  mittels 
der  Unterdeterminanten  einer  Determinante.  Verfügt  man  dann 
aber  die  n  Variabein  auf  passende  Weise,  so  erhalt  man  eine 
beliebige  ganze  Function  mehrerer  Variabein  zur  Interpolation, 
äbnlicb  wie  die  Lagrange'sche  Formel.  Lp. 


C.  A.  Laisant.     Remarque  sur  Vinterpolation.     s.  M.  P. 

Ball.  XTX.  44-48. 

Ist  u  eine  Function  von  x^  welche  fflr  a;  =^  a,,  a,,  . . .,  o« 
die  Werte  «,,  ti^,  ...,  Un  annimmt,  so  lautet  die  Lagrange'sehe 
Interpolationsformel 

wo  Jj,  2,,  . . .,  2«  Functionen  yon  x  sind,  die  Air  x  =3  aa,  gleich 
Eins  werden,  fftr  die  flbrigen  Wer^e  a„  a„  ...,  o»  jedoch  ver- 
schwinden. Ist  nun  t  =z  (p{%)  eine  willkQrliche  Function,  tp^^ 
durch  die  Bedingung  n  =  V^{()  bestimmt,  so  kann  man  die 
Lagrange'sche  Formel  zu  folgender  verallgemeinem: 

'  Wz. 

R.  Radau.     Stades   sav  les  formules  d^interpolatioD. 

Paris.  Qanthier-VillarB  et  Fils. 


E.  Gesabo.      Nouvelles   remarques    sur    divers  articles 
concemant  la  thdorie  des  s^ries.    Teizeira  J.  x.  67-71. 

Abgedruekt  aus  Nouv.  Ann.   (3)  IX.  353-367   (F.  d.  M. 
XXII.  1890.  247). 


rortaelir.  d.  Math.  XXIU.  1.  17 
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2. 

Besondere  Reihen. 

U.  W.  RiCHMOND.     The  sum  of  the  cubea  of  the  coef- 
ficients  io  (l—xf*.    Mess.  (2)  XXI.  77-78. 

Neuer  Beweis,  dass  die  in  Bede  stehende  Summe  den  Wert 
(-l)«(3ii)!/(n!)'  hat.  Vergl.  Dixon,  F.  d.  M.  XXII.  1890,  wo 
das  Zeichen  +  hinter  ( — 1)*  durch  X  zu  ersetzen  ist 

Lp. 

C.  A.  Laisant.     Propriet^  g^om^trique  des  coefficients 
du  binöme.     s.  M.  F.  Ball.  xix.  4-5. 

Legt  man  n  Ähnliche  Dreiecke  OA^A^^  OA^A^^  ...  mit  den 
gleichen  Seiten  zusammen,  so  dass  man  eine  Reihe  von  Strahlen 
OA^  =  1,  OA^  =  il,  OA^  =  A*j  . . .,  getrennt  durch  gleiche  Winkel 
9),  erhält,  und  belastet  die  Endpunkte  mit  Gewichten  im  Verhält- 
nis der  Coefficienten  der  Entwickelung  von  (l+x)*^  jso  werden 
die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Gewichtssystems  darge- 
stellt durch  den  complezen  Ausdruck: 

V 2 )  • 

Hierfür  schreibt  der  Verfasser  symbolisch  f — ~ — j  ,  ohne  über 

den  Sinn  des  Ausdrucks,  den  er  den  Schwerpunkt  selbst  nennt, 
Auskunft  zu  geben.  Hieraus  werden  einige  speciellere  und  ei^ 
weiterte  Resultate  gezogen.  H. 


C.  A.  Laisant.     Formule  concernant  les  nombres  poly* 

gones.     See.  Philom.  Soll.  (8)  UI.  29-dO. 

Bedeutet  Oa   die  Polygonalzahl  von  der  Ordnung  a,  a  +  2 
die  Anzahl  der  Seiten  des  Polygons,  so  ist 


oder: 


AUgemein: 
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{a+b)a  =  aa  +  ba  +  aab. 
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Wz. 


C.  A.  Laisant.     T^tra&dre  arithmdtique.  S.  m.  F.  Bali.  xix. 

18-23. 

Das  arithmetische  Tetraeder  dient  zur  Bestimmung  der  Goeffi- 
eienten  von  (sp  +  y  +  zy.    Ffir  n  =  7  ist  dasselbe: 


y« 

« 

9" 

1 

• 

• 

• 

• 

.  .  x^ 

9' 

7 

7 

• 

• 

• 

.  .  .  fip* 

9' 

21 

42 

21 

• 

• 

,  .  .  «* 

y* 

35 

105 

105 

35 

• 

.  .  aj* 

»* 

35 

140 

210 

140 

35 

' 

.  .  .  aj' 

y* 

21 

105 

210 

210 

105 

*  • 

21 

•        •        •       I 

.  .  .  «' 

9' 

7 

42 

106 

140 

105 

42 

7   .   . 

.  .  .  »* 

1 

7 

21 

35 

35 

21 

7   1  . 

.  .  .  x^ 

»• 

a» 

»' 

»» 

»♦ 

»» 

J5«  »^ 

Man  erhält  z.  B.  den  Coefficienten  von  x^yz*,  indem  man  den 
Sehnittpunkt  der  Linien  x*  und  y  nimmt,  also  105,  derselbe  liegt 
auch  auf  der  Linie  z\ 

Diese  Bestimmung   der  Coefficienten   wird   verallgemeinert 
ftr  («+»+»  +  <)*•  Wz. 


C.  A.  Laisant.      Propriötös    du    triangle    aritbmötique. 

AsBOC.  FraD9.  Marseille  XX.  1-7. 

C.  A.  Laisant.     Sur  le  cube  arithm^tique.   ibid.  8-io.  - 

In  der  ersten  Note  wird  das  Pascal'sche  Dreieck  und  das 
Fermat'sche  arithmetische  Quadrat  verallgemeinert  und  gezeigt, 
wie  beide  Figuren  sich  zu  einer  einzigen  symmetrischen  vereinigen 
lassen;  aueh  wird  eine  neue  Eigenschaft  dritten  Grades  eines  neben 
die  erste  Columne  des  arithmetischen  Quadrates  gelegten  belie- 
bigen Quadrates  angegeben.    Die  zweite  Note  erläutert  eine  neue 

17* 
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Anordnung  des  arithmetischen  Tetraeders  (vergl.  das  voran- 
gehende Referat).  Der  arithmetisehe  Wttrfel  bietet  eine  voll- 
ständige Analogie  zu  dem  Fermat'schen  arithmetischen  Quadrate. 
Es  folgen  Ausdehnungen  der  Eigenschaften  der  Summentafeln 
auf  die  Kuben  von  Summen  mit  beliebigen  Anfangselementen. 

Lp. 

C.  M.  PiUMA.     lotorno  ai  coefficieuti  polinominali. 

Batt  G.  XXIX.  M-40. 

Es  sei  m  eine  Primzahl  und  a  eine  beliebige  ganze  Zahl, 
welche  im  System  von  der  Basis  m  mit  den  Ziffern  a^,  o^,  . .  •,  at 
geschrieben  wird  (so  dass  also 

k 

n  =  £atm* 

ist);  dann  ist  der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  la,  welche 
in  n\  enthalten  ist,  gleich 


m-1 
Sind  6,,  fr,,  ...,  b,  ganze  Zahlen,  von  denen  auch  einige 
Null  sein  können,  und  ffir  welche 

JSbu  =  n 

ist,  bezeichnet  c«,(  die  (f  +  1)^®  Ziffer  von  ft^i  bo  dass 

ib  I 

bu  =  £cu,tfn*  (u  =  1,  2,  .. .,  $)  I 

ist,   bedeuten   endlich  /q,  /j,  l^,  . . .,  4^1   die   grössten  Ganzen^] 
welche  bezüglich  in 

«  «  «  9 

M=i  «=1  11—1  «st 


^"^•»^»      »■■ » 


enthalten  sind,  so  ist  der  Exponent  der  höchsten  Potenz  von  m, 
welche  in  dem  Binomialeoefficienten 

fi! 

nbj 

Mthaiten  irt,  gleich  i«  +  A  +  '>  H bk-i. 
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Eidlich  wird  die  notwendig«  uivd  hinireicliende  Bedingung 
dafbr  angegeben,  dass  dieser  Binomialcoefficient  nieht  dnreli  m 
teilbar  sei,  and  es  werden  nocb  einige  weitere  Sätze  abgeleitet. 

Wz. 


L.  ScH£ND£L.     Eine  Verallgemeinerung  des  binomischen 

Satzes.    Sdilomilcli  z.  XXXVI.  60-64. 

Herr  Schlömilch  hat  im  XXX.  Bande  seiner  Zeitschrift  S.  191 
;T.  d.  M.  XVn.  1885.  228)  die  Aufgabe  gestellt,  die  ganzen 
algebraischen  Functionen  foCn)j  fiC^),  . . .  so  zh  bestimmen,  dass 
der  Function 

f(n)  =  (r  =  0,  1,  . .  OfrWaf 

die  Eigenscltafl  ^(«i,)/'(««,)  ^  /'(»!+ <if)  zukotto^t,  und  dieselbe 
^f  foOO  =  ^  behandelt    Die  allgemeine  Lösung  ist: 

(F(^)r  =  (r  =  0,  1,  . .  .)nIfi'\F(y))--^r(yn9(y)y^  :  r!, 

diese  Reibe  hat  ausserdem  noch  die  Eigenschaft,  dass  me  gleich 
dem  Quotienten  zweier  Reihen  ist,  von  denen  die  zweite  aus 
der  ersten  für  fi  =  0  "hervorgeht. 

Durch  besondere  Annahmen  ergeben  sich  hieraus  Resultate, 
die  schon  Herr  Hurwitz  (Schlömilch  Z.  XXXV.  56,  F.  d.  M.  XXII. 
1890.  256)  und  Herr  Saalschutz  (Schlömilch  Z.  XXXH.  250,  F. 
d.  M.  XIX.  1887.  234)  abgeleitet  hatten.  Wz. 


N.  H.  Abel.     Researches  ^n  the  series 

^+   1  "^^       1.2      "^  +  1.2.3         ""  +      • 


Tokio  Math.  Oes.  IV.  52-86. 


Englische  Uebersetzung  der  Abhandlung  aus  J.  für  Math.  I. 
311-339,  von  Hrn.  K.  Miwa  geliefert.  Lp. 
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« 

Fr.  Rogel.     Eine  bemerkenswerte  Identität.   Hoppe  Arch. 

(2)  X.  110-111. 

Wz. 


E.  Uhlich.     Reihensummation  auf  geometrischem  Wege. 

Featscbr.  d.  Fürsten-  u.  Landessch.  Qrimma.  43-49.  4^ 

Der  Verfasser  will  einen  Beitrag  zar  Beziehnng  von  Arith- 
metik nnd  Geometrie  liefern  und  behandelt  demgemäss  drei 
Aufgaben.  Die  erste  derselben  lautet:  „In  einem  Trapez  ÄBB'A 
seien  die  Diagonalen  gezogen  und  durch  deren  Schnittpunkt  D^ 
eine  Parallele  gelegt,  welche  die  geneigten  Seiten  in  B^  und  B'^ 
schneidet.  Dasselbe  Verfahren  sei  auf  das  neue  Trapez  AB^B\A' 
angewandt,  wodurch  die  Punkte  B,  und  B[  entstehen,  u.  s.  f. 
Betrachte  die  Zerschneidung  der  Linie  AB  durch  die  Punkte 
Äii  *gi  ^11  •••"•     Sie  ergiebt: 

n  2''^*  2" 1 

^^  r^i  [a+(2''-»-l)6][a-i-(2''~l)5]  ^  o[a  +  (2»— 1)6]  ^ 

2)  fttr  fi  =  oo  hat  die  Reihe  den  Wert  -r  •  „, 

ab  Wz. 


G.  RiBOMi.     SuUe  somme  delle  combinazioni  dei  numeri 

naturali.     Periodico  di  Mftt  VI.  186-189. 

Bezeichnet  K^  die  Summe  der  Producte  zu  je  p  der  Zahlen 
1,  2,  . ..,  n,  so  ist: 

K;  =  pJif?li+(p  +  l)*J«i  + ...  +  Ar^\  =  Kl-'  +  nK'p.l 

Vi. 


W.  J.  C.  Miller,    E.  Lampe.     Prove  that  ii!<2**^"-*^ 

Ed.  Times  LIV.  51. 

Die  Grenze,  welche  Hr.  Miller  in  der  elementar  zu  denken- 
den Aufgabe  angegeben  hat,   kann,   wie  Ref.  zeigt,   leicht  er- 
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niedrigt  werden.    Es  sei  m  =^  2^  und  a  eine  ganze  Zahl  <  2^^, 

(m  +  a)\  <  2«+^  (iw>».  m«.  Lp. 


A.  Hubwitz,     üeber  den  Vergleich   des  arithmetischen 
and  des  geometrischen  Mittels.     J.  fär  Math.  GViii.  266-268. 

Das  arithmetische  Mittel  aus  n  positiven  Grössen  a^,  o^, ...,  o» 
hat,  abgesehen  von  dem  Falle,  wo  diese  Grössen  alle  einander 
gleich  sind,  stets  einen  grösseren  Wert  als  ihr  geometrisches 
Mittel. 

Der  neue  Beweis,  den  der  Verf.  fUr  diesen  Satz  giebt,  ist 
folgender:  Setzt  man 


n  n 


so  kann  die  Differenz 

auf  die  Form  gebracht  werden: 

WO 


ist  und  die  Summation  sich  auf  alle  Glieder  erstreckt,  die  aus 
den  angedeuteten  durch  .alle  möglichen  Permutationen  von 
X,,  a?„  ...,  Xn  hervorgehen.  Wz. 


F.  RuDio.       üeber    die    Convergenz    einer    von    Vieta 
herrührenden      eigentumlichen     Productentwickelung. 

Scblömilch  Z.  XXIYI.  H1.A.  139-140. 

Es  handelt  sich  um  die  Convergenz  des  Ausdruct^s:    - 
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y^^V{+iVl^i+iVi+ir^... 


Dieser  geht  fttr  «  =  -5-  aus  dem  von  Ealer  fttr  den  Kreisbogen  s 

gegebenen 

sin« 


S    =s 


s         s  s  s 

C08-7^C08-j-  COS-ttCOS 


2         4  8         16 

hervor;  es  bandelt  sieh  demnach  nm  die  Oonvergenz  des  anend- 
liehen  Prodoctes,  das  den  Nenner  bildet,  oder  wenn 

cosfi  =  1— 2sin'-ö- 
gesetzt  wird,  am 

Nun  ist  P  convergent,  weil  die  Reihe 

convergirt;  dies  ist  aber  der.  Fall,  weil  der  Quotient  zweier  auf 
einander  folgenden  Glieder  sich  der  Grenze  i  nähert. 

Wz. 


F.  J.  STÖt>KTCKA.     Knrzgefasste  Ableituög  einiger  trigo- 
nomcftrischer  Leihen«    Casop.  XX.  173.  (B&bmiBch.) 

Verwendet  die  Reihen  fUr 

il^^    und    c^^l, 
1— y 

indem  darin  gesetzt  wird 

um  auf  kürzestem  Wege  die  Summen  formein  fDr 

CO  a'*+i  C08.q.  ...         ^  «*  COS..    .        •    0^+1     CO8.Q.  ,  ^. 
fc5)2Ä+lsm^         '^  '    jtSoÄlsin^    ^'    iS(2*+l)Isin^         "^   ' 

S  T2ÄÖI"  sin  ^^*^^'    ;t3i(2Ä)r8in»^*^^ 
abzuleiten«  9td. 
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J.  Kbontil.     Ableitung  einiger  unendlicher  Reihen. 

Cwop.  XIX.  70.  (BöhoiiBch.) 

Unter  Zugrandelegung  eines  dem  Kreise  einbeschriebenen 
oder  ombeschriebenen  regelmässigen  Polygons  werden  10  specielle 
Beibenformeln  abgeleitet,  wovon  z.  B.  die  letzte  lautet: 

•    o  'S  1     •        2a       ,     •      1       .     a  3a 

8io2a  =  j^OT^_-  + j-^^^Hi^cos-^. 

Std. 


M.   LkBCH.      Sur   une  S^rie.     Teixeira  J.  X.  103-105. 

Aus  dem  Euler'schen  Integrale 


f 


u 


1+^  sinafr 


leitet  der  Verf.  einen  einfachen  Beweis  fttr  die  Formel  her: 

2yj|g^2won<  OD     f^^^m 

=     £ 


Tx.  (Lp.) 
E.  McClintock.     On  the  algebraic  proof  of  a  certain 

series.     AnMrieaa  J.  XIV.  67-7). 

Untersuchnng  der  Convergenz  der  Reihe 

,                  ,    2a— 1     ,  .    2a— 1    2a— 2    ,  , 
log«  =  y  + 2 — y'H 2 3 — y  +•••, 

wo  y  =  x^-^ — ar^  ist,  dorch  Vergleichung  mit  den  Beibefn 

log«  =  (aj-l)-i(«-l)>  +  i(a?-l)'— •, 
log«  =  (1— ar-i)  +  |(l-.«-i)«+|(l-«-i)»4-.... 

Wz. 


E.  Cahbn*     Note  enr  la  s^rie  £n'ft.  Noav.  Ann.  (3)  x.  476-477. 

1 

Bedeutet  n  eine  ganze  Zahl,  die  >  1  ist,  so  ist  für  jedefn 

Wert  von  9 

_   (s+lX*  +  2)...C#+n)   r(5+l)  -n^,  ^1 

^ 1.2.3. ..n l+e~'  '0<*.<1. 
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Daher  ist 

Sind  nun  a  und  /?  die  Grenzen  von  -^r — >  ^^  ^*®*- 

i^or</?<l, 
80  liegt  die  Reihe  z  zwischen  den  Grenzen 

«+ar(.+i)[(iq:^-i-(»+i)«] 

und 

Wz. 


F.   GlüDICK.      Sui   limiti.    PeriodicodiMatVI.  62-64. 81-85, 125-131. 

Einige  Sätze  und  Kunstgriffe,  welche  zur  Ermittelung  der 
Grenzwerte  gegebener  Ausdrücke  von  Nutzen  sind.  Es  mögen 
die  folgenden  Resultate  als  Beispiele  angeführt  werden: 

lim(H-arctg^)(l+arcts^)...(l  +  arotg-ji-)  =  fc, 


«1=00 


6.  VivANTi.    Zur  Aufstellung  'arithmetischer  Identil&ten. 

Schlomilch  Z.  XXXVI.  1-10. 

Der  Verfasser  benutzt  nach  Kugelfunctionen  fortschreitende 
Reihen,  durch  welche  dieselbe  Function  auf  zwei  verschiedene 
Weisen  entwickelt  werden  kann,  indem  er  die  Goefficienten 
der  verschiedenen  Ausdrücke  gleichsetzt,  zur  Auffindung  von 
arithmetischen  Identitäten,  die  meistenteils  Summen  von  Bino- 
mialeoefficienten  in  mannigfaltigen  Gombinationen  enthalten.  Die 
nach  Kugelfunctionen  entwickelten  Functionen  sind 

1^^^^'  yi^p'  "°»'°*'  Y^' 
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Doeh  finden  sich  anch  zwei  sehr  complicirte  Beihen  für  x'^X^"'^ 
and  X('">2(">,  welche  neu  sein  dürften.  Sn. 


U.  W.  Begab.     Od  the  summation  of  certain  series. 

Mess.  (2)  XX.  142-144. 

Bemerkungen  über  die  Summationen  specieller  Reihen,  bei 
denen  die  aufeinander  folgenden  Glieder  durch  gewisse  recur- 
rirende  Gesetze  zusammenhängen.  Lp. 


A.  Bebgbb.     Recherches  sur  les  nombres  et  les  fonctions 

de   Bernoulli.     Acta  Math.  Xiy.  249-304. 

Die   BemoüUi'schen   Zahlen   0(0),   B(l),    0(2),   0(3),    ... 
werden  durch 

ß(0)=l;     i  1    y^^^*^  .  =  0     für    m>2 

definirt,  die  BernouUi'schen  Functionen  q>(z,  0),  7(«,  1),  ^(s,  2), 
9(s,  3),  ...  fBr  alle  Werte  der  Veränderlichen  z  durch  die 
Gleiehungen : 

9"  (»,  m+ 1)  =  9' (a,  m)     für    m  >  0, 

9(»,  0)  =  0; 

y(0,  m)  =  0    fiflr    m>0, 

9)(1,1)  =  1; 

y(l,  m)  =  0    für    m  ^  2. 

Es  ergiebt  sich: 

9(*,0)  =  0;    y(;^,m)  =  i  ^^^^^     für    m^l. 

5P*(»,  m)  =  9)(a,  m— Ä)+  0(wi— ä)    für     1  <  ä  ^  m. 

Femer   gilt  Folgendes:    Bedeutet  m   eine    positive    ganze 
Zahl,  X  und  y  zwei  beliebige  Grössen,  so  hat  man 

9(a?+  y,  m)  —  9)(a?,  w)  —  g)(y,  m)  =  ^^  2. 2. 3  . . .  i^ ' 

»    y(a?,  m-fc)y*  ^    «    <ap(y,  m— /c)a:* 
jfcssi  1.2.3  ...  k      t=:i  1 .  2  .  3  . . . '  ik 
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rni-  lll>2: 

9)(1— »,  m)  =  (-!>"?>(«,  m). 
Nach  weiteren,  teilweise  schon  früher  behandelten  Sätzen  (yergl. 
F.  d.  M.  XX.  1888.  266)   entwickelt   der   Verfasser    die   Func- 
tionen in  trigonometrische  Reihen  durch  die  Formel: 

y(a,  «)  _  -B(m)-  j2iüyi,^, JF ' 

WO  tn  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  a  eine  reelle  Grösse 
von  der  Art,  dass  0<s<:  1  ist.  Ist  «ft^2,  so  gilt  diese  Eni^ 
Wickelung  auch  für  js  =  0  und  js  =£  1. 

Der  Verfasser  bemitzt  sodanii  die  abgeleltotea  Formeln  zur 
Berechnung  von  einigen  bestimmten  Integralen  und  beweist 
unter  anderem  den  Satz:  Sind  m  md  k  zwei  ganze  positive 
Zahlen,  f(s)  eine  Function  der  reellen  Veränderlichen  s  von  der 
Art,  dass  /"(a),  f'(%),  f"(»),  ..*,  f(*+*>(»)  zwischem  den  Grenzen 
9  =  0  und  »  =  ik  endlich  und  stetig  siad,  so  ist: 

*i'  fW  =  2:B(m)  {p)(&)  -  f  (0(0)} 

In  dem  zweiten  Teile  seiner  Arbeit  definirt  der  Verfasser 
die  verallgemeinerten  Bernoulli'schen  Zahlen  und  Functionen 
(cf.  F.  d.  M.  XX.  1888.  266)  B(0,J),  B(1,J),  8(2, J\  ...; 
g>(fij  0,  J),  g>(8,  1,  J)f  g)()s,  2,  ^),  . . .  und  beweist  unter  anderen 
folgende  Sätze: 

B(m,  J)  =  S'  (jy) ?P (^, «)    für    «•  ^  0, 

^(-- -^) = i  1 . 2 y : Ks^)* £ ^ (4) -^  "^^  -^^> 

Für  die  verallgemeinerten  Bernoulli'sehen  Functionen  er- 
giebt  sich  z.  B.: 
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Ks,  0,^  =  0,     y(;>,  m,  ^  =  i  f  ^"l"*'  ^^'*       fttr    m  ^  1, 

9(0,  m,  ^)  =  0     für    m>0, 

y(»,  m,  ./)  =  - l?(iii,  J)  +  1sX^) <JP («  +  ^,  "»)      far      ^ ^ 0, 
9'(a,  «1+ 1,  z/)  =  9(a,  m,  J)  +  Ä(iii,  ^    für    m>Oy 

für    m  >  1, 
y(— »^  «,  ^  =  «(—  1)'"V(«>  »»»  '^)     fttr    m  >  0. 

Ferner  fQr 


9(»,  m,J)  =  -B(m,  J)-  ^^^  2^  \^-j^) ^ , 

fQr   m>2  gilt   4ie8e  Formel   auch    fflr   %  = 7    und   ftlr 

1 

Dabei  ist  b  das  VorzeichcD  von  J^  und  der  Wert  der  Quadrat- 
wurzel 0^)  ^^^^  durch  die  Formeln 

0/7)  =  \yj\    fflr    z/>0, 
(yZ)  =  i\V^^\    ftlr    ^<0 
bestimmt  Wz. 


Fr.  Rogbl.     Transformationen  der  Potenzreihen  ganzer 
und  reoiproker  Zahlen.     Hoppe  Arch.  (2)  x.  169-208. 

Im  AbschnUt  I  handelt  es  sich  um  Reihen  mit  geradem  Ex- 
ponenten und  Zeichenfolge  und  um  Beihen  mit  ungeradem  Ex- 
ponenten und  Zeichenwechsel,  und  zwar  um: 
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T2n    =    1*'  +  3**  +  ...  +  Ä2*, 


k—1 


Differentiirt  man  die  fbr  jeden  Wert  von  ^  und  f&r  angerade 
m  gQltige  Formel 

mCm»-!*)    .  ,     ,    w(m*-l»)(w*-3')    .  . 
=  m ^-öj — ^8in»9H i^ ^ ^8in*9) 

+  (—1)  '  — ^^ -—Ti '^ =Li8m"-»gi 

ini 

2n-  und  (2n4-l)-inal  nach  q>  nnd  setzt  dann  9  =  0,  -g-,   -7-, 

so  erhält  man  Reihen  ftlr  San,  F2«,  C^aa+i,  die  fttr  ungerade  « 
gelten,  z.  B.: 

'4' 


Sjf 


-    m  j  m'-l'       (m*-l*)(m«— 3')   ^     U/ 
""4(3!"^  5!  21 


+ 


(m»-l'Xm»-3')(m»-5')   ^'"      VlJ^^'+W 


H 1- 


71  2* 

(m'-l')...(m*-[m-2]') 
ml 


0;^_("->)i=:^  + ...  +  (-i)^(y ) 


Diese  Reihen  werden  mittels  der  Relationen 
2*. 3!     "(21'  2*. 51  ~*l      2     r     '    • 

cwi    .  {(^'--l')>>.(w>'-[m~2]')}  =  —(*""!)  =  i 
umgeformt;  so  wird 
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im 


Setzt  man  jetzt 

'^*»     12«       I      CM«       I  ~     -•; 


^2«      1^   2^«      1^  I       |'2«    » 

^2»  =  '7^^+-52;r'\ f" 


12»      •      32«      '  '      Ä2»    » 


*— l 


l^^,,  =  ^ 1_+_1 +Inl)J 

t/2»+l  J21I+1  3211+1      '      52«+!  '  j^+l 

y  _j L4.J .  (-iy+' 


]^2ii  2^     *      3^  '  J^  ' 

iotegrirt  <2>2ft-iDal  und  (2n-fl)-mal  nach  g>  zwischen  den  Gren- 
zen 0  und  q>  nnd  setzt  dann  q>  =  ^n,  ^tt,  so  erhält  man  Beziehungen 
zwischen  T  und  S  einerseits  und  zwischen  U  und  S  andererseits ; 
durch  Vergleichung  der  von  n  unabhängigen  Glieder  gewinnt 
man  Ausdrücke  fttr  72»  und  üu+iy  durch  Vergleichung  der  ^n 
enthaltenden  Glieder  dagegen  eine  Entwiokelung  von  52«.  Es 
ut  z.  B.  für  ein  ungerades  m: 

^    _    «(m*~l')  j  1  /2S      n^-yiY^\     /^4\    1   1 
^  ""  4  bl  W        2V:örUi>'""W2^«J 

(m«-3»)(m'~5')  r^ev  /6n_1_     /ßN^l 
■^  2*71  L\2/     \1/  2^«  "^W  32»  J 


m-l 


^...  +  (-1) 


(w"-3')...(m'-[m-.2]') 


m!2"»-* 

m+l 


X|  /_     q\^/_     R\"ö2;r h 


[(y)"(=i5)  ^ 


(^) 
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Auch    diese  Gleichungen    werden    miUels   derselben   Relationen 
umgeformt. 

Im  Abschnitt  II  behandelt  der  Verfasser  Reihen  mit  un- 
geradem Exponenten  und  Zeichenfolge,  sowie  Reihen  mit  geradem 
Exponenten  und  Zeichen  Wechsel  in  ähnlicher  Weise,  wobei  er 
von  bekannten  Formeln  fflr- 


cosjp—cosSy  +  eosöy  — •••  +  (— 1)   ^   cos(fli — l)v 

und 

■»-t-t 

8in2^— sin49)-f  sinßf) •+(—!)  *    8in(iiiT-l)9» 

ausgeht.  Wz. 

Fr.  Rogel.     üeber  den  Zusammenhang  der  Facultäten- 
Goefficienten  mit  den  Bernoulli'schen  und  Enler'schen 

Zahlen.     Hoppe  Arch.  (2)  X.  318-332. 

Bedeutet  C?  den  h^j  aus  den  Elementen  1,  2,  3,  . . . ,  n— 1 
gebildeten  Facult&ten-Goefficienten,  B^^  0,,  ...  die  Bernoulli'- 
schen Zahlen,  so  ergiebt  sich  aus  der  bekannten  Formel 

«=(-«K°;')['''(^)"L 

die  Relation: 

c*  -(-1)  (,  ^  )k\s ^(_2)viy!dr,7r^i ' 

k  k 1 

wo  n  =  -^  und  — ^  ist,  je  nachdem  k  gerade  oder  ungerade 

ist,  und  für  a,  ß  alle  möglichen,    für  p^,  d,  ..^   alle  möglichen 
geraden,  den  Bedinguqgen 

öf+/'+y+^  +  "*  +  *  =  1} 

ß  +  2y+id  +  '-  +  2rx  =  * 
entsprechenden  ganzen  Zahlen  zu  setzen  sind. 

Eine  andere  Darstellung  von  Cl  dur^h  die  Bernoulli'schen 
Zahlen  igt 


.Ur 


ci!  =  kin\(;":^)s  ^-'^^ 


k   y        2*'(a!)Vl(«-a)t 


r 
I 
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wo  r,  s  and  ^,  a  den  Bedingungen 
and  gerade 

zu  genfigen  haben. 

Beide  Formeln  werden  specialisirt. 

Bezeichnen  £,,  £,,  ...  die  Euler'schen  Zähren,  eo  i^  für 
f  =  4y 

fftr  r  =  4v+l,  4y+2,  4F+3  ergeben  sich  ähnliche  Relationen. 

Wz. 

W.  J.  C.  Miller,  Fr.  Rogbl.     Solution  of  question  7099. 

Ed.  Times  LIV.  92-93. 

Die  nrsprüDglioh  von  Hrn.  Miller  gestellte  und  sehon  früher 
voD  mehreren  Mathematikern  gelöste  Aufgabe  (vgl.  F.  d»  M.  XV. 
1883.  199)  verlangte  die  Summation  der  Reihe 

sio'ö       8in»3Ö    .    sin'öö 


+  —KT 


V  3*       •       5V 

und  Herleitung  eines  Ausdrucks  für  n^  aus  der  Summenformel. 
Hr.  Rogel  verallgemeinert  die  Aufgabe  durch  Einführung  der 
Bemoulli'schen  Function  ip(d^  2n),  gewinnt  dadurch  allgemeinere 
Reihen  und  mit  Hülfe  derselben  die  Formeln: 

^ (2»)!y2 _^ 

-    (-!)•-' [2^"9>(i,  2n)^<p{i,  2ii)]  +  (2^»-l)Ä, 


rj2— 1 


» l**       3*"       5**       7'"       9*" 
(2n-l)]y2 


2»«-'^(i,2n-l)-9)(i,2n-l) 

x|_L_+_l i ^  +  4-...l. 

Lp. 


Fortachr.  d.  Msth.   XXUI.   1. 


18 
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O.  SoNAT.     Sammirang  n*®'  Potenzen  ganzer  natürlicher 

Zahlen.    Pr.  Brzezavy.  1B90.  3-18.    (Polnisch.) 


Alex.  Bbrgbr.     Om  en  användning  af  de  Bernoulliska 
funktionerna  vid  ndgra  serientvecklingar.      Stockh.  öfv. 

XL  VI  IL  523-540. 

Wenn  eine  Function  g(h)  fQr  alle  ganzen  positiven  h  und  k 
die  Bedingung  g(h)g(k)  =  g{hk)  erfbllt  und  g(l)  =  1  ist,  so  gilt 
fbr  eine  beliebige  Function  f(x)  die  Formel 

f(x)  =   £  t,g{h)  Z  9Ck)f(hkx) 

für  alleo?,  welche  absolute  Convergenz  geben  («a  =  0,  +1,  —  1, 
je  nachdem  h  gleiche  Factoren  >  1  enthält,  oder  eine  gerade 
resp.  ungerade  Anzahl  durchaus  verschiedener  Primfactoren  >  1 
hat;  e^  =  1).  Nachdem  der  Verf.  dies  bewiesen  und  einige  Mit- 
teilungen Ober  Bemoulli'sche  Functionen  gemacht  hat,  werden 
diese  Functionen  benutzt,  um  in  speciellen  Fällen,  z.  B.  für 

»W  =  tJt  1    f(^)  =  6^--+(-l)-e-^«-  (m  >  1), 

die  obige  Doppelreihe  auf  eine  einfache  Reihe  zu  reduciren. 

Bdn. 

J.  W.  L.  Glaisher.     Note   on  the  sums  of  even  powers 
of  even  and  uneven  numbers.    Hess.  (2)  xx.  172-176. 

Hr.  Glaisher  macht  auf  den  Umstand  aufmerksam,  dass  die 
beiden  Summen: 

22r^42r^62'- -}-...  +  *% 

in  deren  erster  k  eine  gerade  Zahl  bedeutet,  während  es  in  der 
zweiten  ungerade  ist,  denselben  Summenausdruck  haben: 

+  (%+')2'«.»---±(%t>)2''M- 
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Dem  Beweise  dieses  Satzes  folgen  BemerknDgen  über  den  Unter- 
sehied  der  ungeraden  Potenzen  sowie  über  gerade  Potenzen  der 
Glieder  arithmetischer  Progressionen  ganzer  Zahlen  mit  den 
Differenzen  3,  4,  ....  Lp. 


II.  W.  RiCHMOND.      Note    on    the  sum    of  fanctions   of 
qnantities  which  are  in  arithmetical  progression.  Meas. 

(2)  XXL  29-34. 

Verallgemeinerung  des  von  Hrn.  Glaisher  (yergl.  das  voran- 
gehende Referat)  gefundenen  Satzes:  ^Wenn 

V(ß)  +  q>{q)  +  T(2g)  +  •  •  •  -f  (p(n) 

als  eine  Function  von  n  ausgedrückt  wird,  so  ist  die  Summe 
der  Reihe 

V(r)  +  9(^  +  q)  +  9{r  +  2q)i-^"  +  (p{r  +  n) 

dieselbe  Function  von  n,  vermehrt  um  eine  numerische  Constante". 
Nach  dem  Beweise  dieses  Satzes  wird  jene  Constante  in  mehreren 
Fällen  bestimmt.  Lp. 

J.  W.  L.  Glaisher.     On  the  snms  of  the  inverse  powers 
of  the  prime  numbers.     Qoart  J.  xxv.  347-362. 

Es  handelt  sich  um  die  Reihen: 

(2)         Sn  =  l+-2r+ 3r+-4r  +  -5r+-6^  +  "-' 

Auf  Grund  der  Formel 

«     _   .    (2nf-Bn 

^  ""  *      (2«)!     ' 
worin  Bn   die  n^    Bernoulli'sche  Zahl   bezeichnet,    werden   die 
Werte  von  log  52,.  bis   auf  24  Stellen  berechnet  für  n  =  1,  2, 
3,  ...,  11;  sodann  wird  der  Wert  von  82»  für  n  =  12,  13,  ... 
aus  der  Reihe  (2)  ermittelt: 


^  —  ^  »    2^*       32*   ""  42»   '  52»   ' 


18' 
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und  daraiifi  mittels  4er  Correetioa 

iog Son  fflr  n  =  12,  13,  . . .,  40  bis  auf  24  Stellen  berechnet. 
Zum  Vergleiche  wurde  die  angenäherte  Formel 

benutzt.  — 

Auf  Grund  der  Formel: 

2n    =    logS»— il0gS2i,-il0gS3^-|l0gÄ5n  +  il0gSG,-|logS7» 

+  TlVl0gSi(fc,  -^logSu, 

werden  sodann  die  Werte  von  Snttir  n  =  2,  4,  6,  . . .,  80  gleich- 
falls bis  auf  24  Stellen  berechnet.  Zum  Vergleiche  wurde  die 
Reihe  (1)  benutzt.  Zur  weiteren  Verificirung  wird  von  den 
Formeln 

^,+iJ,  +  i5,  +  i:s,  +  ...  =  logs, 

Gebrauch    gemacht,    und  es  werden  die  Werte  von   — X    für 

fi 

n  =  2,  4,  . . . ,  74  berechnet. 

Nach   einigen   historischen  Bemerkungen   ober  Euler's  und 
Merrifield's  Zableu  werden  noch  AußdrQcke  f&r 

1  Bn  Bl 


Bn  ftn  Btn 

z.  B. 

und  schliesslich  die  Formeln,  gegeben: 

111 

Wz. 
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J.  W.  L.  Qlaishbr.  Caicttlatioti  of  Ihe  hyperbolto 
logarithm  of  n  to  thirty  decimal  places.  —  Addition  tö 
the  paper.    Qoart.  j.  xxv.  sea-dea,  384. 

In  der  an  anderer  Stelle  (Tgl.  das  vorangehende  Referat) 
abgeleiteten  Formel 

g   (^n)l     1   _  / i\/. LVi  ^A^ 

worin  £«  die  n^  Bernoulli'sche  Zahl  bedeutet,  wird  n  =  10  und 

11  und  resp. 

_  283X617  11X131X593 

'«""  2.3.5.11  '         "  "      2X3X23 
gesetzt  und  logTi  bis  auf  30  Stellen  berechnet. 

Der  Verfasser  bemerkt  dazu,  dass  er  selbst  bereits  frQher 
(F.  d.  M.  XV-  1883.  997)  log/r  bis  auf  48  Stellen  berechnet 
habe  (vergl.  Euler's  Introductio  in  analysin  I,  §  190  u.  Ü,  §  5^). 

Wz. 

^^1  ^1 11  ■■■■■■■  ■  1.»  — 

J.  W.  L.  Glaisüer.    On  the  series  i+^+^+^^+iV+etc. 

Quart.  J.  xxv.  369-375. 

Die  Reihe: 

ist  gleich 

^  +  loglogaj-iliaj-*— iliar-*-ilia?-*  +  ilij?-*— |lia?-» 

wo  g  eine  Constante  ist.     Für   ein  hinreichend  grosses  x  kann 
man  sich  auf  die  beiden  ersten  Glieder  beschränken. 
Ebenso  ist 

-  i  lia;-'»+i  +  ^li 4r-"-H  -  +lia?-»-H  +  ..., 
wo 

__     _i_,_l,   1.1.    1 

9»       *^"       2"       3"       5*       7"        11" 
ist.    Ferner 

i'i'i'i'" T  =  aloga;  (1  — ilii»~* — |lia?-t ); 

X —  1 
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nach  Legendre  ist  dies  Prodact  fflr  einen  grossen  Wert  von  x 
angenähert  gleich 


log«— 0,08366 
Setzt   man   ffir  A   den  Wert  1,104,   so   ergiebt  sich 

a  =1  =  1.812.  ^^^ 


J.  W.  L.  Glaisher.    Ontheseries  i— i  +  i-|-iV~"iV • 

Quart.  J.  XXV.  375-383. 

Es  handelt  sich  um  die  Reihe 

in  welcher  die  Nenner  die  Primzahlen  sind  und  das  Vorzeichen 
4-  oder  —  ist,  je  nachdem  diese  Nenner  =3  oder  ^1  (med.  4) 
sind.  Durch  Yn  wird  diejenige  Reihe  bezeichnet,  welche  hierans 
entsteht,  wenn  jede  Primzahl  durch  ihre  n^  Potenz  ersetzt  wird. 
Setzt  man 

""  3*  "^  5«        7»  "^  9"        11"  "^       ' 

ü,  =  1  +  —  -4-  — 4-  — 4-— -I-  -i~  A 

^^  '    3*  ^  5*    '    7»    '    9«    '    1 l«    '       ' 

so  ist,  falls  n  eine  gerade  Zahl  ist: 

Yn  =    -10gM«  +  |logttsn+ilOgll5«+|10gU7»  +  lV10g«ll«  H 

+  4l0gf/2,— llogt/ßn-lVlOgt^lO«— lVlögl/l4*— Alogf^M« • 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  dann  auch  mit  den  Reihen 
Yn  für  ein  ungerades  n;  berechnet  —  logii„  för  n  =  1,  3, 5, ...,  25, 
logün  för  n  =  2,  6,  10,  14,  18,  22  und  F»  ftlr  n  =  1,  3, 5, ... ,  25. 

Wz. 

E.  ÜUEBNBR.     Ueber  die  DmformuDg  unendlicher  Reiben 
und  Producte  mit  Beziehung  auf  elliptische  Functionen. 

Königsberg.  41  S.  4«. 

F.  Thoman.     Theory  of  Compound  interest  and  annuities, 
with  a  series  of  logarithmic  tables.     4^^  ed.    London. 


Sechster  Abschnitt 

Differential-  und  Integralrechnung. 

Capitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

6mile  Picard.  Traitö  d'Analyse.  Tome  L  Integrales 
simples  et  multiples.  L'dquation  de  Laplace  et  ses 
applicatioDs.  D^veloppements  en  s^ries.  Applications 
göom^triques  du  calcul  infinitesimal.     Paris.  Gauthier-Vii- 

lara  et  FiU.  XII  a.  457  S.  gr.  8^ 

Obgleich  über  dem  obigen  Titel  auch  noch  die  Worte  stehen : 
„Coars  de  la  Facultö  des  Sciences  de  Paris'',  so  haben  wir  es 
nicht  mit  einem  Cours  d' Analyse  in  der  gewöhnlichen  Bedeutung 
dieser  Bezeichnung  zu  thun.  Der  Verf.  will  nicht  einen  Lehr- 
gang der  Differential-  und  Integralrechnung  liefern,  sondern  ein 
grösseres  Werk  über  die  Theorie  der  Differentialgleichungen, 
welcher  er  ja  seit  einer  Reihe  von  Jahren  seine  Thätigkeit  zu- 
gewandt hat.  Weil  er  hierzu  aber  manche  Theorien  braucht, 
die  in  einem  ersten  Vortrage  über  die  Infinitesimalrechnung  oft 
Dor  gestreift  oder  auch  ganz  vernachlässigt  werden,  so  hat  er 
den  vorliegenden  Band  als  einleitenden  Teil  zu  jenem  grösseren 
Werke  geschrieben,  das  den  Titel  „Traitö  d' Analyse^  fü.hren 
soll.  Bei  dem  Leser  wird  mindestens  die  Kenntnis  der  Diffe- 
rentialrechnung vorausgesetzt. 
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Von  den  drei  Abschnitten  des  Bandes  giebt  der  erste  eiai 
Darstellung  der  Grundlagen  der  Integralrechnung  und  verwei 
besonders  bei  der  Entwickelung  der  Begriffe  der  bestimmte i 
Integrale  sowie  der  ttber  eine  Curve  und  eine  Fläche  zu  ei 
streckenden  Integrale.  Der  zweite  Abschnitt  behandelt  als  An 
Wendungen  dieser  allgemeinen  Begriffe  die  Laplace'sche  Diffci 
rentialgleichung  und  die  Haupteigenschaften  des  Potentials,  ferne 
manche  Reihenent Wickelungen,  besonders  die  trigonometrische] 
Reihen.  Der  dritte  Abschnitt,  ein  Abdruck  des  lithographirtei 
Cours  des  Verfs.  von  1886/87|  ist  deo  geometrischen  Anwen 
düngen  der  Infinitesimalrechnung  gewidmet 

In  mancher  Hinsicht  ähnelt  dieser  erste  Band  dem  Goun 
d' Analyse  des  Herrn  Hermite  von  1873.  Der  Verf.  will  dei 
Gegenstand  nicht  erschöpfen,  wohl  aber  die  verschiedenen  6e 
Sichtspunkte  beleuchten,  unter  denen  der  Stoff  in  der  Neuzeil 
betrachtet  worden  ist.  Die  Untersuchung  ist  nicht  darauf  ge^ 
richtet,  alle  für  die  Anwendungen  wichtigen  Sätze  und  Formell 
fertig  zu  entwickeln,  sondern  bezweckt,  dem  Leser  ein  Bild  voa 
dem  jetzigen  Zustande  der  mathematischen  Forschung  vor  die 
Augen  zu  stellen.  Wo  man  nur  in  dem  Buche  zu  lesen  anfftDgtr^' 
überall  spürt  man  die  Arbeit  des  kenntnis-  und  gedankenreiclu 
Functionentheoretikers,  der  einmal  einen  Gegenstand  in  eii 
ihm  eigentümlichen  Weise  behandelt,  ein  anderes  Mal  die 
gebnisse  der  neueren  Forschung  anderer  Geometer  vortri 
dann  auch  wieder  zwar  dem  hergebrachten  Wege  folgt,  dsl 
aber  neues  Licht  auf  manche  Punkte  fallen  lässt  und  Ausbli( 
auf  andere  Gebiete  eröffnet.  Der  angehende  Mathematiker  kt 
aus  der  Beschäftigang  mit  diesem  Buche  viele  Anregung 
halten.  Lp. 

H.   Laurent.      Traitd    d'analyse.      Tome    VII.      Cal( 
integral.    Applications  g^om^triques  de  la  thäorie 

^quations  diff^reutielles.     Paris.  Gauthier-Villars  et  Fils.  339S.J 

Der  gegenwärtige  siebente  Band  macht  den  Bescbluss 
umfangreichen    Werkes,    über    dessen   Fortschreiten    seit  dl 


€apit»i  1.    AligemelneB.  281 

Er»cheinen  des  eraten  Bandes  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  236)  regel- 
mässig berichtet  worden  ist. 

Das  erste  Capitel  behandelt  die  Untersuchung  der  Curven, 
die  man  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  ziehen  kann.  Das 
eweHe  ist  der  sphärischen  Geometrie  gewidmet.  Das  dritte  be- 
sehäftigt  sieh  mit  den  krammiinigen  Coordinaten  auf  einer  Ober- 
ääche,  das  vierte  mit  denen  im  Räume.  Die  Theorie  der  gerad- 
linigen Oberflächen  giebt  das  Thema  des  fünften  Capitels  und 
die  Liniengeometrie  für  das  sechste. 

Wie  man  sieht,  behandelt  dieser  Band  2nm  Teil  Gebiete, 
in  denen  Hr.  Darboux  mit  seinem  Werke  Lefons  sur  la  th^orie 
generale  des  surfaees  et  les  appiieations  g^omdtriques  du  calcul 
infinitösimal  als  unbestrittener  Meister  gilt.  —  Wenn  Ref.  in  der 
Anzeige  des  ersten  Bandes  seine  abweichende  Meinung  in  Be- 
treff der  Citate  glaubte  aussprechen  zu  müssen,  so  bietet  die 
historische  Note  über  Liniengeometrie  Veranlassung,  dieses  Urteil 
zu  wiederholen.  Zunächst  hebt  der  Verf.  Monge  als  Schöpfer 
der  Congruenzen,  Malus  als  den  der  Complexe  heryor.  Dann 
giebt  er  eine  Liste  der  Werke,  die  man  zu  Rate  ziehen  könne, 
in  der  neben  Hamilton,  Kummer  (Nouv.  Ann.  von  1860,  61,  62 
als  Quelle,  also  fehlen  die  algebraischen  Strahlensysteme),  Plttcker, 
Klein  genannt  werden:  Picard,  Eoenigs,  Ribaucour,  Genty, 
L^autä.  Wie  viele  Namen  müssten  wir  ergänzen,  wenn  wir 
alle  Verfasser  von  Arbeiten  nennen  wollten,  die  wenigstens  eben 
80  viel  für  die  Liniengeometrie  geleistet  haben  wie  diese  letzten 
französischen  Geometerl  Lp. 


Ch.  Hekmitb.  Cours  de  la  Facultö  des  Sciences  de 
Paris  sur  les  integrales  däfinies,  la  throne  des  fonc- 
tions  d'une  variable  imaginaire,  et  les  fonctious  ellip- 
tiqnes.     R6dig6  par  M.  Andoyer.     4®  ^d.,  entiferement 

refondue.      Paris.  HermaoD.  Lithographie.  294  S.  4^ 

Anzeige  in  Darboux  Bull.  (2)  XV.  253-256.  „Die  vierte 
Auflage  dieses  Lehrganges ,  für  den  es  sehr  unntitat  ist,  von 
neuem   eine    Bewunderung   auszusprechen,   die  jetzt  allgemein 
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besteht,  ist  von  seinem  erlauchten  Verfasser  mit  sehr  vnchtigo 
Zusätzen  bereichert  worden'^.  Lp. 


A.  G.  Gbbbnhill.      Differential  and   integral    calcoloA, 

with  applications.      Second  edition.    London.  Maemlllan  ua 

Co.  XIX-+-455S.  8». 

Das  vorliegende  Lehrbuch  soll  die  Infinitesimalrechnung  in 
möglichster  Vollständigkeit  und  Fasslichkeit  nicht  bloss  für  den 
Mathematiker  vortragen,  sondern  auch  f&r  Techniker  and  Offiziere, 
also  für  solche  Berufszweige,  in  denen  die  Mathematik  als  HqI&- 
Wissenschaft  auftritt  Der  Verfasser,  Professor  der  Mathematik 
an  der  Seniorenklasse  der  Artillerie-Offiziere  zu  Woolwich,  hai 
offenbar  gerade  für  das  in  dieser  letzteren  Hinsicht  Notwendige 
viele  Erfahrungen  gesammelt,  und  sein  Werk  trägt  den  Stempel 
einer  energischen  und  zielbewussten  Lehrerpersönlichkeit 

Legt  man  an  sein  Buch  den  Massstab  strenger  Wissenschaft- 
lichkeit, etwa  in  dem  Geiste  von  Harnack's  Elementen  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung,  so  wird  man  vieles  zu  tadeln  haben 
und  der  schneidigen  Kritik  zustimmen  mflssen,  welche  Hr.  Chrystal 
in  Nature  XLIV.  170-172  ausgesprochen  hat,  und  die  darin 
gipfelt,  dass  Hr.  Ghrystal  meint,  zur  Abfassung  eines  solchen 
Buches  bedürfe  es  nicht  eines  Gelehrten  von  dem  Range  des 
Herrn  Greenhill.  Ref.  erlaubt  sich,  darin  anderer  Meinung  zu 
sein,  und  gesteht  unumwunden,  trotz  oder  vielleicht  wegen  einer 
nun  zwanzigjährigen  Thätigkeit  an  einer  militärischen  Unterricfats- 
anstalt  doch  vieles  aus  dem  Buche  gelernt  zu  haben,  und  empfiehlt 
es  seinen  deutschen  GoUegen  zu  häufigem  Gebrauche.  Gerade 
weil  manches  abweichend  von  dem  Lehrgange  in  den  üblichen 
Musterlehrbüchern  dargestellt  ist,  regt  dieser  Lehrgang  zur  Prüfung 
des  Vorhandenen  an,  und  das  Praktische  an  ihm,  welches  offenbar 
schon  oft  erprobt  ist,  wird  nicht  verfehlen,  zur  Belebung  und 
Umgestaltung  manches  Einzelnen  beizutragen. 

Der  Inhalt  verteilt  sich  auf  sieben  Gapitel:  I.  Differentiation. 
II.  Integration.  III.  Höhere  Differentialquotienten.  IV.  £nt- 
Wickelung  der  Functionen.    V.  Partielle  Differentiation  und  Inte- 
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gration.  VI.  Curven  im  allgemeinen.  VII.  Integration  im  all- 
gemeinen. Dieser  mageren  Anfzählang  sieht  man  nicht  an,  welche 
Menge  von  Stoff  abgehandelt  ist.  In  jedem  Capitel  werden  die 
AQwendangen  auf  die  Analysis,  Geometrie,  Mechanik,  Astronomie 
sofort  herbeigezogen  and  bis  auf  neueste  Erscheinungen  erl&utert. 
Eine  grosse  Zahl  von  Uebungsaufgaben  wird  dem  Leser  zur 
Bearbeitaog  Torgelegt;  bei  den  schwierigeren  werden  die  Lö- 
songen  beigegeben.  Die  Hyperbelfunctionen  sind  durchweg  neben 
den  Ereistranscendenten  behandelt  und  in  ihrer  praktischen  Ver- 
wendbarkeit ftlr  Geometrie  und  Mechanik  beleuchtet.  Bei  der 
iDtegralrechnung,  die  als  Umkehrung  der  Differentialrechnung 
gleich  im  zweiten  Capitel  gelehrt  wird,  findet  man  sofort  die  be- 
kannten geometrischen  Anwendungen,  Bestimmungen  von  Schwer- 
punkten and  Tr&gheitsmomenten.  Im  vierten  Capitel  über  die 
Reihenentwickelungen  sind  die  Tangenten-  und  Secanten-Reihen 
abgeleitet  nebst  den  Bernoulli'schen  Zahlen,  endlich  die  ersten 
Glieder   vieler   Entwickelungen ,    wie  z.  B.  tg(8in^),   Bin(tga;), 


yi+x  u.  8.  w.  Wenn  neben  den  infinitesimalen  Methoden  zur 
Lösung  einer  Aufgabe  andere  zu  empfehlen  sind,  so  unterlässt 
der  Verfasser  nicht,  darauf  hinzuweisen  und  ihre  Vorzüge  zu 
erörtern.  Ref.  ist  überzeugt,  dass  ein  Studirender,  der  dieses 
Lehrbuch  durchgearbeitet  hat,  in  den  sicheren  Besitz  des  Mecha- 
nismus der  elementaren  Differential-  und  Integralrechnung  ge- 
kommen ist,  und  dass  er  ausserdem  sein  Wissen  in  der  Geometrie 
und  Mechanik  bedeutend  erweitert  hat.  Es  ist  erfreulich,  dass 
aus  dem  Vaterlande  Newton's  ein  vorzugsweise  praktisches  Werk 
Ober  die  Differentialrechnung  zu  uns  kommt.  Die  Schärfung 
der  Begriffe  pflegt  bei  unseren  Studenten  ja  auch  erst  in  den 
Collegien  über  Functionentheorie  zu  kommen.  Lp. 


AXEL  Harnack.  Ad  introduction  to  the  study  of  the 
elements  of  the  differential  and  integral  calculus. 
From  the  German  of  the  late  A.  H.      With  the  per- 

mission   of  the   anthor.       London  and  Edinburgh.    William  and 
Norgate.  X  +  404  S.  gr.  8o. 
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Hr.  George  L.  Cathcart,  der  Uebersetzer  der  Hamack'scheii 
Elemente  der  DifPerentiai-  und  Integralrechnung;,  teilt  in  der  Vor- 
rede den  Brief  vom  15.  März  1888  mit,  in  welchem  der  schon 
dem  Tode  geweihte  jugendiiehe  Verfaeser  seine  Einwilligung  zur 
Uebersetzung  sowie  das  Versprechen  gab,  die  ihm  nötig  sehei- 
nenden Abänderungen  in  dem  Masse  zu  senden,  wie  die  Ueber- 
setzung fortschritte.  Der  am  3.  April  1888  eingetr^ne  Tod 
bereitete  diesen  Plänen  wie  so  manchen  anderen  ein  jähes  Ende. 
Hr.  Voss,  der  Freund  und  Biograph  des  Verstorbenen,  konnte 
dem  Uebersetzer  nur  wenige  Blätter  senden,  die  in  der  That 
fertig  gemacht  worden  waren,  und  die  in  die  englische  Ueber- 
setzung Aufnahme  gefunden  haben.  Obschon  in  der  von  Harnack 
besorgten  deutschen  Uebersetzung  von  Serret's  Cours  de  calcal 
dififörentiel  et  integral  manche  ausführlichen  Zusätze  die  Richtung 
angaben,  nach  der  in  dem  eigenen  Werke  des  Verfassers  Aen- 
derungen  hätten  gemacht  werden  können,  hat  der  Uebersetzer 
in  Uebereinstimmung  mit  Hrn.  Voss  es  mit  Recht  vorgezogen, 
unter  den  gegebenen  Umständen  lieber  den  ursprünglichen  Text 
wiederzugeben.  Dass  sich  in  England  jetzt  Liebhaber  fBr  diese 
strenge  Richtung  der  Mathematik  finden,  ist  ein  bedeutsames 
Zeichen  itir  die  Rückwirkung  der  deutschen  Mathematik  auf  das 
grossbritannische  Inselreich.  Lp. 


F.  Frenet.  Recueil  d'exercices  sur  le  calcul  infinitesimal 
k  Tusage  des  candidats  ä  rEcole  Polytechnique  et  k 
rEcole  Normale,  des  dlfeves  de  ces  6coles,  et  des 
aspirants  k  la  licence  h&  scieiices  math^matiques.  V^ 
Edition,  augment^e  d'un  appendice  sur  les  r^sidus,  les 
fonctions  elliptiques,  les  äquations  aux  ddriv^es  par- 
tielles, les  equatioiis  aux  diff^rentielles  totales,  par  M. 

H.    Laurent.     Paris.  Gauthler-Villara  et  Fils.  XIV  u.  536  S.  gr.  b^ 

Unter  den  Aufgabensammlungen  fttr  die  Infinitesimalrechnung 
nimmt  die  Frenet'sche  seit  ihrem  ersten  Erscheinen  (1856)  eine 
hohe  Stelle  ein;  sie  verdient  die  allgemeine  Wertschätzung  wegen 
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der  Reichhaltigkeit  und  Mannigfaltigkeit  der  Beispiele,  wegen 
ikrer  sorgfältigen  Anordnung,  die  stufenweise  von  den  blossen 
Eeebeoanfgaben  zu  den  schwierigeren  Anwendungen  führt,  und 
wegen  der  vielen  litterarischen  Notizen,  welche  dieses  Werk  zu 
einer  vortrefflichen  Ergänzung  jedes  Lehrbuchs  machen. 

Die  erste  Auflage  enthielt  Anwendungen  mancher  Theorien, 
welche  damals  noch  nicht  in  den  französischen  PrQfungspro- 
grammen  gefordert  wurden.  Infolge  der  inzwischen  erhöhten  An- 
forderangen  sind  aber  nicht  nur  jene  Theorien  in  die  Programme 
aufgenommen  worden,  sondern  die  Prtlfungsordnungen  gehen 
sogax  darüber  hinaus  und  enthalten  jetzt  u.  a.  die  Eigenschaften 
der  FoDctionen  einer  complexen  Veränderlichen,  die  Integration 
auf  beliebig  vorgeschriebenem  Wege  und  die  Elemente  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen.  Herr  H.  Laurent,  der  bekannte 
Mathematiker  und  Verfasser  des  eben  beendigten  siebenbändigen 
Trait^  d' Analyse,  hat  sich  auf  die  Bitte  des  Herrn  F.  der  Mühe 
unterzogen,  die  Sammlung  nach  dieser  Richtung  hin  zu  vervoll- 
ständigen. Ein  Anhang  mit  Aufgaben  (Nr.  687-725)  über  die 
Residnenrechnung,  über  die  elliptischen  Functionen  und  über 
partielle  und  totale  Differentialgleichungen  ist  daher  neu  hinzu- 
gekommen, sodass  der  Band  gegen  458  Seiten  der  vierten  Auf- 
lage jetzt  536  umfasst.  Für  die  ausgedehnten  Theorien  ist  dieser 
Anhang  zwar  nur  kurz,  immerhin  aber  ein  dankenswerter  Anfang 
KU  Uebungsaufgaben.  Lp. 


H.  DöLP.  Aufgaben  zur  Differeutial-  und  Integral- 
rechnung nebst  den  Resultaten  ufid  den  zur  Lösung 
nötigen  theoretischen  Erläuterungen.     Fünfte  Auflage. 

Gieseen.  J.  Bicker'sche  Buchh.  IV-I-209S.  8^ 

Als  gut  geordnete  Sammlung  von  nicht  zu  schweren  Bei- 
spielen, deren  Lösung  für  einen  ersten  Gursus  in  der  Differential- 
und  Integralrechnung  ausreicht,  bat  sich  das  vorliegende  Werk 
neben  der  reichhaltigeren  Sammlung  von  Sohncke  sowie  neben 
den  weiteren  von  Schlömilch  und  Fuhrmann  behauptet;  Vielleicht 
kommt  dem  Buebe  aueh-zu  sta^tffli,  dasa  es  in  den  den  Aufgaben 
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Yorangeschickten  LehreD  eine  Art  kurz  gefaestes  Lehrbuch  ent- 
hält. Jedenfalls  ist  daraus  zu  ersehen,  dass  ein  recht  elementar 
abgefasstes  Werk  den  Bedürfnissen  vieler  Studirenden  entgegen- 
kommt. Lp. 


F.  Bergbohm.     Neue  Rechnungsmethoden  der  höheren 

Mathematik,     stattgart  Selbstverlag.  30  S.  gr.  8^ 

Die  beim  Di£Perentiiren  und  Integriren  getlbten  infinitesimalen 
Operationen  hält  der  Verfasser  im  weiteren  Umfange  fUr  unbe- 
kannt, weil  er  sie  nur  f&r  diesen  Zweck  angewandt  gefunden 
hat,  und  giebt  ihnen  neue  Namen.  H. 


P.  Mansion.      Limite  de  la  somme,  du  prodnit,   ou   du 
quotient  d'un  nombre  fini  de  variables.      Matheais   (2)  l. 

35-39,  63-66,  113-115,  139-141.  246251. 

Elementare  Darstellung,  auch  für  den  Fall  incommensurabler 
Variabein.  Mn.  (Lp.^ 


Weitere  Lehrbücher. 
F.  d'Abcais.     Corso   di  calcolo  infinitesimale.      VoL  I. 

Padova.  Draghi.  622  S.  gr.  8o.  [RivisU  di  Mat.  I.  19-21.] 

BoucHARLAT.     £lldmentB  de  calcul  difförentiel  et  de  cal- 
cul  integral.     9^  .dd.,  revue  et  annot^e  par  H.  Laurent 

Paris.  Ganthier-VillarB  et  File. 

Demartrbs.     Cours  d'analyse.     Partie  L     Fonctions  de 
variables  reelles.    Lille.  194  s.  lith. 

T.  HuQH  Miller.      An    introdnction   to  the  differential 

and   integral  calculus.    London.  Percival  and  Co.  92  S.  8<>.  [Na- 
ture  XLV.  52.] 

O.  A.  OsBORNB.     Elementary  treatise  on  the  differential 
and  integral  calculus.    Boston.  xi-h292S.  8«. 
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Stopp  ABS«    Cours  de  matb^matiques  sup^rieures  ä  Tusage 
des    candidats    ä    la    licence    ^s    sciences    physiqnes. 

P«H8.  VII -+-4318.  gr.  80. 

B.  WiLLiAMSON.      Elementarj    treatise    on    the   integral 

Calculus.      6^^^  ed.      London.  476  S.  8®. 


Capitel  2. 

Differentialrechnung  (Differentiale,  Functionen  von 
Differentialen.     Maxima  und  Minima). 

E.  Cabvallo.     Formule  des  diff^rences  et  formule  de 

Taylor.     Nonv.  Ann.  (3)  X.  24-29. 

Giebt  man  in  der  Function  u  =  f(x)  dem  Argument  x  die 
Werte  «,  x-^-Jx^  X'{-2Jxj  ...,  x-^nJx  und  bildet  die  Werte 
der  Fanction  and  ihrer  successiven  Differenzen,  so  erhält  man 
die  Formel: 

WO 

Hieraus  kann  man  die  Taylor'sche  Reihe  herleiten;  es  ergieb 
sieb  z.  B. 

f(x+h)  =  fix) + ^f'(x) + -^r  («) + Ä., 

X  XX 

Der  Verfasser  hält  es  Überhaupt  fttr  vorteilhaft,  die  Differential- 
und  Integral- Rechnung  durch  die  Differenzenrechnung  zu  be- 
grflnden.  Wz. 

Fr.  Rogbl.     Ableitungen  von  Identitäten.    Hoppe  Arch.  (2) 

X.  209-219. 

Der  n^  Differentialquotient  einer  Function,  die  sich  in  eine 
Beibe 
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entwiekeln  l&ast,  verschwindet  gleicbzeitig  nüt  x^  wenn  n  <ci  r 
ist.  Dies  kann  zur  Ableitung  von  Identitäten  benutzt  werden. 
Derartige  Functionen  können  aus  elementaren  gebildet  werden, 
1)  dadurch  dass  das  Argument  y  einer  Function 

durch    die   r^   Potenz    einer   zweckmässig   gewählten    Function 
aj;  +  6x'H —  ersetzt  wird,  2)  dadurch  dass  eine  Function  t^(x) 
selbst  zur  r**"  Potenz  erhoben  wird. 
Mittels  der  Functionen 

[(!  +  «)-«— Ip,    (c*— ly,    (c**'«»i»'f— ly,    sin'-«; 
cos^x,    sin  fix,     sin^xsecx,     cos^xsecx, 

2  +  2x-\-x'  '  X 

werden  einige  Identitäten  abgeleitet.  Wz. 


E.  B.  Elliott.     On  the  reversion  of  partial  difFerential 
expressions  with  two  independent  and  two  dependent 

variables.     Lond.  M.  S.  Proc.  XXII.  79-104. 

Zwischen  den  4  Variabein  (A,  y^  x\  y'  sind  2  Relationen 
gegeben,  vermöge  deren  x  und  y  als  Functionen  der  Unab- 
hängigen x'^  y'  und  x'  und  y'  als  Functionen  der  Unabhängigen  a;, 
y  betrachtet  werden.  Es  werden  sehr  viele  Beziehungen  zwischen 
den  partiellen  Differentialquotienten  von  rc,  y  in  ersterer  und 
denen  der  x'^  y*  in  letzterer  AufEassung  gefunden,  die  in  sym- 
bolischer Form  ziemlich  einfach  dargestellt  erscheinen. 

e. 

G.  B.  M.  Zerr,  H.  J.  Woodall,  J.  L.  Kitchin.    Solution 

of  question    10482.      Ed.  Timea  LIV.  38. 

Bezeichnet  man  sb/**     durch  y,  so  ist  . 

dy   _        y' 

da>  a—xy,lx 

Die  gleiche  Ableitung  nach  x  besitzen  auch  ay  und  e^. 

Lp. 
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A.  Cayley,    J.  D.  H.  blcKsoN.      "Solution    of   question 

10682.      Ed.  'times  LIV.  90-91. 

Ist  Ol  eine  ima§^Däre  Kubikwurzel  aus  1  und 

so  ist 

dy  ((0'-to*)dx 


V(l-y'Xl+aiSf-)         ya^x'xi+wx^ 


Lp. 


EL  Hoppe.     Relation  der  Fläehenwinkei  des  Tetraeders. 

Hoppe  Arch.  (3)  X.  102-110. 

R.  Hoppe.     Maximum  der  Ecken   eines  Tetraeders  für 

den  Fall  ihrer  Gleichheit.     Hoppe  Arch.  &)  x.  111-112. 
R.  Hoppe.     Momentane  Variation  der  Eckensumme  bei 

Deformation  des  regelmässigen  Tetraeders.   Hoppe  Arch. 
(S)  X.  220-221. 

Die  Flächenwinkel  einbs  Tetraeders  seien  a,  /},  y,  d,  €,  Cf 
ihre  Cosinus  a,  b^  c,  d,  e,  f,  und  zwar  sei  die  uin  2B  vermehrte 
Ecke 

Die  ebeiifeü  Wfnlel  sUbn  äacti  den  Kanten  der  Fläctieni^inkel 
benannt;  sb  äkaß 

Winkel  (ßy)  +  (ya)  +  Caß)  =  2^. 

Da  nun  nicht  inelir  als  5  Winkel  äes  Tetraeders  unabhängig 
sein  können,  so  muss  zwischen  den  6  Flächenwinkeln  des  Tetra- 
eders eine  Relation  bestehen.    Es  ist  folgende: 

a'  +-  6'  -f  <?•  +  rf*  +  «•  +  r—C^'d'  +  6  V  +  c  Y*) 

+  2(bcd  +  cae+abf+def)  +  2(be.cf'i-cf.ad  +  ad.be)  =  1. 

Durch  Discussion  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  weiter:  Wenn 
a,  fr,  c,  d,  e,  f  Cosinus  reeller  Winkel  sind  und  diese  Gleichung 
erfüllen,  so  entsprechen  je  drei,  die  kein  Paar  Gegenwinkel  ent- 
halten; braingungslos  einer  reellen  Ecke,  mithin  alte  ziisainmen 
einem  reellen  Tetraeder. 

Portflobr.  d.  Math.  XXIU.  1.  19 
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Es  entsteht  die  Frage:  Wenn  5  Grössen  Cosinus  sind,  d.  h. 
zwischen  1  und  —1  liegen,  ob  auch  die  resultirende  6^  diese 
Bedingung  erfüllt. 

Ist  a  =  fc  =  c  =  d  =  e,  so  ergiebt  sich:  Sind  die  Ecken 
eines  Tetraeders  von  gleicher  Grösse,  so  sind  sie  auch  congraent ; 
zugleich  sind  dann  auch  die  Seiten  des  Tetraeders  congruent. 

Weiter  wird  bewiesen,  dass  die  Summe  der  Cosinus  der 
6  Flächenwinkel  für  das  regelmässige  Tetraeder  ein  Maximum 
ist.  Es  ist  jedoch  hieraus  nicht  zu  folgern,  dass  die  Summe  der 
Flächenwinkel,  mithin  auch  die  Summe  der  4  Ecken  ein  Minimum 
sei.  Denn  das  Differential  der  letzten  Summe  ist  zwar  Null, 
dagegen  sind  die  übrigen  Bedingungen  des  Minimums  nicht  er- 
füllt. Hieraus  ersieht  man,  dass  sich  das  ganze  System  der  mög- 
lichen Variationen  in  Bezirke  teilt,  in  deren  einigen  jene  Grösse 
ein  Maximum,  in  allen  übrigen  mit  Ausschluss  der  Grenzen  ein 
Minimum  ist.  Wz. 

E.  M.  Langley,  R.  Chartres,  J.  J.  Barnivillb.    Solution 

of  questiotl    10210.     Bd.  Times  LIV.  43-44. 

Einen  Punkt  E  innerhalb  eines  Dreiecks  ABC  zu  finden, 
sodass  l.AE'\-m.BE-\'n.CE  ein  Minimum  ist,  während  /,  m,  n 
drei  positive  Zahlen  sind,  von  denen  je  zwei  zusammen  grösser 
als  die  dritte  sind.  —  Ueber  BC  construire  man  nach  aussen 
ein  Dreieck  fiCD,  sodass  BCiCD:  DB  =  / :  m :  n,  beschreibe  den 
Umkreis  von  BCD,  dann  ist  der  Schnittpunkt  £  der  Geraden  AD 
mit  diesem  Umkreise  der  verlangte  Punkt  (l.AE  +  m.BE-^-n.CE 
ist  dann  gleich  LAD).  Auf  die  sonstigen  Schwierigkeiten  der 
Aufgabe,  die  von  dem  Falle  l  =  m  =  n  her  bekannt  sind  (vergl. 
Sturm,  „Ueber  den  Punkt  kleinster  Entfernungssumme  von  ge- 
gebenen Punkten",  J.  für  Math.  XCVII.  49-61),  ist  nicht  weiter 
eingegangen.  In  Ed.  Times  LV.  38  wird  zufolge  der  Frage  10418 
dieser  bekannte  Umstand  wieder  erörtert  Lp. 

E.  Catalan,  Anderson,  J.  Bbtens.     Solution  of  question 

10593.      Ed.  Times  LIV.  91-92. 
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Einem  Ereisvierecke  kann  man  bekanntlicb  unendlich  viele 
Vierecke  kleinsten  Umfanges  einbesebreiben;  dieses  Minimum  des 
Umfanges  ist  die  vierte  Proportionale  zu  dem  Radius  und  den 
beiden   Diagonalen.  Lp. 

P.  ScHiBRMACHBR.  Kriterien  des  Maximums  und  Mini- 
mums einer  Function  zweier  unabhängigen  Veränder- 
lichen für  den  Fall,  wenn  ^dPf  ein  vollständiges  mit 
einer  Constante  multiplicirtes  Quadrat  ist.      Kiew  Univ. 

Nachr.  1891.  No.  9.  1-12. 

Fflr  diesen  zuerst  von  Herrn  G.  Peano  (A.  Genocchi's  Cal- 
colo  differenziale.  Pubblicato  con  aggiunte  dal  6.  Peano,  1884) 
hervorgehobenen,  dann  von  Herrn  Posse  (Mosk.  Math.  Samml. 
XIV.  591  -  599,  F.  d.  M.  XXII.  1890.  286)  besprochenen  Fall 
werden  von  Herrn  P.  Schiermacher  folgende  Kriterien  aufgestellt: 

^^^  273  ^'^"^ '"**^'' 

wo 

d'f  =  Ah^  +  2Bhk  +  Ck^  =  ^(a -h-J)' ==  il.wj; 


Ist 


(2)  27^^Y-4>0    für    k^^^^k. 


^     dY-^<o, 


2.3.4     '        4 
so  hat  die  Function  weder  Maximum  noch  Minimum.    Der  Fall 

^       e/y-^  =  0    für    Ä=  ~4* 


2.3.4     '        4  A 

bedarf  weiterer  Betrachtungen.     Wenn  das  Zeichen  von  Gliedern 
(2fi)^'  Ordnung  abhängt,  d.  h.  wenn  sich 


von 


l^  ^  2A  ^    2A  ^       ^     2A     ^     2A    i 

19* 
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nar  in  Gliedern  (2fi—l)^'  und  hökerer  Ordnungen  nnteraeheidet, 

mQssen  «wei  Bedingaagen  erfliUC  sein,  damit  f(x^  y)  ein  Maximum 

ß 

oder  Minimum  habe;  für  fc  =  — -t-ä: 

A  tP^  f  rs=2fi— 2 

(2)  ^^^-i^^       *»,.W2-r>0. 


Hier  sind: 


1      ..  -         ftll  1      ..  -         Cüo « 


dV-xf  =  «.«.;  -M<*V- 


,  — j 


41      '      ^A  '    "     5!      '         2i4      '    *' 


O.  Stolz.      Die  Maxima    und   Minima    der  Functionen 
von  mehreren  Veränderlichen.    Wieo,  Ber.  c.  Ii67-ii8i. 

Nach  einigen  Bemerkungen  und  Zusätzen  zu  einer  frflheren, 
auf  die  Scheeffer'sche  Methode  zur  Bestimmung  der  Maxima  und 
Minima   von    Functionen    bezüglichen   Mitteilung   (vgl.  F.  d.  M. 
XXII.  1890.  285)  geht  der  Verfasser  dazu  Ober,  eine  demselben 
Zwecke  dienende  neue  Methode   zu   entwickeln,   deren  Grund- 
gedanke  von  Barbera   herrührt.     Es   handle  sich  zunächst  um 
eine  Function   von   zwei  Veränderlichen  f(x,  y).     Die  Function 
sei   in   der  Umgebung   der  Stelle  a?  =  0,    y  =  0  stetig  und  er- 
reiche ihre  obere  Grenze,  falls  x  constant  gesetzt  und  y  auf  das 
Intervall  (— J?,  *)  beschränkt  wird,    für  y  =  y(a?),    und  ebenso, 
falls  y   constant   gesetzt   und   x   auf  das  Intervall  (— y,  y)  be- 
schränkt wird,  für  x  =  ^(y).     Die  Function  f (a?,  y)  hat  nun  für 
dr  £s  y  =  0  ein  Maximum  stets,   und  nur  dann,   wenn   es  eine 
positive  Zahl  8  von  der  Eigenschaft  giebt,  dass  für  0<:|a;|<:^ 
und  0<|y|  <d  sowohl  f{x^  ^(x))  wie  auch  f(tp{y\  y)  kleiner 
als  f(Oj  0)  ist     Ein  analoger  Satz  entscheidet  über  den  Eintritt 
eines  Minimums.     Diese  Sätze  reichen  nun  vollständig  aus,  wenn 
f(x^  y)   oine   ganze   rationale  Function   ist     Es   müssen   dabei 
(ähnlich  wie  bei  der  Schee£fer'schen  Methode)  die  t^uiseux'schen 
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Efltwiekelangen  zu  Hülfe  gezogen  werden.  Auf  den  Fall,  wo 
»  Bich  um  eine  ganze  rat|pin|k)b9  fofCtlon  handelt,  lässt  sieh  so- 
dann der  andere,  wo  f(x,  y)  nach  Potenzen  von  x  und  y  ent- 
wickelbar ist,  vielfach  zurttckfahren  auf  Orund  eines  vom  Ver- 
fasser entwickelten  Theorems.  0er  Verfasser  erläutert  die  er- 
italtenen  Resultate  an  mehreren  Beispielen  und  legt  schliesslicb 
naher  dar,  wie  die  angestetlten  Betrachtungen  auf  Functionen 
TOD  mehreren  Variabein  übertragen  werden  können.  Hz. 


Gb.  Csf^L±KLKR.    Hote  sur  la  d^tQn;piiiiatipQL  d'un  mioiiouin 
g^iQ^triqne  remarqqßjble,    pazbonz  Bai).  (2)  XV.  167.-196. 

Der  Verüasser  stellt  sieh  die  Aufgabe,  ein  System  von  n  inhalts- 
gleiehen  Körpern  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gesamtoberfläche 
ein  Minimum  sei.  Zur  Erleichterung  der  in  aller  Strenge  sehwer 
lösbaren  Aufgabe  nimmt  der  Verfasser  als  selbstverständlich  an, 
dass  alle  Körper  völlig  convex  sind.  Da  die  Körper  lückenlos  an- 
einander stossen  sollen,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  alle  Begren- 
zanggflächen  Ebenen  sind;  und  es  wird  bewiesen,  dass  iti  einer 
Kante  sich  stets  drei  unter  120^  gegen  einander  geneigte  Ebenen 
schneiden.  Die  vorkommenden  körperlichen  Ecken  sind  ent- 
weder drei-,  vier-  oder  fllnfkantig;  doch  wird  im  weiteren  Ver^ 
laaf  gezeigt,  dass  die  letzteren  auszuschliessen  sind.  Auf  die 
einzelnen  Bereehnungea  der  Seiten  einzugehen,  dftr^tß  zu  weit 
ffihren;  es  ergiebt  sich  schliesslich,  dass  die  betreffenden  Körper 
von  je  12  FlAchen  begrenzt  sind»  von  denen  an  enlgegei^^setaten 
Enden  je  drei  Rhomben  sieh  befinden,  zwischen  denen  sieh  ent- 
weder wieder  sechs  Rhomben  oder  sechs  gerade  Trapeze,  die 
auch  in  gleichschenklige  Dreiecke  degeneriren  können,  befiuden. 

Sh. 

J.  PsTzoLDT.     Maxima,  Minima  und  Oekonomie.  (Sonder- 

drack.)  Altenburg.  Schnaphase'Bche  HofbachL  78  8.  B^. 
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Capitel  a 

Integralrechnung. 

£•  HossBNFELDER.    üebev  die  Reihenfolge  gewisser  Grenz- 
operationen in  der  Integralrechnung.     Pr.  (No.  4i)  Gymn. 

Straasbarg  l  Westpr.  27  S.  4^. 

Es  wird  die  Frage  untersucht,  unter  welchen  Bedingungen 
der  Grenzwert  des  Integrals  einer  mit  einem  Parameter  variiren- 
den  Function  gleich  ist  dem  Integral  des  Grenzwerts  der  Function. 
Mit  dieser  Frage  hahen  sich  bereits  Stolz  und  Harnack  beschäftigt, 
auf  deren  Arbeiten  der  Verfasser  in  jedem  Punkte  eingeht;  ausser- 
dem wird  eine  von  U.  Dini  angefflhrt.  Von  den  hftufigen  An- 
wendungen der  genannten  Gleichheit  ohne  Erw&hnung  ihrer  be- 
dingten Geltung  und  ohne  Beweis  ihrer  Bichtigkeit  in  den  be* 
treffenden  Fällen  führt  er  kein  Beispiel  an.  Da  selbst  Gauss  in 
seiner  bekannten  Darstellung  des  Euler'schen  Integrals  als  Grenz- 
wert eines  unendlichen  Products  die  Frage  mit  Stillschweigen 
übergeht,  so  bedarf  es  wohl  keines  weiteren  Nachweises  fbr  die 
Aussage  des  Verfassers,  dass  die  Begründung  bisher  gefehlt  hat. 
Im  Gegenwärtigen  wird  nun  die  Erledigung  der  Frage  im  wei- 
testen Umfang   in  Angriff  genommen.     Aus   dem  Begriffe    des 

Grenzwertes  folgt  schon,  dass  für  das  Integral    /   f{x^q)dx  die 

a 

geforderte  Gleichheit  besteht,  wenn  f(x,  q)  für  alle  x  zwischen  a 
und  b  gleichmässig  gegen  seinen  Grenzwert  convergirt,  d.  h.  wenn 
bei  hinreichender  Annäherung  von  q  an  seine  Grenze  die  Curven 
y  =  fi^}  i)  für  alle  x  in  unendlich  naher  Umgebung  von  q 
zwischen  denselben  Grenzcurven  liegen.  Zur  Vereinfachung  des 
Ausdrucks  entspricht  hier  stets  q=  oo  dem  Grenzwert  von  f. 
Es  handelt  sich  nun  um  die  Bedingungen  jener  Gleichheit  für 
Fälle,  wo  das  Intervall  der  x  Punkte,  umgeben  von  unendlich 
kleinen  Intervallen  ungleichmässiger  Convergenz,  enthält.  Sind 
diese  Punkte  in  unendlicher  Anzahl  vorhanden,  so  sind  neue 
Unterscheidungen    nötig.     Die  Praxis  der  Integralrechnung  hat 
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sau  eine  Anzahl  besonderer  Fragen  herbeigefährt,  welche  in  der 
anfangs  aufgestellten  enthalten  oder  mit  ihr  verwandt  sind.  Von 
diesen  werden  folgende  untersucht  und  zur  Entscheidung  gebracht. 
Die  erste  betrifft  die  Integration  einer  unendlichen  Reihensumme 
durch  Integration  der  Glieder,  die  zweite  die  Differentiation 
eines  bestimmten  Integrals,  ausgeführt  unter  dem  Integralzeichen, 
die  dritte  die  Integration  nach  einem  Parameter,  die  vierte  das 
Doppelintegral  Aber  einen  Flächenraum,  ausgeführt  durch  zwei  suc- 
cessive  Integrationen,  die  fünfte  die  Vertauschuog  der  Integrations- 
folge bei  unendlichen  Grenzen.  Gefragt  wird,  ob  die  angedeu- 
teten Transformationen  zulässig  sind.  Für  sämtliche  werden  aus- 
reiebende  Bedingungen  ermittelt.  U. 


F.  Mertens.  üeber  eine  Substitution  zur  Rational- 
machung  von  DifferentialausdrUcken ,  welche  eine 
Quadratwurzel    aus    einer    Function    zweiten  .  Grades 

enthalten.      Monatsb.  f.  Math.  II.  217-224. 

Die  Integration  von  Differentialen  der  4  Formen 
dx  dx  dx  xdx 

~YW'    (x—a)yR '    r'Yr  '    r'Vr' 

wo  R  und  A'  ganze  Functionen  zweiten  Grades  bezeichnen,  wird 
durch  Einfbhrung  der  zwei  Variabein 

1  X 

8  =   — :=^,  t  = 


Vä  '  Yr 

für  X  vollzogen.  .___  H. 

C.   A.   Laisant.      Determination    directe    de    Tintögrale 
/(Qoamxy {coBm'xY  . . .  (sirinxy{9iun'xy'  .,.  dx. 

S.  M.  P.  Ball.  XIX.  8-11. 
Die  Cosinus  und  Sinus  werden  durch  Exponentialfunctionen, 
und  diese  nach  Ausführung  aller  Multiplicationen  wieder  durch 
Cosinus  und  Sinus  dargestellt  (vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  269). 

H. 
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J.  L«  W.  y.  Jbiüssn.     Udvide^e  a£  eu  Satniqg  af  Tsche- 

bjsqjbeff.     ^t  Tida«.  IIB.  1-a 

Hr.  Tscbebyscheff  bat  den  folgenden  Satz  bewiesen: 

Wenn  u  and  v  positive  Functionen  von  x  sind,  und  wenn 

u  und  V  in  dem  Interyall  a . . .  6  für  wacbsende  x  immer  ab- 

nebmen,  dann  bat  man 

/6  /*b  Ab 

utdm^  >    /    udx  I    o4a?; 

a  a  a 

wenn  dagegen  die  eine  Function  w&cbst,    die  andere  abnimmt, 

■  « •  «  • 

so  ist 

uvdx  <C    /   udx  j    vdx. 

a  a  a 

Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  folgenden  Satzes: 

Wenij,  ttj,  ii„  .,.;  t?„  ©,,  ...;  «?,,  •£>„  ...  drei  Beiljen  posi- 
tiver  Grössen  von  der  BeschaiFenbeit  sind,  dass 

«1  ^•'i  =  w,  ^- •  •    und    — ^^ — ^^-~*^  —  •  •  -T 


dann  bat  man 


IT,  tC,  IT, 


«NU  n 

2!upV^  :  £f>p  >  J£uytOp  :  2u>y.  ^, 

i  1  1  i  V. 


J«  DsRUTTS.     Rapport  sar  le  memoire  de  M.  Beaupain 
intitul^:    8ur    quelques  formales   de   calool   integral. 

Belg.  Ball.  (3)  XXI.  417-419. 

Besprecbung  dieser  Abbandlungi  die  in  einer  der  Akademie- 
scbriften  in  4?  erscbeinen  soll.  Mn.  (Lp.) 


Capitel  4. 

Bestimmte  Integrale. 
M.  Lerch.      Zur  Theorie   der  unendlichen  Reihen. 

Prag.  Ber.  250-254. 
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Die  Functionen  f(aOi  9(0?),  h(x)  seien  im  J^nt^i^vaUe  (a...oo) 
positiv  und  im  Endlichen  integrabel;  q>(x)  habe  aasserAem  im 
Interralle  (a...(X))  flberall  einen  positiven  integrabeln  Differen- 
tialquotienten  nnd  befriedige  die  Ungleichung  g>(x)>x.  Dann 
gilt  der  Satz: 

Giebt  es  f&r  eine  gegebene  Function  f(x)  eine  andere  h(x) 
and  eine  positive  Constante /u,  so  dass  die  Ungleichung  besteht: 

so  existirt  das  Inte^al; 

a 

Bezeichnet  m^  irgend  eine  Grösse,  die  g>(a)  Obertcifft, 
und  wird  im  Intervalle  {a...oo)  die  unendliche  Wertmeng^ 
**o?  ""it  ---)  ^rj  •••  durch  die  Gleichungen 

definirt,  bezeichnet  endlich  h(my...my+i)  die  obere  Grenze  der 
Werte,  welche  die  Function  h(cti)  im  Intervalle  {my...my+i)  an- 
nimmt, so  gilt  der  Satz: 

Wenn  im  Intervalle  (a . . .  00)  die  Ungleichung 

besteht,  und  wenn  ausserdem  die  Reihe 

«  1 

rsU  Ä(l»y  ...  Uly 41) 

divergirt,  so  ist  der  Grenzwert  4<99  lutegralfl 

J"f{x)dx 

a 

ftr  v  =  oo  nicht  endlich. 

Ausserdem  verteidigt  der  Verfasser  eine  von  ihm  angege- 
bene Reihe  (vergl  F.  d.  M.  XXI.  1889.  232-233)  gegen  eine 
Bemerkung  des  Herrn  Pringsheim  (Math.  Ann.  XXXV.  308). 

Wz. 

M.  Lbbch.     Sur  une  extension  de  la  formnle  de  Frullani. 

Prag.  Akad.  Yerh.  r,.  128-131.  (Böhmisch,  mit  frans.  R^samd.) 
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Der  Verfasser   beweist   die  FnillaDi'sche  Formel   und    ihre 
Yerallgemeinerang : 


a 
WO 


A  =  lim(a:— a)f(a?),     B  =  l\m{x—b)f{x) 

ist  und  vorausgesetzt  wird,  dass  g>'{x)  im  Intervall  (a...6)  po- 
sitiv ist.  Hieraus  ergiebt  sieb,  wenn  a,,  a„  o,,  . . .  die  Wurzeln 
der  Oleicbung  q>{x)  —  x  =  0  sind, 

f'^{F{x)--F((p)q/(x)\dx  =  i4mlog«ip'(flu)-^log^'(a,), 

WO 


i4«  =  lim(i?— a«)F(x) 
ist;  ferner,  wenn 


tp(^x)  —  X 

gesetzt    wird,    worin    ^(x)    die    Umkehrung    von    q>(x)    (also 
^  (tp)  =  o;)  und  <1>  endlich  ist. 


-*(«-)^*^^'^""^ 


Endlieh  ist  das  Zeichen  der  reellen  Grösse  u 

_     1         /~/e«"  — 1      g«*— Ixda? 


und  das  Integral 


logo  ^  a; 


(i^ 


0 


hat  den  Wert  1,  wenn  u  eine  ungerade  ganze  Zahl  ist,  während 
es  in  allen  andern  Fällen  verschwindet.  Wz. 


I 
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WoBONTZOFF.     Sur  le  ddveloppement  des  int^gralea  en 

S^ries.    Noav.  Add.  (S)  Z.  158-162. 

Darch  Taylor'sche  ReihenentwickeluDg  wird  folgender  Aas- 
drack  gewonnen: 

»^  i=l       1   .  ^  .  . .  /t 


*=1 


*  =  T72rW)  [/'^'"-'K«+ö+^)»- 


*ü 

hieraus    för   a-^-h  =^  a^'\'\  ^  c   eine    Formel    für    /    ¥{x) da?, 

daraas  für  c  =  o+a^  (6  =  a^,  6,,  =  a)  eine  andere,  für  c  =  0 
ein  Satz  von  Bernoulli.  Es  folgen  noch  einige  Specialisirungen 
and  Transformationen  des  Restes.  H. 


R.  FujiSAWA.     Note  on  a  definite  integral.  Tokio  Math.  Oea. 

IV.  348. 


Es  ist: 


wie  man  leicht  sieht,  wenn  man  x =  v  setzt.         R.  M. 


E.  Phragmbn.     Sor  le  logarithme  integral  et  la  fonction 
f{x)  de  Riemann.    stockh.  öfv.  XLVlii.  599-616. 

Es  wird  Folgendes  bewiesen: 

Es   sei  ip[x)   eine   reelle  Function  der  reellen  Variable  x^ 
a  eine   positive    Constante  ^1;   ferner   nehme   man  an,  dass 
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das  lalegral 

/•ao 
a 

endlich  sei  für  alle  f ,  deren  reeller  Teil  positiv  ist,  ^nd  in  cier 
Nähe  von  «  =  1  darch  eine  Potensreihe  in  «—1  mit  Convergenz- 
radius   >  1   sich   darstellen   lasse;   wenn   x^   und   i   beliebig'e 
positive  Grössen  sind,  ist  es  nicht  möglich,   dass  \q>{x)\  >  S  ist 
f&r  jeden  x-Wert  >x^.    Die  Function  g>(x)  besitze  ferner   an- 
endlich viele  Discontinoitätspunkte  Xy^  welche  so  beschaffen  sind, 
dass,    wenn   m^   eine  positive   Grösse  ist  <   alle  Werte    von 
(p(xy  +Ä)  —  gi(xy  —0)   für  0  <  Ä  <  Äy,   m,  und  h,   so  gew&hlt 
werben    l^önnen ,    dass    Xy  +  hy  ^  Xy^i    wird    und    die    Reihe 

X   4-  h 
2—^——-^  divergirt;  dann  muss  g^(x)  unendlich  oft  das  Zeichen 

tHyny 

wechseln    fbr  a;- Werte,    welche   grösser  sind  als  eine  beliebig 
grosse  positive  Zahl. 

Nachher  wird  gezeigt,  dass 

g>(a?)  =  /"(«)  — Li«  +  log  2 

sein  kann,  wo  Lix  der  „Integrallogarithmus^  und  f(x)  die  von 
Riemann  so  bezeichnete  zahlentheoretische  Function  ist. 

Ausserdem  betrachtet  der  Verf.  gewisse  andere  SpedalfiLlle 
des  allgemeinen  Satzes.  Bdn. 


E.  PHRAGMiiN.      üeber    die    Berechnung    der    einzelnen 
Glieder  der  Riemann'schen  Primzahlformel.  8tockh.öry. 

XL VIII.  721-744. 

Es  wird  gezeigt,  wie  man  die  Berechnung  des  „Integral- 
logarithmus'' und  einiger  nahestehender  Functionen  auf  das 
Tabuliren  von  zweckmässig  gewählten  verwandten  Functionen 
redaciren  kann.     Fttr  Lix  wird  er'Lie*  benutzt,  fdr 

.V  f  e*8inxj5    . 

v(», «)  =  y  — i —  * 

— r-; — f-  U.  S.  W. 
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Die    faergeleiteten  Formeln   für   tffQtj  s)  werden   ausserdem 
benutzt,  Hin  die  Riemann'sche  Gleiohui^ 


o— •» 


strenge  zu  beweisen.  Bdn. 

Frkch.      Integratioti    einiger   b^ötimtHteh  Integrale    auf 

COmplexem   Wege.      Pr.  (No.26)  Gymn.  Dentsoh-Krone.  16  S.  49. 

Ea  wird  die  Theorie  disentirt,  uhd  fftr  jeAth  Fall  die  Rech- 
nung an  einem  Beispiele  in  Ausführung  gebracht.  B. 


M.  Marie.  Observations  sur  un  memoire  de  M.  Henri 
Poincard,  publik  en  1887,  dans  les  ^Acta  Matbematica^ 
de   Stockbolm^   et    relatif   aux  r^sidus  des  integrales 

doablesA    Nout.  Ado.  (S)  X.  77-82. 

Der  VerfkBSer  bestl-eiti^t  zwd  Aüßtellnngen  in  der  bitirten 
Abhandlung  des  Hrn.  Poincar6:  1)  Die  Perioden  des  Doppel- 
integrals jj  — Tjj^ —  seien  die  gemeinsamen  der  Residuen  J 

und  J'\   2)  das  Deppellhtegral  jj    ^^  ^   s«  gleich  dem  ein- 
fachen Aberschen  Utegral  J  =  2ifi    i  ^^    bezüglich  auf  clie 


algebraische  Gurve  Q  =  a,  indem  er  beide  durch  Beispiele,  in 
denen  sie  sich  ungflltig  zeigen,  widerlegt.  H. 


Tb.  S.  FisRfi.     Od   certaiti  spade  and  surface  intdgrals. 

AfanilU  öf  Math.  Tl.  61-6d. 

Es  wird  folgende,  von  Hrn.  Peirce  in  Ed.  Titnes,  Febh  1891, 
angezeigte  Reduetioa  eines  Integrals  Ober  ein  Eörpervolumen 
auf  ein  Integral  Aber  seine  Oberfläche  mitgeteilt: 


'a^j 
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^^  Pij  Ps)  Pt  orthogonale  (krummlinige)  Goordinaten  bezeichDen, 
^M  ^9)  ^1  ^i^  analogen  Werte: 

haben,  v  das  Volumen,  a  die  Oberfläche,  a  der  Winkel  zwischen 
der  äusseren  Normale  und  der  Linie  constanter  p,,  p,,  stumpf 
bei  deren  Richtung  von  aussen  nach  innen,  ist  B. 


R.  HopPB.     Quadrable  Cylinderflächenstttcke.  Hoppe  Arcb. 

(2)  X.  222-224. 

Verfasser  sucht  Klassen  von  Cylinderflfichen  auf  algebrai- 
scher Basis,  auf  denen  durch  zwei  Cylinderseiten  und  zwei 
Ebenen,  deren  Schnittlinie  senkrecht  zur  Cylinderseite  steht,  Vier- 
ecke von  quadrablem  Inhalte  herausgeschnitten  werden.  Ist  die 
^-Axe  die  Schnittlinie  beider  Ebenen,  die  «-Axe  parallel  den 
Gylinderseiten,  bezeichnet  s  einen  Bogen  der  Basis  und  sind 
z  =  ex  und  «  =  c,x  die  Gleichungen  der  Ebenen,   so   ergiebt 

sich  für  den  Inhalt  des  Vierecks  V  =  (c— c,)  /  xds.    Setzt  man 

nun  -r-=  i(tt },  so  ergeben  sich  für  m  =( — )  quadrable 

Formen,  wofern^  weder  1  noch  2  und  2*.fA  eine  positive  ganze 

du 
Zahl  ist.     Ausser  dem  obigen  Werte  von  -p-   bieten    sich    noch 

dx 

einige  andere  Specialfälle  dar,  in  denen  V  quadrabel  ist. 

Sh. 

E.  CzUBBR.      Zar  Theorie    zweier   vielfachen   Integrale. 

MonaUb.  f.  Matb.  II.  119-124. 

Das  erste  der  beiden  Integrale  ist  von  Todhunter  zur  Ver- 
allgemeinerung eines  Beweises  von  Laplace  verwandt  und  durch 
Induction  berechnet  worden.     Es  lautet: 


too  jtOO 


/     ••'    /     er^C0Sf>dx^dx^,,.dxny 


'00  —00 


wo  u  eine  quadratische  Form  der  n  Variabein  o:,,  ...,  x^: 

u  ^  SoaXiXk  (iirt  =  Oh) 
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TOD  positiver  Determinante  R  der  Goefficienten,  und  v  eine  lineare 
Form  derselben  Elemente: 

0  =  ShiXi 

bezeichnet    Im  Gegenwärtigen  leitet  der  Verfasser  ohne  Induction 
in  nnmittelbar  allgemeinem  Verfahren  den  folgenden  Wert  her: 


ff  «"       -T  -1 


0      A,       h^      ,  .  .    hn 
Äj     a^,     a„     ...     am 
A,     a,,     öjj     .  .  .     021, 


Ä«     ö«i     o«2     ...     a, 

Das  zweite  der  berechneten  Integrale  nebst  dessen  gefun- 
denem Werte  ist 

n— 1     ■■/ 


/*  /"OS  /»x 

/      •  •  •     /    Xner'^dxndx^ . . .  rfaj„-i  =  n 


2      r '*'•« 


bei  gleicher  Bedeutung  der  a^,  ti,  R.  fi. 


L.  PoCBHAMMER.     Ucber  ein  vielfaches,   auf  Euler'sche 
Integrale  reducirbares  Integral.  J  für  Math.  ovii.  246-253. 

Durch  Reihenentwickelung  der  Potentialfunction  und  glied- 
weise Integration  ergiebt  sich: 

y^  s-^ds  J^  er"fi(l^ty-^dt  =  r(l— a)£(a+6,  c), 

IJ  0 

worin  E  das  Euler'sche  Integral  erster  Art  bedeutet.  Durch  den 
Schluss  von  n  auf  n-\-l  ergiebt  sich  hieraus: 

=  r(l-a)E(a+6,,  c, )  . . .  E(a+b^,  c«), 

worin  S„  =  *^^(1  —  «^/''"^  bedeutet.  Schliesslich  wird  der  Inte- 
grationsweg der  Variable  s  dahin  abgeändert,  dass  er,  am  un- 
endlich entfernten  Punkte  der  negativen  reellen  Axe  beginnend 
und  endigend,  einen  positiven  Umlauf  um  den  Nullpunkt  aus- 
f&hrty  während  die  übrigen  Variabein  ihren  Integrationsweg  be- 


/ 
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htiteD.    Setzt  mta  fttr  den  erw&hnten  Wdg  Von  $: 
80  folgt: 

0  0  _ 

=  r(l-a)E(a+6j,  c,)  . . .  E(a+6^,  c^). 

Fflr  die  ersten  Gleichungen  mnss  der  reelle  BeBtandteil  Ton 
l—a  positiv  sein,  die  letzte  Gleichung  ist  von  diesbr  Beschr&n- 
kung  frei.  Sh. 

N.  N.  ZiNiNB.     Ueber   die  Formeln   von    Ostrogradsky 
in   der  Theorie    der    mehrfachen  Integrale    und   über 

ihre   Anwendung.    Mosk.  Math.  Samml.  XV.  645-683.  (RuBBiaeh.) 

Die  allgemeinen  Formeln  von  Ostrogradsky,  welche  Fon 
ihm  im  Jahre  1834  (Memoire  sur  le  calcul  des  variations  des 
integrales  multiples.  Mämoires  de  l'Acad.  de  St  Pötersb.  1838) 
gegeben  wurden,  enthalten  an  sich  mehrere  interessante  Resultate, 
von  denen  einige  nachher  von  Kronecker,  Borchardt  u.  a.  ge- 
funden worden  sind.  So  kann  man  aus  der  Formel  Ostrogradsky' s 
ftir  die  Transformation  des  n- fachen  Integrals 

auf  das  Gebiet  L(x^^  ö;,,  ...,  Xn)<iO  erstreckl,  falls  man  das 
Integral  auf  die  Grenze  dieses  Gebietes  ausdehnt,  die  Formel 
von  äorchardt  für  die  Quadratur  der  Oberflächen  erhalten,  ebenso 
die  Verallgemeinerung  der  Ganss'schen  Methode  fttr  die  Berech- 
nung der  Attractionscomponenten  des  homogenen  Ellipsoids  auf 
n- fache  Mannigfaltigkeiten,  sowie  des  Gauss'schen  Theorems  vom 

Integrale  / —^ Aus   dieser   letzten  Verallgemeinerung 

erhält  man  die  Formeln  von  Jacobi  (Werl^e  Bd.  III,  p.  255-260). 
Für  d!e  erdt^  dieser  Jacöbi'schen  Formeln  war  Akr  Üeb'ergaiig 
vom  Gatlös'sblieti  Theöreiii  dutch  den  Relbfenten  gezeigt  (t".  d. 
M.  XVIlI.  1Ö86.  264). 

Üie  zweite  Formel  voii  Ostrogradsky  für  die  Üifitbretitiatibn 
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des  Integrals 

«,(0  =y  AC^i»  «a,  •••)  ««)<*«>» 

erstreckt   aaf  das   Gebiet   L{x^,  o;,,  ...,  o;«,  t)<.Oj   nach   dem 

Parameter  i: 

dS,    _  _    f    dl     da 

di  J  ''  dl  '  R 


(•» « = /(t-)"+-+(^)') 

giebt  z.  B.  unmittelbar  die  Formel  für  den  Differentialparameter 
des  Terallgemeinerten  Potentials  von  Eronecker  (Ueber  Systeme 
Ton  Functionen  mehrer  Variabein.  Berl.  Monatsb.  1869)  und 
andere  Formeln,  die  später  vom  Referenten  (Theorie  der  Tren- 
nung der  Wurzeln  der  Systeme  algebraischer  Gleichungen,  F.  d. 
M.  XVI.  1884.  66)  abgeleitet  wurden.  Der  Verfasser  giebt  noch 
in  seiner  interessanten  und  umfangreichen  Abhandlung  die  An- 
wendung der  Formeln  von  Ostrogradsky  für  die  Berechnung  der 
Oberfläche  des  Ellipsoids  und  fbr  die  Verallgemeinerung  der 
Green'schen  Formeln.  Wi. 

P.  A,  Nbkrassoff.      üeber    die    Reduction    mehrfacher 

Integrale.     Mosk.  Math.  Samml.  XVI.  81-88.  (Rassisch.) 

Die  Note  enthält  die  Zusammenstellung  der  Resultate  des 
Verfassers  aus  seiner  Abhandlung:  „Die  Anwendung  des  allge- 
meinen Differentiirens  auf  die  Aufgabe  der  Reduction  der  viel- 
fachen Integrale''  (F.  d.  H.  XXI.  1889.  288)  mit  den  Resul- 
taten des  Herrn  Sonine  (daselbst  S.  287).  Wi. 


P.  Mansion.     Sar  la   formale  de  quadrature  de  Gauss. 

Braz.  S.  sc.  XYA.  57-59. 

Ausdehnung  der  Formel  auf  den  Fall,  bei  weldiem  die 
Werte  der  Function  beliebigen  n-f-l  Werten  der  Variable  ent- 
sprechen; Berechnung  des  Restes  vermittelst  des  grösstea  Moduls 
der  Function  innerhalb  einer  gewissen  Fläche. 

Mn.  (Lp.) 

Fortachr.  d.  M«th.  XXIII.  1.  20 
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J.  Pebott.     The  Gaussian  interpolation  theory,  formulae 

for  n  =  7,   8,  and   9.     Quart.  J.  XXY.  200-202. 

Im  AnschluBS  an  GauBs'  „Metliodus  nova  integralium  yalores 
per  approximationem  inveniendi^  (Werke,  III.  163-169)  werden 
f&r  fi  =  7,  8,  9  die  Ausdrucke  ftlr  V  und  ü\  die  Werte  von 
a,  a\  ö",  . . .,  tt^;  Ä,  B',  Ä",  . . .,  Ä^'  und  der  allgemeine  Aus- 
druck der  Coefficienten  angegeben.  Wz. 


A.  Sommerfeld.      Ueber  eine  neue  Integrirmaschine. 

EönSgaberg.  Schriften  d.  Phys.-Ökon.  Gesellsch.  XXXII.  1-6. 

Durch  diese  Maschine  werden  die  Coefficienten  der  Fourier'- 
sehen  Entwickelung  einer  beliebigen  Function  f(x)  ermittelt. 
Sie  vollzieht  nach  einander  zwei  Arbeiten  in  zwei  zu  einem 
Apparat  vereinigten  Werken.  Zuerst  zeichnet  sie  aus  einer  Reihe 
gegebener  Werte  von  f(x)  die  Curve  der  Projectionen  f(^)coanx 
und  f(x)s\nnx]  dann  vollzieht  sie  deren  Quadratur  zwischen 
X  =:0  und  X  =  2n  nebst  Division  durch  n.  Zu  gleichem  Zwecke 
existirt  bereits  W.  Thomson's  „Harmonie  Analyzer^  (vgl.  Treatiae 
on  nat.  philos.  I.  App.  B  III,  IV,  VII;  F.  d.  M.  X.  1878.  293), 
eine  Maschine,  die  jedoch  nur  die  fünf  ersten  Coefficienten,  für 
it  =  0,  1,  2,  und  zwar  mittels  fünf  neben  einander  gestellter, 
gleichzeitig  arbeitender  Integratoren  angiebt  H. 


E.  Catalan.  Quelques    thdor^mes    sur    les   integrales 

euMriennes.  Belg.  Ball..(d)  xxil.  459-460. 

Auszug   aus  einer   umfangreichen  Abhandlung,    die  später 
erscheinen  soll.  Mn.  (Lp.) 


H.  S.  White.     Algebraische  Integrale  auf  singularitäten- 
freien etc.  Curven  eines  beliebig  ausgedehnten  Raumes. 

Dies.  Gottingen.  4^. 

Referat  in  Abschnitt  VII. 
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Capitel  6. 

Gewöhnliche  Differentialgleichungen, 

W.  Heymann.      Studien    Über    die  Transformation    und 
Integration  der  Differential-  und  Differenzengleichungen. 

Leipng.  B.  G.  Teubner.  X  und  436  S.  8^. 

Das  Werk  enthält  eine  Reihe  von  Untersuchungen,  die  der 
Verfasser  in  verschiedenen  Zeitschriften  veröffentlicht  hat;  sie 
stehen  mit  einander  in  losem  Zusammenhang  und  sollen  als  ein 
Supplement  zu  den  sonst  vorhandenen  Lehrbüchern  über  Diffe- 
tial-  und  Differenzengleichungen  dienen,  weshalb  solche  Sätze, 
die  sich  anderswo  finden,  möglichst  ausgeschlossen  sind.  Den 
einzelnen  Studien  ist  meist  die  Angabe  der  Zeitschriften  ange- 
fügt, in  welchen  sie  zuerst  erschienen  sind.  Das  Werk  enthält 
22  Studien,  in  vier  Capitel  eingeteilt. 

Das  erste  Capitel  behandelt  zunächst  die  Transformation 
der  Differentialgleichungen  von  Punkt-  und  Liniencoordinaten, 
wobei  auch  von  homogenen  Coordinaten  Gebrauch  gemacht  wird. 
An  Beispielen  wird  gezeigt,  wie  dadurch  die  Integration  ver- 
schiedenartiger Differentialgleichungen  auf  einander  zurückgeführt 
werden  kann.  Es  folgen  dann  Beiträge  zur  Integration  der 
Gleichung  Mdx  +  Ndy  =  0,  worin  M  und  N  Polynome  zweiter 
Ordnung  in  a  und  y  sind.  Hier  ist  besonders  der  Satz  inter- 
essant, dass,  falls  die  Gleichung  zwei  parallele  Gerade  als  parti- 
culäre  Integrale  besitzt,  ihre  Integration  auf  die  Form 

(a+2bx+cx^dy+(Aa*+By^+2Cxy+2Dx+2Ey+F)dx  =  0 

gebracht  und  als  solche  integrirt  werden  kann.  Eine  besondere 
Studie  ist  den  linearen  Differentialgleichungen  gewidmet,  denen 
dureh  hjpergeometrische  Functionen  genügt  wird.  Bemerkens- 
wert in  diesem  Capitel  ist  besonders  eine  Art  der  Transformation 
der  hyperelliptischen  Differentiale,  welche  auf  einer  Eigenschaft 
der  Discriminante  ^(o?)  der  Gleichung  q>(v)  =  x  (q)  eine  ratio- 
nale Function)  beruht,  und  durch  welche  in  gewissen  Fällen  die 
Reduetion  der  byperelliptischen  Differentiale  auf  elliptische  gelingt; 

20* 
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ferner  eine  zweite  Art,  durch  welche  die  Transformation  der- 
selben in  zwei  niedere  erfolgt,  wobei  auch  eine  einfachere  Zer- 
legung des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  mit  complexem 
Modul,  als  die  von  Jacobi  angegebene,  abgeleitet  wird.  Das 
zweite  Capitel  beschäftigt  sich  mit  der  Integration  linearer  nicht 
homogener  Differentialgleichungen,  bei  denen  die  zu  dem  voll- 
ständigen Integral  der  reducirten  Gleichung  hinzutretenden 
„Supplementintegrale^  ohne  Anwendung  der  Variation  der  Con- 
stanten gefunden  werden  können.  Durch  Methode  und  Resultate 
bemerkenswerte  Entwickelungen  enthält  das  dritte  Capitel,  wel- 
ches von  transcendenten  Auflösungen  algebraischer  Gleichangen 
und  der  Theorie  der  Differentialresolventen  handelt.  Es  werden 
zunächst  trinomische  Gleichungen ,  die  stets  auf  gewisse  Funda- 
mentalformen mit  einem  einzigen  Parameter  $  reducirt  werden 
können,  durch  Reihen  und  bestimmte  Integrale  gelöst,  wobei 
sich  von  wesentlicher  Bedeutung  die  „Differentialresolvente*'  er- 
weist, die  Differentialgleichung  nämlich,  der  die  ff»^^°  Potenzen 
der  Wurzeln  als  Functionen  des  Parameters  genügen-,  sie  hat 
die  Form 

■^  =  a,£»-^  4- A.  i£«-^^— ^  -I l-  a  C  =  0 

und  lässt  sich  durch  bestimmte  Integrale  sowie  durch  hjper- 
geometrische  Reihen  integriren.  Die  transcendenten  Lösungen 
der  trinomischen  Gleichungen  führen  dann  zu  einer  Hypothese 
über  die  Form  der  Lösungen  der  allgemeinen  Gleichung  «**" 
Grades,  die  betreffs  der  Grenzen  ihrer  Gültigkeit  discutirt  wird. 
Das  vierte  Capitel  ist  den  linearen  Differenzengleichungen  ge- 
widmet. Sie  werden  mit  entsprechenden  linearen  Differential- 
gtei^^ungea  dadurch  in  Zusammenhang  gebracht,  d«8s  letztere 
&-mal  nadb  der  unabhängigen  Variable  a  differentiirt  und 
die  «0  erhaltene  Reoursionsformel  zwischen  den  Ableitungen 
y(A+«)^  y(*+»-i)^  ...^  y(*)  als  Differenzengleichung  mit  der  anab- 
häoigigeQ  Veränderlichen  h  betrachtet  wird.  Hiernach  werden 
hTpergeometrisehe  Differenzengleichungen  und  simultaae  Systeme 
solcher,  sowie  lineare  Differenzengleichungen  mit  Coefficienten 
zweiten   Grades   integrirt.     Der   am  Schlüsse   folgende  Anhang 
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bring!  eine  Reihe  von  Aufgaben,   die  mit  den   voThergehenden 
Terwandt  und  deren  Lösungen  angedeutet  sind. 

Bei  der  grossen  Reichhaltigkeit  und  Mannigfaltigkeit  des 
in  dem  Buche  Dargebotenen  mussten  wir  hier  auf  jeden  Ver- 
such einer  Vollständigkeit  der  Analyse  verzichten  und  ons  auf 
die  Hervorhebung  solcher  Punkte  beschränken,  die  uns  beson- 
ders bemerkenswert  erschienen.  Hr. 


E.  PiCARD.     Sur  le  th^or&me  g^ndral  relatif  ä  Texistence 
des  integrales  des  ^uations  diff^rentielles  ordinaires. 

S.  M.  F.  Ball.  XIX.  61-64,  Nonr.  Add.  (3)  X.  197-201. 

Der  Beweis  für  die  Existenz  der  Integrale  des  Systems 

wird  unter  der  Voraussetzung  geführt,  dass  die  f  continuirliche 
reelle  Functionen  der  reellen  Grössen  o;,  ti,  r,  . . .,  tr  in  der 
Umgebung  von  x^^  u^j  v^,  ••*,»'«  sind,  und  dass  m  positive 
Grössen  il,  B,  . . .,  L  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  in  einem 
gewissen  Bereiche 

<  il|tt'  — tt|+fi|i>'  — t?|«f  .-.-f  L|fi>'--ir|. 

Das  Beweisverfahren  besteht  im  Fortschreiten  durch  successive 
Approximationen,  indem  der  Reihe  nach  die  Systeme 


•  • ' 


-^ —  =  /wiQ3?,  11,-1,  i?<_i,  . . .,  Wi^i) 

für  t  =  1,  2,  . . .,  in  inf.  betrachtet  werden;  daraus  ergeben  sich 
darch  Quadraturen  die  Functionen  ti,,  v^,  . . .,  ir, ;  tf„  9,,  . . .,  tr, 
u.  s.  f.,  indem  man  noch  bestimmt,  dass  fi^rsu^,  oi  =s  «?^,  ..., 
Wi  =  w^  fflr  x  =  Xf^  werde.  Es  wird  dann  gezeigt,  dass 
tij,  Vij  . . .,  fr.  bei  unbegrenzt  wachsendem  i  sich  Grenzen  nähern, 
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welche  die  Integrale  von  (1)  darstelleo  mit  den  Anfangswerten 
«*oj  ^oy  . . .,  «'o  ^f  *  =  *o-  Hr. 


Picabd's  demonstratio!!  of  the  general  theorem  upon  the 
existence  of  integrals  of  ordinary  differential  equations. 
Translated  by  Th.  S.  Fiske.    New  York  M.  s.  Bali.  i.  12-I6. 

Uebersetzt  aus  S.  M.  F.  Bull.  XIX,  vergl.  das  vorangehende 
Referat.  

E.  Phragmen.  Zur  Theorie  der  DitFerentialgleichung 
von  Briet  und  Bouquet.   Stockh.  öfv.  XLVIII.  623-668. 

Der  Zweck  dieses  Aufsatzes  ist  eine  Ergänzung  der  be- 
kannten Briot-Bouquet'schen  Theorie  der  Differentialgleichung 

K«,  ^)  =  0. 

Einerseits  wird  strenge  bewiesen  (was  Briot  und  Bouquet 
stillschweigend  annehmen),  dass  von  dem  Bereich,  für  welchen  u 
als  eine  monogene  Function  von  %  definirt  werden  kann,  kein 
zweidimensionales  Stück  der  s*  Ebene  ausgeschlossen  bleibt,  und 
dass  diese  Function  sich  immer  einem  bestimmten  Werte  nfthert, 
wenn  z  auf  einem  gegebenen  Wege  einen  gegebenen  Wert  an- 
nimmt. 

Andererseits  Ji)eschäftigt  sich  der  Verf.  mit  dem  Falle,  dass 
die  Function  u  nicht  eindeutig  ist,  und  beleuchtet  durch  mehrere 
Beispiele  die  Schwierigkeiten,  welche  mit  der  Mehrdeutigkeit 
verknüpft  sind,  namentlich  die  Notwendigkeit,  auf  „die  arith- 
metische Beschaffenheit^  der  Constanten  der  Differentialgleichung 
Rücksicht  zu  nehmen.  Bdn. 


W.  6.  Imschenbtzkt.  Ueber  die  Integration  linearer 
homogener  Gleichungen  mit  Hülfe  der  particulären 
Lösungen  anderer  Gleichungen  derselben  Form  und 
gleicher  oder  niedrigerer  Ordnung.    Petereb.  Abb.  LXiv.  1-47 

(BasBiBCb.) 
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Wenn 

(1)       i7,y^-*>  +  J7,y^»-'>+-  +  '7n-iy'  +  »/«!f  =  Const. 
das  erste  Integral  einer  linearen  Differentialgleichung 

(2)       P(y)  =  »('•Hp,y^"-'>  +  -+P«y  =  0 

ist,  80  erh&lt  man  ffir  die  Bestimmung  der  Goeffieienten  i;,, 
7,1  •  -  M  Vn  das  System  von  Gleichungen 

(3)         P,(Vi)=^0,     .  .  .,     Pn(f]n)  =  0, 

Ton  denen  die  erste  „r^quation  adjointe  de  Lagrange'*  ist.  Die 
Integration  jeder  dieser  HQlfsgleichungen  giebt  einen  integriren- 
den  Factor  der  Gleichung  (2). 

Im  §  II  zeigt  der  Verfasser  umgekehrt,  dass  die  allgemeinen 
Lösnogen  der  Gleichung  P(y)  =  0  die  allgemeinen  Lösungen  des 
Systems  (3)  geben.  Für  die  vollständige  Integration  der  n-f  1 
Gleichungen  P(y)  =  0,  P,(J7,)  =  0,  ...,  P^(rjn)  =  0  genagt  es 
vollständig,  eine  derselben  zu  integriren.  Die  unvollständige 
Integration  der  HQlfsgleichungen,  d.  h.  die  Kenntnis  einer  klei- 
neren Anzahl  als  n  von  particulären  Lösungen  einer  oder  mehrerer 
Gleichungen : 

''l('?l)  =  0,       .    .    .,       PnCfJn)  =  0, 

ermöglicht    eine    Erniedrigung     der    Ordnung    der    Gleichung 

Im  §111  werden  die  Fälle  n  =  2,  3,  4  ausführlich  behandelt. 

Am  Ende  der  Abhandlung  werden  die  Berührungspunkte 
der  Untersuchungen  des  Verfassers  mit  einer  Abhandlung  von 
Hrn.  Geis  (C.  R.  CXI,  F.  d.  M.  XXII.  1890.  309)  gezeigt. 

Wi. 

W.  G.  Imschenetzey.  Notiz  über  die  linearen  Diflfe- 
rentialgleichnngeii  j  welche  sich  durch  allgemeine 
hyperbolische  Sinus  integriren  lassen.    MoBk,Math.Samml 

XVL  177-186.  (RuBsiBch.) 

Wenn  die  convergente  Beihe 


kl    '   {n+k)l   '    (2fi+*)I 


J 
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mit  Sk(x)  bezeichnet  wird  (die  Function  Si(x)  ist  der  allgemeine 
hyperbolische  Sinus),  so  ist 

y  =  C,S,(«)  +  C,S,(a?)  +  ....+  a.-iS^i(a:) 

das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

rf»-^f/  d*-2|/  d*+'i/ 

and 

y  =  C,S,(-a?)4-C,S,(-x)  +  ...  +  G._,S,_i(-a5) 

das  Integral  der  Gleichung: 

+  (_l)*-»S,,,(a,).g!lL +  ...+(_  1)11-18,^^^^^     =  0. 

Wi. 


P.  A.  Nekrassoff.     Notiz  über  die  linearen  Differential- 
gleichungen,   welche  durch  bestimmte  Integrale  inte- 

grirt   werden.     Mosk.  Math.  Samml.  XY.  608-610.  (RasBisch.) 

Eine  Ergänzung  der  grossen  Abhandlung  des  Verfassers 
(Mosk.  Math.  Samml,  XV,  F.  d.  M.  XXII.  1890.  320).  Es  wird 
bemerkt,  dass  zwischen  den  Integralen 

y  =z     /  fdi     und      Y  =^     I  ffpdüj 

L  L 

WO  ip   ein  Polynom   ist,    ein  Zusammenhang  in  der  Form  der 
Gleichung: 

V  =  :^,+x ,-|.+x.-g-+...+^.,^ 

besteht.    Die  Gleichungen,  welche  durch  Integrale     /  fdis  inte- 

L 

grirt  werden,   sind  Grundgleichungen,   auf  welche  die  anderen 
Gleichungen  sich  reduciren.  Wi. 
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P.  A.  Nbkrassofp.   üeber  lineare  Differentialgleichungen, 
welche  mittelst  bestimmter  Integrale  integrirt  werden. 

Math.  Ann.  XXXVIII.  509-560. 

Die  Resultate  dieser  Abhandlang  sind  Yom  Verfasser  bereits 
iD  Mosk.  Math.  Samml.  XV  publicirt  worden  (vgl.  P.  d.  M.  XXII. 
1890.  320).  Hinzugefögt  sind  Verweisungen  auf  Arbeiten  anderer, 
welehe  in  der  Wahl  der  Integrationswege  dieselben  oder  ähnliche 
Tendenzen  wie  der  Verf.  verfolgen.  Bdt. 


N.  W.  BuGAiEFF.  Princip  der  höchsten  und  niedrigsten 
Exponenten  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen. 
Die  ganzen  particulären  Integrale.      Mosk.  Math.  Samml. 

XVI.  39-81.  (Bnssisch.) 

N.  W.  BuGAiEFF.  Die  particulären  fractionären  Inte- 
grale der  Differentialgleichungen.     Petersb.  Abh.   Lxvii. 

M2.  (Russisch.) 

In  der  ersten  Abhandlung  giebt  der  Verfasser  die  Anwen- 
dung seines  „Prineips  der  höchsten  und  niedrigsten  Exponenten^ 
(F.  d.  M.  XXII.  1890.  103),  das,  im  Grunde  genommen,  mit  der 
Methode  der  unbestimmten  Goefficienten  und  Exponenten  identisch 
ist,  fDr  die  Auffindung  der  ganzen  Integrale  einer  Differential- 
gleichung und  eines  Systems  simultaner  Differentialgleichungen. 
Der  Verfasser  behandelt  auch  die  anderen  Methoden  für  die  Auf- 
findung des  ganzen  Integrals,  insbesondere  die  Derivätionsme- 
tbode.  In  der  zweiten  Abhandlung  wird  dasselbe  Verfahren  zur 
Auffindung  der  fractionären  particulären  Integrale  der  Differential- 
gleichungen angewandt.  Wi. 


ü,  VON  Koch.      Sur    une  application  des   d^terminants 
infinis  h  la  th^orie  des  ^quations  diff^rentielles  lin^aires. 

Acta  Math.  XV.  53-63. 

Herr  Hill  hat  zuerst  (Cambridge  U.  S.  A.  1877  und  Acta 
Math.  VIII,  8.  F.  d.  M.  IX.  1877.  795  u.  XVIII.  1886.  1106)  znt 
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Integration  einer  linearen  Differentialgleichang  zweiter  Ordnung 
ein  System  unendlich  vieler  linearen  Gleichungen  mit  unendlich 
vielen  Unbekannten  benutzt.  Die  hierbei  unterlassene  PrQfui^g 
der  Gflltigkeit  der  Grenzprocesse  führte  später  Herr  Poincarö 
aus  (S.  M.  F.  Bull.  XIV,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  117),  indem  er 
die  Bedingungen  der  Convergenz  einer  Determinante  von  an- 
endlich hoher  Ordnung  untersuchte,  und  stellte  die  Gesetzlichkeit 
des  von  Herrn  Hill  angewandten  Verfahrens  fest. 

Im  vorliegenden  Aufsatze  wird  davon  eine  höchst  bemerkens- 
werte Anwendung  gemacht  auf  die  Theorie  der  Darstellung  der 
Integrale  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  mit  ein- 
deutigen CoefGcienten  in  der  Umgebung  singulärer  Punkte.  Die 
vorgelegte  Differentialgleichung  sei 

Pr(,x)  habe  in  der  Umgebung  von  a;  =s  0  die  Entwickelang 

fr{x)  =     "js"  ttrlX^  (r  =  2,  3,  . . .,  «), 

7.=—» 

deren  Convergenz  (unbeschadet  der  Allgemeinheit)  noch  fOr  x  =  1 
bestehe.  Bekanntlich  existirt  eine  der  Differentialgleichung  ge- 
nügende Reihe  von  der  Form 

^  =  — » 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  g^  und  q  dienen  die  Gleichungen 
in  unendlicher  Anzahl 

q>{Q  +  ni)    £     ^fnk(^)9i  =  0, 

A=s— OD 

worin 

V(q)  =  ^(?-l)---(^-w+l)  +  ß(^-l)...(^— n+3)cf2,-2  +  --- 

+  o^>,  =  0, 
^mx(Q)MQ+^)  =  (^  +  A)(p+i-l)...(ß  +  A~ii-H3)a2,m-a-2 
+  (q+1)  . . .  (^+-i— n+4)o3,«-a-3+  •••  +  «n^m-^x-^        (m  $  i), 

V-sm    =    1. 
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Bildet  man  die  anendliche  Determinante 


ß(p)  = 


• 
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SO  ergiebt  sieb,  dass  diese  Determinante  convergent  ist,  und  dass 
üig)  eine  analytische  Function  von  q  mit  der  Periode  1  ist, 
die  in  der  Umgebung  jedes  Punktes  holomorph  ist  mit  Ausnahme 
derjenigen,  die  einer  der  Gleichungen 

(2)  ViQ  +  fn)  =  0  (m  =  0,  ±1,  ±2,  . . .) 

genflgen,  in  der  Umgebung  der  letzteren  aber  den  Charakter 
einer  rationalen  Function  hat.  Innerhalb  eines  Streifens,  der  von 
zwei  nm  die  Einheit  entfernten  verticalen  Geraden  begrenzt  ist, 
hat  i3(^)  n  Nullstellen.  Nennt  man  ^m^xCo)  den  Quotienten  von 
V^r^iCo)  i°  der  Entwickelung  von  £i(Q)  nach  den  Elementen  der 
m^  Zeile,  so  erhält  man,  unter  der  Bedingung,  dass  die  Wurzelii 
der  Gleichung  qp(^)  =  0  ungleich  und  nicht  um  ganze  Zahlen 
Terschieden  sind  und  die  Nullstellen  von  £2(q)  innerhalb  des  ge- 
dachten Streifens  sämtlich  verschieden  sind,  ein  Fundamental- 
System  von  n  Integralen  in  der  Form 


(«  =  1^  2,  ...,  n% 


wo  ^,,  ...,  Qn  die  n  incongruenten  Wurzeln  von  fl(^)  =  0  be- 
deaten  und  der  Index  p«  so  zu  wählen  ist  und  stets  so  gewählt 
werden  kann,  dass  y^  nicht  identisch  verschwindet.  Wegen  der 
Eigenschaft 

kann  den  Integralen  die  einfachere  Form  gegeben  werden 


Hr. 
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A.  Markoff.     Sur  les  ^qnations  diffiärentielies  Hn^aires. 

C.  R.  CXIII.  6d5-688. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Methode  an,  diejenigen  Integrale 
der  Differentialgleiehnng 

in  welcher  die  Coefficienten  X^,  X^,  ...,  X»  ganze  Functionen 
von  X  bedeuten,  zu  ermitteln  (falls  solche  vorhanden  sind}, 
deren  logarithmisehe  Ableitungen  rationale  Functionen  sindf  ond 
erläutert  dieselbe  an  einigen  Beispielen;  diese  Methode  ist  der- 
jenigen analog,  durch  welche  die  „rationalen"  Integrale  einer 
solchen  Differentialgleichung  aufgefunden  werden.        Wbg. 


A.  Markoff.     8nr  la  th^orie  des  dquations  diff^rentielles 
lindaires.     C.  R.  OXIII.  790-791. 

Die  Resultate  der  oben  besprochenen  Abhandlung  werden 
zu  einer  eleganten  Lösung  des  von  Herrn  E.  Fabry  (G.  R.  CVI, 
F.  d.  M.  XX.  1888.  318)  behandelten  Problems  der  Eeductibilitat 
linearer  homogener  Differentialgleichungen  benutzt 

Wbg. 

A.  Markoff.     Sur  la  tb^orie  des  ^quations  diff^rentielles 
linöaires.     o.B.  cxiii.  1024-1025. 

Der  Verfasser  bringt  ein  neues,  sorgfältig  durohgefQhrtes 
Beispiel  zu  der  in  seiner  oben  besprochenen  Arbeit  (G.  R.  CXIII. 
685-688)  enthaltenen  Methode.  Wbg. 


P.  Painlevä.  Bemarque  sur  une  Communication  de 
M.  Markoff,  relative  k  des  dquations  diffdrentielles 
Unfaires.     C  R.  oxiii.  739-740. 

Die  Methode  Markoff's  (G.  R.  GXIII.  685-688)  ist  in  einem 
allgemeineren  Problem  enthalten,  welches  Hr.  Painlevä  bereits 
früher  (G.  R.  GV,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  335)  gelöst  hat. 

Wbg. 
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P.  Painlev]^.     Memoire  sur  les  öquations  diff^rentielles 
da  premier  ordre.    Ann.  de  rfic.  Norn.  (3)  Vlll.  9-58,  103-140, 

201-226,  267-284. 

Herr  Fuchs  hat  bekaoBtlieb  zuerst  die  Bedingungen  dafür 
festgestellt,  dass  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  nur 
feste  Verzweigungspunkte  besitze  (Berl.  Her.  1884,  F.  d.  M.  XVI. 
1884.  284).  Dabei  ist  bereits  auf  die  Bedeutung  hingewiesen, 
die  dem  Oescblechte  p  der  durch  die  Differentialgleichung 
A'f  9i  y)  ==  0  gegebenen  algebraischen  Relation  zwischen  y  und 
y'  (x  als  eonstant  betrachtet)  zukommt.  Eine  nfthere  Diacussion 
bil  dann  Herrn  Poinearö  zu  dem  Satze  geführt,  dass  für  p>l 
die  DilEerentialgleiehungeB  mit  festen  Verzweigungspunkten  stets 
algebraisch  integrirbar  sind  (Sur  un  tbäoröme  de  M.  Fuchs,  Acta 
Math.  VII,  F.  d.  M.  XVII.  1886.  279).  Die  vorliegende,  von  der 
Pariser  Akademie  der>  Wissenschaften  preisgekrönte  Arbeit  be- 
eweekt  die  Erweiterung  der  betreffenden  Untersuchungen  auf  den 
Fall,  dass  die  in  y  und  y'  algebraische  Differentialgleichung 
K^y  y,  y')  =  0,  deren  Goeffieienten  von  x  beliebig  abhängen, 
ausser  den  festen  noch  bewegliche  Verzweigungspunkte  habe, 
derart  jedoch,  dass  ein  beliebiges  Integral  y  nur  eine  endliche 
Anzahl  n  von  Werten  in  einem  Punkte  x  annimmt,  falls  man 
durch  einen  Schnitt,  der  durch  sämtliche  feste  Verzweigungspunkte 
in  der  x-£bene  geführt  wird,  die  unabhängige  Variable  verhin- 
dert, bei  ihren  Umläufen  einen  der  festen  Verzweigungspunkte 
zu  umkreisen.  Der  Verf.  bedient  sich  dafür  der  Bezeichnung, 
dass  das  allgemeine  Integral  nur  n  Werte  um  bewegliehe  Veiv 
zweiguDgspankte  habe.  Sind  y,,  .«.,  yn  die  n  Werte,  so  wird 
jede  syimnetrische  Function  derselben  einer  Differentiaigleichnng 
mit  nur  festen  Vercweigungipuakten  genUgen  und  daher  eine 
rationale  Fuictiea  von  ff^,  y\  (x  als  conatant  betrachtet),  wo  y^ 
and  y'o  der  Gleichang  f  (c,,  y^,  y'^)  =:  0  unterworfen  sind.  Das 
allgeneiaa  Integral  kann  daher  in  der  Form  geschrieben  werden 

y-  +  Ä^i(yo,  yi,  o:,,  a:)y»-i  +  ..- +  «0(^01  y'o»  ^01  a:)  =  0 
oder 

worin  die  R  raitoaale  Fuactioaen  von  y,,  y,,  resp.  y,  y'  beaeiefanen. 
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Hiernach  sind 

ft(», 

y', 

«»»  «o) 

=  c, 
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Integrale  der  Gleichung  („constante  Integrale*').    Zwei  von  ihnen 

sind  durch  eine  algebraische  Belation  H(iy  t^  i?)  =  0  yerknüpft, 
die  man  erhält,  wenn  y  und  y'  aus  den  vorstehenden  Gleiehangen 
und  der  vorgelegten  Differentialgleichung  ^(y,  y\  x)  =  0  eliminirt 
werden;  die  anderen  drücken  sich  rational  durch  c  und  c,  aas. 
Zwischen  den  Punkten  (c,  c,)  der  Curve  ff  =  0  und  den  Punkten 
(Vi  y')  ^^^  Curve  f  =  0  («  als  constant  betrachtet)  besteht  eine 
rationale  Transformation  von  der  Ordnung  n,  in  dem  Sinne,  dass 
n  Punkte  (y,  y')  einem  Punkte  (o,  cj  entsprechen.     Eine  aus- 
führliche Untersuchung  der  Eigenschaften  dieser  Transformation 
ergiebf,  falls  to  das  Geschlecht  von  ff  =  0,  p  das  von  ^  =  0  be- 
deutet, folgendes  Resultat: 

1)  w  ist  höchstens  gleich  p. 

2)  Zwischen  den  Zahlen  n,  p,  to  besteht,   falls  io>  1  ist, 

die  Beziehung  n  =  -^ — =-,  so  dass,  wenn  ir>  1,  n  ein  Teiler 

von  p— 1  ist.  Man  kann  ferner  alle  Klassen  von  Gurven  des 
Geschlechts  to>l,  die  eine  rationale  Transformation  in  f  =  0 
gestatten,  berechnen  (ihre  Anzahl  ist  endlich)  und  daher  durch 
algebraische  Operationen  erkennen,  ob  eine  Curve  ff  =  0  mit 
to  >  1  existirt.  In  diesem  Falle  erhält  man  das  Integral  selbst 
auf  algebraischem  Wege.  Ist  to  =  1,  dann  muss  ein  Abersohes 
Integral  erster  Gattung  von  f  =  0  existiren,  das  nur  zwei  Perioden 
hat,  und  um  dieses  zu  erhalten,  bedarf  es  der  Lösung  einer 
linearen  Differentialgleichung  höchstens  (p— 1)^'  Ordnung.  Als- 
dann ergiebt  sich  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  durch 
Quadratur.  Der  Fall  w  =  0  entzieht  sich  gänzlich  dieser  Methode, 
die  n  nicht  als  bekannt  voraussetzt  Der  Verfasser  giebt  jedoch 
einen  Weg  an,  mittels  einer  begrenzten  Anzahl  von  algebraischen 
Operationen  zu  entscheiden,  ob  das  allgemeine  Integral  von  ^  =  0 
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aor  Ji  Werte  um  bewegliche  Verzweigungspankte  habe,  falls  die 
Zahl  fi  im  Torans  gegeben  ist  Die  Integration  wird  dann  auf 
die  einer  Gleichung  mit  nnr  festen  Verzweigungspnnkten,  deren 
Geschlecht  w  ist,  zurQckgefÜhrt.  Ist  nun  to  =  0,  so  lässt  sich 
diese   bekanntlich  aaf  eine  Riccati'sche  Gleichung  zurückführen. 

Hr. 


H.  PoiNCARiä.      Sur   Tint^gratioD   algdbrique    des    ^qua- 
tions   diffidrentielles   da  premier  ordre  et  du  premier 

degrö.     0.  R.  CXII.  761-764,  Palermo  Rend.  V.  161-191. 

Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  ersten  Grades 
wird  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Darboux  auf  die  homogene 
Form 

(1)         (yiV— Ä*f)rfa:  +  {zL-'xN)dy  +  (xM-yL)d^  =  0 

gebracht,  wo  L,  if,  JV  ganze  homogene  Polynome  in  x^  y,  2 
vom  Grade  m  bezeichnen ;  m  heisst  die  Dimension  der  Gleichung. 
Wenn  das  Integral  algebraisch  ist,  so  hat  sie  die  Form  f-{-Cq>  ^  0, 
wo  C  eine  willkürliche  Constante  und  f  und  (p  homogene  Poly- 
nome Yon  der  Ordnung  p  in  x^  y,  z  sind.  Es  wird  vorausgesetzt, 
dass  diese  Form  die  einfachste  ist;  es  ist  dann  die  Zahl  der 
«merkwürdigen*'  Werte  von  C,  d.  h.  derjenigen,  für  die  f+C(f 
rednctibel  wird,  endlich.  Die  singulären  Punkte  der  Gleichung 
(1)  sind  durch  die  Gleichungen 

gegeben;  ihre  Zahl  ist  m'-f-m -l-l.  Sie  werden  alle  verschieden 
vorausgesetzt.  In  der  Umgebung  eines  singulären  Punktes 
x^,  y^,  i^  kann  das  Integral  auf  die  Form 

J7*'Xfi  =  const. 
gebracht  werden,  wo  X^,  1,  Reihen  sind,  geordnet  nach  wach- 

senden  Potenzen  von ,  -^ Diese  Form  ist  eine 

^0  »0        Vo         *0 

notwendige  Bedingung  dafür,  dass  die  Gleichung  (1)  algebraisch 
integrirbar  sei;  ferner  muss  für  alle  singulftren  Punkte  ihr  ;, Ex- 
ponent*' 5,  :  S,  reell  und  commensurabel  sein.    Die  Punkte,  für 
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welcdie  dieser  Expoaent  poeiti?  ist,  heissen  „noends**;  die,  flUr 
vrelche  er  negativ  ist,  „cols^.     Wenn   für  gewisse  Punkte    der 

Exponent  1  ist,  dann  hat  das  Integral  im  allgemeinen  die  Form 

X 

-^  +illogX,  =  const. 

Soll  es  algebraisch  sein,  so  muss  A  =  0  sein;  der  Punkt  heisst 
dann  „dicritiqne^.  Sind  alle  singulären  Punkte  letzterer  Art, 
nnd  hat  in  einem  solchen  Punkte  f+  Cg>  =  0  k  verschiedene 
Zweige,  so  gelten  die  Formeln 

p«  =  2k\    (m-f-  2)p  =  221, 

wo  die  Summationen  sich  über  alle  singulären  Punkte  erstrecken. 
Für  das  Geschlecht  q  der  Integraicurve  findet  man 

q  =  f  (m-4)p  + 1. 

Im  Falle,  wo  alle  siugulären  Punkte  „noeuds**,  aber  nicht  sämt- 
lich „dicritiques^  sind,  habe  der  Exponent  des  Punktes,  auf  die 
kleinste  Benennung  gebracht,  die  Form  /u :  y.  Es  gelten  dann 
die  Formeln 

p'  =  SX^fiv     und     (m+2)n  =  2l(ß+v) 

und  für  das  Geschlecht  q: 

Die  Formeln  für  das  Geschlecht  enthalten  die  Lösung  des 
von  Herrn  Painlevö  gestellten  Problems,  ^zu  erkennen,  ob  das 
allgemeine  Integral  eine  algebraische  Curve  von  gegebenem 
Geschlechte  ist",  allemal,  wo  die  Dimension  m  der  Differential- 
gleichung grösser  als  4  ist. 

Was  den  Hauptzweck  der  vorliegenden  Arbeit  betrifft,  näm- 
lich die  Bestimmung  einer  oberen  Grenze  für  den  Grad  p  der 
Integralgruppe,  so  wird  sie  in  dem  besonderen  Falle,  dass  für 
alle  „cols"  der  Exponent  gleich  —1  ist,  durch  die  Formel 


m 


+^=<+^). 


wo  «1  und  a,  relative  Primzahlen  sind,  vollständig  gelöst  In 
diesem  FsJJe  ist  es  daher  möglich,  zu  eatscheiden,  ob  die  Glei- 
chung (1)  algebraisch  integrirbar  ist.     Für  die  grosse  Zahl  ein- 
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idner  wichtiger  Bemerkungen,   die   diese  Arbeit  noch   enthält, 
Blossen  wir  auf  da»  Original  verweisen.  Hr. 


P.  Painleve.     Sur  l'int^gration  algäbrique  des  ^quations 
diffi^rentielles  du  premier  ordre,    c.  b.  cxn.  1190-1193. 

Im  Anschlnss  an  die  Sfttze  des  Herrn  Peinoar6  (s.  das  vor- 
hergehende Referat)  bezQglich  der  algebraischen  Integration  der* 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  und  ersten  Grades  unter- 
5oeht  der  Verf.  die  nflmliche  EVage  fttr  eine  beliebige  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung 

f(^i  y»  y')  —  0, 

wo  f  ein  irreductibles  Polynom  in  x,  y,  y'  und  vom  Orade  q  in 
y'  ist.  Wenn  das  Integral  algebraisch  ist,  bandelt  es  sich  um 
das  Oeschleeht  w  der  Relation  zwischen  den  ^constanten  Inte- 
gralen* (wegen  der  Bezeichnung  vergl.  das  Referat  S.  317  ttber 
die  Arbeiten  des  Verf.).  Dort  ist  auch  gezeigt,  wie  man  auf 
algebraischem  Wege  bestimmen  kann,  ob  das  Integral  algebraisch 
ist  und  der  Voraussetzung  ti>  >  oder  =  1  entspricht.  Hier  werden 
Qun  Bedingungen  angegeben,  unter  denen  man  algebraisch  er- 
kennen kann,  ob  das  Integral  algebraisch  ist  und  dem  Falle  tr  =  0 
entspricht.  Hr. 

J.  Cbls.     Sur  les  ^^quations  diff^rentielles  Unfaires  or- 

dinaires.     Ann.  de  r^.  Norm.  (3)  YIII.  341-415. 

J.  Cbls.      Sur  une   classe    d'^quations  diff^rentielles  li- 
n^aires  ordinaires.     c.  r.  cxii.  985-988. 

Bilden  «,,  . . .,  2n  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung  n^^^  Ordnung,  die  z 
als  Function  von  x  bestimmt,  so  genügen  die  logarithmischen 
Ableitungen  der  Determinante 

^  =  |art  (x,i  =  l,  2,  ...,  fi), 

nach  den  Elementen  der  x^°  Zeile  genommen: 

^  g;8(^-l)  (A  =    1,    ^    .  .  .,    W) 


FortMbr.  d.  Matlk.   XXni.  1. 
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ebenfalls  einer  linearen  Differentialgleiohang  n^'  Ordnung,  welche 
„die  Adjungirte  der  x**°  Zeile''  genannt  wird.  F&r  x  ^  n  fällt 
sie  mit  der  Lagrange'echen  Adjangiften  zusammen.  Wie  für 
die  letztere,  gilt  ftlr  die  Adjangirte  der  x^  Zeile  der  Satz,  dmas 
man,  wenn  man  von  ihr  die  Adjangirte  der  x**"  Zeile  bildet, 
wieder  auf  die  ursprüngliche  Gleichung  zurflekkommt.  Der 
Verf.  bildet  nun  folgende,  nach  beiden  Seiten  ins  Unendliche 
•gehende  Reihe  von  Differentialgleichungen: 

• . ,,  JE— (2^4-1),  E^2qj  .  • .,  ß— 1,  E,  Bj,  .  • .,  Etpj  fap+if  •••• 
Hierin  bedeutet  E  die  vorgelegte  Differentialgleichung,  E,  die 
Lagrange'sche  Adjungirte  von  E,  E,  die  der  ersten  Zeile  von  JS^, 
E,  die  Lagrange'sche  Adjungirte  von  £,  u.  s.  f.;  ferner  E^i  die 
der  ersten  Zeile  von  E,  E.2  die  Lagrange'sche  Adjungirte  von 
E.],  E.3  die  der  ersten  Zeile  von  £.2  u.  s.  f. 

Die  entsprechenden  Losungen  dieser  Gleichungen  b&ngen 
nun  in  folgender  Weise  zusammen.  Bedeutet  s  eine  Lüsung  von 
E  =  0,  Sp  die  entsprechende  von  Ep  =  0,  und  ist  l  der  Goefficient 
von  ft  in  E,  Ip  derselbe  Goefficient  in  E,,  so  gelten  die  Beziehungen 

^  J^_dt^J      d  d 1 d^ 

"^    l^    dx    i^    dx         dx    kp-i    dx  ^^ 


(1) 


»  =  /  l^\dx    I  t^idx , , ,    I  /_(2^_i)»_2^<te 

und 

_  \^ji 1_^         d      l       d 

^^  -^  l    dx    /.2   dx'dx    /.2,    iix'-<^+'>' 


»,   —  J l^dxj l^dx...J  hpfhp\^\dx^ 

so  dass  die  Kenntnis  einer  particulären  Lösung  irgend  einer  der 
Gleichungen  der  Reihe  die  entsprechende  von  E  selbst  bestimmt, 
wenn  jene  Gleichung  einen  geraden  Index,  und  die  der  Lagrange'- 
schen  Adjungirten  von  E  bestimmt,  wenn  sie  einen  ungeraden 
Index  hat.  —  Die  erste  Anwendung  betrifft  eine  Gleichung  von 
der  Form 

aj5C*)  +  6Ä(»-»)4-...-|-/j5  =  0, 

wo  a  ein  Polynom  in  x  vom  Grade  »,  b  vom  Grade  n— 1  u.  s.  f., 
/  eine  Constante  ist.     Es  ergiebt   sich,    dass   auch  l±p  f&r  be- 
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]id>ige8  p  eoostant  ist  /2p  =  0  stellt  die  determiDirende  Funda- 
DentalgleichuDg  tod  £  im  Punkte  ^  =  oo  dar.  Hieraus  wird  der 
bereits  von  Herrn  Heffter  gefundene  Satz  abgeleitet,  dass^  wenn 
diese  Gleicbung  ganze  negative  Wurzeln  besitzt,  der  absolut 
kleinsten  derselben  ein  Polynom  als  Lösung  entspricht.  Das 
Resultat  wird  weiter  dahin  ausgedehnt,  dass,  wenn  alle  Wurzeln 
der  determinirenden  Gleichung  ganz  sind,  und  wenn  die  Be- 
dingungen erföUt  sind,  dass  die  Logarithmen  in  den  zugehörigen 
EntWickelungen  verschwinden,  die  Gleichung  £  =  0  sich  in  end- 
licher Form  oder  durch  Quadraturen  integriren  lässt.  Die  Me- 
thode wird  ferner  auf  die  Gleichung 

x«-i»(»)  +  a  «"-2  »("-*>-! hÄa'-f  a?**-*»  =  0 

(a,  6,  ,..,  h  Constanten), 
die   eine    Verallgemeinerung   der    BesseFschen    ist,    angewandt, 
und  in  zwei  besonderen  Fällen  deren  Integration  angegeben. 

Endlich  wird  der  Fall  in  Betracht  gezogen,  wenn  in  der 
aufgestellten  Beihe  eine  Periodicität  der  Art  stattfindet,  dass 
£  =  £2«  ist.  Vermöge  der  Relationen  (1)  lassen  sich  dann  Difife- 
rentialgleichnngen  ableiten,  die  mit  der  vorgelegten  £  =  0  eine 
Lösung  gemein  haben.  Der  Verfasser  schliesst  daraus,  dass  die 
Gleichung  £  =  0  durch  Quadraturen  integrirt  werden  kann. 
Hierzu  wQrde  jedoch  noch  der  Nachweis  notwendig  sein,  dass 
die  betreffende  Gleichung  mit  £  =  0  nur  eine  Lösung  gemein- 
sam hat.  Dies  ist  tlbrigens,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  stets 
der  Fall,  wenn  die  Wurzel  Si  der  dort  auftretenden  Gleichung 
einfach  ist.  Hr. 

E.  Vessiot.     8ur  les   ^quations  difförentielles  Unfaires. 

C.  B.  CXIL  778-780. 

Es  sei  die  lineare  Differentialgleichung 

^^^  ^äF  +  ''«~dF^  +  *"  +  ''»'^  ^  ^ 

gegeben,   alsdann  gelten  folgende,   dem    Galois'schen  Theorem 
in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  analoge  Sätze: 

1.  Jeder  Gleichung  (1)  entspricht  eine  Gruppe  F  von  infini- 
tesimalen linearen  und  homogenen  Transformationen  derart,  dass 
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jede  algebraische  Function  von  l,  p,,  . . .,  p«  und  ihren  Derivirtc 
die  Gruppe  F  gestattet,  und  jede  Function,  die  diese  Grupp 
zulässt,  eine  algebraische  Function  der  genannten  Argumente    ia 

2.  £&  giebt  eine  Gruppe  G  von  endlichen  linearen  un 
homogenen  Transformationen,  die  jede  „rationale''  Function  i 
jener  Argumente  zulässt,  und  jede  Function  A,  die  diese  Grupp 
gestattet,  ist  eine  rationale  Function  der  genannten  Argumente 
Die  Gruppe  G  ist  bereits  von  Herrn  Picard  (C.  R.  XCVI,  F.  d 
M.  XV.  1883.  258)  die  Transformationsgruppe  der  Gleichung 
genannt  worden.  Die  Kenntnis  der  Gruppe  F  oder  G  gestatte! 
die  Entscheidung,  ob  die  Gleichung  (1)  durch  Quadraturen  inte^ 
grabel  sei,  und  die  Zurückftihrung  ihrer  Integration  auf  die  eioei 
Reihe  einfacherer  Gleichungen.  Hr. 


P.  Günther.     Ueber  die  Bestimmung  der  Fundamental- 
gleichungen  in  der  Theorie  der  linearen  DiflFerential- 

gleichungen.     J.  für  Math.  OVII.  293-318. 

Die  von  Herrn  Fuchs  in  den  Annali  di  Mat.  IV  (F.  d.  M. 
II.  1870.  175)  gegebene  Darstellung  der  Integrale  linearer  homo- 
gener   Differentialgleichungen    in    überall    convergenten    Reihen 
hatte  bereits  der  Verf.  in  einer  Notiz  über  denselben  Gegenstand 
(J.  für  Math.  CVI,  F.  d.  M.  XXII.  1890.  308)  dazu  benutzt,  Aus- 
drücke für  die  Coefficienten  der  zu  einem  singulären  Punkte  ge- 
hörigen Fundamentalgleichung  zu  erlangen.    In  der  vorliegenden 
Abhandlung    werden    auf  Grund    derselben   Seihen    nach    einer 
zweiten  Methode  Ausdrücke  für  die  genannten  Coefficienten  ent- 
wickelt,   die    für  gewisse  Anwendungen    Vorteile  bieten.     Aus 
dieser  Bestimmungsmethode,    die    an   dem  Beispiele   der  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  näher  ausgeführt  wird,  er* 
giebt  sich   unmittelbar  der  von  Herrn  Poincarö  bewiesene  Satz: 
„Die    Coefficienten    der   zu    x  =  at  gehörigen   Fundamentalglei- 
chungen in  der  Differentialgleichung 
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^nd  ganze  transcendente  Functionen  der  Grössen  Ahu.  Denkt 
man  sie  sich  nach  Potenzen  dieser  letzteren  Grössen  entwickelt, 
Mj  kann  der  Coefficient  jedes  einzelnen  Gliedes  durch  iterirte 
integrale  ausgedrückt  werden^.  Nach  Herrn  Poincar6  werden 
ii^e  iterirten  Integrale  mit  Hülfe  der  Transcendenten 

/**     dx        /•*       dx         /•«         /•*   dx 

X^  Xfj  3?J  Xg 

dargestellt.  Die  Bestimmung  expliciter  Ausdrücke  der  Coeffi- 
eienten  der  Fundamentalgleichungen  mit  Hülfe  dieser  Transcen- 
denten ist  jedoch  mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  und 
würde  wahrscheinlich  solche  Entwickelungen  erfordern,  wie  sie 
der  Verf.  ausgeführt  hat.  Diese  aber  kann  man  direct  vornehmen, 
ohne  erst  die  Ausdrücke  der  iterirten  Integrale  durch  ^-Func- 
tionen aufzustellen.  Durch  die  dargelegte  Methode  erkennt  man 
femer,  dass  die  Coefficienten  in  der  Potenzreihe  der  Ah^^i  durch 
Summen  unendlich  vieler  rationalen  Functionen  der  a^  dargestellt 
werden.  Diese  Summen  aber  reduciren  sich,  wie  der  Verf.  zeigt, 
im  allgemeinen  nicht  auf  rationale  Functionen  der  a,-,  wodurch 
eine  Bemerkung  des  Herrn  Mittag-Leffler  in  den  Acta  Math.  XV. 
22  (vcrgl.  das  bezügliche  Referat  S.  327  d.  B.)  berichtigt  wird. 
Zum  Schluss  wird  die  Verallgemeinerung  eines  von  Herrn  Bruns 
(Astr.  Nachr.  2533,  2553,  F.  d.  M.  XV.  1883.  980)  für  eine 
Differentialgleichung  der  Störungstheorie  ausgesprochenen  Satzes 
abgeleitet.  Hr. 

J.  HoRN.  Zur  Theorie  der  Systeme  linearer  DiflFeren- 
tialgleichuugen  mit  einer  unabhängigen  Veränder- 
lichen.   I.    Math.  ADD.  XXXIX.  391-408. 

Der  Verfasser  untersucht  die  Form  der  regulären  Lösungen 
eines  Differentialgleichungssystems  von  der  Gestalt 

indem  er,  abweiebend  von  den  Herren  Sauvage,  Grünfeld  und 
Königsberger,  deren  Arbeiten  direct  an  die  Theorie  der  gewöhn- 
lichen linearen  Differentialgleichungen  anknüpfen,  sich  lediglich 
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auf  die  Weierstrass'sche  Theorie  der  bilineareu  Formen  stOtzt, 
insbesondere  auf  die  von  diesem  eingeführte  Normalform  sowie 
die  zugehörige  Determinante  mit  ihren  £lementarteilern,  durch 
welche  die  Form  der  Lösungen  wesentlich  bedingt  wird  (§  3  u. 
§  4),  zum  Ausgangspunkt  seiner  Betrachtungen  macht.  Zur  Er- 
mittelung der  Form  und  zur  Berechnung  der  Lösungen  des 
obigen  Differentialgleichungssystems  bedient  sich  der  Verfasser, 
ebenso  wie  Herr  Grünfeld,  des  von  Herrn  Frobenius  (J.  für  Math. 
LXXVI)  für  die  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichungen 
angegebenen  Verfahrens  (§  2);  die  vorliegende  Untersuchung  ist 
aber  insofern  allgemeiner  als  die  des  Herrn  Grünfeld,  als  der 
letztere  dieselbe  nur  unter  der  Voraussetzung  durchführt,  dass 
das  in  Rede  stehende  System  aus  einer  Fuchs'schen  Differential- 
gleichung hervorgeht.  Wbg. 


F.  Gbrbaldi.      SuIIe  equazioni  differenziali  lineari. 

Rivista  di  Mat.  I.  125-126. 

Im  Cours  d*analyse  des  Herrn  Jordan  (IIL  177-178)  kommt 
es  beim  Beweise  für  die  Convergenz  der  Reihen,  durch  welche 
die  Fundamentalintegrale  einer  linearen  Differentialgleichung  in 
der  Umgebung  eines  singulären  Punktes,  falls  sie  daselbst  regulär 
sind,  nach  dem  Fuchs'schen  Theorem  dargestellt  werden  können, 
darauf  an,  zu  zeigen,  dass  eine  Folge  von  positiven  Grössen  d^ 
eine  obere  Grenze  habe.  Diese  Eigenschaft  der  Grössen  d^^  wird 
allein  aus  der  Ungleichheit 

(1)      d^<—-2:  dl, 

wo  4^  eine  positive  Constante  ist,  abgeleitet.  Der  Verf.  zeigt 
an  einem  Beispiele,  dass  die  blosse  Ungleichheit  (1)  hierzu  nicht 
ausreicht.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit 
die  der  Ungleichheit  (1)  genügenden  Grössen  d^  eine  obere 
Grenze  haben,  ist,  dass  4^^L  Diese  Bedingung  wird  aber 
in  dem  citirten  Beweise  des  Herrn  Jordan  nicht  berücksichtigt. 

Hr. 
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G.  Mittag  -  Lbpflbk.  Snr  la  repr^sentation  analytique 
des  integrales  et  des  invariants  d'une  ^quation  diff^- 
rentiel]e  lin^aire  et  homogene.    Acu  Math.  XV.  i-d2. 

Die  Integrale  einer  linearen  homogenen  Differentialgleiohung 
mit  eindeotigen  Goefficienten  erfahren  eine  lineare  Substitution, 
wenn  die  unabhängige  Variable  x  einen  geschlossenen  Weg  be- 
sehreibt, der  einen  oder  mehrere  Verzweigungspunkte  umgiebt. 
Die  Berechnung  der  Goefficienten  dieser  Substitution  aus  der 
Differentialgleichung  ist  in  dem  Falle,  dass  es  sich  nur  um  einen 
solehen  Punkt  handelt  und  die  Integrale  in  ihm  alle  „regulftr*^ 
sind,  längst  von  Herrn  Fuchs  erledigt.  Von  andern  Fällen  hat 
lunächst  Herr  Hamburger  (J.  f&r  Math.  LXXXIII,  vgl.  F.  d.  H. 
IX.  1877.  289)  den  Fall  in  Angriff  genommen,  dass  jener  Weg 
innerhalb  eines  Ringes  zwischen  zwei  concentrischen  Kreisen 
verläuft;  er  setzte,  unter  x^  eine  Stelle  dieses  Ringgebietes  ver- 
standen, X  =  x^e^  und  entwickelte  die  Integrale  nach  Potenzen 
von  %.  Convergiren  die  erhaltenen  Reihen  noch  für  t  =  2ni^ 
80  führen  sie  zur  Lösung  der  Aufgabe;  convergiren  sie  nicht 
60  weit,  so  kann  man  sich  mit  Einschaltung  von  Zwischenwerten 
behelfen,  die,  wie  der  Verf.  zeigt,  gerade  bei  diesem  Ansatz  weniger 
Verwickelung  bedingt  als  sonst.  Herr  Poincarö  (Acta  Math.  IV, 
vgl.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  252)  setzte  statt  dessen: 

«  =  «,(i+0''»(l-0  "s 

(mit  anderen  Worten,  er  bildete  den  unendlich  oft  tiberdeckt  ge- 
dachten Kreisring  auf  einen  Vollkreis  ab)  und  entwickelte  nun 
oach  Potenzen  von  I.  Der  Verf.  des  vorliegenden  Aufsatzes  ver- 
folgt die  bei  beiden  Methoden  erforderlichen  Rechnungen  ins 
einzelne  und  beseitigt  die  scheinbare  Abhängigkeit  der  Resultate 
von  x^  durch  Entwickelung  der  Schlussformeln  nach  Potenzen 
dieser  Grösse  und  Beibehaltung  nur  des  constanten  Gliedes. 
Ein  Schlussparagraph  erweitert  die  Resultate  auf  Ringgebiete 
zwischen  confocalen  Ellipsen.  (Vergl.  das  Referat  über  Günther, 
oben  S/324.)  Bdt. 
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L.  AuTONNB.     8ur  la  th^orie  des  ^quations  diffärentielles 
du  premier  ordre  et  du  premier  degrö.      Jonrn.  de  TEc 

Pol.  LXL  85-122. 

Der  Verf.  beschäftigt  sich  mit  den  DifferentialgleickuDgen 
der  Form  Md|  +  ^^^^7  =  0,  in  welcher  M^  N  rationale  Fanctionen 
von  I,  ?7  bedeuten.  Durch  Einführung  homogener  Veränderlicher 
fahrt  er  sie  nach  dem  Vorgange  von  Clebsch  über  in-  die  Glei* 
chung  eines  Connexes  erster  Klasse,  beliebiger  Ordnung;  die 
Integralcurven  der  Differentialgleichung  erscheinen  dann  als 
Hauptcoincidenzcurven  des  Connexes.  Die  dreifach  unendlich 
vielen  Linienelemente  (Punl^t  und  Gerade  in  vereinigter  Lage) 
der  Ebene  werden  durch  eine  birationale  Transformation  mit 
den  Punkten  eines  dreifach  ausgedehnten  Raumes  in  Beziehung 
gesetzt;  dem  Connexe,  bezw.  seiner  Hauptcoincidenz,  entspricht 
dabei  eine  bestimmte  Fläche  %]  den  Integralcurven  diejenigen 
Gurven  auf  %j  deren  Tangenten  einem  bestimmten  linearen  Gom- 
plexe  („complexe  eapital")  angehören.  In  dem  speciell  vorliegen- 
den Falle  eines  Connexes  erster  Klasse  ist  %  unicursal  (S.  66). 
FOr  die  weitere  Untersuchung  werden  diejenigen  Punkte  von  % 
wesentlich,  deren  Tangentialebenen  zugleich  ihre  Polarebenen 
in  Bezug  auf  den  complexe  capital  sind  („poiuts  nodaux**);  deren 
Anzahl  ist  im  allgemeinen  endlich,  in  speciellen  Fällen  treten 
Curven  solcher  Punkte  auf  (S.  88).  Diese  sind  dann  Asymptoten- 
curven  von  %  und  entsprechen  particulären  Integralcurven. 

Diese  Ansätze  führen  auf  eine  Klassification  der  Differential- 
gleichungen nach  der  Natur  der  Fläche  %  und  ihrer  etwaigen 
Nodalcurve.  Von  den  so  entstehenden  Fällen  untersueht  der 
V«rf.  nur  diejenigen,  in  welchen  %  eine  Ebene,  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung,  eine  windschiefe  Fläche  dritter  Ordnung  oder 
eine  mit  einer  Nodalcurve  versehene  allgemeine  Fläche  dritter 
Ordnung  ist.  In  den  meisten  dieser  Fälle  gelingt  die  Integration 
der  vorgelegten  Differentialgleichung  durch  algebraische  Func- 
tionen oder  durch  Quadraturen  Qber  solche;  der  Fall  der  wind- 
schiefen Fläche  dritter  Ordnung  fUhrt  auf  eine  Riccati'sche  Glei- 
chung (S.  93);   in  dem  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung 
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mit  einer  geraden  Nodallinie  hat  der  Verf.  zwar  eine  Keduetion 
der  Ordnung  des  zugehörigen  Connexes,  aber  keinen  weiteren 
Äufgchlnss  über  die  Naitar  der  Integrale  erreichen  können  (S.  107). 

Bdt. 


C.  BiGiAVi.     Sopra  una  classe  di  equazioni  differenziali 
lineari  reducibili.    Aonaü  di  Mat.  (2;  xix.  97-^. 

Die  Frage,  ob  eine  gegebene  lineare  Differentialgleichung 
eine  in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Function  mit  nur  einem 
Punkte  der  Unbestimmtheit,  der  ins  Unendliche  verlegt  werden 
kann,  zu  ihrem  allgemeinen  Integrale  habe,  läset  sich  nach  den 
Focbs'sehen  Principien  lediglich  durch  die  Untersuchung  der 
Wurzeln  der  determinirenden  Gleichungen  fUr  die  einzelnen  sin- 
gulären  Punkte,  also  durch  rein  algebraische  Operationen  ent- 
scheiden. Die  blosse  Betrachtung  der  einzelnen  singulären 
Punkte  genügt  im  allgemeinen  nicht  mehr,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  zu  erkennen,  ob  die  Gleichung  überhaupt  überall  ein- 
deutige Integrale  habe.  Für  die  Gleichungen  indes,  deren 
Coefficienten  doppeltperiodisoh  sind,  lässt  sich  ein  Fall  angeben, 
wo  man  die  Existenz  einer  Gruppe  von  eindeutigen  Integralen 
aliein  durch  die  Natur  der  singulären  Punkte  feststellen  kann. 
Dieser  Fall  bietet  sich  dar,  wenn  die  Gleichung,  die  von  n^*' 
Ordnung  sei,  innerhalb  des  Periodenparallelogramms  nur  einen 
singulären  Punkt  besitzt,  derart,  dass  die  Wurzeln  der  bezüg- 
lichen determinirenden  Gleichung  ganze  Zahlen  und  fi— 1  der 
zd  diesem  Punkte  gehörigen  Fundamentalintegrale  von  Loga- 
rithmen frei  sind.  Die  Gleichung  besitzt  dann  eine  Gruppe  von 
überall  eindeutigen  Integralen,  und  es  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  eine  solche  Gleichung  vollständig  integrabel  ist.  Die  hier 
in  Betracht  kommende  Frage,  wann  in  einer  Gruppe  von  A  Inte- 
gralen, die  zu  einer  Gruppe  von  l  bloss  um  ganze  Zahlen  sich 
unterscheidenden  Wurzeln  der  determinirenden  Gleichung  ge- 
hören, mehr  als  ein  vom  Logarithmus  freies  Integral  existirt, 
wird  im  ersten  Teile  der  Arbeit  eingebend  behandelt,  und  die 
Bedingungen  dafOi*,   dass  alle  l,  und   die,    dass  X—l  Integralo 
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von  Logarithmen  frei  sind,  explicite  angegeben.  Die  Bediogungen 
des  ersteren  Falls  stimmen  mit  den  bereits  von  Herrn  Fuchs 
angegebenen  flberein.  Zum  Schluss  werden  einige  Beispiele  von 
Gleichungen  zweiter  und  dritter  Ordnung  mit  doppeltperiodischen 
CoefScienten  behandelt,  welche  die  obigen  Bedingungen  erfQllen. 

Hr. 


R.  GOntschb.     Zur  Integration  der  Differentialgleichung 

^  =  Po  +  Pi  y  +  Pi »'  +  Pi  y '•      DiM.  Jeos.  B.  Bogau.  25  8.  4». 

Vorstehende  Gleichung  hat  fttr  den  Fall,  dass  die  Coef- 
iicienten  p,  abgesehen  von  einem  gemeinsamen,  von  »  abhängigen 
Factor,  constant  sind,  ofifenbar  eine  Integralgleichung,  die  im 
allgemeinen  die  Form  hat 

wo  B  eine  Function  von  2,  und  A^J  A^y  A^y  A,  c  Constauten  sind. 
Diese  Form  untersucht  nun  der  Verfasser  für  den  allgemeineren 
Fall,  dass  ^4,,  A^^  A^  Fuuctionen  von  z  sind,  auf  die  Bedingungen, 
unter  welchen  sie  einer  Differentialgleichung  obiger  Form  genQgt. 
Es  zeigt  sich,  dass  eine  solche  stets  durch  geeignete  Trausfor- 
mationen  auf  den  Fall,  dass  die  Coefficienten  constant  sind,  zu- 
rUckgefQhrt  werden  kann.  Darauf  wird  eine  Integralgleichung 
von  der  Form 

nach  demselben  Gesichtspunkte  behandelt.  Die  Functionen 
A^,  i4„  il„  A^  werden  auf  eine  unabhängige  zurückgeftlhrt,  und 
die  entsprechenden  Formen  der  Differentialgleichung  aufgestellt, 

Hr. 


P.  Benüit.     Ueber  Differentialgleichungen,  welche  durch 
doppeltperiodische  Functionen  zweiter  Gattung  erfüllt 

werden.     Pr/(Nr.  94}  Dorotheenat.  Realgymo.  Berlio.  19  8.  4«. 

Der  Verfasser  untersucht  die  folgendoi  eine  Verallgemeine* 
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ruDg  der  Lam^'gcheu  Gleichung  darstellende  Differentialgleichung: 

(1)  ^  =  [K  +  KP^-fn(n  +  l)p'u  +  ~p^'u]y  =  *(u)y, 

worin  p(u)  die  WeierstrasB'sche  Function  bedeutet,  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Gleichung  ein  eindeutiges  Integral  hat. 
Die  angewandte  Methode  besteht  darin,    die  doppeitperiodische 

Function  erster  Gattung  »  = -j^  einzuführen,  die  der  Glei- 

chung a'  =  0(u)  genügt.     Mittels  der  von  Hrn.  Weierstrass 

gegebenen  Darstellung  jeder  doppeltperiodischen  Function  erster 
Gattung  mit  nur  einer  wesentlich  singulären  Stelle  im  Unend- 
lichen ergiebt  sich  für  «  die  Form 

au  ,sri  a(M— Oi) 

Hierin  sind  b,,  ...,  6„  von  Kuli  verschiedene  Unstetigkeitsstellen 
von  a,  die  dadurch  ermittelt  werden,  dass  pb^y  pfr„  . . .,  pbn  als 
Wurzeln  einer  Gleichung  n'®"  Grades  erscheinen,  deren  Coef- 
fieienten  auf  recurrentem  Wege  bestimmt  werden.  Dabei  er- 
hält man  zugleich  die  notwendige  und  hinreichende  Bedin- 
gung für  die  Existenz  eines  eindeutigen  Integrals  in  der  Form 
F{k^^    Äf,,     m)  =  0,    wo  jF  eine  ganze   rationale  Function    der 

Argumente  bezeichnet  und  die  Indices  den  Grad  in  A^,  Aj,  m 
angeben.  Ist  z.  B.  h^  und  tn  gegeben,  so  lassen  sich  n-^-l  Werte 
von  k^  finden,  die  eindeutige  Integrale  liefern.  Für  die  Gon- 
8tante  r  erhält  man 


2  m  i=:i    abi 


Aus  (2)  folgt  dann  für  das  eindeutige  Integral  von  (1)  die 
Darstellung 

^  (a«)"  ^  ^' 

V(u)  ist  eine  doppeltperiodische  Function  zweiter  Gattung,  von 
der  gezeigt  wird,  dass  sie  sich  in  der  Form 
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darsteUen  lässt,  wo 


— n» 


und  «0,  «(,  ...  Constanten  sind.  Die  weitere  Untersuchung  er- 
streckt sich  auf  die  besonderen  Fälle,  wo  der  Modul  der  ellip- 
tischen Function  den  Wert  1  oder  Null  erhält,  pu  also  in  eine 
Exponential-  oder  trigonometrische  Function  übergeht.  Zum 
Schluss  wird  gezeigt,  dass  die  allgemeinere  Gleichung 

du 


T  =  [K+K  ^'^  +  k,pu-min+l)g>'u  +  '^p"u 


+ 


(*,+*;+'; +  -  +  *\"^  =  o,  ir<fi) 

eine  gleiche  Behandlung  wie  (l)  gestattet.  Hr. 


K.  A.  Stbnberg.  lieber  die  allgemeine  Form  der  ein- 
deutigen Integrale  der  linearen  homogenen  Differen- 
tialgleichungen  mit  doppeltperiodiscben  Coefficienten. 

Acta  Math.  XV.  259-278. 

Herr  Floquet  hat  in  seinen  Untersuchungen  ober  die  im  Titel 
bezeichneten  Integrale  für  die  einzelnen  Gruppen,  in  die  sie  zer- 
fallen,  eine  besondere  Form  aufgestellt  (Ann.  de  TEc.  Norm.  (3) 
I,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  279).  Diese  sucht  der  Verfasser  durch 
eine  einfachere  zu  ersetzen,  in  der  die  Anzahl  der  doppelt- 
periodischen Functionen  gleich  der  Anzahl  m  der  die  Gruppe 
bildenden  Integrale  ist,  während  sie  bei  der  Form  des  Herrn 
Floquet  im(m+l)(m  +  2)  beträgt.  Sind  y,,  . .  .,  y»,  die  Elemente 
der  Gruppe,  so  lassen  sie  sich  in  folgender  Gestalt  darstellen: 

y,  =  9^(^)i   y,  =  9>(«)[^2,i  +  <iP,(aj)], 

y»    =  V  (^)  [^3,1  +  ^3,2  %  (od)  +  <3P,  (x)i 

wo  q>(jc)  eine  doppeltperiodische  Function  zweiter  Art,  ferner 
g?,(aj),  ...,  9«(a;)  doppeltperiodische  Functionen  erster  Art  be- 
deuten und  Af,^y  ganze  algebraische  Functionen  (ju— v)*®"  Grades 
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von  X  und  — (j:— x^)  sind,  die  sich  eindeutig  bestimmen  lassen, 

falls  gewisse  Gonstanten,  an  Zahl  m(m^l),  gegeben  sind. 

Hr. 

P.  Appell.  Sur  des  öquations  diflFörentielies  lin^aires 
traDsformables  en  elles-m^mes  par  un  changement  de 
fonction  et  de  variable.      c.  R.  cxil.  34-37,  Acta  Math.  XV. 

281-315. 

Der  Verfasser  bewirkt  die  Integration  einer  Klasse  von 
linearen  homogenen  Dififerentialgleichungen,  die  u  als  Function 
von  &  bestimmen  und  die  Eigenschaft  haben,  durch  die  Sub- 
stitationen 

©  =  uyß(z),    i  =  (p(z) 

in  sich  selbst  transformirt  zu  werden.  q){z)  wird  als  gegeben 
angenommen  und  durch    folgende  Eigenschaften    cbarakterisirt: 

1)  ^{x)  ist  eindeutig  im  Innern   eines  Gebiets  R  der  2- Ebene. 

2)  Setzt  man  is^  =  9>(^)i  ^1*4-1  =  ^(^Oi  ^^  liegen  alle  Punkte  »,, 
s„  ...,  Zp  im  Innern  von  R  und  convergiren  gegen  eine  Grenze 
^,  die  kein  wesentlich  singulärer  Punkt  von  g>(z)  ist.  Nach  den 
Untersuchungen  des  Herrn  Königs  (Ann.  de  Vi,c.  Norm.  (3)  I 
SnppWm.,  (3)  II;  F.  d.  M.  XVI.  1884.  376,  XVII.  1885.  370) 
\%X  X  ein  Punkt,  für  den  {p{i)  =  z  und  |^'(a;)|<l  ist.  y>'{x) 
wird  verschieden  von  Null  und  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung holomorph  oder  meromorph  im  Grenzpunkte  x  ange- 
nommen. Mit  g>(z)  ist  \p(z)  bestimmt.  Ist  nämlich  die  Diffe- 
rentialgleichung von  der  n'^^  Ordnung  und  auf  die  Form  gebracht, 

in  der  der  Coefficient  von  iiC"-')  verschwindet,  so  ist  tff(z)  =  y'(^)  ^  . 
Es  giebt  dann  wenigstens  ein  Integral  F(z)j  welches  die  Relation 


F(y(0)  =  Ag>'{z)  2   F^z)  (A  eine  Constante) 

erf&Ut.  Die  Lösung  dieser  Functionalgleichung  gelingt  mittels 
der  durch  Herrn  Königs  eingeführten  Function  B(z),  welche  durch 
die  Gleichung 

B{<f(z))  =.  y>\x)B(z) 
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defioirt  ist,  mit  der  Bestimmung,  holomorph  in  x  zu  sein  und 
für  z  =  X  in  der  ersten  Ordnung  zu  verschwinden.  Es  ist  näm- 
lich, abgesehen  von  einem  constanten  Factor: 

1-« 


fXa)  =  fi(»y[ß'(»)]  * , 

wo  r  die  Ordnung  des  Verschwindens  von  F(%)  f&r  2  =  :r  an- 
giebt.  Die  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  lassen  sieh 
rational  durch  die  Function  B(&)  und  ihre  Ableitungen  ausdrücken. 
Hierbei  zeigen  sich  die  Differentialgleichungen  im  Punkte  s  =  a; 
regulär.    Ist  n  =  2,  also  die  Differentialgleichung  von  der  Form 

(1)       -^ -«/■(»)  =  <^' 

dann  muss  f(z)  die  Relation  erfüllen 

Dieser  Bedingang  genOgt  die  Reihe 

welche,  da  \g>'(x)\<:l  ist,  convergent  und  im  Punkte  x  holo- 
morph ist.     Die  allgemeinste  Form  für  die  Function  f(s)  ist 

K»)  =  AW  +  «[^^J'  («  eine  Constante). 

Da  B(i)  in  x  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet,  so  ist  off'en- 
bar  die  Gleichung  (1)  in  is  =  o;  regulär.  Sind  die  Wurzeln  der 
bezüglichen  determinirenden  Gleichung  r,  und  r„  so  stellen 

zwei  particuläre  Integrale  von  (1)  dar.  Die  Modification  für  den 
Fall  r,  =  r,  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit.  Durch  Substitution 
eines  der  Integrale  in  (1)  für  u  erhält  man  für  f^  (s)  eine  zweite, 
in  B  und  den  Ableitungen  von  B  rationale  Darstellung 

3  /  B"  V      1    Ä"' 


^  .  .         ö  /  ff"  V      1    if' ' 


Die  Coefficienten  der  Gleichung  werden  constant  durch  die  Sub- 
stitution 

i  =  logB(«),     u  =  t?B' (»)-*. 

Wenn  coCz)  identisch  Null  ist,   dann  wird  g>  =  — -^    Ca,  6,  c, 
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d  eoBsbuit)  and  B(i)  von  derselben  Form.  Dieser  Fall  führt 
anf  QleiehuBgen,  deren  Integration  bekannt  ist.  Schreibt  man 
fflr  ein  beliebiges  n  die  Gleichung  in  der  Form 

d»-  ^      1.2      '^»^^  d»— ^  ^         1.2.3  »^^  d»«-^  ^ 

+  P„(a)ii  =  0, 

so  bestehen  fQr  die  Coefficienten  Bedingungen  der  Art,  dass 
'^(yC*))«  •••>  ''»(y(*))  lineare  Functionen  von  P,(ä),  ...,  /^^C») 
sind,  deren  Coefficienten  die  Derivirten  von  g>(z)  enthalten.  Mit 
HQlfe  dieser  Relationen  lassen  sich  die  allgemeinsten  Ausdrücke 
dieser  Functionen  bilden  unter  der  Bedingung,  dass  sie  mero- 
roorpb  in  x  sind.  Hierbei  ergiebt  sich,  dass  P,(9)  mit  der  oben 
bestimmten  Function  /*(«)  bis  auf  einen  constanten  Factor  identisch 
ist  Die  Integration  läset  sich  mit  HQlfe  der  Function  B(i)  be- 
wirken.   Insbesondere  gilt  der  Satz,  dass  die  Substitution 


«— 1 


t  =  a\ogB(%),     ^  =  ^\rßj 


2 


die  Gleichungen  dieser  Klasse  in  solche  mit  constanten  Coeffi- 
cienten zurückführt.  Einige  dieser  Resultate  lassen  sich  auf  nicht 
lineare  Gleichungen  ausdehnen,  Hr. 


G.  VivANTi.     8ugr  integrali   polidromi  delle   equazioni 
algebrico-differenziali  del  primo  ordine.     Aunali  di  Mat. 

(2)  XIX.  89-88. 

In  der  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  mehrwertigen  Func- 
tionen« (Schlömilch  Z.  XXXIV,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  395)  hat 
der  Verf.  die  Functionen  in  zwei  Familien  eingeteilt.  Diejenigen 
Fanctionen,  deren  Werte  für  einen  beliebigen,  aber  bestimmten 
Wert  der  unabhängigen  Variable  durch  einen  in  keinem  Bereich 
dichte  Punktmenge  dargestellt  werden,  gehören  zur  ersten,  alle 
fibrigen  zur  zweiten  Familie.  Von  den  a.  a.  0.  aufgestellten  . 
Sitzen  wird  hier  eine  Anwendung  auf  die  Theorie  der  algebrai* 
sehen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  gemacht  und  u.  a. 
folgendes  Resultat  abgeleitet.     Besteht  eine  solche  Differential- 
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gleichuDg  zwischen  y  und  9,  und  haben  y  als  Function  von  2 
und  z  als  Function  von  y  nur  feste  Verzweigungspunkte,  so  ge- 
hören diese  Functionen,  falls  wenigstens  einer  der  Verzweigungs- 
punkte erster  Art,  d.  h.  für  welche  -p-  oder  -^  =  oc  ist,  für 

jede  der  beiden  Functionen  kein  Punkt  der  Unbestimmtheit  ist, 
zur  ersten  Familie  wenigstens  fQr  einen  beliebigen  Wert  der 
willkürlichen  Constante.  Hr. 


DiETRiCHKEiT.     üeber  Invarianten  der  linearen  Diflferen- 
tialgleicbungen.    Schlömiich  z.  xxxvi.  3ll-dlö. 

Bildung  von  Functionen  der  Coefficienten  p^i  ••-!  P«  einer 
linearen  Differentialgleichung  n^'  Ordnung  in  y,  die  bei  einer 
Substitution  der  Form 

wo  F  einer  gewissen  Bedingung  genügt,  invariant  bleiben. 

Hr. 


W.  Heymann.     Bemerkung  zur  Transformation  der  Diffe- 
rentialgleichungen  von    Pnnkt-   in    Linieneoordinaten. 

Schlömiich  Z.  XXXVI.  317-320. 

In  Schlömiich  Z.  XXXI  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  289)  hat 
der  Verfasser  eine  „Berichtigung"  veröffentlicht,  wonach  es 
scheinen  könnte  (und  so  hat  es  auch  Ref.  aufgefasst),  als  ob  das 
in  einer  Note  derselben  Zeitschrift  XXIV  aufgestellte  Integral 
der  Gleichung 

.T  +  y— («i^'-y)«   =  0 

falsch  wäre.  Der  Ausdruck  ist  jedoch  nur  vieldeutig  und  ent- 
hält, wie  gezeigt  wird,  ausser  der  Lösung  noch  fremdartige  Be- 
standteile. Die  erwähnte  Berichtigung  sollte  nur  den  Weg  an- 
geben, wie  man  direct  auf  die  zulässige  Losung  kommen  und 
die  fremdartigen  von  vorn  herein  vermeiden  kann.  Hr. 
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F.  Klei«.     Ueber  Normirang  der  linearen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung.  Math.  adh.  xxxviii.  144-152. 

Die  Arbeit  reproducirt  zunächst  den  ersten  Teil  der  in  den 
Gott  Nachr.  1890  erschienenen  Note  über  Lam^'scbe  Functionen 
(F.  d.  M.  XXII.  516).  Daran  schliessen  sich  weiter  Angaben 
über  die  Einführung  von  homogenen  Variabein  in  bestimmte 
Integrale,  insbesondere  in  diejenigen,  welche  Particularlösungen 
der  hypergeometrischen  Reihe  darstellen.  Verf.  gelangt  von  der 
RiemaDn'scheu  P- Function  durch  Multiplication  mit  einem  Factor 
{jfüy{xhy'(mey  in  einer  Form: 


n 


in  der  die  Exponenten  l\  . . .,  y"  keiner  Bedingung  unterliegen. 
Durch  geeignete  Wahl  von  /,  m,  n  kann  eine  Normirung  des  77 
erzielt  werden:  entweder  so,  dass  A'+A"  =  A*'+f*"  =  y'+v"  =  0 
vrird  [dann  genügt  es  der  in  jener  Note  hergestellten  normirten 
Differentialgleichung  (/Z,/*),  =  qp/I],  oder  so,  dass  Ä"  =  ^"  =  >»"==  0 
wird  [dann  kann  17  ohne  weiteres  durch  ein  bestimmtes  Integral 
der  erwähnten  Art  dargestellt  werden].  Die  am  Schlüsse  in  Aus- 
sicht gestellte,  zusammenhängende  Darstellung  der  Theorie  der 
bjpergeometrischen  Function  von  dieser  Definition  aus  ist  in- 
zwischen von  Hrn.  C.  Schellenberg  als  •  Göttinger  Dissertation 
(1892)  veröffentlicht  worden.  Bdt. 


a 

b 

e 

l' 

/»' 

v' 

«n  '>* 

X" 

n" 

v" 

L.  PocauAHMER.     Ueber  eine  lineare  Differentialgleichung 
iit6r  Ordnung  n^it  einem  endlichen  singulären  Punkte. 

J.  för  Math.  GVIII.  00-87. 

Die  Differentialgleichung,  um  welche  es  sich  handelt,  ist  ein 
irenzfall  derjenigen  Differentialgleichung  n^**  Ordnung  mit  zwei 
endlichen  (und  einem  unendlich  fernen)  singulären  Punkten,  welche 
ils  Verallgemeinerungen  der  hjpergeometrischen  Differentialglei- 
:hong  von  Goursat  (Ann.  de  TEcole  Norm.  (2)  XII.  1883)  und 
lern  Verf.  (J.  fOr  Math.  CIL  1888)  aufgestellt  und  sowohl  durch 

FortMhr.  4.  Math.  ZXUI.  1.  22 
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PotenzreibeD,  wie  durch  bestimmte  Integrale  integrirt  worden  ist. 
Dem  schliesst  sich  die  vorliegende  Abhandlung  an ;  es  werden  nur, 
um  allgemein  gültige  Resultate  zu  erlangen,  die  vom  Verf.  in- 
zwischen (Math.  Ann.  XXXV,  vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  407) 
eingeführten  Integrale  mit  Doppelumlauf  benutzt.  Die  erlangten 
Einzelresultate  möge  man  in  der  Arbeit  selbst  einsehen. 

Bdt. 


L.  PocHHAMMBR.  Ucbcr  einige  besondere  Fälle  der  li- 
nearen Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  li- 
nearen   Coefficienten.       Math.  Ann.  XXXVIII.  225-246. 

Im  Anschluss  an  seine  Abhandlung  im  XXXVI.  Bande  der 
Math.  Ann.  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  317)  giebt  der  Verf.  Darstellungen 
der  Lösungen  der  genannten  Gleichung  durch  Potenzreihen  und 
durch  bestimmte  Integrale  mit  „doppeltem  Umlaufs. 

Bdt 


L.  PocHHAMMBR.     Uebor  eine  binomische  lineare  Diffe- 
rentialgleichung U*®'*  Ordnung.    Math.  Add.XXXVIH.  247-262. 

Die  Abhandlung  stellt  die  Lösungen  der  Differentialgleichung: 

durch  Potenzreihen  und  durch  bestimmte  Integrale  dar. 

Bdt 


L.  Pochhammer.      Ueber    die  Differentialgleichung    der 
allgemeinen  F- Reihe.    Math.  Ann.  xxxviiL  586-597. 

Die  Abhandlung  geht  aus  Ton  einer  Verallgemeinerung  der 
Gauss'schen  hypergeometrischen  Reibe  und  leitet  die  Differential- 
gleichung ab,  welcher  die  durch  dieselbe  dargestellte  Function 
genügt.  Sie  steht  in  naher  Beziehung  zu  den  in  den  vorau< 
gehenden  Referaten  besprochenen  Arbeiten  des  Verfassers. 

Bdt 
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6.  Pick.     Ueber  eine  Normalform  gewisser  Differeutial- 
gleichnngen  zweiter  und  dritter  Ordnung.      Math.  Ann. 

XXXVIII.  139-143. 

Zanächst  wird  für  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung, 
welche  die  Verallgemeinerung  der  Schwarz'schen  s- Functionen 
aaf  den  Fall  beliebig  vieler  singulären  Punkte  bildet,  eine  Nor- 
malform  aufgestellt.     Die  Differentialgleichung  lautet: 

wo  a,,  . . .,  On  ihre  singulären  Punkte,  ^j,  . . .,  X»  die  zugehörigen 
Exponenten  sind,  f{x)  =  JJ  (x — a,)  und  q>(x)  ein  ganzes  Poly- 
nom bedeutet,  das  der  Bedingung  unterworfen  ist,  dass  R(x) 
fQr  a;  =  oo  von  der  vierten  Ordnung  verschwindet.  Ist  eine 
specielle  Function  R(x)  =  H(x)  gewählt,  so  erhält  man  die  all- 
gemeinste zu  denselben  Verzweigungswerten  und  Exponenten 
gehörige  Function  RQd)  durch  Hinzufügung  eines  Bruches  von 
der  Form 

Für  die  Normalform  wählt  nun  der  Verfasser 


,«1       2       (x—Oiy       Q,   (x—GiXx—ak)  ' 

letztere  Summe  über  alle  Gombinationen  verschiedener  t,  k  aus 
der  Zahlenreihe  1,  ...,  n  erstreckt     Hierin  ist 

+  (n-l)(„^2)(l-Ä,)(l-iO}, 

wo  JS  (1— *i) — 2  =  a  gesetzt  ist. 

1=1 

Von  der  Gleichung  (1)  geht  man  in  bekannter  Weise  zur 
linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  Ober,  welche  die 
Verallgemeinerung  der  Gauss'schen  bildet,  und  leitet  die  Normal- 
form fllr  diese  aus  der  obigen  ab.  Hr. 

22» 
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M.  P.  RdDSKi.     Zur  Theorie  der  Hneareo    Diflfevential*- 

gleicbungen.     Odessa  Q«s.  XIII.  1-9.  (Bassisek.) 
Die  lineare  Differentialgleichung 


(1) 


^i 


dx 


•y«— 1 


dx 


'"9i 


du 


wo  9n)  9fi-if  •••1  9i  Functionen  von  x  sind,  steht  mit  der  Ge- 
samtheit ähnlicher  Functionen  der  Form 

/o\  ^  ^  d  d  de         ,     ^^ 

(2)        9k-^-9k+^-^--9'-ä^9'.-^"9t-t-^  =  (-1)-« 

in  Verbindung.     Bezeichnen  wir  nämlich  mit  u^y  ti,,  . . .,  ti«  ein 
System  n  unabhängiger  Lösiugen  toq  (1)  und  setsien 


^J 


(O   == 


(*  =  1,  2,  3,  ...,  n-l), 
dUi 


so  genügen  die  Minoren  Mkj  der  Detenninanle 


M  = 


II. 


tt,-l         M. 


■    •    • 


M« 


^Ct)      . 

•    Ki\ 

^0)      . 

•  •  ^i'^ 

fiS»   . 

mp  • 

. .  ^t« 

m(«)    . 

•  •  K^\ 

,*{-)  .  . 

•  Mi-> 

den  Differentialgleiohungen  (2).     Der  Beweis  stfltzt  sich  auf  zwei 
Gleichungen: 


iV*..  =  9*  ^^-  (^*+i.O 


(i=ril,   2,    ...,    11— 1) 


und 


Die  Determinanten  Mi^i  sind  auch  als  Quotienten  gewisser  Dieter* 
miuanten  darstellbar.  Dies  folgt  u.  a.  aus  der  letzten  Bemerkung 
dos  Verfassers,  dass  die  Gleichung  (2)  für  &=1  mit  der  ad- 
jungirtou  Gleichung  von  (1)  zusammenfällt  Si. 
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G.  FouRET.  Snr  les  points  singuliers  des  ^qoations 
diff^reutielles  ä  deux  variables  du  premier  ordre  et 
du  premier  degr^.     s.  M.  p.  Bull.  xix.  128-132. 

Die  DifFerentialgleichuDg  wird  durch  Einführung  einer  dritten 
Variable  homogen  ^eiaaeht  uad  in  der  Form 

betrachtet,  wo  L,  Mj  N  ganze  algebraische  homogene  Functionen 
ron  dem  nämlichen  Grad  k  bezeichnen.  Die  singulären  Punkte 
Ton  (1)  sind  dnrch  die  Gleichungen 

X   ~    y  a 

gegeben.  Ihre  Zahl  ist,  wie  Herr  Darbonx  gezeigt  hat,  ft*-{-^+ 1. 
FQr  diesen  Satz  giebt  der  Verfasser  einen  neuen,  sehr  einfachen 
Beweis,  woran  u.  a.  folgende  Bemerkungen  geknüpft  werden. 
Ist  Ar  =  2,  so  ist  durch  die  singulären  Funkte  das  System  der 
Integralcurven  vollständig  bestimmt.  Man  erhält  nämlioh  die 
Tangente  in  einem  beliebigen  Punkte  M  an  die  dureh  ihn  hin- 
darcbgehende  Integralcurve,  indem  man  diesen  Punkt  mit  dem 
neunten  Punkte  verbindet,  welchen  der  durch  H  und  die  sieben 
singul&ren  Punkte  festgelegte  Büschel  von  Gurven  dritter  Ordnung 
noch  ausser  diesen  gemein  hat.  Wenn  ferner  mehr  als  utA-}-^ 
Punkte  existiren,  in  welchen  die  hindurchgehenden  Integralcurven 
von  (1)  eine  algebraische  Curve  m**'  Ordnung  und  n^'  Klasse 
bertthren,  so  stellt  diese  Oarve  ein  particuläres  Integral  von 
(1)  dar.  Hr. 

0.  Vbnsk£.  Integration  eines  «peciellen  Sysftems  li- 
nearer homogener  Differentialgleichungen  mit  dop-* 
peltperiodischen   Functionen    als   Ooefficienten.       Gott. 

Nachr.  1891.  85-83. 

Das  System  lautet: 

dt   -^^K  fl«+c»  "^  a''\-b'  /'     dt    -  ^'^  V  b'i-a'       fe»+c'  > 

Jl.  -  2c'(     ^^  ^     ") 
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WO  $,  17,  ^  eUiptische  Functioneo  von  i  bedeuten,  die  den  Glei- 
chungen 

dt 


gentigen.  Ein  particuläres  Integralsystem  ist  offenbar  x^  =  $, 
Vi  =  ^»  »1  =  C-  Sind  ferner  a?„  y„  a,;  a?„  y„  a,  zwei  beliebige 
andere  Integralsysteme,  so  sind  die  Ausdrücke 

von  t  unabhängig.    Setzt  man  nun 
80  wird 

Mittels  vorstehender  Gleichungen  erhält  man  aus  dem  bekannten 
Integralsystem  x^  =  f,  ^i  =  »Ji  *i  =  C  2^®*  weitere  von  diesem 
und  von  einander  linear  unabhängige  Integralsysteme,  und  damit 
die  allgemeine  Lösung.  Hr. 


E.  GrOnfeld.  lieber  die  Darstellung  der  Lösungen  eines 
Systems  linearer  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung   in    der    Umgebung    eines    singulären    Punktes. 

Sohlömiloh  Z.  XXXVI.  21-33. 

Der  Verf.  wendet  das  vom  Ref.  im  J.  fQr  Math.  LXXXIII 
(F.  d.  M.  IX.  1877.  289)  bei  der  linearen  Differentialgleichung 
utor  Ordnung  eingeschlagene  Verfahren  an,  um  die  Darstellung 
der  Integrale  des  Systems 

(1)       ^-^  =  aatii  +  a,2t*,H h  «.n«»  (•  =  1»  2,  ...,  «) 

mit  eindeutigen  CoeflSeienten  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes 
der  a;  Ebene  für  den  allgemeinen  Fall  durchzuführen,  daas  die 
Entwickelungen  der  Fundamentalintegrale  positive  und  negative 
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Potenzen  von  x  in  unendlioher  Anzahl  enthalten.  Der  Verf. 
setzt  nun 

ohne  zu  bemerken,  dass  er  damit  in  den  von  Herrn  Sauvage  in 
den  Ann.  de  rEc.  Norm.  (3)  III  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  283) 
behandelten  Fall,  in  dem  sämtliche  Lösungen  in  der  Umgebung 
des  Nullpunktes  regulär  sind,  geraten  ist.  Denn  im  allgemeinen 
Falle  mOsste  die  Potenz  von  x  in  A  höher  als  die  erste  sein. 
Die  Bemerkung  im  zweiten  Abschnitt  auf  S.  28,  dass  die  Coeffi- 
cienten  der  Fundamentalgleichung  nach  ganzen  positiven  Potenzen 
von  x^  entwickelbar,  d.  h.  also  für  x^  =^0  endlich  sind,  ist  auch 
nur  dann  richtig,  wenn  der  üoefficient  a(x)  in  dem  transformirten 
System  von  (1) 

PSiT  x  =  0  von  Null  verschieden  ist,  wie  es  bei  der  gemachten 
Annahme  über  A  allerdings  der  Fall  ist.  Die  Gleichungssysteme 
(24),  (24)',  ...  auf  S.  28  und  29  zur  Ermittelung  der  von  x^ 
freien  Glieder  in  den  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung 
haben  daher  auch  nur  fttr  den  regulären  Fall  Gültigkeit.  Für 
die  Entwickelungen  im  ersten  Abschnitte  ist  jedoch  die  voraus* 
gesetzte  Form  für  A  ohne  Einfluss.  Hr. 


G.  Pennacchietti.     Sugrintegrali  comuni  a  piti  sistemi 
di    eqnazioni    difiPerenziali    ordinarie.      Atti  deir  Accade- 

mia  Gioenia  di  Scienze  Natnrali  m  Catania.  (4)  III.  27  S. 

Das  Hauptproblem  der  früheren  Schrift  des  Verfassers: 
Sugrintegrali  delle  equazioni  della  dinamica  (Atti  deirAcc.  Gioenia 
(4)  II;  F.  d.  M.  XXII.  1890.  892)  war  die  Bestimmung  der  ersten 
Integrale,  welche  zwei  Systemen  von  je  fi  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  mit  ebenso  vielen  abhängigen  und  einer  einzigen 
unabhängigen  Veränderlichen  gemeinschaftlich  sind.  Die  dazu 
benutzte  Methode  wird  hier  auf  die  Aufsuchung  der  gemein- 
ftchaftlicben  Integrale  irgend  welcher   Ordnung   zweier   Systeme 
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Yon  je  (i  Differentialgleiohungen  ii^'  Ordojung  mit  /a  abb&ogigen 
und  einer  einzigen  unabhängigen  Veränderlichen  angewandt. 

Vi. 


G.  Habusbr.     Bemerkung  aur  Theorie  der  linearen  Diffis* 
rentialgleichungssysteme.    S«hiömilch  z.  xxxvi.  116-123. 

Die  symbolische  Methode  zur  Auflösung  von  Differential- 
gleichungen wird  auf  die  Integration  linearer  nicht  homogener 
Differentialgleichungssysteme  mit  constanten  Coefficienten  ange- 
wandt, deren  von  den  abhängigen  Veränderlichen  freie  Glieder 
rational  und  ganz  aus  e^,  9\nnx^  cos  na;  und  ganzen  Functionen 
von  X  zusammengesetzt  sind,  wenn  x  die  unabhängige  Variable 
bedeutet.  In  dem  besonderen  Falle,  dass  diese  nur  aus  ganzen 
Functionen  bestehet,  lävst  sieh  ein  particuläre«  Integralsystem 
in  einer  Form  herstellen,  die  jene  Functionen  und  ihre  Ab- 
leitungen linear  enthält,  wofern  nicht  die  Determinante  der 
Constanten  Coefficienten  verschwindet;  bei  verschwindender  De- 
terminante treten  noch  bis  zu  einem  gewissen  Grade  iterirte 
Quadraturen  jener  Functionen  hinzu.  Hr. 


A.  GüLDBERG.     üeber  einen  Punkt  aus  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen.    Mooatsh.  f.  Math.  ll.  147-154. 

Bekannte  Sätze  Aber  das  Verhaltea  der  Integrale  simultaner 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  der  Umgebung  solcher 
Punkte,  wo  die  AusdrOcke  fOr  die  Differentialquotienten  die 
Form  ^  annehmen.  S.  Koenigsberger,  Lehrbuch  der  Theorie 
der  Differentialgleichungen  S.  352ff.  Hr. 


R.  A.  Roberts.     On  an  algebraic  integral  of  two  diffe- 
rential  equations.    Lond.  M.  s.  Proc.  xxil.  28-34. 

1.   Eine  durch  Einfachheit  bemerkentwerte  Anweudaag  des 
Aberschen  Theorems  auf  die  algebraische  Integration  des  pi#9- 
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reotialgleicbiiDgssyBtesK 


i/«,f)j    }f4i,vi    yu,f>i 

V«!t^.    V<^.    V<^z 


worin 


*,,  x^,  a?,    drei  Werte  von  x  und  (u„  u,),  («,,  ©a),  ("j,  f?,)  die 
entepreefaenden  Werte  von  ti,  v  bezeiobnen. 

2.  ZuTÜckfBhmng  der  Integrale: 

/Ar            ,       /%  da? 
-^P—    und     r-i 

anf  elliptiscbe.  Hr. 

A.  Mater.  Üeber  die  ZurUckführmig  eines  vollstän- 
digen Systems  auf  ein  einziges  System  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen.     Leipz.  Ber.  XLiii.  448-458. 

In  den  Math,  Ann.  V  (F.  d.  M.  IV.  1872.  162)  hat  der 
Verfasser  gezeigt,  dass  die  Auffindung  der  n — q  unabhängigen 
Lösongen  des  g-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

(1)  A,(f)^0,     Ä,(f)  =  0,    .  .  .,     A,(0  =  0, 

wo 

and  die  Bedingungen 

ÄdAiCf)]  =  MA^f)] 
erfflllt  sind,  auf  die  vollständige  Integration  eines  einzigen 
System«  von  n-^q  gewöhnlicbmi  Differentialgleichungen  zurück- 
geführt werden  kann.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  diese 
iQtegratioDsmethode  auf  kürzere  Art  abgeleitet,  die  den  vor- 
Wigen  Naobwets  der  Existenz  von  n — q  unabhängigen  Lösungen 
entbehrlich  macht.     Durch  die  Substitutionen 

(2)       «,  «  ^—yjj   ^i  ==  fl,  -*y,^  . . .,  «5  =  a^—y^i, 


346  VI.  Abschnitt.    Differential-  und  IntegralrecbnuDg. 

in  denen  ty  y,,  . . .,  y^  neue  Variabein,  y,  =  1  und  a,,  .. .,  o, 
Constanten  sind,  gehe  A^  (/*)  =  0  in 

(3)         B.(A)^f +  i.Fi^  =  0 

ober.  Für  diese  Gleichung,  in  der  y,,  ...,  yq  als  Constanten 
zu  betrachten  sind,  ist  es  wesentlich,  zu  zeigen,  dass  sie  bei 
willkürlichen  a^^  ...,  Og  Hauptlösungen  hinsichtlich  <  =  0  be- 
sitzt, d.  h.  dass  die  ihr  äquivalenten  n—q  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen solche  Auflösungen 

^i  =  tpiO^  «9+1,  . . .,  ön)  (A  =  g4-l,  . . .,  n) 

besitzen,  die  für  l  =  0  sich  auf  xi  =  ax  reduciren.  Dieser  Be- 
weis wird  erbracht.  Die  Hauptlösungen  verwandeln  sich,  wenn 
man  rückwärts  wieder  für  I,  y„  . . .,  y^  ihre  Werte  aus  (2)  ein- 
setzt, in  n—q  unabhängige  Lösungen  von  (1).  Hr. 


G.  ToRELH,  Ricerca  del  rapporto  fra  i  discriminanti 
di  un'equazione  algebrico-differenziale  di  1*^  ordine  e 
della  sua  primitiva  completa  per  mezzo  delia  teoria 
delle  curve  piane  razionali.     Annali  diMat.  (2)  xix.  254-260. 

Bereits  in  einer  früheren  Arbeit  „Contribuzione  alla  teoria 
delle  equazioni  algebrico-diflferenziali''  (Batt.  O.  XXIV,  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  240)  hat  der  Verfasser  sich  mit  der  Relation 

beschäftigt,  in  welcher  G  die  Discriminante  der  „vollständigen 
primitiven''  Gleichung 

(1)  /oC«>--ff,ci>»»-'  +  ...  +  /;„  =  0 

und  g  die  Discriminante  derjenigen  Differentialgleichung  be- 
deutet, welche  man  durch  Elimination  der  willkürlichen  Gon- 
stante  oi  aus  (1)  und  der  daraus  durch  Differentiation  nach 
der  unabhängigen  Veränderlichen  hervorgehenden  Oleichang  er- 
hält, während  k  ein  aus  den  ersten  partiellen  Ableitungen  von 
fo}  fi)  •••)  fm  Dftch  den  beiden  Variabein  rational  und  ganz  zu* 
sammengesetzter  Ausdruck  ist.  In  der  vorliegenden  Arbeit 
nimmt   der  Verfasser    die  Untersuchung   des  Ausdrucks  k    von 
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neuem  auf  und  gelangt  auf  geometrischem  Wege  mit  Hülfe  der 
Theorie  der  ebenen  rationalen  Gurven  zu  der  bereits  früher  ge- 
fundenen Form  desselben.  Wbg. 


W.  Laska.  üeber  gewisse  Curvensysteme  und  ihre 
Anwendung  zur  graphischen  Integration  der  DiflFe- 
rentialgleichungen.   Prag.  Ber.  (iboo)  222-225. 

Anwendung  von  Liniencoordinaten  zur  graphischen  Integra- 
tion und  überhaupt  zur  Integration  gewisser  Differentialgleichungen. 

Hr. 

A.  A.  Markopf.     Der  Calcul  der  endlichen  Differenzen. 

Zweite   Abteilung.    St.  Petersb.  1891.  1-123.  (Rassisch.) 

Die  zweite  Abteilung  des  Werkes,  über  dessen  ersten  Teil 
F.  d.  M.  XXI.  1889.  28ö  referirt  wurde,  ist  den  Gleichungen 
mit  endlichen  Differenzen  und  ihrer  Summirung  gewidmet  und 
zeichnet  sich,  wie  die  frtlhere  Veröffentlichung,  durch  die  FQlIe 
des  Stoffes  und  die  Originalität  der  Darstellung  aus.  Im  ersten 
Capitel  behandelt  der  Verfasser  die  Summirung  im  Zusammen- 
hange mit  der  Frage  nach  der  Bestimmung  der  Function  gemäss 
der  gegebenen  Differenz  erster  Ordnung;  das  zweite  und  dritte 
ist  der  Formel  von  Euler  und  ihren  Anwendungen  gewidmet. 
Die  Capitel  IV  -  VI  enthalten  die  Theorie  der  Differenzenglei- 
chongen.     Die  Auflösung  der  Gleichungen 

fährt  zum  Beweise  der  von  Herrn  Hermite  (Cours  d' Analyse) 
gegebenen  Reihen  für 

l0g(l-g)(l-iy)  (l^g)-i  +  (l-,y)-* 

Im  letzten  (VII.)  Capitel  behandelt  der  Verfasser  die  Transfor- 
mation der  Reihen  mit  Hülfe  der  Doppelsummen  und  teilt  einige 
Resultate  aus  seinem  „ Memoire  sur  la  transformation  des  s6ries 
peu  convergentes  en  s^ries  tres  convergentes"  mit  (vgl.  oben  S.  249). 

Wi. 
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Hj.  Mellin.      Zur    Theorie    der    linearen    DiflFerenaen- 
gleichungen  erster  Ordnung.    AcU  Math.  XV.  S17-384. 

Der  Verfasser  knüpft  an  die  bekannte  Arbeit  des  Herrn 
Prym  (J.  für  Math.  LXXXII,  F.  d.  M.  VIIL  1877.  303)  an. 
Die  Function  F(«),  welche  durch  die  Bedingungen 

r(*+i)  =  ..r(.),   lim -5^  =  1 

Yollstftndig  bestimmt  ist,  kann,  wie  dort  bewiesen  ist,  auf  die 
Form 

r(*)  =  P(0 +(?(») 

gebracht  werden,  worin  P(z)  eine  durch  die  Bedingungen 
P(»+l)  =  Ä .  P(^)-e-\    lim  ^^±^  =  0 

vollständig  bestimmte  und  in  der  Form  einer  Partialbruchreihe 
darstellbare  Function  bezeichnet,  während  0(s)  eine  durch  die 
Bedingungen 

(?(*+ 1)  =  5  .  Q(z)  +  e-\    lim  -^^^  =  1 

vollständig  bestimmte  und  in  eine  beständig  convergirende  Potenz- 
reihe entwich el bare  Function  bedeutet.  Diesen  Satz  hat  der 
Verfasser  in  einer  früheren  Abhandlung  „Zur  Theorie  der  Gamma- 
function« (Acta  Math.  VIIL  3780,  F.  d.  M.  XVffl.  1886.  441) 
auf  die  Function 


^^  r(8-a',)  ...  r(»-ai) 


ausgedehnt  und   noch  allgemeiner  auf  Funetionen  f(%),    welche 
durch  eine  Functionalgleichung 

f(a+l)  =  r(a)/'(»)-*(»), 

worin  r(z)  und   $(i)  rationale  Functionen   bedeuten,    and  eine 
Grenzbedingung  der  Form 

lim  — -rrr^-^—^A r  =  C 


charakterisirt  sind. 


G«pitel&.    Gewoluliche  DiffiBreotialgteichungen.  349 

Auf  diese  mit  jTC«)  sehr  nahe  verwandten  Transcendenten 
laaeen  sieh  sehr  viele  bestimmte  Integrale  zurückführen  von 
der  Gestalt 


/ 


yx*^^dx^ 


worin  y  eine  Fiuaction  bedeutet,  die  einer  linearen  homogenen 
Differentialgleiehang  der  Form 

(a^  +  b,x)a^^  +(a,+6,rr>«-^  ^^^  +  ...  +  ia^  +  Kx)  y  =  0 

genügt  (Abschnitt  IV).  Da  nun  bei  der  Anwendung  dieser 
Transcendenten  in  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  die 
obige  Grenzbedingung  —  wie  Herr  ScheeflTer  (J.  für  Math.  XCVII, 
F.  d.  M.  XVI.  1884.  467)  bereits  hinsichtlich  der  Functionen 
r(j5),  P(ä),  Q{%)  bemerkt  hat  —  den  Mangel  besitzt,  aus  der 
Form  der  zu  bestimmenden  Integrale  in  manchen  Fällen  nicht 
ohne  weiteres  ersichtlich  zu  sein,  so  ist  es  der  Zweck  der  vor- 
liegenden Abhandlung,  diese  Bedingung  durch  andere  zu  er- 
setzen, welche  an  den  Integralen  direct  erkannt  werden  können. 
Zu  diesem  Zwecke  wird  im  ersten  Abschnitt  das  Verhalten  der 
Fanction 

^ . .  _  r(&.-a^) . . .  r(jg— g^n). r(g,— g) . . .  r(g^— ») 
^^^'^       r(a-6j  . . .  r(Ä-6„) .  r(ß,-z) . . .  ro?,-«) 

untersucht,  wenn  der  reelle  Teil  der  Veränderlichen  ä  =  C  +  tf' 
auf  ein  beliebiges,  aber  endliches  Intervall  (a  ^^^ß)  beschränkt 
wird,  während  ^'  dem  absoluten  ßetrage  nach  ohne  Ende  wächst, 
sodass  das  Gebiet  der  Veränderlichen  z  geometrisch  durch  einen 
zur  imaginären  Axe  parallelen  Streifen  von  der  Breite  ß—a  dar- 
gestellt wird.  Im  zweiten  und  dritten  Abschnitt  werden  dann 
die  Functionen  behandelt,  welche  lineare  homogene  Differenzen- 
gleichnngen  erster  Ordnung 

F(&+1)  =  r(a)  .  FC»)     bez.     F(5+l)  =  r(z)  .  F(a)  — «(a) 

befriedigea  and  sonst  gewissen  Bedingungen  genügen,  die  eben 
geeignet  sind,  jene  Grenzbedingung  zu  ersetzen;  um  ein  Bild 
voi^  denselben  zu  geben ,  teilen  wir  die  Specialisirung  der  von 
dem-  yeirfa^er  er.halteneir  BesuUMe  für  die  Gammafunction  mit: 
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„Die  Function  r(z)  ist,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor 
die  einzige  monogene  Function  von  z  =  ^4-*^)  welche  die  fol- 
genden Eigenschaften  besitzt: 

I)  r(a)  befriedigt  die  Functionalgleichung  r(j5-|-l)  =  Ä.r(a). 

II)  r(s)  verhält  sich  im  Innern  der  durch  die  Bedingung 
C^O  definirten  Hälfte  der  »-Ebene  Überall  regulär. 

III)  Wird  die  Veränderliche  0,  unter  a  eine  positive  Zahl 
verstanden,  auf  den  zur  imaginären  Axe  parallelen  Streifen 
(a^^^o  +  l)  beschränkt,  so  kann  der  absolute  Betrag  von 
r(i)  nicht  über  eine  gewisse  endliche  Grenze  wachsen". 

Im  vierten  Abschnitt  endlich  wird  die  Beziehung  zwischen 
den  Gammafunctionen  und  den  Integralen  der  oben  angefQhrten 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  untersucht. 

Wbg. 


Capitel  6. 
Partielle  Differentialgleichungen. 

M.    P.   Mansion.      Theorie    der    partiellen    DiflFerential- 
gleichungen    erster    Ordnung.       Herausgegeben     von 

H.    Maser.     Berlin.  J.  Springer.  XXI 4-489  8.  8«.  (1892.) 

Die  neue  deutsche  Ausgabe  des  mit  Recht  geschätzten 
Mansion'schen  Werkes  ist  mit  Freuden  zu  begrtlssen.  Die  Klar- 
heit des  Ausdrucks  und  die  Gründlichkeit  der  Analyse  der  her- 
vorragenden Abhandlungen  über  die  partiellen  Differentialglei- 
chungen, welche  die  alte  Ausgabe  auszeichneten,  sind  in  der  neuen 
bewahrt  geblieben.  Verschiedene  neuere  Abhandlungen  sind  in 
besonderen  Capiteln  ausführlich  gewürdigt  worden,  so  namentlich 
Gilberts  Darstellung  der  Jacobi'schen  Integrationsmethode  (Brux. 
S.  sc.  V,  F.  d.  M.  XIII.  1881.  295);  die  vielen  Arbeiten,  die  sich 
auf  die  Existenz  des  allgemeinen  Integrals  und  der  singulftren 
Lösungen  beziehen,  sind  in  kurzer  historischer  Uebersioht  ange- 
geben worden,  während  die  hierher  gehörige  bekannte  Abhand- 
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lung  der  Frau  v.  Kowalevsky  (J.  für  Math.  LXXX,  F.  d.  M. 
VII.  1875.  205)  vollständig  als  Anhang  abgedruckt  worden  ist. 
Die  ausführlichen  litterarischen  und  historischen  Notizen,  welche 
das  Werk  zu  einem  sicheren  Führer  durch  das  betreffende  Gebiet 
machten,  sind  bis  auf  die  neueste  Zeit  fortgeführt  und  an  manchen 
Stellen  berichtigt  worden,  so  der  Irrtum,  dass  die  im  Texte  aus- 
eiDandergesetzte  Methode  zur  Integration  der  simultanen  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen,  zu  denen  die  Jacobi'sche  Me- 
thode fährt,  Weiler  zugeschrieben  worden  war. 

Als  glücklicher  Gedanke  muss  es  bezeichnet  werden,  dass 
die  eingehende  Imschenetzky'sche  Abhandlung  über  die  partiellen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  (Archiv  für  Math.  LIV. 
209-360,  F.  d.  M.  IV.  1872.  156)  in  deutscher  Uebersetzung  im 
Anhang  abgedruckt  worden  ist,  ebenso  wie  die  Darboux'sche 
Arbeit  (Ann.  de  l'Ec.  Norm.  VII.  163-173,  F.  d.  M.  II.  1869-70. 
316)  über  dieses  Thema.  Sh. 


S.  LiB.  VorlesuDgen  über  DiiFerentialgleichungen  mit 
bekaunten  infinitesimalen  Transformationen.  Bear- 
beitet und  herausgegeben  von  G.  ScheflFers.    Leipzig.  B. 

6.  Teubner.  XV  -|-  568  S.  8». 

Jeder  akademische  Docent,  der  eine  mit  einem  Seminar 
Terknüpfte  Vorlesung  über  die  ältere  Theorie  der  DiflFerential- 
gleichungen  gehalten  hat,  wird  wohl  das  Missliche  empfunden 
haben,  welches  sich  durch  den  Mangel  an  Zusammenhang  zwischen 
den  mannigfaltigen  speciellen  Integrationsmethoden  aufdrängt; 
er  wird  das  unbefriedigende  Geftthl  gehabt  haben,  dass  dieser 
Zweig  der  Mathematik  die  Bezeichnung  einer  Wissenschaft  eigent- 
lich nicht  verdient. 

Diesem  Mangel  will  das  vorliegende  Buch  abhelfen,  es  legt 
in  echt  pädagogischem  Aufbau  mit  Einstreuung  zahlreicher 
ioBtructiyer  Beispiele  dar,  wie  thatsäcblich  das  „Qemenge"  der 
früheren  Integrationsmethoden  zu  einer  „organischen  Verbindung^ 
nmgestaltet  werden  kann.  Der  Schlflssel  des  Verfahrens  liegt  im 
Begriffe  der  infinitesimalen  Transformation  (weiterhin  kurz  mit 


352  ^1*  AbschDitt.    DiffiBreiitial-  and  IntegnlraohaaDg. 

/.  T.  beseichoet)  und  dem  sich  darao  ansehliessenden  der  ein- 
und  mehrgliedrigen  Gitippen  von  TraBsformalionen» 

Das  Buch  ist  (mit  Aasnahme  weniger  Eetwiekelüngen  und 
HQlfssätze),  unter  absichtlichem  Ausschluss  der  höheren  Stufen 
der  Theorie,  so  elementar  gehalten,  dass  der  Herausgeber  nicht 
zu  viel  behauptet,  wenn  er  sich  bereits  einen  Studenten  im*  vierten 
Semester  als  aufnahmefthigen  Leser  denkt. 

Wenn  zu  dem  Behuf  die  Darstelluug,  wie  die  Vorrede  ein- 
räumt, „etwas  breit,  vielleicht  hier  und  da  etwas  zu  breit^  ge- 
raten ist,  so  wollen  wir  hierüber  mit  dem  Herausgeber  nicht 
rechten. 

Um  in  den  Geist  des  Ganzen  möglichst  bald  einzudringen, 
beginnen  wir  mit  zwei  einfachsten  Beispielen  von  Differential- 
gleichungen,  bei  denen  es  bekannt  ist,  dass  man  mit  blossen 
Quadraturen  zum  Ziele  gelangt. 

1)  y'  =  f(y).  Für  y  =  const.  ist  hier  auch  y'  =  const.,  oder 
geometrisch  gesprochen,  vermöge  der  Differentialgleichung  wird 
allen  Punkten  längs  einer  Geraden  y  »  const.  dieselbe  „Richtung'' 
zugeordnet;  die  Integralcurven  der  Gleichung  können  daher  aus 
einer  einzigen  durch  Verschiebung  derselben  längs  der  x-kxe 
abgeleitet  werden.  Jede  solche  Verschiebung  („Translation "") 
hat  zum  analytischen  Ausdruck  die  „Transformation '^  x^  =  x-f  a, 
y^  =y^  wo  a  einen  willktlrlichen  Parameter  bedeutet;  sie  ver- 
tauscht demnach  nur  die  oc' Schar  der  Integralcurven,  lässt  sie 
aber  'als  Ganzes  unverändert.  Dies  gilt  im  besonderen  auch  f&r 
einen  unendlich  kleinen  Wert  von  a,  d.  i.  eben  für  eine  /.  T. 

2)  y'  =  f(—J  (homogene  Differentialgleichung).  Allen 
Punkten  desselben  Strahles  —  =  const.  wird  hier  die  nämliche 

X 

Richtung  y'  zugeordnet  Die  oc^  Schar  der  Integralcurven  geht 
somit  durch  ähnliche  Vergrösserung  (oder  Verkleinerung)  vom 
Anfangspunkte  aus  in  sich  fiber,  d.  i.  duroh  alle  T  von  der  Form 
Xj  =  047,  2^,  =  ay,  und  im  besonderen  wiederam  duroh  eine  L  T, 
sobald  der  Wert  von  a  von  der  Einheit  nar  uneiidliah  weaig 
abweioht« 
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Man  wird  sich  daher  die  Frage  Torlegcn,  ob  denn  nicht 
eine  derartige  aprioristische  Kenntnis  einer  Scbar  yon  T  und 
im  besonderen  einer  /.  T,  welche  jede  Integralcurve  einer  vor- 
gelegten gewöhnlichen  Differentialgleichung  wieder  in  eine  solche 
fiberführt,  methodisch  dazu  verwertet  werden  kann,  das  Inte- 
grationsgeschäft zu  vereinfachen,  ja  geradezu  principiell  zu  be- 
gründen. Vor  allem  drängt  sich  die  Bemerkung  auf,  dass  die 
in  den  beiden  Beispielen  (und  desgleichen  noch  in  einer  grossen 
Reibe  weiterer)  auftretenden  Scharen  von  T  in  zwei  Variabein 
X,  y  eine  specifische  Eigentümlichkeit  besitzen,  welche  sie  von 
beliebigen  Scharen  von  T  wohl  unterscheidet. 

Uebt  man  nämlich  auf  einen  „Punkt''  C^^y)  ^ifie  erste  Trans* 
lation  mit  dem  Parameter  a  aus,  wodurch  er  in  die  Lage  (a;^,  y^) 
übergehe,  und  nunmehr  auf  diesen  neuen  Punkt  (^,,  ^J  eine  neue 
Translation  mit  dem  Parameter  a\  welche  denselben  in  die  Lage 
(j-,,  ifj  bringt,  so  kann  man  offenbar  auch  beide  Translationen 
zu  einer  einzigen  mit  dem  Parameter  (a-\-a^)  zusammensetzen, 
welche  (x,  y)  direct  in  (rp,,  y^)  überführt.  Eliminirt  man  nämlich 
aus  den  Gleichungen  a?,  =  aj  +  a,  y,  =  y;  aj^  =  a;,-f  a',  y^  =  y^ 
die  Zwischenvariabein  a;,,  y,,  so  kommt  a?,  =  ar  -}-(a  +  a')i  Vi  ==  V' 
Diese  Translationen  bilden  demnach  eine  „Gruppe"'  von  T.  Hier- 
auf gestützt,  sieht  man  zugleich,  weshalb  die  vorliegende  „ein- 
gliedrige" Gruppe  von  Translationen  durch  ihre  /.  T  charak- 
terisirt  und  erzeugt  werden  kann;  man  hat  eben  nur  eine  /.  T 
genügend  oft  zu  wiederholen,  um  zu  jeder  „endlichen''  T  zu 
gelangen. 

Es  ist  deutlich,  wie  die  erwähnten  Eigenschaften  unmittel- 
bar durch  die  ursprüngliche  Eigenschaft  der  T  bedingt  werden, 
jede  Integralcurve  von  y'  =  f(y)  wieder  in  eine  solche  über- 
zuführen. Ganz  Analoges  gilt  von  dem  zweiten  Beispiel,  wo 
sich  zwei  Aehnlichkeitstransformationen  mit  den  Parametern  a 
and  a'  zu  einer  einzigen  mit  dem  Parameter  (aa')  zusammen- 
setzen. 

Eb  ergiebt  sich  somit  die  Notwendigkeit,  vorab  die  wichtig- 
sten Eigenschaften  einer  Gruppe  von  T,  namentlich  der  ein- 
gliedrigen (d.i.  nur  einen,  stetig  veränderlichen  Parameter  mit 

Forlsehr.  d.  Math.  XZIII.   1.  23 
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sich  fflhrenden)  feetzustellen.  In  der  That  stellt  sich  heraus, 
dass  das  bei  den  obigen  speciellen  Gruppen  von  T  Bemerkte 
allgemein  gilt.  Der  Einfachheit  halber  bleiben  wir  bei  zwei 
Veränderliehen.  Man  darf  sich  auf  solche  Gruppen  yon  T  be- 
schränken, welche  die  „identische  Transformation"  enthalten, 
d.  h.  bei  denen  den  Parametern  ein  solches  Wertsystem  beige- 
legt werden  kann,  dass  jeder  Punkt  in  Ruhe  bleibt,  zugleich 
auch  auf  solche,  für  welche  zu  jeder  T  auch  die  „inverse"" 
innerhalb  der  Gruppe  existirt,  deren  Wirkung  diejenige  von  T 
gerade  aufbebt. 

Eine  eingliedrige  Gruppe  lässt  sich  in  Form  einer  Reihe 
entwickeln  (wo  t  den  Parameter  bedeutet): 

y>  =  »  +  »?(«,  y)-f  +  (lg+^|5)J_  +  .... 

Fasst  man  hier  §^ — t"  ^7^    =  ü  als  eine  Operation  auf,  so 

ist  das  Bildungsgesetz  der  Coefficienten  sehr  deutlich;  man  hat 
nur  diese  Operation  auf  $  resp.  17  wiederholt  anzuwenden. 

Für  <  =  0  kommt  die  Identität,  für  t  =  dt  die  /.  T.  Es 
wird  auf  Grund  der  Umkehrung  der  Potenzreihen  der  wichtige 
Satz  nachgewiesen  (es  ist  das  einer  der  wenigen  nicht-elemen- 
taren Beweise  des  Buches),  dass  eine  eingliedrige  Gruppe  von 
T  im  wesentlichen  nur  eine  „einzige^  /.  T  besitzt,  die  eben 
durch  die  Functionen  $(a;,  y)  und  rj^Xj  y)  vollständig  charak- 
terisirt  ist,  und  welche  rückwärts  wieder  die  Gruppe  erzeugt. 
Man  spricht  daher  kurz  von  der  eingliedrigen  Gruppe  ü.  Be- 
zeichnet f{xy  y)  eine  ganz  willkürliche  Function,  so  dient  Df  als 
Symbol  der  /.  T;  Uf .  dt  ist  der  Zuwachs ,  den  f  vermöge  der 
/.  T  erhält. 

Mit  diesem  Symbol  üf  wird  fast  ausschliesslich  gerechnet, 
da  ihm  drei  hervorragende  Eigenschaften  zukommen:  Erstens 
behält  dasselbe  bei  Einführung  neuer  Veränderlicher  seine  Form, 
zweitens  setzt  sich  das  Symbol  der  /.  7  einer  mehrgliedrigen 
Gruppe  einfach  linear  mit  constanten  Coefficienten  aus  Sym- 
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holen  eiogliedriger  Grappen  zusammen,  und  endlich  liefert  der 
sogenannte  Elammerprocess  (I/j  I/,)  für  zwei  solche  Symbole 

n&mlich 

wiederum  ein  Symbol  der  nämlichen  Form. 

Die  oben  erwähnten  Reihenentwickelungen  erhält  man  durch 
Integration  der  (fast  unmittelbar  aus  dem  Begriff  der  eingliedrigen 
Gruppe  folgenden)  Differentialgleichungen: 

S(a?„  y,)       »?(«i,  y,) 

mit  den  Anfangsbedingungen  x^  =  x^  y^  =^  y  für  I  =  0. 

Diese  Differentialgleichungen  lassen  sich  aber  auch  direct 
integriren    und    führen    zu   einem   Ergebnis    von    der   Gestalt: 

ß(^n  yJ  =  ß(*?  y)>  ^(^i>  yJ-  '  =  ^(^i  y)>  was  den  wichtigen 
Satz  liefert:  „Eine  eingliedrige  Gruppe  von  T  lässt  sich  durch 
Einfahrang  neuer  Veränderlicher  (nämlich  Sl  und  W)  auf  die 
kanonische  Gestalt  von  Translationen  bringen." 

Bei  Variation  des  Parameters  einer  eingliedrigen  Gruppe 
besehreibt  irgend  ein  Punkt  der  Ebene  eine  Curve,  seine  ^Bahn- 
eurve";  die  Gesamtheit  der  Bahncurven  wird  durch  eine  Glei- 
chung ^(op,  y)  =  const.  dargestellt,  und  £i  (oder  auch  irgend 
eine  Function  von  i2)  ist  dann  die  „Invariante^  der  Gruppe. 
Es  giebt  noch  eine  zweite  Art  von  invarianten  Curven,  für  die 
jeder  einzelne  Punkt  in  Ruhe  bleibt,  für  die  also  ^  =  17  =  0 
ist  Beide  Curven  können  aber  durch  das  eine  Kriterium  zu- 
sammengefasst  werden,  dass  VSl  ==  0  ist  vermöge  fi  =  0. 

Um  nunmehr  die  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppen  auf 
Differentialgleichungen  mit  bekannten  /.  T  anzuwenden,  fehlt 
noch  ein  Schritt.  Wann  gestattet  eine  00^  Schar  von  Curven 
fi  s?  const  die  T  einer  eingliedrigen  Gruppe? 

Die  Antwort  lautet:  Dann,  und  nur  dann,  wenn  VSl  eine 
Function  von  Q  allein  ist  • 

23' 
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Verbindet  man  dies  mit  der  bekannten  Bemerkung,  dass 
die  Integralcurven  w(a?,  y)  =  const.  einer  Differentialgleichung 
X(xy  y^dy—  Y(x^  y)äx  =  0  auch  durch  die  Lösung  ta  der  homo- 
genen linearen  partiellen  Differentialgleichung 

öx  oy 

definirt  werden  können,  so  gelangt  man  zu  dem  grundlegenden 
Satze:  „Gestattet  die  Differentialgleichung  Xdy-^Ydx  =  0,  d.  h, 
gestattet  die  Schar  ihrer  Integralcurven  die  bekannte  /.  T: 

(nur  dass  nicht  jede  Integralcurve  einzeln  invariant  bleibt),    so 

ist  -^ :inr   ein  Euler'scher  -Integrabilitätsfactor"   der  Differen- 

Xrj—Y^ 

tialgleichung,  und  die  Gleichung  der  Integralcurven  lautet 

Xdy  —  Ydx 

— ir — UT—  =  const.** 
Xrj  —  Y§ 

Für  die  praktische  Anwendung  hat  man  nur  noch  ein  directes 
Kriterium  dafür  aufzustellen,  dass  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung, deren  Integralcurven  ja  noch  unbekannt  sind,  die 
eingliedrige  Gruppe  Uf  gestattet.  Dies  geschieht  in  eleganter 
Weise  mittels  der  oben  erwähnten  Klammeroperation;  es  ergiebt 
sich,  dass  die  Gleichung  Xdy— Ydx  =  0  dann,  und  nur  dann,  Vf 
gestattet,  wenn  identisch  in  ^,  y  und  f: 

(UA)f  =l.Af, 
WO  Af  =  X  J-  -{^  1'    -  und  l  eine  Function  von  x  und  y  allein 

bedeutet. 

Der  Integrabilitätsfactor  erlaubt  eine  elegante  geometrische 
Deutung,  welche  die  Möglichkeit  einer  Reihe  schöner  Anwen- 
dungen gewährt.  Es  sei  {x,  y)  ein  Punkt  P  auf  einer  Integral- 
curve w  =  c,  und  cü  =  c  +  dc  sei  eine  benachbarte  Integralcurve, 
ferner  ds  der  Normalabstand  im  Punkte  P  zwischen  beiden  Cur- 
ven;  endlich  trage  man  auf  der  Tangente  des  Punktes  P  von  P 

aus^die  Strecke  j/X»+ Y*  ab. 


/ 
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Dann  ist  der  fragliche  Integrabilitätsfactor  umgekehrt  pro- 
portional dem  Rechtecke  aus  den  beiden  erwähnten  Strecken. 

Der  Zusammenhang  zwischen  dem  in  Rede  stehenden  Factor 
und  einer  /.  T,  sowie  die  geometrische  Deutung  des  ersteren 
iässt  sich  ausdehnen  auf  eine  lineare  partielle  Dififerentialgleichung 
in  n  Variabein,  welche  «— 1  LT  gestattet. 

Hat  man  mehrere  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  in  zwei  Variabein,  zwischen  deren  Multiplicatoren  ge- 
wisse fanctionale  Abhängigkeiten  statthaben,  so  lassen  sich  aus 
der  Kenntnis  der  letzteren  bemerkenswerte  Schlüsse  hinsichtlich 
der  Integration  der  vorgelegten  Gleichungen  ziehen.  Hiervon 
werden  schöne  Anwendungen  auf  Probleme  der  Flächentheorie 
gemacht,  die  allerdings,  wie  der  Referent  nebenbei  bemerkt, 
nicht  wesentlich  an  den  Begriff  der  /.  T  und  der  eingliedrigen 
Gruppe  gebunden  sind. 

Sind  sogar  zwei  /.  T  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nang  in  zwei  Variabein  bekannt,  so  führen  die  beiden  zugehö- 
rigen Multiplicatoren  unmittelbar  durch  Division  zu  einem  Inte- 
grale; umgekehrt  wird  gezeigt,  wie  die  Kenntnis  einer  /.  T 
und  eines  Integrals  sofort  sämtliche  /.  7',  welche  die  Gleichung 
gestattet,  hinzuschreiben  erlaubt. 

Die  nunmehr  sich  aufdrängende  Frage  ist,  wie  die  vorlie- 
gende Theorie  modificirt  werden  muss,  wenn  die  Differential- 
gleichung nicht  in  aufgelöster  Form  Xy'  —  y  =  0  vorgelegt  er- 
scheint, sondern  in  impliciter  Form  als  Gleichung  Q{x^  y,  y')  =  0. 

Hier  wird  ein  wesentlicher  Fortschritt  erzielt  durch  Ein- 
führnng  des  Begriffes  einer  (einmal)  „erweiterten^  eingliedrigen 
Gruppe  und  ihrer  /.  T. 

Liegt  nämlich  überhaupt  eine  Transformation  vor:  x^  ==.q){x^y\ 

5,  -  y;(j?,  y),  so  ist  damit  auch  jeder  Richtung  y'  — —q      ß'°6 

dx 

bestimmte  transformirte  Richtung  y\  =  — -^  zugeordnet  vermöge 


dx 

-^dyy 

-h-?%' 

der  bekannten  Formel  y[  =  -^ —^ Im  Verein  mit  dea 
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beiden  gegebenen  Formeln  hat  man  so  eine  T  in  drei  Veränder- 
liehen a?,  y,  y\  die  „Erweiterung"  der  ursprünglichen.  Bilden 
im  besonderen  die  vorgelegten  Gleichungen  eine  eingliedrige 
(oder  auch  mehrgliedrige)  Gruppe  von  T.,  so  bilden  auch  die  er- 
weiterten Gleichungen  eine  solche,  nämlich  in  x^  y,  y^  Die  Para- 
meter befolgen  dabei  beidemal  genau  dasselbe  Zusammensetzungs- 
gesetz. 

Die  /.  T  der  erweiterten  Gruppe  Iftsst  sich  unmittelbar  aas 
der  /.  T  der  ursprünglichen  herleiten;  ist  die  letztere,  wie  oben, 

gegeben  durch   t^f  =  §-^  +  17-^,   so  wird  das  Symbol  V'f 

der  neuen  /.  T: 

oder  kürzer  geschrieben: 

Hieraus  entspringt  in  Verallgemeinerung  eines  früher  mitgeteilten 
Satzes  das  wichtige  Kriterium,  dass  eine  Differentialgleichong 
Si(x^  y^  y*)  =  0  die  eingliedrige  Gruppe  üf  dann  und  nur  dann 
gestattet,  wenn  der  Ausdruck  V*Si  vermöge  fi  =  0  verschwindet. 

Umgekehrt  gelangt  man  zu  allen  Differentialgleichungen 
•ßC^j  V'i  y')  =  0>  welche  eine  vorgelegte  Gruppe  üf  gestattet,  in- 
dem man  das  Raumproblem  löst,  alle  Flächen,  i.  e.  Gleichungen 
in  X,  y,  y\  zu  finden,  welche  die  erweiterte  Gruppe  ITf  zulassen. 

Dieses  Raumproblem  erlaubt  aber  (übrigens  auch  für  eine 
ganz  beliebige  eingliedrige  Gruppe  in  drei  Veränderlichen) 
eine  ganz  analoge  Behandlung,  wie  das  früher  besprochene  Pro- 
blem der  Ebene.  Irgend  zwei  unabhängige  Lösungen  n,  e  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  U'f==0  ergeben  zwei 
Invarianten  der  Gruppe,  und  jede  Invariante  der  Gruppe  ist  eine 
Function  jener  beiden.  Die  Gleichungen  u  =  const.,  v  =  const. 
stellen  die  cx>*  Bahncurven  der  Gruppe  dar.  Es  giebt  zweierlei 
invariante  Flächen,  einmal  die  aus  lauter  invarianten  Punkten 
bestehenden  (dieselben  kommen  hier  nicht  weiter  in  Betracht), 
sodann  die  von  cx>^  Bahncurven  erzeugten,  offenbar  durch  eine 
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beliebige  Gleichung  zwiscfaen  u  und  v  repräsejitirten.  Nennt 
man  eine  Inyariante  der  Gruppe  U'f  eine  „Differentialinvariante*' 
der  ursprOngliehen  Gruppe  üf^  so  hat  man  demnach  das  Resultat, 
dass  jede  Differentialgleichung  Q(^i  y^y*)  =  0^  welche  Uf  ge- 
stattet, durch  Nullsetzen  einer  Differentialinvariante  von  Vf  er- 
balten werden  kann. 

Nunmehr  lässt  sich  schon  erkennen,  wie  man  fortzuschreiten 
hat,  wenn  man  zu  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  fibergehen  will,  welche  eine,  resp.  mehrere  eingliedrige 
Gruppen  gestatten.  Man  wird  eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  ein 
zweites  Mal  erweitern,  indem  man  jetzt  auch  die  transformirte 
zweite  Ableitung  y'/  durch  die  ursprüngliche  y*\  sowie  durch  x, 
Sf  and  y'  ausdrückt.  Die  Gesamtheit  der  so  entstandenen  vier 
Gleichungen  stellt  im  Gebiete  der  vier  Veränderlichen  x,  y^  y\  y" 
abermals  eine  eingliedrige  Gruppe  dar,  deren  Symbol  U^*f  aus 
V'f  durch  einen  entsprechenden  Zusatz  hervorgeht,  wie  (7'f  aus 
Vfi  man  berechnet  nämlich,  dass: 


V"f  =  U'f  +  t]" 


öy"' 


wo 


r=:^^^--^.    ^'  =  45— ./'4i 


ist  Es  ist  hierbei  zu  beachten  (was  für  gewisse  Verein- 
fachungen im  Integrationsgeschäft  von  Bedeutung  wird),  dass 
ri"  in  y"  linear  ist,  während  rj*  in  y'  quadratisch  ausfällt. 

Das  Hauptergebnis  ist  nun  wiederum,  dass  die  Differential- 
gleichung SiQpj  y,y\y")  =  0  die  eingliedrige  Gruppe  Uf  dann 
and  nur  dann  zulässt,  wenn  U^'ß  vermöge  Q  =  0  verschwindet. 
Diesem  Kriterium  lässt  sich  eine  praktisch  bequemere  Form 
geben,  sobald  man  sich  die  Differentialgleichung  nach  y*^  aufge- 
löst denkt. 

Fragt  man  jetzt  nach  dem  Nutzen,  den  die  Kenntnis  einer 
/.  7*  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  deren  Inte- 
gration gewährt,  so  zeigt  sich,  dass  die  Aufgabe  vermittelst 
Quadraturen  auf  die  einfachere  reducirt  werden  kann,  nach  ein- 
ander swei  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
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ZU  integriren:  eine  tiefer  gehende  Untersuchung  lässt  sogar  er- 
kennen, dass  die  Integration  einer  dieser  beiden  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  erspart  werden  kann.  Der  Grund 
solcher  Vereinfachungen  liegt  wesentlich  in  der  ^Form*',  welche 
irgend    eine    Differentialgleichung    zweiter   Ordnung    annehmen 

kann,  sobald  sie  Uf=^-J-  +  fj-J-  gestattet.    Diese  Form  ist 

nämlich  selber  die  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  u  und  e. 

Dabei  bedeutet  u  eine  Invariante  der  Gruppe  Ufj  ist  also  ein 
Integra]  der  Differentialgleichung  erster  Ordnung  dy.^—dx,ri  =  0, 
während  r>  eine  Invariante  der  (einmal  erweiterten)  Gruppe  U^f 
ist,  welche  sich  aus  einer  gewissen  Riccati'scben« Gleichung 
(von  der  eine  Particularlösung  bekannt  ist)  durch  Quadratur 
bestimmt. 

Die  angedeutete,  noch  weiter  gehende  Vereinfachung  wird 
erzielt,  wenn  man  an  Stelle  von  fi(a?,  y,  y\  y")  =  0  eine  aequi- 
valente  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  den  drei  Ver- 
änderlichen Xj  y,  y'  einführt.  Um  Missverständnisse  zu  zerstreuen, 
sei  nbrigens  betont,  dass  nicht  jede  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  gestattet. 

Wir  möchten  noch  einige  Worte  über  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  fl(iP,  y,  y\  y")  =  0  hinzufligen,  welche  mehrere 
/.  T  zulassen. 

Da  ist  vor  allem  ein  grundlegender  Satz  Ober  die  Erweite- 
rung eines  Klammerausdrucks  (U^U^)  zweier  Symbole  U^f  und 
U^f  anzuführen.  Man  kann  einmal  U^  und  U^  einzeln,  etwa 
»-mal  erweitern,  wodurch  sie  in  t/f'^  resp.  t/J*)  übergehen  mögen, 
und  hieraus  den  Klammerausdruck  (U\*H^l'^)  bilden;  andererseits 
kann  man  aber  auch  den  Ausdruck  (U^U^)  selbst  direct  t-mal 
erweitern,  wodurch  (f/j  r/j)('>  entstehe.  Es  zeigt  sich,  dass  beide 
Ergebnisse  identisch  sind. 

Als  eine  unmittelbare  Anwendung  davon  erscheint  der  Satz, 
dass,  wenn  z.  B.  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die 
beiden  L  T  UJ  und  UJ  gestattet,  sie  auch  die  weitere  /.  T 
{U,  f/J   zulässt.     Ist  {U,  V,)   „abhängig«   von  U^   und  t^„  d.  h. 
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lässt  Bich  (I^,  (7,)  linear  mit  coQBtanten  Coefficienten  durch  U^ 
und  U^  ausdrQckeD,  so  ist  damit  nichts  Neues  gewonnen;  wesent- 
lich anders  verhält  es  sich  aber,  wenn  (t/,  t/,)  nicht  von  £/,  und 
V^  abhängig  ist.  Dann  hat  man  eine  wirklich  neue,  dritte  /.  T 
gefunden,  welche  die  vorgelegte  Gleichung  gestattet. 

Fährt  man  so  fort,  sei  es  dass  nur  zwei,  oder  auch  mehrere 
bekannte  /.  T  vorliegen,  so  gelangt  man  zu  dem  Fundamental- 
satze: Wenn  überhaupt  eine  DiflFerentialgleichung  mehrere  /.  T 
zulässt,  80  lassen  sich  die  letzteren  vermöge  wiederholter  Klam- 
meroperation zu  einem  endlichen  geschlossenen  System  von  r 
unabhängigen  /.  T  ergänzen  von  der  Art,  dass  nunmehr  jeder 
ans  irgend  zweien  dieser  /.  T  gebildete  Elammerausdruck  eine 
/.  r  darstellt,  welche  durch  die  /.  T  des  Systems  linear  aus- 
gedruckt werden  kann.  Dann  sagt  man,  dass  die  /.  7  eine 
,r-gliedrige  Gruppe"  bilden;  die  Gesamtheit  der  zu  den  /.  T 
(und  den  von  ihnen  abhängigen)  gehörigen  eingliedrigen  Gruppen 
von  T  erzeugt  ihrerseits  eine  endliche,  r-gliedrige  „Gruppe" 
von  T  in  dem  Sinne,  dass  irgend  zwei  T  der  Gruppe,  hinter 
einander  ausgeführt,  wiederum  zu  einer  T  der  Gruppe  führen. 
Hat  ein  Bestandteil  der  T  einer  Gruppe  selbst  die  Gruppen- 
eigenschaft, so  heisst  er  eine  „Untergruppe"  der  vorliegenden 
Gruppe. 

Ffir  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  ist  nun  der 
Hülfssatz  von  besonderer  Bedeutung,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe 
(r>2)  von  /.  7  mindestens  eine  zweigliedrige  Untergruppe 
enthält,  ein  Satz,  der  übrigens  genau  so  für  n  Veränderliche  gilt. 

Man  ist  daher  genötigt,  zunächst  die  zweigliedrigen  Gruppen 
der  Ebene  zu  untersuchen  und  sie  vor  allem  auf  „kanonische^ 
Formen  zu  bringen:  es  ergiebt  sich,  dass  es  nur  vier  wesentlich 
verschiedene  Typen  zweigliedriger  Gruppen  der  Ebene  giebt, 
je  nachdem  ({/,  {/,)  identisch  Null  ist  oder  nicht,  und  je  nachdem 
zwischen  U^  und  I/,  eine  lineare  Relation  mit  variabeln  (d.  i. 
von  X,  y  abhängigen)  Coefficienten  herrscht  oder  nicht,  je  nach- 
dem also  die  beiderseitigen  Bahncurven  übereinstimmen  oder 
nieht     Die  zugehörigen  kanonischen  Formen  der  /.  7  lauten: 
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^^^    dx'    dy'    ^^^    dy'""  dy'    ^"^^    dy  '  ""  dx  +*  dy  ' 

^^    dy'^dy' 
oder  auch,   die  Gruppen   in  endlicher  Form  geschrieben,    wenn 
k^  l  variable  Parameter  bedeuten: 

(1)  X,  =  x  +  k,  y,  =  y+/;  (2)  «,  =  a?,  y^  =  y  +  kx^l] 
(3)  X,  =  kx,  y,  =  ky  +  l]  (4)  «,  =  «,  y,  =  *«  +  /. 
In  ihrer  kanonischen  Gestalt  sind  also  die  vier  Gruppen  einfache 
projectiye  Gruppen.  Fdhrt  man  jetzt,  den  kanonischen  Formen 
der  /.  T  entsprechend,  in  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung kanonische  Variabein  ein,  so  kommt  man  in  den  ersten 
Fällen  mit  Quadraturen  aus,  und  nur  im  letzten  Falle  bedarf 
man  der  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung; 
aber  auch  diese  lässt  sich  umgehen,  wenn  man  wiederum  an 
Stelle  der  vorgelegten  Gleichung  eine  aequivalente  lineare  partielle 
Differentialgleichung  substituirt. 

Auch  in  dem  nächst  interessirenden  Falle  einer  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung,  die  eine  dreigliedrige  Gruppe  C/,, 
1/3,  U^  gestattet,  wird  man  nach  verschiedenen  Typen  und  kano- 
nischen Formen  dreigliedriger  Gruppen  der  Ebene  fragen.  Hier 
kommt  ein  neues  Einteilungsprincip  hinzu.  Die  drei  Klammer- 
ausdrücke, nämlich  (ü,  l^,),  (^1  f^i)  u^d  (ü,0,),  constituiren 
wiederum  eine  Gruppe,  und  es  bieten  sich  zunächst  vier  Haupt- 
typen dar,  je  nachdem  diese  Untergruppe  der  gegebenen  drei-, 
zwei-,  ein-  oder  endlich  nuU-gliedrig  ist.  Weitere  Unterteilungen 
richten  sich  nach  der  Natur  der  zugehörigen  Bahncurven. 

Im  ganzen  ergeben  sich  16  verschiedene  Typen  (und  zugleich 
kanonische  Formen)  dreigliedriger  Gruppen.  Diese  Verhältnisse 
erhalten  eine  sehr  durchsichtige  geometrische  Deutung,  wenn 
man  jeder  /.  T  der   linearen   Schar   c,  l^j +c,f/, +  c,  D,   einen 

« 

Punkt  der  Ebene  mit  den  homogenen  Goordinaten  c  zuordnet. 
Die  Klammeroperation  deckt  sich  dann  mit  der  polaren  Ver- 
wandtschaft in  Bezug  auf  einen  festen  Kegelschnitt. 

Schon  mehrmals  ist  darauf  hingewiesen,  wie  zweckmässig 
es  sein  kann,  das  Studium  von  Differentialgleichungen  zweiter 
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Ordnung  zarflckzaftlhren  aof  dasjenige  linearer  partieller  Diffe- 
rentialgleichnngen.  Der  vermittelnde  Gedanke  liegt  in  einer 
geeigneten  Umformung  des  oben  berührten  Kriteriums  dafür, 
dass  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  eingliedrige 
Grnppe  Vf  zulässt.  Sobald  nämlich  die  Differentialgleichung  in 
aufgelöster  Form  vorliegt:  y"  =  w(a?,  y,  y'),  so  erweist  sich  das 
gemeinte  Kriterium  identisch  mit  dem  anderen,  dass  die  lineare 
partielle  Differentialgleichung 

A4^-  df    .    ,  df    ,       df        ^ 

die  einmal  erweiterte  /.  T  U'f  gestattet. 

Nach  einem  allgemeinen  Satze  gestattet  aber,  wie  schon  er- 
wähnt, eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af  =  0  (in 
n  Variabein)  eine  /.  T  Uf  dann,  und  nur  dann,  wenn  sich  der 
Klammerausdrnck  (UA)  von  Äf  nur  um  einen  bloss  noch  von 
den  Variabein  abhängenden  Factor  unterscheidet. 

Ein  anderer  Satz  sagt  aber  aus,  dass  dann  im  Falle  dreier 
Variabein  die  beiden  Differentialgleichungen  üf  =:  0  und  Af=:0 
eine  gemeinsame  „Lösung^  f  besitzen  (oder  ein  sogenanntes  voll- 
ständiges System  bilden). 

Nach  einem  von  du  Bois-Reymond  herrührenden  Principe 
lässt  sich  endlich  eben  diese  gemeinsame  Lösung  f  durch  Inte- 
gration einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  bestimmen. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  ein  fundamentaler  Satz  angeführt, 
der  den  Zusammenhang  zwischen  der  Kenntnis  mehrerer  /.  T 
einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (in  n  Variabein) 
Af  =:  0  und  den  Lösungen  der  letzteren  aufdeckt.  Man  kann 
die  vorgelegten  /.  T  derart  ergänzen,  dass  eine  Anzahl  der- 
selben durch  die  übrigen   und    durch  Af  linear  ausdrückbar  ist. 

Die  Goefficienten  dieser  Darstellungen  (event.  die  Coef- 
ficienten  von  Af  selbst)  sind  Lösungen  von  Af  =^  0  (wenn  sie 
sich  nicht  in  speciellen  Fällen  auf  Constanten  reduciren). 

Die  Herstellung  der  fraglichen  Ausdrücke  geht  auf  rein 
algebraischem  VSTege,  nämlich  mittels  Determinantenbildung, 
Tor  sieh. 


1 
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Die  im  Buche  eingeführten  Benennungen,  die  alle  von  Hrn.  Lie 
herrnhren,  sind  als  durchaus  zutreffende  zu  bezeichnen.  Eine 
kleine  Aenderung  mOchte  Referent  vorschlagen:  wenn  bei  einer 
linearen  homogenen  Relation  zwischen  Functionen  (oder  auch 
Symbolen  Uf\  mögen  nun  die  Coefficienten  constant  oder  aber 
selbst  von  den  Veränderlichen  abhängig  sein,  beidemal  von 
„linearer  Abhängigkeit"  schlechtweg  gesprochen  wird,  so  möchte 
es  sich  empfehlen,  beide  Fälle  durch  den  Zusatz  „eigentlich'' 
resp.  „uneigentlich''  zu  trennen. 

Von  sonstigen  Einzelheiten  sei  nur  noch  erwähnt,  dass  die 
auf  S.  55  vorgenommene  Integration,  entgegen  der  Behauptung 
des  Textes,  mit  einer  bereits  früher,  auf  S.  33  entwickelten, 
sachlich  übereinstimmt. 

Es  besteht  die  gegründete  Hoffnung,  dass  durch  eine  der> 
artige  ausführliche  und  möglichst  elementar  gehaltene  Darstellang 
der  Lie'schen  Theorie,  wie  sie  der  vorliegende  Band  als  der 
erste  eines  grösseren  Werkes  bietet,  des  Gegenstand  selbst  eine 
stets  zunehmende  Verbreitung  im  mathematischen  Publicum  er- 
fahren wird.  Dann  werden  sich  auch  Mittel  und  Wege  finden, 
welche  dazu  dienen,  die  vor  der  Hand  noch  bestehende  Kluft 
zwischen  den  mehr  formalen  Methoden  Lie's  einerseits  und  den 
Methoden  der  Functionentheoretiker  andererseits  zu  überbrücken. 

My. 

8.  LiK.      Theorie  der  Transformationsgruppen.     Zweiter 
Abschnitt.     Unter  Mitwirkung  von  F.  Engel.     Leipzig. 

B.  G.  Teabner.  IV  4-554  8.  b«.  (1890.) 

Wegen  des  ersten  Abschnittes  dieses  Werkes  sei,  nament- 
lich auch  mit  Rücksicht  auf  verschiedene,  im  folgenden  gebrauchte 
Bezeichnungen,  auf  die  eingehende  Besprechung  von  Hrn.  Engel 
(F.  d.  M.  XXI.  1889.  356  u.  flgde.)  verwiesen.  Ursprünglich 
sollte  der  zweite  und  dritte  Abschnitt  zu  einem  Bande  vereinigt 
werden:  es  erschien  aber  zweckmässig,  den  zweiten  Abschnitt: 
„Die  Theorie  der  Berührungstransformationen",  in  einem  beson* 
deren  Bande    herauszugeben.    Der    dritte  Band  wird  dann  An- 
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Wendungen  enthalten.  Die  Theorie  der  Berührungstransforma- 
tionen  (zur  Abkürzung  weiterhin  mit  B-T  bezeichnet)  geht  in 
ihren  ersten  Anfängen  auf  Euler,  Lagrange,  Ampere,  Jacobi 
zurSck,  die  einzelne  solcher  Transformationen  zur  Integration  von 
Differentialgleichungen  benutzten ;  eine  systematische  Theorie 
derselben  hat  erst  Hr.  Lie  geschaffen. 

Ursprünglich  durch  das  Studium  gewisser  merkwürdiger 
geometrischer  Abbildungen  darauf  geführt,  hat  Hr.  Lie  wesentlich 
für  seine  Integrationstheorien  der  partiellen  Differentialgleichun- 
gen erster  Ordnung  die  B-T  und  deren  Gruppen  zu  einer  selb- 
ständigen Hülfstheorie  ausgebildet. 

Von  dieser  historischen  Entwickelung  ist  freilich  in  der  vor- 
liegenden Bearbeitung,  der  Systematik  zu  Liebe,  wenig  übrig 
geblieben;  der  Referent  möchte  persönlich  bedauern,  dass  ins- 
besondere die  geometrische  Denkweise  und  die  mannigfaltigen, 
so  sehr  anregenden  geometrischen  Anwendungen  beinahe  völlig 
haben  zurücktreten  müssen. 

Die  Begründung  der  B-T  wird  in  dankenswerterweise  auf 
drei  Stufen  verteilt,  und  wird  erst  für  die  Ebene,  dann  für  den 
gewöhnlichen  Raum  und  nunmehr  erst  in  völliger  Allgemeinheit 
für  beliebig  viele  Veränderliche  auseinandergesetzt. 

Man  gelaugt  zu  einer  gewissen  Gattung  von  B-T  unmittel- 
bar von  den  gewöhnlichen  Punkttransformationen  T  aus.  Es 
liege  eine  solche  in  der  Ebene  vor,  und  es  werde  vermöge  der- 
selben jeder  Punkt  P(a;,  y)  in  einen  bestimmten  Punkt  P,(a;,,  y,) 
Qbergeführt,,  und  umgekehrt.  Dann  geht  eben  vermöge  dieser 
T  auch  irgend  eine  „Richtung'^  durch  P  in  eine  bestimmte  Rich- 
tung durch  P,  über,  und  umgekehrt. 

Analytisch  findet  diese  Thatsache  ihren  Ausdruck  in  der 
,  Erweiterung  **  der  T;  d.  h.  auf  Grund  der  gegeben  gedachten 
Transformationsformeln  lässt  sich  sofort  auch  die  erste  Ableitung 

— —  =  y\  in  Function  von  oj,  y,  und  der  ersten  Ableitung 
~   =  y'  ausdrücken. 
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Fasst  man  nunmehr  die  vorliegende  T  auf  als  eine  solche 
in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y\  so  hat  man  eine  (aneigent- 
liche) B'T  vor  sich.  In  der  That  geht  (wenn  man  den  In- 
begriiF  von  Punkt  und  einer  durch  ihn  j^ehenden  Richtung  als 
„Linienelement"  bezeichnet)  jedes  Linienelement  (x^  y,  y')  Ober 
in  ein  bestimmtes  Linienelement  (a?,,  y,,  y\),  und  damit  geben 
Gurven,  welche  sich  an  einer  Stelle  „bertthren",  wiederum  in  eben 
solche  über. 

Die  erweiterte  T  besitzt  demnach  analytisch  die  Eigentüm- 
lichkeit, dass  die  Gleichung  --f~  =  y'  stets  die  andere  -/^  =  y\ 

ax  CM?, 

zur  Folge  haben  muss,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  sich  die  beiden 
„PfaflF'schen  Differential -Ausdrücke"  dy  —  tfdx  und  dy\ — y\dx^ 
nur  um  einen  (selbst  noch  von  x^  y,  y'  abhängigen)  Factor  unter- 
scheiden. Dafür  sagt  man  kürzer:  „Die  erweiterte  T  lässt  die 
Pfaff'sche  Gleichung  dy  — y'(lx  =  0  invariant". 

Der  so  durch  Erweiterung  zu  einer  JB-T  gewordenen  T 
haftet  indessen  offenbar  die  Specialität  an,  dass  Linienelemente 
mit  gemeinsamem  Punkte  im  allgemeinen  wieder  in  solche  über- 
geführt werden.  Macht  man  sich  von  dieser  Beschränkung  frei, 
so  ergiebt  sich  der  allgemeine  Begriff  der  eigentlichen  B-T, 

Dieselben  sind  charakterisirt  als  solche  (umkehrbare)  Trans- 
formationen in  den  drei  Veränderlichen: 

(I)  X,  =  X(x,  y,  yO,      y,  =  Y(x,  y,  y'),      y\  =  n(x,  y,  y'), 

welche  die  Pfaff'sche  Gleichung  dy — y*dx^O  invariant  lassen. 
Die  Functionen  X,  Y  haben  dann  einer  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung [XF]^0  zu  genügen,  und  umgekehrt:  wenn  das 
der  Fall,  so  bestimmen  sie  TI  und  damit  eine  B-T  eindeutig. 
Wir  kommen  später  darauf  zurück. 

Es  wird  gezeigt,  dass  es  ausser  dieser  einen  invarianten 
Pfaff'schen  Gleichung  keine  weitere  geben  kann. 

Ein  einfaches  Beispiel  bietet  die  Poncelet'sche  Transformation 
der  Ebene,  welche  die  Linienelemente  eines  Punktes  überführt 
in  diejenigen  einer  Geraden,  nämlich  der  Polaren  des  Punktes 
bez.  eines  festen  Kegelschnittes,  und  umgekehrt.  Ist  der  Kegel- 
schnitt durch   die  Gleichung  2y~-a?'  =  0   festgelegt,   so  lautet 
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die  ff-T: 

Die  erste  Aufgabe  ist  naturgemäss  die,  sämtliche  fi-  T  der  Ebene 
ZQ  ermitteln. 

Es  sind  nur  zwei  verschiedene  Fälle  denkbar;  entweder 
folgen  aus  den  Gleichungen  (I)  zwei  unabhängige  Relationen 
zwigehen  x^  y,  x^^  y^  allein,  oder  aber  nur  eine  einzige.  Der 
erste  Fall  liefert  die  erweiterten  Punkttransformationen,  also  die 
oneigentlichen  B-T,  der  zweite  Fall  dagegen  die  eigentlichen  B-T. 
Man  erhält  daher  die  letzteren,  indem  man  irgend  eine  (nur  noch 
einer  gewissen  Bedingung  genügende)  Relation  £l{x^  y^  rr,,  y^)  =  0 
zu  Grunde  legt  und  aus  ihr  und  den  beiden,  durch  Differentiation 
folgenden : 

da  ,  ,  dSi     ^     da  ^   ,  an     ^ 


dx     '  ^     dy  '       dx'    '  ^'    dy' 

X,  y,  y'  als  Functionen  der  o;,,  y^^  y\  (und  umgekehrt)  berechnet. 
Im  folgenden  ist  nun  nur  noch  von  eigentlichen  B-T  die  Rede. 
Diese  B-T  der  Ebene  geben  aber,  genau  wie  die  gewöhnlichen 
7,  2nr  Bildung  von  „endlichen  continuirlichen  Gruppen'^  (im 
folgenden  mit  G  bezeichnet)  Anlass. 

Die  unendliche  Mannigfaltigkeit  dieser  G  von  B-T  der  Ebene 
wird  —  wenn  wir  hier  vorgreifen  —  eine  sehr  übersichtliche, 
wenn  man  alle  diejenigen  G,  die  selbst  wieder  durch  Ausführung 
von  JS-T  in  einander  übergeführt  werden  können,  in  einen  „Typus" 
züsammenfasst. 

Es  stellt  sich  das  merkwürdige  Ergebnis  heraus,  dass  es 
nur  drei  Typen  von  B-T  Gruppen  in  der  Ebene  giebt,  eine  sechs- 
gliedrige  (tq,  eine  siebengliedrige  6r,  und  eine  zehngliedrige  Gj^; 
die  beiden  erstgenannten  sind  Untergruppen  der  letzten. 

Diese  G^^  spielt  eine  fundamentale  Rolle  in  der  Geometrie 
der  Ebene  und  des  Raumes.  Einmal  lässt  sie  sich  auf  die 
kanonische  Gestalt  derjenigen  G  von  B-T  der  Ebene  bringen, 
welche  „Kreise  stets  wieder  in  Kreise"  überführen;  deutet  man 
dagegen  x,  y,  y^  als  rechtwinklige  Coordinaten  des  Raumes,  so 
erscheint  die  G^^  als  diejenige  projective  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen,  welche  „einen  linearen  Complex  invariant  lassen''. 
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Von  jenen  drei  G  werden  auch  die  invarianten,  sowie  die 
groBsten  Untergruppen  bestimmt,  endlich  auch  die  bei  ihnen  in- 
varianten Differentialgleichungen  niedrigster  Ordnung.  Die  drei 
G  besitzen  ihre  bestimmten  Analoga  in  höheren  Räumen,  ohne 
daselbst  die  Gesamtheit  der  Typen  zu  erschöpfen. 

Wir  kehren  zu  einer  einzelnen  B-T  der  Ebene  zurttck. 

Die  c\3'  Linienelemente  eines  Punktes  verwandeln  sich  bei 
Anwendung  der  B-T  im  allgemeinen  in  die  oo'  Linienelemente 
einer  Curve,  die  einer  Gurve  im  allgemeinen  wiederum  in  die 
einer  Curve  und  nur  im  besonderen  in  die  eines  Punktes. 

Es  liegt  daher  nahe,  die  Begriffe  Punkt  und  Curve  einem 
einzigen  Begriffe,  der  „Element -Mannigfaltigkeit^  („Element- 
iV,")  zu  subsumiren,  welche  sich  auch  analytisch  einfach  definiren 
lässt,  besonders,  wenn  man,  wie  es  später  geschieht,  homogene 
Coordinaten  einführt,  was  den  Vorteil  bietet,  nicht  Ausnahme- 
fälle mehr  ausschliessen  zu  mQssen.  Die  B-T  lassen  sich  dann 
einfach  dahin  charakterisiren ,  dass  sie  irgend  eine  Element -^^ 
stets  wieder  in  eine  solche  überführen. 

Der  Begriff  der  Element- üf,  gestattet  unter  anderem  sofort 
eine  Verallgemeinerung  des  Problems,  eine  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  W(x^  y,  y')  =  0  zu  integriren; 
man  hat  eben  alle  Element  -  ilf  j  zu  bestimmen,  deren  Linien- 
elemente (a;,  y,  y')  der  Gleichung  ff  =  0  genügen. 

Von  besonderer  Bedeutung  ist  die  Schar  der  oo*  Curven, 
welche  vermöge  einer  B-T  den  Punkten  der  Ebene  zugeordnet 
ist;  da  man  umgekehrt  bei  beliebiger  Annahme  einer  ob'  Cur- 
venschar  stets  (in  noch  sehr  mannigfaltiger  Art)  eine  zugehörige 
B-T  finden  kann.  Die  Folgerungen,  welche  sich  hieraus  für  die 
Litegration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung (deren  Integralcurven  dann  die  fragliche  Curvenschar  bil- 
den) ziehen  lassen,  liegen  auf  der  Hand. 

Die  Ausdehnung  der  Theorie  der  B-T  auf  den  Raum  und 
auf  höhere  Mannigfaltigkeiten  stösst  begrifflich  auf  keine  princi- 
piellen  ächwierigkeiten,  obschon  die  Beschaffung  des  erforder- 
lichen analytischen  Apparates  durchaus  nicht  so  leicht  ist  Man 
könnte,  was  zunächst  den  gewöhnlichen  Baum  angeht,  ganz  wie 
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in  der  Ebene,  den  Inbegriff  von  Punkt  und  einer  durch  ihn  gehen- 
den Richtung  transformiren;  es  ist  aber  zweckmässiger,  die  Bich- 
tnng  zu  ersetzen  durch  die  auf  ihr  senkrecht  stehende  Ebene,  und 
somit  den  Inbegriff  von  Punkt  und  einer  durch  ihn  gehenden 
Ebene,  das  „Fl&chenelement",  als  Fundament  einzufahren.  Die 
.Coordinaten'^  des  Flftchenelementes  sind  die  fünf  Grössen  x^  y,  js, 

p  =  -^— ,  5  =  -3 —    Eine  B-t  ist  dann  wiederum  als  eine  solche 

Transformation  der  Xy  y,  is,  p,  q  zu  definiren,  welche  die  Pfaff'- 
sehe  Gleichung  dz-^pdx  —  qdy  =  0  invariant  lässt.  Flächen, 
die  sich  berQhren,  gehen  dabei  wiederum  in  solche  über.  Man 
wird  jetzt  bei  vorgelegten  Transformationsgleichungen  drei  Fälle 
ZQ  unterscheiden  haben,  je  nachdem  aus  denselben  entweder  eine, 
oder  zwei,  oder  endlich  drei  unabhängige  Kelationen  zwischen 
den  x,  y,  X  und  ihren  transformirten  a?„  y,,  z^  allein  folgen. 

Der  zuletzt  genannte  Fall  führt  wiederum  auf  die  „erweiter- 
ten' Pnnkttransformationen  zurück. 

Der  erste  Fall  liefert  eine  unbegrenzte  Anzahl  eigentlicher 
B-T.  Denn  man  kann  umgekehrt  von  einer  beliebigen  (nur  einer 
gewissen  Bedingung  genügenden)  Relation  ß(a?,  y^  is,  a;,,  y,,  2J  =  0 
ausgehen,  erhält  durch  Differentiation  die  vier  weiteren  Relationen : 

öß    .    da        ^.         dSi    ,    dSi        ^ 


''>  ö»,    '    dx,         "'     ^'  dz,     '    dy, 
und  denkt  sich  nunmehr  diese  fünf  Gleichungen,  sei  es  nach  x^ 
Vi  ^)  Pf  9»  s^i  ^^  n^th  rTj,  y,,  js^,  p^^  q,  aufgelöst. 

Endlich  stösst  man  bei  analoger  Untersuchung  des  zweiten 
Falles  auf  eine  zweite  Gattung  eigentlicher  B-T, 

Legt  man  sich  nämlich  jetzt  zwei  Relationen  vor: 
ßi(«7  y»  »»  ajj,  y„  Ä,)  =  0,     ß,(aj,  y,  a,  a?,,  y»,  »,)  =  0, 
and  bedeuten   dß,,   dß,   die  totalen    Differentiale    der   linken 
Seiten,  so  hat  man  drei  Functionen  ^,  ^,  ^  von  x^  y,  2,  p,  q 
so  zu  bestimmen,  dass  die  beiden  Pfaff 'sehen  Gleichungen: 
Ajdflj  +  ijdßj  =  0,     dz^--p,dx^'-q,dy,  —  Q(dZ'-pdx—qdy)  =  0 
aequivalent  werden.    Das  giebt  fünf  Gleichungen,  aus  denen  man 

Fortacfar.  d.  Mfttli.   XXni.  1.  24 


870  ^^-  Abuhnitt.    Differontial-^niid  IntegralrachiiaDg. 

noch  Q  und  4^  eliminire:  im  Verein  mit  fi^  =  0,  flj  =  0  resul- 

tiren  so  fQnf  Gleichungen^  die  eine  B-T  darstellen.  Nunmehr 
sind  die  drei  Arten  yon  Punktmannigfaltigkeiten  des  Ilaumes: 
„Punkte,  Curven  und  Fläehen^  dem  einsigen  Begriffe  der  „Element- 
mannigfaltigkeit'' untereuordnen.  Eine  solche  ist  analytisch  (was 
im  Falle  der  Ebenen  noch  nicht  erwähnt  war)  durch  ein  solches 
Gleichungssystem  zwischen  den  Goordinaten  «,  y^  2,  p,  q  eines 
Flftchenelements  definirt,  welches  der  Pfaff'schen  Gleichung 
d^-^pdx — ^dy  =  0  genügt. 

Hier  macht  sich  aber  bereits  der  Unterschied  gegenüber  der 
Ebene  beroerklieh,  dass  eine  Element- Mannigftiltigkeit  aus  cx)' 
oder  nur  aus  00^  verschiedenen  Fl&cbenelementen  bestehen  kann; 
demgemäss  wird  sie  als  eine  „  Element >lf,^  resp.  MElement-lf,^ 
bezeichnet  Die  Element -ilf,  ergeben  sich,  indem  man  aus  den 
00'  Flftchenelementen  einer  Gurve  oder  eines  Punktes  nach  Mass- 
gabe eines  beliebigen  Gesetzes  eine  00^  Schar  ausscheidet. 

Die  B'T  lassen  sich  jetzt  einfach  dahin  charakterisiren,  dass 
sie  jede  Element-ff,  (und  ebenso  jede  Element-lfi)  wieder  in 
eine  solche  überführen;  Punkte  können  also  dabei  in  Punkte 
oder  in  Guryon  oder  in  Flftchen  fibergehen  u.  s.  f. 

Das  Problem  der  Integration  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  tp(x^  y,  2,  p,  9)  =  0  erweitert  sich  jetzt 
offenbar  dabiny  aus  der  00^  Schar  yon  Flächenelementen,  welche 
durch  die  Gleichung  9)  =2  0  definirt  sind,  alle  Element- Jlf,  aus- 
zuscheiden, oder  genauer,  jene  00^  Schar  zu  zerlegen  in  lauter 
00'  Scharen,  welche  je  einer  Element-M,  angehören.  Von  Wichtig- 
keit ist  hierbei  wiederum  die  Umkehrbarkeit  der  Zuordnung 
zwischen  den  Punkten  des  Raumes  und  einer  cc'  Fiächenschar. 

Die  hervorragendsten  B-T  des  Raumes  sind  einmal  die 
Poncelet'sohe  Transformation  durch  reciproke  Polaren  (in  Bezug 
auf  eine  feste  Fläche  zweiten  Grades),  sodann  die  von  Lie  (Math. 
Ann.  Y)  entdeckte  merkwürdige  B-T,  welche  die  geraden  Linien 
in  die  Kugeln  überführt. 

Die  Haupttangentencurven  einer  Fläche  gehen  bei  der  lets- 
tersA  B-T  in  die  KrflBMnungslinien  etner  «weiten  FMlehe  über. 
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Aas  dieser  B-T  heraus  ist  die  ganze  Theorie  entstanden. 

Die  allgemeine  Theorie  der  B-T  und  ihre  Durchdringung 
mit  derjenigen  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
Düng  (wegen  einer  vollstfindigen  Integration  der  letzteren  muss 
ftbrigens  auf  die  Originalabhandlungen  Lie's  yerwiesen  werden), 
sowie  die  yielen  wichtigen,  damit  in  Zusammenhang  stehenden 
Probleme  können  hier  nur  kurz  gestreift  werden. 

EineTransformation  in  den2n+ 1  Veränderlichen  »,  ^i  ,a;„  . . .,  a?«,,^ 
Tp  Pii  '"j  P»  is^  ^ine  B'T^  wenn  sie  die  Pfaff'sche  Gleichung 
d$—p^dx^ — ••• — Pnd^n  =  0  invariaut  lässt  (die  p  brauchen 
dabei  nicht  notwendig  die  Ableitungen  von  s  nach  den  x  zu 
sein).  Ein  elegantes  Kriterium  daffir  sagt  aus,  dass  die  Func- 
tionen Z,  Jj,  2,,  ...,  X«,  welche  die  neuen  Variabein  durch 
die  alten  und  die  p  ausdrflcken,  paarweise  in  Involution  liegen; 
zwei  Functionen  CD,  V  „liegen  in  Involution'^,  wenn 

Damit  sind  die  weiteren  Functionen,  welche  die  P  durch  alle 
alten  Variabela  ausdrücken,  von  selbst  eindeutig  bestimmt  Das 
Problem  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
^s,  x^y  x^  . . .,  Xny  Pp  p„  . . .,  Pn)  ==  0  spricht  sich  dahin  aus: 
es  sollen  alle  „Element-ilf«"  von  F  =  0  gefunden  werden. 

Der  fandamentale  Begriff,  welcher  beide  Theorien  mit  ein- 
ander verknöpft,  ist  eben  der  der  Involution:  während  derselbe 
bei  den  früheren  Analytikern  gelegentlich  und  nur  als  Formel 
auftrat,  ist  es  das  Verdienst  Lie's,  seine  innere  Bedeutung  oder, 
80  zu  sagen,  seine  organische  Natur  aufgedeckt  zu  haben. 

Die  Aufgabe  der  Bestimmung  aller  B-T  redncirt  sich  nach 
Obigem  auf  die  Integration  der  Gleichungen  [  ]  =  0.  Die- 
selbe wkd  wirklieh  durchgeführt,  man  kann  aber  auch  durch 
blosse  AuslÜhrung  von  Differentiationen  und  Eliminationen  zum 
Ziele  kommen. 

Ein  wichtiges  Jlül&mittel  hierbei  ist  es,  wenn  die  in  Rede 
stehende  Aufgabe  nicht  gleich  für  die  allgemeinsten  B-T,  son- 
dern erst  für  gewisse,  ausgezeichnete  Kategorien  derselben  g^ 
löst  vrird. 

24* 
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Eine  erste  derartige  Kategorie  bietet  sich  dar  darch  die  For- 
derung, dass  die  2n  Veränderlichen  x^^  ...,  o;«,  p,,  ...,  p«  für 
sich  allein  transformirt  werden,  sodass  also  die  X  und  P  von  z 
frei  sind.  Die  Function  Z  hat  dann  die  Form  Aii  +  Si(x^  p), 
wo  A  eine  Gonstante  bedeutet.  Ein  erster  bemerkenswerter 
Unterfall  tritt  ein,  wenn  A  den  Wert  der  Einheit  hat,  ein  zwei- 
ter, wenn  sich  die  additive  Function  Q  der  Xy  p  auf  eine  Gon- 
stante reducirt:  die  X  und  P  werden  dann  in  den  p  „homogen'' 
(von  der  nullten  resp.  ersten  Ordnung).  Diese  zweite,  selbst 
homogen  genannte  Untergattung  lässt  sich  aber  auf  die  noch 
einfachere  kanonische  Form  bringen,  bei  der  Z  =  2  wird  nnd 
die  Invarianz  der  PfafTschen  Gleichung  die  symmetrische  Ge- 
stalt erhält: 

F,dX,  H h  PndXn^P.dx^  H l-PndXn. 

Allen  diesen  Kategorien,  wie  auch  den  allgemeinsten  £-7,  kommt 
die  fundamentale  Eigenschaft  zu,  dass  die  jeweils  einer  solchen 
angehörigen  B-T  eine  (unendliche)  „Gruppe^  bilden. 

Damit  sind  die  Vorbereitungen  getroiSTen  zu  dem  wichtigsten 
Gapitel  des  Buches,  zur  ,, Invariantentheorie  der  B-T^. 

Man  denke  sich  zwei  Systeme  von  je  m  Functionen  der 
«,  rr,  p  vorgelegt:  Welches  sind  die  Kriterien  dafQr,  dass  die 
beiden  Systeme  „äquivalent^  sind  (wie  sich  der  Referent  der 
Kürze  halber  hier  ausdrückt),  d.  i.  durch  fi  -  T  in  einander  Aber- 
geführt  werden  liönnen,  und  wenn  dies  der  Fall,  wie  lassen 
sich  alle  derartigen  B-T  ermitteln? 

Es  ist  beachtenswert,  dass,  während  das  analoge  Problem 
der  gewöhnlichen  (projectiven)  Invariantentheorie  noch  weit  von 
einer  Lösung  entfernt  ist,  das  hier  vorliegende,  weit  allgemeinere 
im  Princip  vollständig  durchführbar  wird. 

Auch  hier  werden  erst  die  einzelnen  Untergattungen  von 
B'T  behandelt,  und  darauf  hin  erst  die  allgemeinsten  B-T. 

Die  wesentlichsten  Hülfsbegriffe  sind  hierbei  die  einer  j^Fudc- 
tionengruppe  und  ihrer  ausgezeichneten  Functionen". 

Zunächst  ist  die  fundamentale  Bemerkung  vorauszuschicken, 
dass  die  allgemeinsten  B-T  in  den  is,  ir,  p  durch  eine  einfache 
Substitution  auf  die  homogene  Form  gebracht  werden  können; 
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man  hat  nur  neue  Verftnderliehe  y^  y^^  . . .,  yn-^i]  9n  9»  •  •  «i  9n^i 
derart  einzuf&hren,  dass: 

—  9i  —  9« 

9«+i  9»i+i 

and  entsprechend  fflr  die  transformirten  x>'^  x'^  p'. 

Es  Iftsst  sich  somit  das  Aeqaiyalenzproblem  von  vom  herein 
anf  den  Fall  reduciren,  wo  die  invarianten  Eigenschaften  von 
vin  den  p)  homogenen  Functionen  der  rr,  p  gegenüber  homogenen 
B'T  untersucht  werden. 

Die  specifische  Natur  dieser  Eigenschaften  tritt  aber  präg- 
nanter hervor,  wenn  man  zuvor  beliebige  Functionen  der  x^  p 
hiosiehtlich  der  Invarianz  gegenüber  der  (oben  erwähnten)  Kate- 
gorie von  B'T: 

(II)         «'  =  «+fl(^,P),     arJ  =  X<(ar,p),    pl^Pi(x,p) 
stndirt 

Das  Symbol  [4>IP],  angewandt  auf  irgend  zwei  Functionen 
der  X,  p  (die  also  von  z  frei  sind),  geht  jetzt  in  das  einfachere 
Symbol  über: 

y      ^  dpy     dXy  dXy     Öpy  ^ 

Es  ist  erlaubt,  sich  auf  derartige  Systeme  von  r  unabhängigen 
Fanctionen  F<(x,  p)  zu  beschränken,  für  die  ein  jedes  (JFiFk)  sich 
als  Function  der  F  allein  darstellen  lässt.  Dann  aber  gilt  auch 
von  irgend  zwei  Functionen  der  F  das  Nämliche,  und  an  die 
Stelle  des  Systems  der  r  individuellen  Functionen  F  tritt  der 
Begriff  der  r-gliedrigen  „Functionengruppe'^,  d.  i.  des  Inbegriffs 
sämtlicher  Funetionen  der  F. 

Es  spielt  dieser  Begriff  eine  analoge  Rolle,  wie  der  des 
rollen  Systems  in  der  projectiven  Invariantentheorie. 

Die  Theorie  der  Functionengruppen  erhält  ihre  durchsichtige 
Gestalt  vermöge  eines  gewissen  „Dualismus^,  ganz  wie  die 
Theorie  der  linearen  Formenscharen  in  der  projectiven  Invarian- 
tentheorie vermöge  der  Apolarität. 

Es  gilt  nämlich  der  grundlegende  Satz,  dass  die  r  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  (F«f)  =s  0  in  den  rr,  p  ein 
r-gliedriges  vollständiges  System  bilden,  und  somit  2n— r  un- 
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abhängige  Lösungen  0  besitzen.  Diese  Functionen  0  con- 
stitniren  ihrerseits  eine  Functionengruppe,  welche  zur  gegebenen 
in  einem  vollständigen  Reciprocitätsverhältnis  steht;  jede  der 
beiden  Gruppen  besteht  aus  allen  Functionen,  welche  mit  allen 
Functionen  der  andern  in  Involution  liegen.  Jede  der  beiden 
Oruppen  heisst  die  Polargruppe  der  andern.  Ist  die  eine  homo- 
gen, so  ist  es  auch  die  andere. 

Beide  Gruppen  haben  eine  dritte  mit  einander  gemein,  die 
der  „ausgezeichneten^  Functionen  (der  einen,  wie  der  andern 
Gruppe);  sachgemftsser  werden  dieselben  später  als  die  „inva- 
rianten^ Functionen  einer  Functionengruppe  bezeichnet,  da  sie 
sich  dadurch  charakterlsiren  lassen,  dass  sie  einer  gewissen  (un- 
endlichen) Gruppe  von  B-T  gegenüber  invariant  bleiben« 

Die  beiden  Hauptergebnisse  mögen  nun  angefBhrt  werden. 

Eine  Functionengruppe  in  den  m^  p  besitzt  nur  zwei  Eigen- 
schaften, welche  gegenfiber  allen  B-T  von  der  Gestalt  (II)  er- 
halten bleiben,  ihre  Gliederanzahl  r  und  die  Zahl  q  der  in  der 
Gruppe  enthaltenen  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen. 
Umgekehrt,  wenn  diese  beiden  Eigenschaften  zwei  Functionen- 
gruppen  in  den  x,  p  zukommen  (und  nur  dann),  so  sind  beide 
Gruppen  bei  (II)  äquivalent. 

Es  giebt,  wie  leicht  zu  sehen,  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  „Typen''  nichtäquivalenter  Functionengruppen  in  den  2n 
Veränderlichen  x^  p. 

Dem  gegenüber  steht  das  zweite,  noch  bedeatsamere  Er- 
gebnis: Eine  homogene  Functionengruppe  in  den  x^  p  besitzt 
nur  drei  Eigenschaften,  welche  bei  allen  homogenen  B-T  in  den 
Xj  p  erhalten  bleiben,  nämlich  ausser  den  beiden  eben  genannten 
noch  die  Anzahl  9'  der  unabhängigen  ausgezeichneten  Functionen 
nuUter  Ordnung;  q'  ist  übrigens  nur  der  beiden  Werte  q  und 
9-1.  fähig. 

Umgekehrt  ist  die  Gemeinsamkeit  der  genannten  drei  Eigen- 
schaften wiederum  das  Kriterium  der  Aequivalens.  Hieraus 
folgt  dann  endlich  die  Antwort  auf  die  ursprünglich  gestellte 
Frage:  Liegen  zwei  Systeme  von  m  Functionen  F(2,  x,  p)  und 
$(j&',  x\  p')  vor,  so  kann  man  stets  durch  Differentiationen  und 
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EliminatioDen  entscheiden,  ob  es  eine  B-T  in  den  is,  «i^,  p;  &',  x'^  p' 
^ebt,  welche  das  eine  System  in  das  andere  fiberführt  Zugleich 
lassen  sich  alle  Eigenschaften  eines  beliebigen  Systems  von 
Functionen  F  angeben,  welche  gegenüber  allen  B-T  in  den  vor- 
li^nden  Veränderlichen  invariant  sind. 

Indem  wir  die  Theorie  der  „Zusammensetzung^  einer  Fonc- 
tionengrnppe  (welche  sich  mit  den  Gesetsen  der  Darstellung  der 
(F,  Fk)  durch  die  F  beschäftigt)  übergehen,  beeilen  wir  uns;  noch 
einige  Worte  über  die  endlichen,  continuirlichen  Gruppen  G  von 
B-T  anzufügen. 

Die  Uebertragung  der  wichtigsten  Begriffe  und  Methoden, 
welche  hinsichtlich  beliebiger  G  im  ersten  Bande  entwickelt 
Bind,  bestätigt  wiederum,  wie  sehr  viel  vorteilhafter  es  ist,  mit 
den  infinitesimalen  B-T  und  ihren  Symbolen  zu  rechnen,  als 
mit  den  endlichen  Gleichungen  der  B-T.  Es  kommt  aber  jetzt 
noch  eine  Reihe  specifischer  Vereinfachungen  hinzu. 

So  hängt  die  allgemeinste,  infinitesimale  B-T  in  den  2,  Xy  p 
nur  von  der  einzigen,  willkürlieh  wählbaren  Function  W(Zy  x^  p) 
ab.    Denn  eine  solche  infinitesimale  B-T  lässt  sich  stets  in  der 

Form  schreiben  \Wf]  —  W^^;  und  umgekehrt,  liegt  dieselbe  in 

der  üblichen  Gestalt  vor: 

80  wird  die  zugehörige  Functioa  W  einfach 

i 

Man  kann  dann  geradezu  mit  den  Functionen  W  direct  rechnen. 
Auch  die  Theorie  der  Zusammensetzung  der  G  von  B-T  gestattet 
eine  ähnliche  Behandlung,  wie  diejenige  beliebiger  G  von  Punkt- 
transformationen.  Man  erhält  beidemal  das  Resultat,  dass  alle 
Gruppen  von  G  mit  gegebener  Zusammensetzung  jedenfalls  durch 
Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  bestimmbar  sind. 
Für  die  Bestimmung  der  Differentialinvarianten  gilt  Analoges« 
Der  Referent  hat  hiermit  keineswegs  den  Inhalt  des  vor* 
liegenden  Bandes  erschöpft. 
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Die  Fruchtbarkeit  der  im  Obigen  skizzirten  Theorie  wird 
erst  noch  mehr  hervortreten,  wenn  ein  neuerdings  in  Aussicht 
gestelltes  systematisches  Werk  der  beiden  Verfasser  aber  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  erschienen  sein  wird. 

Jedenfalls  aber  gebtthrt  jetzt  schon  Hrn.  Engel  f&r  die  licht- 
volle  Darstellung  des  schwierigen  und  abstracten  Stoffes  der 
wärmste  Dank  aller  Fachgenossen.  Hy. 


S.  LiE.      Die  Orundlagen  für  die  Theorie   der  unend- 
lichen Transformationsgruppen.  I,  IL    Leipz.  Ber.  XLiii. 

316-352,  363-393. 

Herr  Lie  nennt  eine  Schar  von  Transformationen: 

eine  continuirliche  Gruppe,  wenn  F^  ...,  Fn  die  allgemeinsten 
Lösungen  eines  Systems  von  partiellen  Differentialgleichungen: 

CU        '^*\^^ij  •  •  •?  ^«j    fn  •  •  •»  f«)      ^       »  •  •  M      o   a    j  .  .  .y  =  0 

sind,  und  wenn  zwei  Transformationen  der  Schar,  nach  einander 
ausgeführt,  wieder  eine  Transformation  der  Schar  ergeben.  Die 
Gruppe  heisst  endlich,  wenn  das  allgemeinste  Lösungensystem  von 
(1)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  willkürlichen  Parametern  ent- 
hält; sonst  heisst  sie  unendlich.  Die  Gleichungen  (1)  sind  die 
Definitionsgleichungen  der  endlichen  Transformationen  der  Gruppe. 
Herr  Lie  beweist,  dass  jede  Gruppe,  die  durch  solche  Diffe- 
rentialgleichungen (1)  definirt  ist,  die  identische  Transformation 
und  paarweise  inverse  Transformationen  enthält.  Er  zeigt  ferner, 
dass  die  Transformation  x'i  =  Fi{x^^  . . .,  Xn)  dann  und  nur  dann 
der  Gruppe  angehört,  wenn  das  System  der  Differentialgleichungen 
(1)  die  Transformation: 

f!  =  Fi(TC,,   . . .,  fn),     x[  =  Xi  (•  =  !,...,  fl) 

gestattet.  Auf  diesen  Satz  gestützt,  zeigt  er,  dass  die  Gruppe 
gewisse  infinitesimale  Transformationen  und  die  von  ihnen  er- 
zeugten eingliedrigen  Gruppen  enthält,  und  dass  alle  der  Gruppe 
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angehörigen  infinitesimalen  Transformationen: 

n  Qf 

darch  gewisse  lineare  homogene  Differentialgleichungen: 

(2)  ^a«(rt&+  J?or*.v(jc)  -||^  +  -  =  0         (k  =  1,  2,  ...) 

i  vi  Ojy 

definirt  sind,  die  ans  den  Oleichungen  (1)  abgeleitet  werden 
können,  und  die  so  beschaffen  sind,  dass  aas  zwei  Lösungen- 
sTstemen  ^, ,  . . . ,  §„  und  f;, ,  . . . ,  r^n  von  (2)  stets  ein  neues 
Lösungensystem : 


1    ^ 


von  (2)  entspringt. 

Der  Kürze  wegen  wird  die  Redeweise  eingeführt,  dass  ein 
System  von  Differentialgleichungen  von  der  eben  besprochenen 
Beschaffenheit  eine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
definire.  Es  wird  ähnlich  wie  in  Math.  Ann.  XXIV  gezeigt,  dass 
jede  solche  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  Diffe- 
rentialinvarianten  besitzt,  wenn  man  nötigenfalls  noch  gewisse 
Veränderliche  hinzunimmt,  die  bei  der  Gruppe  nicht  transformirt 
werden,  und  wenn  man  gewisse  der  Veränderlichen  als  Functionen 
der  Qbrigen  ansieht.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  auch  jede  Gruppe 
Ton  endlichen  Transformationen,  die  durch  Differentialgleichungen 
von  der  Form  (1)  definirt  ist,  Differentialinvarianten  besitzt. 

Nunmehr  denkt  sich  Herr  Lie  eine  beliebige  Gruppe  von 
infinitesimalen  Transformationen  durch  Differentialgleichungen 
Ton  der  Form  (2)  definirt.  Er  nimmt  n  Veränderliche  rr,,  . . .,  rrn 
hinzu,  die  bei  der  Gruppe  nicht  transformirt  werden,  und  be- 
trachtet die  ;t  als  Functionen  der  x.  Die  Gruppe  hat  dann  ge- 
wisse Differentialinvarianten: 

nnd  es  lässt  sich  zeigen,  dass  man,  sobald  man  alle  diese  Diffe- 
rentialinyarianten  bis  zu  einer  gewissen,  etwa  bis  zur  q^^  Ord- 
nung  kennt,  alle  Ton  höherer  Ordnung  durch  Differentiation 
finden   kann.     Sind   nun  J,,  ...,  7«  die  Differentialinvarianten 
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bis  zur  9^°  Ordnung,  so  IftflBt  sich  beweiBen,  dass  die  Oleiehungen: 

(3)        Jk{ic, ,   . . .,  ?•,   -g^,  . . .)  =  [7*],=,         (Ä  =  1,  .. .,  «) 

eine  Gruppe  von  endlichen  Transformationen  definiren,  die  alle 
infinitesimalen  Transformationen  der  durch  (2)  definirten  Gruppe 
und  zugleich  die  von  ihnen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  ent- 
hält, sonst  aber  keine  infinitesimalen  Transformationen. 

Demnach  liefert  jede  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen eine  ganz  bestimmte  Gruppe  von  endlichen  Transfor- 
mationen. Zugleich  ist  klar,  dass  sich  die  Definitionsgleichungen 
(1)  jeder  continuirlichen  Gruppe  auf  die  Form  (3)  bringen  lassen, 
wo  die  Jk  Differentialinvarianten  der  Gruppe  sind. 

Alle  diese  Betrachtungen  gelten  in  gleicher  Weise  f&r  die 
endlichen  und  für  die  unendlichen  continuirlichen  Gruppen. 

EL 

F.  Engel.     Kleinere  Beiträge  zur  Gruppentheorie.   III, 

IV,    V.     Leipz.  Ber.  XLIII.  47-51,  308-315,  585-596. 

No.  III  beschäftigt  sich  mit  den  infinitesimalen  Bertthnings- 
transformationen  und  leitet  in  einfacher  Weise  die  Lie'schen 
Sätze  Ober  diese  Transformationen  ab.  Ausgegangen  wird  von 
einer  endlichen  Bertlhrungstransformation  S  des  An^-i,  vermöge 
deren  die  Gleichung: 

(1)        da'-  2:iPidxl  =  q(s,  X,  p)  (da—JliPidx,) 

i  1 

besteht,  und  von  einer  infinitesimalen  Berflhrungstransformation : 

Setzt  man  in  (1)  da  und  dxi  gleich  den  Zuwachsen,  die  »  und 
Xi  bei  Af  erhalten,  so  werden  dV  und  dxl  die  Zuwachse,  die  s! 
und  Xi  bei  der  infinitesimalen  Berührungstransformation  erhalten, 
die  aus  Af  entsteht,  wenn  man  vermOge  S  die  neuen  Veränder- 
lichen ü',  a^,  p*  einfuhrt.  Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  wie  sich 
die  Lie'sche  charakteristische  Function 

i 


Oapitel  6.    Partielle  Differentialgleiohangen.  379 

Ton  Af  gegenüber  der  endliehen  Berührungstransformation  S 
Tcrhält.  LäS8t  man  die  Transformation  iS>  infinitesimal  ~  Bf 
werden,  and  ist  F  die  zugehörige  charakteristische  Function,  so 
geht  Af  bei  der  Ausführung  yon  &  über  in  die  infinitesimale 
Berührungstransformation  Af  +  ii{AB\  deren  charakteristische 
Fanction  sofort  berechnet  werden  kann;  man  kann  daher  auch 
die  eharakteristische  Function  von  (il£)  durch  V  und  V  aus- 
drücken. Diese  Betrachtungen  lassen  sich  auch  auf  solche  infi- 
nitesimalen Transformationen  in  n  Veränderlichen  anwenden, 
bei  denen  eine  beliebige  Pfaff'sche  Gleichung  oder  ein  beliebiger 
PfafTscher  Ausdruck  invariant  bleibt. 

In  No.  lY.  wird  ein  neuer  einfacher  Beweis  für  den  Schur'- 
schen  Satz  gegeben,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  kanonischen  Parametergruppe  jeder  r-gliedrigen  Gruppe 
Ton  gegebener  Zusammensetzung  c»«  als  Quotienten  beständig 
couTergenter  Potenzreiheu  darstellbar  sind,  und  es  wird  gezeigt, 
dass  diese  Darstellung  der  betreffenden  infinitesimalen  Transfor- 
mationen mit  der  Darstellung  in  endlicher  geschlossener  Form, 
die  Hr.  Lie  gegeben  hat,  übereinstimmt.  Hierbei  ist  zunächst 
vorausgesetzt,  dass  man  schon  weiss,  dass  es  r-gliedrige  Grup- 
pen von  der  betreffenden  Zusammensetzung  giebt.  Ist  nun  bloss 
eine  Zusammensetzung  gegeben,  also  ein  System  von  r'  Gon* 
stanten  cvi»)  das  gewissen  von  Hrn.  Lie  aufgestellten  Gleichungen 
genfigt,  so  muss  ein  anderes  Verfahren  benutzt  werden.  Da  aber 
die  Ausdrücke  fttr  die  infinitesimalen  Transformationen  der  ka- 

« 

nonisehen  Parametergruppe  durch  die  (Vt«  allein  bestimmt  sind, 
80  gelingt  es  auch  dann,  wenn  bloss  die  c^jt«  gegeben  sind,  nach- 
zuweisen, dass  diese  Ausdrücke  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  darstellen,  die  eine  r-gliedrige,  einfach  transi- 
tive Gruppe  von  der  Zusammensetzung  0«,  erzeugen.  Es  ist 
damit  ein  neuer,  einfacher  Beweis  für  den  Lie'schen  Satz  ge- 
liefert, dass  zu  jedem  Systeme  von  r'  du^  das  jene  Belationen 
erfüllt,  r-gliedrige  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Cia,  ge- 
hören. 

In  No.  V  wird  ebenfalls  ein  von  Hrn.  Schur  gefundenes 
Ergelmis  auf  neue  Weise  abgeleitet.    Hr.  Schur  hatte  bewiesen, 
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dasB  maD,  sobald  die  infinitesimalen  Transformationen  von  zwei 
reciproken,  einfach  transitiven  Gmppen  von  gegebener  Zusammen- 
setzung bekannt  sind,  die  infinitesimalen  Transformationen  aller 
transitiven  Gruppen  von  dieser  Zusammensetzung  ohne  Integration 
angeben  kann.  Es  wird  nun  gezeigt,  dass  dieser  Satz  unmittel* 
bar  aus  der  188Ö  von  Hrn.  Lie  gegebenen  Bestimmung  aller 
transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  folgt,  wenn 
man  die  Theorie  der  Hauptlösungen  eines  vollständigen  Systems 
benutzt«  Auf  diese  Weise  gelangt  man  genau  zu  den  Schur'- 
schen  Formeln.  El. 

L.  Maurer,  lieber  continuirliche  Transformationsgruppen. 

Math.  Ann.  XXXIX.  409-440. 

Herr  Maurer  behandelt  die  folgende  Aufgabe:  Wenn  im 
Sinne  von  Hrn.  Lie  eine  Zusammensetzung  c,a  von  r-gliedrigen 
Gruppen  gegeben  ist^  so  soll  entschieden  werden,  unter  welchen 
Bedingungen  es  eine  r-gliedrige  Gruppe  xi  =  fi(x,  a)  von  dieser 
Zusammensetzung  giebt,  in  der  die  fi  algebraische  Functionen 
sowohl  der  Veränderlichen  x  als  der  Parameter  a  sind.  Die 
notwendigen  Bedingungen  ergeben  sich  sehr  leicht  Bildet  man 
nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  eine  solche  Gruppe  giebt, 
nach  dem  Vorgange  von  Hrn.  Lie  die  zugehörige  adjungirte 
Gruppe 

r 

so  werden  die  q^j  algebraische  Functionen  der  a.  Da  nun  die 
infinitesimalen  Transformationen  dieser  adjungirten  Gruppe  durch 
die  Zusammensetzung  c^  vollständig  bestimmt  sind,  so  ergiebt 
sich  als  notwendige  Bedingung  für  die  Zusammensetzung  c,b 
sofort  diese:  In  den  endlichen  Gleichungen  (1)  der  durch  die 
Zusammensetzung  Cij^  bestimmten  adjungirten  Gruppe  müssen 
die  Qi^  solche  Functionen  der  Parameter  sein,  dass  zwischen  den 
Qifj  allein  nur  algebraische  Relationen  bestehen.  Diese  notwendige 
Bedingung  ist  nach  einer  früheren  Arbeit  des  Herrn  Maurer 
(vgl.  F.  d.  M.  XX.  1888.  102)  dann  und  nur  dann  erfüllt,  wenn 
die  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungirten  Gruppe  ge- 
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wissen  einfachen  Bedingnngen  genflgen.  —  Herr  Maurer  ver- 
saeht  ferner  nachzuweisen,  dass  diese  notwendige  Bedingung 
aoeh  hinreichend  ist,  dass  es  also  stets,  wenn  sie  erfüllt  ist,  eine 
r>gliedrige  algebraische  Gruppe  x\  =  fi{x^  a)  von  der  Zusammen- 
setzung cqu  giebt  Sein  Beweis  ist  aber  nicht  stichhaltig,  denn 
auf  S.  433  seiner  Arbeit  behauptet  er,  dass  die  vorher  von  ihm 

definirte  Function  P^  stets  =  0  oder  1  sei,  wenn  eine  der  beiden 
Zahlen  A,  ^  ^^^^i  ist,  während  er  das  vorher  bloss  f&r  den 
Fall  fi^m  — ffij  bewiesen  hat.  In  der  That  ist  auch  diese  Be- 
hauptung im  allgemeinen  unrichtig,  und  die  Folgerungen,  die 
Herr  Maurer  auf  S.  438  daraus  zieht,  sind  daher  hinfällig. 

Von  allgemeinen  gruppentheoretischen  Ergebnissen  der  Arbeit 
ist  noch  zn  erwähnen :  Herr  Maurer  stellt  die  allgemeine  endliche 
Transformation  einer  r-gliedrigen  Gruppe  mit  den  infinitesimalen 
Transformationen  X^f^  . . .,  Xrf  dadurch  her,  dass  er  die  r  ein- 
gliedrigen Gruppen  XJ^  ...,  Xrf  nach  einander  ausfährt,  und 
es  gelingt  ihm  in  sehr  einfacher  Weise,  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  einen  Parametergruppe,  die  zu  dieser  Form  der 
r-gliedrigen  Gruppe  gehört,  durch  die  Goefficienten  in  den  end- 
lichen Transformationen  der  adjungirten  Gruppe  auszudrücken. 
Es  ist  das  eine  neue  Lösung  des  zuerst  von  Hrn.  Lie  gelösten 
Problems,  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  einfach  trän- 
sitiven  Gruppe  von  gegebener  Zusammensetzung  zu  bestimmen. 

El. 


F.  Schür.     Zur  Theorie  der  endlichen  Transformations- 
gruppen.   Math.  ADD.  XXXVIII.  263-286. 

Diese  Arbeit  enthält  wesentliche  Vereinfachungen  der  früheren 
Untersnchungen  des  Verfassers  (s.  F.  d.  M.  XXI.  1889.371  u.  XXII. 
1890. 375)  und  zugleich  wichtige  neue  Resultate.  Zunächst  werden 
in  neuer  und  einfacher  Weise  die  früher  von  Hrn.  Schur  angegebe- 
nen Änsdrficke  fttr  die  infinitesimalen  Transformationen  der  kanoni- 
schen Parametergruppe  (nach  Hrn.  Lie's  Ausdrucks  weise)  abgeleitet, 
die  zu  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  gegebener  Zusammensetzung 
gehört,  und  zwar  werden  diese  infinitesimalen  Transformationen 
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erstens  darch  Potenzreihen  mit  beschränktem  Convergenzgebiete 
und  zweitens  durch  Quotienten  beständig  oonvergenter  Potenz- 
reihen dargestellt.  Dann  wird  dasselbe  für  die  zur  Parametei^ 
gruppe  reciproke  Gruppe  (die  zweite  Parametergmppe)  aasge- 
fahrt,  und  die  Beziehungen  zwischen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen dieser  beiden  Gruppen  und  den  endlichen  Trans- 
formationen der  acyungirten  Gruppe  werden  abgeleitet  — 
Nunmehr  denkt  sich  Herr  Schur  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen zweier  r-gliedrigen,  reciproken,  einfach  transitiven  Gruppen 
vorgelegt  und  zeigt,  dass  es  dann  ohne  Integration,  durch  bloss 
algebraische  Operationen  möglich  ist,  fttr  jeden  Typus  (im  Lie'- 
sehen  Sinne)  von  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von  der  gege- 
benen Zusammensetzung  einen  Repräsentanten  anzugeben,  das 
heisst  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  dem  Typus 
angehörigen  Gruppe  aufzustellen.  Zwei  Gruppen  werden  dabei 
au  demselben  Typus  gerechnet,  wenn  sie  durch  eine  Punkttrans- 
formation ähnlich  sind.  Hr.  Lie  hatte  dieses  Problem  frfiher 
durch  Quadraturen  gelöst,  die  ihm  allerdings  auch  die  endlichen 
Gleichungen  der  betreffenden  Gruppen  aufzustellen  erlaubten« 

Indem  Hr.  Schur  sein  Verfahren  auf  die  infinitesimalen 
Transformationen  der  beiden  reoiproken,  einfach  transitiven  ka- 
nonischen Parametergruppen  anwendet,  gelangt  er  wieder  zu 
seinem  merkwürdigen  Satze,  dass  jede  r-gliedrige  transitive 
Gruppe  bei  geeigneter  Wahl  der  Veränderlichen  auf  eine  solche 
Form  gebracht  werden  kann,  dass  ihre  infinitesimalen  Transfor- 
mationen Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen  werden. 

Endlich  möge  noch  erwähnt  werden,  dass  Herr  Schur  auf 
S.  264ff.  seiner  Arbeit  einen  analytisch  sehr  eleganten  Beweis 
fittr  den  Lie'schen  Satz  liefert,  dass  jede  Schar  von  cx>^  Trans- 
formationen, welche  den  Lie'schen  grundlegenden  Differential- 
gletohungeo  genügt,  and  welche  die  identische  Transformation 
enthält,  jedenfalls  immer  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet, 
wenn  die  Parameter  der  identiechen  Transformation  gewissen 
Bedingungen  genflgea.  —  Ein  kleines  Versehen  anf  S.  284  seiner 
Arbeit  hat  Herr  Sehur  mittlerweile  in  Math.  Ann.  XLI.  536  ff. 
beviohtigt.  £1. 
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G.  ViVANTi.  Sulle  trasformazioDi  di  contatto  che  tras- 
formano  qualunque  svilnppabile  in  una  sviluppa- 
bile,  —  Un  problema  sulle  trasformazioni  di  contatto. 

Palermo  Rend.  V.  205-220,  269-278. 

In  der  ersten  Arbeit  werden  alle  BerQhrungstransformationen 
des  gewöhnlichen  Raumes  bestimmt,  bei  denen  jede  abwickel- 
bare Fläche  wieder  in  eine  abwickelbare  Fläche  übergeht.  Die 
allgemeine  Form  einer  solchen  Transformation  ist  DTD^  wo  T 
eine  beliebige  Punkttransformation  und  D  irgend  eine  dualisti- 
sche Transformation  ist. 

In  der  zweiten  Arbeit  werden  alle  Berührungstransforma- 
tionen  bestimmt,  bei  denen  jeder  Fläche  a  eine  solche  Fläche  2 
entspricht,  dass  das  Erümmnngsmass  in  entsprechenden  Punkten 
Yon  a  und  2  dasselbe  ist.  Es  ist  klar,  dass  bei  jeder  solchen  Be- 
rQhmngstransformation  Flächen  constanter  ErQmmung  in  Flächen 
conatanter  ErQmmung  übergehen;  alle  Berührungstransformationen 
TOD  dieser  Beschaffenheit  hat  aber  Hr.  Lie  schon  längst  bestimmt  : 
es  sind  die  Bewegungen  und  die  Spiegelungen  an  einer  Ebene. 
Herr  Yivanti  kommt  zu  demselben  Ergebnis.  El. 


L.  AüTONNB.     Sar  une  application  des  groupes  de  M.  Lie. 

G.  R.  GXII.  070-073. 

Bs  ist  bekannt,  dass  man  die  Linienclemente  «,  y,  y'  d^ 
Ebene  auf  die  Punkte  x^  y,  «  des  Raumes  so  abbilden  kann, 
dass  der  Gleiehnng  dy-^y'dm  =a  0  die  Gleicfaung; 

(1)  d%'\'Xdy-^ydx  »  0 
eines  Unearen  Gomplexes  entspricht.  EHe  Integration  emer  ge- 
wöbnliehen  DifferentialgleichuBg  erster  Ordaaag  in  der  Ebene 
kenmt  dann  auf  die  Aufgabe  hinaus,  alle  Curven  des  linearen 
Complexes  (1)  aofsafloehen,  die  auf  einer  gewissen  Fläche  liegea 
Eennt  man  nun  zwei  unabhängige^  vertauschbare  infinitesimale 
Transformationen,  die  die  Gleichung  (1)  invariant  lassen,  so  kann 
man,  wie  Herr  Antonne  bemerkt  hat,  durch  Quadratur  auf  jeder 
Fläebe  eines  gewisaen  Bttsebels  Ton  Flädien  die  Complexcurven 
finde«;  «iiter  Umstiiiden  fällt  aveb  diese  Quadratur  weg.    Daa 
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Ganze  ist  ein  specieller  Fall  des  Lie'schen  Satzes,  dass  man  eine 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x^  y 
immer  dann  durch  eine  Quadratur  integriren  kann,  wenn  man 
eine  infinitesimale  Punkt-  oder  Berührungstransformation  kennt, 
die  diese  Gleichung  invariant  lässt  und  ihre  Integralcurven 
unter  einander  vertauscht.  £1. 


L.  AuTONNE.     Sur  les  iot^grales  algdbriques  de  T^qua- 
tion  difförentielle  du  prämier  ordre.    0.  B.  OXiii.  632-635. 

Eigenschaften  der  „Integranten*'  (vergl.  die  Arbeit  des  Ver- 
fassers „Sur  une  application  des  groupes  4^  M.  Lie^,  C.  B.  CXIL 
570)  und  geometrische  Construction  derselben  mittels  der  Theorie 
der  Connexe.  Wbg. 

G.  ScHBFFBRS.     ZurttckfÜhruDg  complexer  Zahlensysteme 
auf  typische  Formen.    Math.  Ann.  xxxix.  293-390. 

Der  Verfasser  hat  in  dieser  Abhandlung  den  Inhalt  zweier 
früheren  (in  den  F.  d.  M.  XXL  1889.  385  u.  flgde.  ausf&hrlich 
besprochenen)  Arbeiten  zusammengefasst  und  zu  einem  Ganzen 
abgerundet    Es  ist  daher  hier  nur  Weniges  hinzuzuftlgen. 

Jedes  „Zahlensystem''  kann  als  eine  endliche  continuirliche 
Gruppe  von  Punkttransformationen,  erzeugt  von  infinitesimalen 
Transformationen,  aufgefasst  werden. 

Für  die  Untersuchung  und  Klassificirung  der  Zahlensysteme 
erweist  sich  eine  von  Hrn.  Lie  getroffene  Einteilung  der  Gruppen  in 
zwei  Klassen  von  besonderer  Bedeutung :  nach  Hrn.  Engel  lässt  sich 
nämlich  die  gemeinte  Einteilung  auch  dahin  charakterisiren,  dass 
die  Gruppen  der  einen  Kategorie  eine  dreigliedrige  Untergruppe 
X^,  X„  2,  von  der  besonderen  Zusammensetzung 

(X,X,)=:X„    (X,X,)  =  2J„    (X,X,)  =  X. 
besitzen,  die  der  anderen  dagegen  nicht 

Die  diesen  beiden  Gruppenkategorien  entsprechenden  Zahlen- 
systeme, welche  der  Verf.  früher  Kegelschnittsysteme  und  Nicht* 
kegelschnittsysteme  nannte,  werden  jetzt  besser  als  Quatemion- 
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Systeme  und  Nichtquaternionsysteme  bezeichnet,  da  zu  den 
enteren  die  Hamilton'sehen  Quaternionen  gehören. 

Die  Nichtquaternionsysteme  erfahren  eine  eingehendere  Be- 
röeksichtigung  als  früher.  Die  Theorie  derselben  gestaltet  sich, 
wie  Hr.  Study  bemerkte,  besonders  durchsichtig  auf  Grund  des  Be- 
griffes der  Reducibilität.  Ein  Zahlensytem  heisst  reducibel,  wenn 
sich  seine  Einheiten  so  in  zwei  Scharen  e  und  e  zerlegen  lassen, 
dass  jedes  Product  einer  Einheit  e  mit  einer  Einheit  e  verschv^indet, 
während  sich  jedes  Product  zweier  e  allein  durch  die  e,  und 
jedes  Product  zweier  e  allein  durch  die  e  ausdrückt.  Im  ent- 
gegengesetzten Falle  heisst  das  Zahlensystem  irreducibel.  Irgend 
ein  reducibles  Zahlensystem  kann  nur  auf  eine  Art  in  eine  Reihe 
von  lauter  irreducibeln  Systemen  zerfällt  werden.  Multiplicirt 
man  die  charakteristischen  Gleichungen  der  irreducibeln  Teil- 
systeme, 80  erhält  man  die  charakteristische  Gleichung  des  ge- 
gebenen Systems.  Kennt  man  alle  irreducibeln  Zahlensysteme 
in  1,  2,  .. .,  n  Einheiten,  so  kennt  man  überhaupt  alle  Zahlen- 
systeme in  1,  2,  ...,  fi  Einheiten. 

Aus  diesen  und  ähnlichen  Sätzen  lässt  sich  folgern,  dass  es 
genügt,  alle  irreducibeln  Nichtquaterbionsysteme  in  1,  2,  ...,  n 
Einheiten  zu  kennen,  um  hieraus  sämtliche  Nichtquaternionsysteme 
in  1,  2,  ...,  n  Einheiten  unmittelbar  herzuleiten.  My. 


L.  KöNiGSBERGER.  Ucber  algebraische  und  durch  Qua- 
draturen algebraischer  Functionen  darstellbare  Inte- 
grale partieller  DifFerentialgleichungssysteine.    Math.  add. 

XXXIX.  285-292. 

Für  algebraische  partielle  Differentialgleichungssysteme  be- 
liebiger Ordnung  wird  mit  Benutzung  der  Eigenschaften  irredu- 
cibler  algebraischer  Functionen  und  Gleichungen  bewiesen,  dass 
aus  einem  aus  algebraischen  Functionen  und  Abel'schen  Integralen 
algebraischer  Functionen  algebraisch  zusammengesetzten  Integral- 
systeme andere  von  gleicher  Eigenschaft  abgeleitet  werden  können. 
Dieser  Satz  wird  für  lineare  Differentialgleichungssysteme  und 
für  eine  partielle  Differentialgleichung  specialisirt  und  schliesslich 

Fortaehr.  d.  Math.  XXIII.  1.  25 


386  ^I-  Abschnitt.    Differential-  and  Integralrechniing. 

auf  totale  DifferentialgleichuDgssysteme  ausgedehnt.  Die  Unter- 
suchung hierüher  gipfelt  in  dem  Satz:  Wenn  eine  lineare  homo- 
gene  algebraische  partielle  Differentialgleichung  oder  ein  alge- 
braisches totales  Differentialgleichungssystem  ein  aus  den  nnab- 
hängigen  Variabeln^  Logarithmen  von  algebraischen  Functionen 
Oj,  o„  ...  dieser  Variabein  und  Abel'schen  Integralen  mit  eben 
solchen  algebraischen  Argumenten«,,  «,,  ...  und  dazu  gehörigen 
algebraischen  Irrationalitäten  f, («,),  f^Mi  •••  algebraisch  zu- 
sammengesetztes Integral  resp.  Integralfunction  besitzt,  wobei 
angenommen  werden  darf,  dass  zwischen  den  Variabein,  Loga- 
rithmen und  Aberschen  Integralen  eine  algebraische  Beziehung 
nicht  besteht,  so  ist  jenes  Integral  resp.  jene  Integralfunction 
entweder  selbst  eine  rationale  Function  der  Variabein,  der  Coeffi- 
cienten  der  Gleichung  resp.  des  Systems,  der  algebraischen 
Functionen  Oj,  ...,  «„  ...,  f^,  ...,  der  Logarithmen  und  AbeU- 
schen  Integrale  oder  als  algebraische  Function  von  derartig  be- 
schaffenen Integralen  resp.  tntegralfunctionen  darstellbar;  jeden- 
falls existiren  aber  andere,  in  den  angegebenen  Orössen  rational 
ausdrtlckbare  Integrale  resp.  Integralfunctionen.  Sh. 


L.  KOnigsbbrobr.      Ueber    die    Irreductibilität    der    al- 
gebraischen   partiellen    DifFerentialgleichungssystenie. 

MÜDch.  Ber.  XXI.  275-279. 

Einige  Sätze  bezüglich  der  Irreductibilität  partieller  Diffe- 
rentialgleichungssysteme, deren  ausführlicher  Beweis  im  Journ. 
für  Math,  erscheinen,  und  über  die  alsdann  referirt  werden  wird. 

Sh. 


0.  BouRLET.      Sur  les  ^quations  aux  d^rivöes  partielles 
simultaii^es    qui    contiennent    plusieurs    fonctions    in- 

COnnues.    Aon.  de  TEc  Norm.  (3)  YIU.  Suppl.  3-63. 

Mit  der  Existenz  der  Integrale  simultaner  partieller  Diffe* 
rentialgleichungen  haben  sich  verhältnismässig  wenige  Arbeiten 
beschäftigtl  unter  denen  die  von  Herrn  Mayer  (Math.  Ann.  V,  F. 
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d.  M.  IV.  1872.  162)  und  Frau  v.  Kowalevski  (J.  für  Math. 
LXXX,  F.  d.  M.  VII.  1875.  201)  hervorzuheben  sind.  In  der 
letzterwähnten  ausfllhrHchsten  Abhandlung  wird  der  Existenz- 
beweis für  den  Fall  geführt,  dass  die  Anzahl  der  Functionen 
gleich  der  der  Gleichungen  sei  unter  der  Bedingung,  dass  die 
flt  Gleichungen  mit  den  unbekannten  Functionen  ^j,  . . .,  9»  nach 

r.Z^  ,  -..,  ^ —  auflösbar  seien,  worin  «,,  ....  n^  die  Ord- 

Dungszahlen  der  höchsten  yorkommenden  Ableitungen  der  be- 
treffenden Functionen  bedeuten.  Im  allgemeinen  ist  diese  Be- 
dingung aber  nicht  immer  zu  erf&llen.  Die  Herren  M6ray  und 
Biquicr  (Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (3)  VII,  F.  d.  M.  XXII.  1890.  348) 
haben  für  gewisse  Systeme,  die  sie  immediate  nennen,  den 
Existenzbeweis  geliefert,  wobei  die  Anzahl  der  Functionen  ver- 
schieden von  der  der  Gleichungen  sein  kann.  Die  vorliegende 
Arbeit  beschäftigt  sich  gleichfalls  mit  dem  allgemeinen  Falle, 
dass  die  Anzahl  der  Functionen  unabhängig  von  der  der  Glei- 
chungen ist,  und  fQllt  gleichzeitig  die  oben  erwähnte. Lücke  im 
Beweise  der  Frau  v.  Kowalevski  aus.  Die  Abhandlung  zerfällt 
io  drei  Teile;  im  ersten  wird  die  notwendige  und  hinreichende 
Bedingung  dafür  aufgestellt,  dass  ein  partielles  Differentialglei- 
chungssjstem  als  allgemeinstes  Integralsystem  ein  solches  zulässt, 
welches  von  einer  endlichen  Anzahl  willkürlicher  Constanten  ab- 
hängt, und  es  wird  gezeigt,  wie  alsdann  die  Integration  auf  die 
eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung zurückgeführt  werden  kann.  Der  zweite  Teil  behandelt 
ausführlich  lineare  Systeme  partieller  Differentialgleichungen  er- 
ster Ordnung.  Der  Verfasser  beweist,  dass  jedes  lineare  System  auf 
eine  kanonische  Form  gebracht  werden  kann,  wo  ein  kanonisches 

System    ^  '   =  ^^  folgendermassen   definirt   wird:    xpik  enthält 

nur  Ableitungen  nach  den  Xh^  deren  Index  h  grösser  oder  gleich  k 

ist,  und  wenn  eine  Ableitung    ^  ^     in  rpik  vorkommt,   so  muss 

der  Index  y  grösser  als  t  sein.  Im  dritten  Teil  schliesslich  wird 
bewiesen,    dass  die  Integration   irgend   eines  simultanen   Diffe- 

26* 
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rentialgleichuDgssystems  zwiBchen  p  Faoctionen  s,,  ...,  Zp  und 
n  unabhängigen  Variabein  rr,,  ...,  Xn  auf  die  Integration  eines 
linearen  partiellen  Differentialgleichungssystems  erster  Ordnung 
zurückgeführt  werden  kann.  Ist  nun  das  vorgelegte  System 
derart,  dass  das  allgemeine  Integral  von  einer  endlieben  Anzahl 
willkürlicher  Constanten  abhängt,  so  tst  durch  den  ersten  Teil 
die  Untersuchung  erledigt;  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  wird  durch 
den  letzten  Satz  das  System  auf  ein  lineares  erster  Ordnung 
zurückgeführt.  ELierbei  können  die  beiden  Fälle  auftreten,  dass 
das  letztere  vollständig  integrabel  ist  oder  nicht;  in  beiden  Fällen 
lässt  sich  die  Gonvergenz  der  betreffenden  £nt Wickelungen  be- 
weisen. Sh. 

F.  Schür,  üeber  die  sogenannten  vollständigen  Systeme 
von  homogenen  linearen  partiellen  Di£Ferentialgleichun- 
gen  erster  Ordnung.    J.  ffir  Math,  cviil.  313-324. 

Der  Verfasser  sucht,  ohne  auf  die  eigentlichen  Integrations- 
methoden einzugehen,  auf  directem  Wege  die  analytische  Natur 
der  Lösungen  der  im  Titel  genannten  Differentialgleichungen  zu 
geben.     Ausgehend  von  dem  System: 

~  -  _f^,CS(^)  g-  =  Z, »  =  0  (a  =  1,  2, . . .,  9), 

in  welchem  die  Functionen  ^  als  gewöhnliche  Potenzreihen  der 
Variabein  a;,,  ...,  Xn  zu  bWachten  sind,  und  welches  ein  voll- 
ständiges System  ist,  wenn  die  Bedingungen: 

erfüllt  sind,  wird  durch  Coefficientenbestimmung  gezeigt,  dass 
diesem  Systeme  durch  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  & = f(x^ , . . . ,  x.) 
genügt  wird,  welche  für  a?,  =  o?,  =  •••  =  ar,  =  0  einer  beliebig 
vorgelegten  Reihe  (p(xg^ij  ...,  a?«)  gleich  wird.  Die  wirkliche 
Herstellung  der  Lösungen  wird  auf  diesem  Wege  wohl  nur 
selten  möglich  sein;  deshalb  sucht  der  Verfasser  schliesslich  die 
Integration  mit  Hülfe  eines  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen auf  ihren  wahren  Grund  zurückzuführen,  der  darin 
liegt,    dass   mit   einem   solchen  Systeme   stets   mindestens   eine 
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TraDsformationsgruppe  verknüpft  ist.  So  ergiebt  sich:  Um  das 
Tollständige  System  Z«  zu  integriren,  integrire  man  das  System 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen : 


(a  =  g+1,  ...,  n) 

unter  der  Bedingung,  dass  a?'a  in  iTa  übergehe  für  t  =  0;  sind 

a?i  =  aj, — fl, /,  . ..,  a?j  =  a?j— a,/, 
«i  =  A(^ii  •  •  •)  ^1»;  ^i  ^  •  •  •  j  öjO 

die  so  gewonnenen  Functionen,  so  sind 

solche  Lösungen  des  vollständigen  Systems,  welche  für 

rCj  =  ajj  ==•••  =  oTj  =  0 
in  resp.  Xa  übergehen  und  bei  allen  Transformationen 

x\  =  «,— t«i,  . . .,  a?J  =  «j— fij,     xi  =  /;(«;  w) 
ihre  Form  behalten.  Sh. 

S.  LiB.     Die  linearen   homogenen  gewöhnlichen    Diffe- 
rentialgleichungen.   Leipz.  Ber.  XLIII.  253-270. 

In  dieser  Arbeit  wird  ganz  allgemein  das  Problem  behan- 
delt, die  Integration  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung: 

(1)        y<"^— a«-i(a:)yC— ») a,(x)y  =  0 

möglichst  zu  vereinfachen,  wenn  man  eine  Anzahl  von  Relationen: 

(2)        Fi(x,  y„  ...,  yO  =  0  (X  =  l,  ...,  /) 

zwischen  x  und  n  linear  unabhängigen  particulären  Lösungen 
von  (1)  kennt.  Zunächst  werden  durch  Differentiationen  und  Eli- 
minationen aus  (2)  und  (3)  alle  Relationen  abgeleitet,  die  zwischen 
^y  tfn  •  •  M  y«  ^^^  ihren  Ableitungen  erster  bis  (n — l)**"^  Ordnung 
bestehen.      Nunmehr  werden   die  Grössen    a?,  y«,  yj,  . . .,  yj*~^^ 

als  Coordinaten  der  Punkte  eines  A«n+i  gedeutet  In  diesem 
Räume  bestimmt  jedes  System  von  n  linear  unabhängigen  parti- 
calären  Lösungen  von  (1)  eine  Gurve  (Integralcurve),  und  die 
gefundenen  Relationen  zwischen  x^  yi^  y\^  . . .,  y^^'^^  stellen  eine 
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Mannigfaltigkeit  M  dar,  die  von  lauter  solchen  Integralcurven 
erzeugt  wird.  Es  giebt  ferner  in  dem  Am+i  eine  nn-gliedrige 
lineare  homogene  Gruppe,  bei  der  jede  Integralcurve  stets  wie- 
der in  eine  Integralcurve  tibergeht.  Indem  man  diese  Gruppe 
auf  M  ausführt,  erhält  man  lauter  neue  Mannigfaltigkeiten,  die 
von  Integralcurven  erzeugt  sind,  und  die  sich  im  allgemeinen  in 
kleineren  Mannigfaltigkeiten  von  derselben  Beschaffenheit  schnei- 
den. Auf  diese  Weise  lässt  sich  das  Problem  darauf  reduciren, 
die  oc^  Integralcurven  zu  bestimmen,  die  auf  einer  gewissen 
(p-f  l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  M  des  A«n+i  liegen, 
wo  M  eine  bekannte  p-gliedrige  Untergruppe  jener  linearen 
homogenen  Gruppe  gestattet.  Dieses  Problem  aber  lässt  sich 
sofort  auf  das  Lie'scbe  Normalproblem  zurQcknhren:  In  p-fl 
Veränderlichen  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  Af  =  0  zu  integriren,  die  p  bekannte  infinitesimale 
Transformationen  gestattet,  wo  überdies  diese  p  infinitesimalen 
Transformationen  eine  p-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  bei  der  die 
Charakteristiken  von  Af  =  0  transitiv  transformirt  werden.  Herr 
Lie  wendet  diese  allgemeine  Theorie,  die  er  bereits  1885  (Ges. 
der  Wiss.  zu  Chtistiania)  skizzirt  hatte,  auf  den  Fall  an, 
dass  die  Relationen  (2)  bloss  aus  einer  homogenen  quadratischen 
Gleichung  zwischen  y^,  ...,  y»  bestehen,  und  vervollständigt  die 
von  Halphen  in  diesem  Falle  gefundenen  Resultate.  Den  Schluss 
der  Arbeit  bilden  einige  Bemerkungen  zu  der  zweiten  Lie'schen 
Arbeit  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  (F.  d.  M.  XXII. 
1890.  524).  El. 

W.  DE  Tannenberg.  Sur  les  ^quations  aiix  d^riv^es 
partielles  du  premier  ordre  ä  deux  variables  iudöpen- 
dantes,  qui  admettent  un  groupe  continu  de  transfor- 

mations.     Toalouse  Ann.  VB.  1-148. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  diejenigen  partiellen 
Differentialgleichungen  F(x^  y,  2,  p,  g)  =  0  zu  bestimmen,  welche 
eine  continuirliche  Transformationsgruppe  zulassen.  Es  würde 
mit  grossen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein,  wollte  man  dieses 
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Problem  auf  ähnliche  Weise  zu  lösen  versuchen,  wie  es  Herr  Lie 
fttr  das  analoge  Problem  bei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
aasgefOhrt  hat.  Der*  Verf.  benutzt  eine  Lie'sche  Bemerkung 
betreffs  eines  bemerkenswerten  Zusammenhangs  zwischen  der 
obigen  Differentialgleichung  und  den  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen dritter  Ordnung  H(x^  y,  y',  y",  y'")  =  0,  welche  eine 
Grnppe  von  BerQhrungstransformationen  zulassen. 

Sind  nämlich  die  Charakteristiken  der  partiellen  Differential- 
gleichung definirt  durch 

^(«1  »1  »j  a,  6)  =  0     und     -^  +  c-^  =  0, 

and  betrachtet  man  (a,  fr,  c)  als  Coordinaten  eines  Linienelements 
der  Ebene,  so  bestimmen  diese  Gleichungen  ein  System  von 
Linienelementen  einer  Gurve  C.  Allen  Wertsystemen  von  x^  y,  z 
entspricht  eine  Schar  von  Curven  C  mit  drei  Parametern  x^  y,  s, 
nämlich  die  Integrale  der  Differentialgleichung 

„/     .      db       d'h      d'b  \        . 

Für  die  so  verbundenen  Gleichungen  F  und  R  besteht  der  Satz: 
Lässt  F  eine  Gruppe  mit  r  wesentlichen  Parametern  zu,  so  lässt 
H  eine  Ber&hrungstransformationsgruppe  ebenralls  mit  r  Para- 
metern zu,  und  umgekehrt. 

Während  dieser  Teil  im  wesentlichen  Bekanntes  recapitulirt, 
werden  im  folgenden  Hauptteile  die  den  kanonischen  Formen 
der  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  entsprechenden  par- 
tiellen Differentialgleichungen  aufgestellt  und  ihre  Eigenschaften 
besprochen.  Sh. 

P.  Mansion.     Sur  la  möthode  de  Lagrange  pour  Tint^- 
gration  des  ^quations  unfaires  aux  ddriv^es  partielles. 

Bnix.  8.  80.  XV A.  3-6. 

Die  von  Lagrange  im  Jahre  1785  dargelegte  Methode  zur 
Integration  der  Differentialgleichungen  von  der  Form: 


392  VI.  AbBchoitt.     DififereDlial-  aod  IntegralrechDaog. 

ermöglicht  es,  die  durch  den  gleich  Null  gesetzten  Gilbert'schen 
Factor 

/  ÖA     dB       ÖA     dB\      ,     '      .        ^ 

gegebenen  singulären  Lösungen  zu  finden,  wenn  das  allgemeine 
Integral  iff(Aj  B)==0  ist;  ausserdem  ist  es  möglich,  mit  ihrer 
Hälfe  den  grundlegenden  Satz  der  Theorie  der  Functionaldeter- 
minanten  aufzustellen.  Mn.  (Lp.) 


X.  Antomari.      Remarques  sur  Tintögration    des    6qua- 
tions  aux  ddriv^es  partielles.    S.  M.  p.  Bull.  xix.  154-158. 

Modification  der  Lagrange -Charpit'schen  Methode  zur  Auf- 
findung eines  yoUständigen  Integrals  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  F(a?,  y,  ä,  p,  q)  =  0.  Ist  es  möglich, 
p  und  q  auszudrücken  mit  Hälfe  eines  Parameters  A,  nämlich : 

P  =  V(^i  Vi  «»  ^)     und     q  ==  tp{x,  y,  »,  A), 

so  ergiebt  die  Integrabilitätsbedingung  eine  Differentialgleichung 
für  L  Ist  i  =  0(0?,  y,  »,  o)  ein  Integral  derselben,  welches 
eine  willkürliche  Constante  enthält,  so  ergeben  sich  aus  den 
obigen  Gleichungen  p  und  q  ebenfalls  mit  einer  willkürlichen 
Constante  behaftet,  und  dann  liefert  die  Integration  Ton 
dz  =  pdx-^-qdy  ein  vollständiges  Integral  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichung. Diese  Methode  wird  an- zwei  Beispielen  durch- 
geführt. Sh. 

J.  CoLLET.     Sur    la    d^terinination    des    integrales    des 
^quations    aux    d(Jriv^es   partielles    du   premier    ordi'e. 

0.  R.  CXII.  1193-1196. 

Die  Anfangswerte  (»°,  xf^  pf),  welche  die  Charakteristiken 
der  Differentialgleichung  F(*,  ar,-,  p^)  =  0  (•,&  =  !,...,  w)  definiren, 
bilden  eine  Integralmannigfaltigkeit  (Äf«-i)®  der  (n— 1)*««>  Ord- 
nung. Dieselbe  enthält  stets  eine  Punktmannigfaltigkeit  (/'n-^)^ 
der  (n — g)*«"  Ordnung  (1  ^  g^ n),  welche  durch  die  Gleichungen 
Vh(^\  ajj,  . . .,  arj)  =  0   (A  =  0,  1,  . . .,  q)   definirt  ist.     Es  be- 
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Stehen  dann  ausser  FC«**,  x-^  pit)  =  0  die  Gleichungen 


Q 


^"Pm     _         1       _^  4-2      ^^A*     _ 


aus  denen  die  Parameter  X^^  ...,  ili,  zu  eliminiren  sind.  Für 
jeden  Punkt  von  (P»-,)**  können  9— 1  der  Grössen  pj,  ...,  pi 
beliebig  gewählt  werden,  während  die  übrigen  aus  den  obigen 
Gleichungen  bestimmt  sind.  Sämtliche  so  erhaltenen  Charak- 
teristiken bilden  ein  Integral,  dessen  Gleichung  der  Verfasser 
noch  ermittelt  Sb. 


A.  Mayer.  üeber  die  Zurtickführung  eines  vollstän- 
digen Systems  auf  ein  einziges  System  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen.     Leipz.  Ber.  XLlll.  448-458. 

Bericht  auf  S.  345  dieses  Bandes. 


Elliot.  Sur  la  rdduction  ä  une  forme  canonique  des 
^qnations  aux  d^nv^es  partielles  du  preraier  ordre 
et  du  second  degrö.    0.  R.  OXlii.  495-49S. 

Jede  Gleichung  der  Form 

ap'  +  26pg  +  c9'  +  2dp  +  2c7  +  /'  =  0 
kann  durch  einen  Wechsel  der  Variabein: 

X  =  m{x,  y\     y  =  Jf/Co:,  y\ 
wo  0  und  ^  Lösungen  der  Gleichung 

sind,   die   jedoch   verschiedenen    Werten    des  Verhältnisses    — 

entsprechen,  auf  die  Form: 

2B,P,Q,+2D,P,+2E,Q,+F,  =  0 
gebracht  werden.     Diese   aber   kann  durch  einen  Wechsel  der 
Function  %  =i  Z-\-T  auf  die  kanonische  Form : 

PQ  =  MP+N 
gebracht  werden.    Nur  wenn  6'—  oc  =  0  ist,  ist  obige  Reduction 
nicht  anwendbar;    dann  lässt  sich  die  Gleichung  auf  die  Form 
p'-i^  =  0  bringen.  Sh, 
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6.  Pennacchibtti.     Sulla  riduzione  delT  equazioni  diffe- 
renziali  ordinarie  alla  forma  canonica.     Batt.  g.    xxix. 

239-246. 

Es  sei 

0)  -^1==  Ys  (.=  1,2,  ...,21.)    , 

ein  System  von  2n  gewöhnlichen  Differentialgleichungen,    worin 
die  y«  Functionen    von    I,  y,,  ...,  y^n   sind.     Ist  der  Ausdruck 


r=« 


JK-Vn^rdyr+yrdyn^r) 

r=l 

ein  vollständiges  Differential  einer  Function  Hj  dann  lautet  das 
System  in  kanonischer  Form 

dyr  __     dH         dyn^  __        dH 
dt         dyn^r'         dt  dyr 

Ist  diese  Bedingung  nicht  erfollt,  dann  sucht  man  ein  System 
particulärer  Lösungen,  falls  solche  existiren,  der  folgenden 
^.2fi(2n — 1)  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
för  y^  • .  •!  yu  als  Functionen  von  <,  «,,  . . .,  *»,:    0  = 

dz^ ''""  ''*^'  5», '    '         a». 


wo 


ö^a/^'^^*^'  ÖÄ,,'      '        •     Öa,, 


Determinante 


(t,  &  =  1,  2,  . . .,  2n)    nicht    identisch    ver- 


gesetzt  ist.      Die  Lösung   muss   so   beschaffen    sein,    dass    die 

dyi 

schwindet.     Es   lässt  sich  dann  mittels  Quadratur  H  als  Func- 
tion von  ty  Sj,  . . .,  !&2n  aus  dem  System 


(y^ID  +  ^-Y.   =   0 
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erhalten,  und  das  transformirte  System  (1)  erhält  die  kanonische 
Gestalt 

e/sr  _     dB         d&^^r  _  _  dl^  /^  __  i    9  „n 

dl    ""  dz^^r'        dl     "       ÖÄ,  ^  1,^,...,«;. 

Der  Fall,  dass  das  vorgelegte  System  aus  einer  ungeraden 
Anzahl  von  Gleichungen  besteht,  lässt  sich  auf  den  vorhergehen- 
den Fall  zurückfahren,    indem  man  zu  den  2n — 1  Gleichungen 

die  Gleichung  -^  =  0  hinzufügt.  Hr. 


J.  UoRN.  Beiträge  zur  Ausdehnung  der  Fuchs'schen 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  auf  ein 
System      linearer     partieller     Differentialgleichungen. 

AcU  Math.  XIV.  337-347. 

Auszug  aus  der  Habilitationsschrift  des  Verfassers  ,,Ueber 
Systeme  linearer  Differentialgleichungen  mit  mehreren  Veränder- 
lichen''. Habilitationsschrift  der  Universität  Freiburg  i.  B.  Berlin, 
Mayer  und  Müller,  1890.    (Vergl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  352.) 

Wbg. 

E.  Phragm^n.     Sur  le  principe  de  Dirichlet.    stockh.  öfv. 

XL VIII.  746-751. 

Der  Verf.  sucht  einen  möglichst  einfachen  und  allgemein 
gültigen  Beweis  des  -  sogenannten  Dirichlef  sehen  Princips  zu 
geben,  unter  Anknüpfung  hauptsächlich  an  Ideen  von  Harnack 
und  von  Poincari.  •  Bdn. 


A.  V.  Bäcklund.       um    Ribaucour's    cykliska    System. 

Stockh.  Akad.  Bibaog.  XVI,.  No.  1  (32  8.),  N0.8  (418.);  ZVIIj.  No.  2 
(41  8.) 

Ist  später  in  etwas  veränderter  Form  in  den  Math.  Annalen 
XL.  194-260  unter  dem  Titel  erschienen:  „Anwendung  von 
Sätzen  über  partielle  Differentialgleichungen  auf  die  Theorie  der 
Ortbogonalsjsteme,  insbesondere  die  der  Ribaucour'schen  cykli- 
schen  Systeme".  Bdn. 


396  VI.  Abschnitt.  fDiffereotiaU  und  Integralrechnaog. 

C.  SoMiGLiANA.     Intorno  alla  integrcCzione  per  mezzo  di 

Soluzioni   semplici.      Lomb.  ist.  ReDd.  (2)  XXIV.  1005-1020. 

Die  für  die  mathematische  Physik  so  wichtige  Methode,  die 
Integrale  einer  partiellen  Differentialgleichung  durch  Summirung 
von  particuiären  Integralen  zu  finden,  überträgt  der  Verfasser 
auf  ein  System  von  Differentialgleichungen.  Zu  dem  Ende  wer- 
den die  einfachen  Integrale,  aus  denen  das  Integral  einer  Diffe- 
rentialgleichung zusammengesetzt  werden  soll,  durch  eine  charak- 
teristische Gleichung  definirt,  welche  eine  Erweiterung  für  den 
Fall  eines  Differentialgleichungssystems  zulässt  in  dem  Falle, 
dass  dasselbe  ein  symmetrisches  ist. 

Lautet  das  betrefQinde  System: 

•  •  • 

•  ■  ■ 
«                                        •  • 

worin: 

ist,  so  heisst  es  symmetrisch,  falls  a^^  =  a^^^  ist,  also  auch 
Ju  =  ^n  ist.  Dann  gelingt  es,  die  Integrale  des  Systems  in 
der  Form 

darzustellen,    wo   u(')  die  betreffenden  einfachen  Integrale  sind, 

für  welche  die  Goefiicientenbestimmung  angegeben  wird.  Es 
würde  zu  weit  führen,  auf  die  bezüglichen  Entwickelungen  ein- 
zugehen; doch  sei  erwähnt,  dass,  falls  die  vorgelegten  Glei- 
chungen die  der  Elasticität  sind,  diese  einfachen  Lösungen  jede 
für  sich  als  eine  specielle  Deformation  des  Körpers  darstellend 
betrachtet  werden  können;  sie  besitzen  invarianten  Charakter  in 
Bezug  auf  die  Componenten  der  Verschiebung.  Sh. 


J.  S.  GüBKiNE.  üeber  die  Form  des  vollstäudigen  Inte- 
grals einer  homogenen  partiellen  Diflferentialgleichung, 
die  die   unbekannte  Function   explicite  nicht  enthält. 

Moakaa  Natarf.  Qes.  Phys.  Abt.  IV.  (RasBiach.) 
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J.  S.  GuBKiNE.  Die  Form  der  Integrale  einer  homo- 
genen Function  in  Bezug  auf  p  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen,  die  i  nicht  enthalten.     MoBkau 

Natarf.  Gas.  Pbjs.  Abt.  IV.  (Rasaisch.) 

Die  erste  Abhandlung   enthält    den  Beweis   folgender   zwei 
Theoreme.     1.  Die  Gleichung 

f(x     X  X     ^  -^^^'^  -  0 

bat  ein  vollständiges  Integral,  welches  sich  immer  auf  die  Form 

Z  =  f{x^^  sr,,  . . .,  0?«,  a,,  Oj,  . . .,  a„_i)4-«n 

redaciren    lässt,    wo  f  eine  homogene  Function  erster  Ordnung 
in  Bezug  auf  die  Constanten  a  ist. 

2.  Wenn  man  in  einem  vollständigen  Integrale  der  Gleichung 

Fl  x„  x„  . . .,  a-„  z -  ^^'- --;  I  =  0, 


welche  in  Bezug  auf  die  Derivirten  homogen  ist  und  die  unbe- 
kannte Function  explicite  nicht  enthält,  diese  Function  f  durch 
Null  ersetzt,  so  erhält  man  das  vollständige  Integral  der  Glei- 
chung 

dz  dz 

dx^  '   * '  *'    dxn 

mit  n  willkürlichen  Constanten. 

Die  zweite  Abhandlung  enthält  die  Verallgemeinerung  dieser 
Theoreme  auf  das  System  der  homogenen  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.  Wi. 


^\x^^  a?j,  ,..,  x^,   ä,    ^-      ,    .  .  .,     c^  J   —   ^ 


P.  Schiff.  Sur  l'iutögration  d'un  systfeme  d'equations 
diff^rentielles  Unfaires  simultan^es  aux  derivdes  par- 
tielles d'ordre  SUpÖrieur.  M61.  math.  St.  Pötersb.  Acad.  VII. 
169^176. 
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Die  Integration  der  Gleichangen: 
dd 


+  J^Un    =    t{Un)  +  Xn(x^,   fl?,,    ...,    ««), 


9a?, 


wo 


A  k     ^^\      i    u     ^"a      ,  ,    I,     Ott, 


dx,    '     »  Öa?,    '  '     ""  dxn  ' 

reducirt  sich  auf.  die  Integration  der  Gleichungen: 

Um  den  Zusammenhang  zwischen  zwei  Systemen  solcher  Glei- 
chungen zu  zeigen,  benutzt  der  Verf.  die  Theoreme  yon  Laplace 
und  Poisson  über  das  Potential  in  ihrer  Verallgemeinerung  auf 
Functionen  von  mehreren  Veränderlichen.  Wi. 


N.  A.  ScHAPoscHNiKOFF.  DlÖereutio  -  difierenziale  Be- 
ziehungen und  ihre  Anwendung  in  der  allgemeinen 
Methode  der  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen.    Moskaa  Natarf.  Gel.  PhyB.  Abt.  IV.  (Rassisch) 

Wenn  man  eine  Function  jb  von  x,  y  zweimal  differentiiii 
und  die  Differentiale  von  x  und  y  das  erste  Mal  mit  dx^  dy, 
das  andere  Mal  mit  dx^  dy  bezeichnet,  so  erhält  man: 

dx,dp-\-  dy.dq  =  dp.dx-^-dq.dy. 

Solche  Beziehungen  hat  der  Verfasser  in  seiner  Arbeit:  „lieber 
die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung" (Mosk.  Math.  Samml.  X,  F.  d.  M.  XII.  1880.  283)  „difife- 
rentio-differentiale*'  genannt  und  ihre  Anwendung  auf  die  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ge- 
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zeigt.     Jetzt  zeigt  er,  dass  ihre  Betrachtung  aach  in  der  Theorie 
der  Gleichungen  höherer  Ordnung  nQtzlich  ist.  Wi. 


F.  DK  BoER.     Toepassing  van  de  metbode  van  Darboux 
op   de  differentiaalvergelijking  a  =  /(r,  t).     Amst.  Versi. 

en  Meded  (3)  VHI.  221-286. 

Die  von  Hrn.  Darboux  in  den  Ann.  de  l'J^c.  Norm.  1870 
(F.  d.  M.  II.  1869-70.  316)  mitgeteilte  Methode  wird  zur  Inte- 
gration der  Gleichung  .j  =  f(r,  i)  benutzt,  in  welcher  die  Func- 
tion f  aosBchliesslich  r  und  t  enthält.    Setzt  man 


dr  '  dl 

und  sind  m,,  m,  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Rm^+m  +  T  =  0, 
so  ffihrt  das  zur  Integration  benutzte  Hülfssystem  zur  Gleichung 

(1)  dr  =  m]dt, 

welche  stets  integrabel  ist,  weil  m,  ausschliesslich  von  r  und  t 
abhängt.  Ein  zweites  Hülfssystem  entsteht,  wenn  im  ersten  m^ 
und  m,  vertauscht  werden,  wodurch  man  auf  die  Gleichung 
dr  =  mldt  kommt.  Der  Verfasser  setzt  nun  voraus,  ff»,  =:  const. 
sei  ein  Integral  der  Gleichung  (1);  findet  dasselbe  mit  m,  =  const. 
in  Bezog  auf  die  zweite  Gleichung  statt,  so  wird  gezeigt,  dass 
die  ursprOngliche  Differentialgleichung  die  Form  der  Ampöre*- 
»chen  haben  mflsste. 

Sodann  wird  der  Fall  m,  =  m,  behandelt.  Um  einen  neuen 
Fall  der  Integrabilität  zu  erhalten,  setzt  der  Verfasser  voraus, 
si,  =  constant  sei  ein  Integral  von  (1)  und  m^  =  constant  von 
dr  =  mldL  Die  Gestalt  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 
wird  wieder  bestimmt  und  die  Integration  vollzogen. 
i  Damit  sich  herausstelle,  ob  noch  andere  Fälle  bestehen,  in 
denen  die  Gleichung  integrirt  werden  kann,  wird  das  Jacobi'sche 
Kriterium  angewandt.  Dies  führt  ausser  zu  den  schon  erwähnten 
^peeialfällen  zur  Bedingung 

^(/r,-m,)  =  0, 
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WO  gesetzt  ist 

Es  können  nun  die  beiden  Fälle  unterschieden  werden,  in  denen 
K^—m^  constant  ist  oder  nicht,  und  desgleichen  bei  K^  —  m^, 
Macht  man  die  Annahme,  dass  beide  Grössen  constant  sind,  so 
kann  das  Problem  vollständig  gelöst  werden,  die  Gestalt  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  anzugeben  und  deren  Inte- 
gration zu  vollziehen.  Allerdings  werden. die  Formeln  sehr  ver- 
wickelt, doch  führt  der  Verfasser  die  Lösung  ganz  zu  Ende. 

Die  vollständige  Erörterung  des  Falles,  wo  die  beiden  oben 
erwähnten  Grössen  nicht  constant  sind,  ist  ihm  jedoch  nicht  ge- 
lungen, obgleich  die  ersten  Integrale  stets  leicht  gefunden  werden 
können.  Schliesslich  wird  noch  der  Fall  betrachtet,  dass  die 
Grösse  s  nicht  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  vorkommt. 

Mo. 


E.  PiCARD.      Sur    une    classe  d'^quations    aux   d^riv^es 

partielles  du   second    ordre.      Palermo  Rend.  V.  308-318. 

Bedeuten  in:  • 

A  bis  F  Polynome  ersten  Grades  von  x  und  y,  so  existirt,  wie 
sich  durch  mehrfache  partielle  Integration  und  Differentiation 
zeigt,  ein  Integral  der  Form: 

wo  ^,  ebenso  wie  der  Integrationsbereicb,  unabhängig  von  x  und 
y  ist,  vorausgesetzt  dass  an  der  Grenze  des  Integrationsbereichs 

a«»'^C«e'yf(i5,  a')  =  0  (a,  /J  =  0,  1,  2) 

ist.     Die  Function  f  genügt  alsdann  der  Gleichung : 

wo  P^  Q  und  R  völlig  bestimmte  Functionen  zweiten  Grades  sind; 
die  Lösung   dieser  Gleichung  liefert  alsdann  diejenige  der  ge- 
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gebeneD.    An  mehreren  speciellen  Beispielen  wird  diese  Methode 
TöUig  durchgeftthrt.  Sh. 

E.   PiCARD.      Sur  UD    Systeme   d'^quations  aus   d^riv^es 
partielles,    c.  r.  GXll.  685-688. 

Der  Satz,  dass  bei  der  Differentialgleichung 

• 

in  welcher  die  CoefGcienten  analytische  Functionen  der  beiden 

reellen  Variabein  x  und  y  sind,  innerhalb  des  Teils  der  Ebene, 

wo  B* — AC  <  0  ist,  jedes  Integral,  welches  selbst  wie  auch  seine 

ersten   beiden  Ableitungen  stetig  ist,  eine  analytische  Function 

der  Variabein  ist,  lässt  hoffen,   dass  in  vielen  Fällen  partielle 

Differentialgleichungen  zum  Studium  ydllig  definirter  Klassen  von 

Functionen  dienen  können.    Als  Beispiel  betrachtet  der  Verfasser 

das  Gleicbungssystem : 

dv  öii    ,  -  du 

=  Ö-ÖZ-  +  & 


dv  au^Ju  [(«-'0'+4fec<0] 

Fflr  diese  Gleichungen  besteht  das  Dirichlet'sche  Princip  und  das 
Caueby'sche  Ober  die  Anzahl  der  Wurzeln  in  einem  geschlossenen 
Gebiet.  Das  Verhalten  der  Functionen  u  und  r  an  Unstetigkeits- 
punkten,  welche  den  Polen  der  Functionen  einer  complexen 
Variable  entsprechen,  wird  kurz  angedeutet,  die  weitere  Aus- 
f&brnng  aber  einer  sp&teren  Arbeit  vorbehalten.  Sh. 


£.  GouRSAT.     Sur  les  integrales  intermödiaires  des  ^qua- 
tioDS  aux  d^riv^es  partielles  du  secoud  ordre.      G.  R. 

CXIL  1117-1120. 

Existirt  ftr  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
^(^?  y?  ^1  Pi  9t  ^1  ^90  =  0  ein  Integral  erster  Ordnung  mit  zwei 
willkflrlicben  Gonstanten  K(x,  y,  jb,  p,  9,  a,  6)  =  0,  so  wird  man 
durch  Variation  der  Constanten  ein  Integral  erster  Ordnung  mit 
einer  willkürlichen  Function  erhalten.    Das  Auftreten  dieser  Func- 

Fortechr.  d.  Math.  XXin.  1.  26 
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tion  wird  im  allgemeinen  die  weitere  Integration  yerbindern^ 
Der  Verfasser  giebt  einen  Fall  an,  wo  trotz  dieser  willkQrliehen 
Function  die  Integration  zu  Ende  geführt  werden  kann. 

Sh. 

J.  Brill.  Note  sur  I'application  de  transformations  de 
contact  ä  rint^gration  des  ^quations  aux  d^riv^es  par- 
tielles  du   second   ordre.     Nonv.  Ann.  (3)  X.  362-365. 

• 
Anwendung  einer  BerQhrungstransformation  zur  Integration 
der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  eine  ab- 
hängige Variable  und  zwei  unabhängige  enthalten,  für  den  Fall, 
dass  die  Fläche,  welche  der  Differentialgleichung  genQgt,  durch 
zwei  gegebene  Curven  geht,  oder  zwei  gegebene  Flächen  be- 
rührt, oder  schliesslich  durch  eine  gegebene  Curve  geht  und  eine 
gegebene  Fläche  berührt.       *  Sh. 


P.  Stäckel.      Ueber  die  Integration  der  Hamilton  -  Ja- 
cobi'scben  Differentialgleicbung  mittels  Separation  der 

Variabein.      Habilitationsschrift.  Halle  a.  S.  26  S.  8<>. 

In  den  Fällen,  wo  es  gelungen  ist,  eine  vollständige  Lösung 
W^  der  Hamilton -Jacobi'schen  Differentialgleichung: 

"     *  dW     dW 

zu  finden,  kann  W  immer  aaf  die  Form  gebracht  werden: 

Die  Ermittelung  der  vollständigen  Losung  beruht  dann  darauf, 
dass  ff  =  0  in  ft  Gleichungen  zerspalten  wird ,  deren  jede  nur 
eine  der  Veränderlichen  p,,  ...,  p«  und  die  Ableitung  von  W 
gerade  nach  dieser  Veränderlichen  enthält.  Damit  eine  solche 
Separation  möglich  sei,  müssen  die  Kräftefunction  77  und  die 
Goefficienten  A  gewisse  rationale  Functionen  von  in(tt+l)(n-|-2) 
Functionen  je  einer  der  Veränderlichen  p  sein.  Diese  Bedin- 
guDgen    werden    auch   hinreichend,    wenn   man   annimmt,    dass 
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ff  =  0  die  Form  hat: 

So  ergiebt  sich  ein^  Klasse  von  Gleichungen;  welche  Separation 
der  Variabein  gestatten;  die  ausführliche  Discussion  der  Integral- 
gleichungen der  Differentialgleichungen  der  Bewegung,  die  sich 
ffir  diese  Klasse  ergeben,  lehrt,  dass  unter  bestimmten  Voraus- 
setzungen p,,  ...,  p«  als  eindeutige  endliche,  stetige,  bedingt 
periodische  Functionen  der  Zeit  /  sich  ergeben.  Dieses  Resultat 
wird  an  einem  Beispiel  verificirt,  welches  auf  ein  Jacobi'sches 
Cmkehrproblem  ftthrt.  Sh. 


F.  PocKBLS.  Ueber  die  partielle  Differentialgleiohung 
i/fi  +  Ar^tf  =  0  und  deren  Auftreten  in  der  mathemati- 
schen  Physik.      Mit    einem    Vorwort    von    F.   Klein. 

Leipiig.  B.  O.  Teabner.  XII  +  339  S.  8®. 

Nach  der  Differentialgleichung  des  Potentials  tritt  besonders 
die  Gleichung  Ju-^-k^u  =  0  sowohl  in  physikalischen  als  auch 
neuerdings  häufig  in  rein  mathematischen  Arbeiten  auf.  Eine 
Zusammenfassung  der  wichtigsten  Resultate  der  bisherigen  For- 
schungen, wie  es  die  Torliegende  Schrift  giebt,  ist  daher  dank- 
bar KU  begrOssen.  Fast  alle  älteren  Arbeiten  und  die  meisten 
neueren  sind  an  ihrem  Orte  benutzt  und  gewürdigt  worden, 
wenn  auch  die  rein  mathematischen  gegen  die  physikalischen 
zurücktreten.  Gerechtfertigt  erscheint  dies  durch  die  ganze  An- 
lage des  Werkes,  welches  stets  die  physikalische  Erfahrung  als 
leitenden  Gesichtspunkt  gelten  lässt  und  in  dieser  Beziehung 
sich  Rayleigh's  Theory  of  Sound  zum  Muster  genommen  hat. 
Was  die  Anordnung  des  Stoffes  betrifft,  so  ist  das  Buch  in  vier 
Teile  zerlegt  Der  erste  bespricht  die  Probleme,  bei  denen  die 
obige  Gleichung  in  physikalischen  und  mathematischen  Arbeiten 
aufgetreten  ist.  Die  betreffenden  physikalischen  Probleme  führen 
stets  za  der  Aufgabe:  eine  Lösung  der  partiellen  Differential- 
gleichung Ju-^-k^f.  ti  =  0  zu  finden,  welche  sich  innerhalb  eines 
gegebenen  Bereiches  regulär  verhält  und  an  der  gegebeneu  Be- 

26* 
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grenzung  der  Gleichung  Kü  +  -^=  0   genügt,    wo    a    eine    für 

jeden  Punkt  der  Begrenzung  gegebene  Richtung  bedeutet.  Nur 
ftlr  gewisse  ausgezeichnete  Werte  von  k  existiren  solche  Lö- 
sungen, die  als  ausgezeichnete  Lösungen  bezeichnet  werden,  und 
deren  Studium  den  zweiten  Teil  ausfüllt.  Die  Existenz  solcher 
ausgezeichneten  Lösungen  ist  völlig  streng  für  beliebige  Begren- 
Zungen  noch  nicht  bewiesen;  die  physikalische  Erfahrung  tritt 
hier  wieder  ein,  um  diese  Lücke  zu  überbrücken.  Zun&cbst 
werden  verschiedene  lösbare  Specialfälle  besprochen,  und  dann 
wird  auf  die  neueren  allgemeinen  mathematischen  Arbeiten  be- 
sonders von  Herrn  Schwarz  (Acta  Soc.  Fennicae  XV,  Helsin^fors 
1885,  F.  d.  M.  XVIL  1885.  776)  und  Poincar*  (American  Journ. 
XII,  F.  d.  M.  XXII.  1890.  977)  eingegangen.  Der  dritte  Teil 
hat  wesentlich  mathematisches  Interesse  und  giebt  allgemeine 
Sätze  über  die  Lösungen  der  behandelten  Gleichung,  wobei  die 

Potentialtheorie   als  Muster   dient.      Der   letzte  Teil   sucht    die- 

du 
jenigen    Lösungen    zu   ermitteln,    für  welche  t»   oder  ^    oder 

All  +  ^  an  der  Begrenzung  vorgeschriebene  Werte  besitzt.     Bei 

diesen  „Randwertaufgaben'*,  über  die  erst  wenige  zu  sicheren 
Resultaten  führende  mathematische  Arbeiten  existiren,  treten  die 
physikalischen  Probleme  wieder  in  den  Vordergrund;  erst  am 
Schluss  werden  die  bezüglichen  rein  mathematischen  Arbeiten 
der  Herren  Schwarz  (s.  oben)  und  Picard  (Acta  Math.  XII,  F. 
d.  M.  XXI.  1889.  348)  besprochen.  Sh. 


B*  BuKRKiEW.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Systeme  von 
Parallelcurven.  (Aus  den  Vorlesungen  über  Inte- 
gration der  Differentialgleichungen.)     Kiew  Nachr.    1891. 

No.  11.  1-4.  (Rassisch.) 

Es   wird   das  Theorem  bewiesen:    „Ist  f(x^y)  eine   solche 
Function,  dass  f(xj  y)  =  c  (c  ein  Parameter)   ein  System    von 

Parallelcurven  darstellt,   so  ist  \^)  +  \^J  ^^^^  Function  von 
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fi^il/)^'  DarauB  folgt  das  Theorem  von  Hrn.  Lie:  ^ Weiss  man 
Ton  einer  Differentialgleiehung  Xdy — Ydx  =  0,  dass  ihre  Inte- 

gralcurven  Parallelcurven  sind,  so  ist  ein  Multiplicator 

derselben,  so  dass  man  die  Integralcurven  dureh  eine  Qnadrator 
bestimmen  kann''  (Vorlesungen  Über  Differentialgleiohungen  mit 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen,  herausgegeben  von 
Scheffers,  S.  153). 

Zum  Sehlnsse  bemerkt  der  Verfasser,  dies  Theorem  könne 
anf  Gleichungen  mit  drei  Differentialen  in  der  Weise  ausgedehnt 
werden : 

Ist  Ldx'\'Mdy'\-Nd&  =  0   die   Differentialgleichung   einer 

Familie  von  Parallelflftohen,  so  ist      '  ihr    Multipli- 

eator.  Si. 


E.  Gros6btbtb.  AggrdgatioD  des  Sciences  matb^raati- 
qnes  (concours  de  1889).  Solution  de  ia  Question 
d'Analyse.    Noav.  Add.  (3)  x.  208-212. 

Lösung  der  Aufgabe: 

hy  k  seien  die  Invarianten  der  partiellen  Differentialgleichung 


dxdy         dx        dy 

und  A,,  A,  die  Invarianten  der  durch  Anwendung  der  Laplace'- 
Bchen  Methode  aus  ihr  entstandenen  Differentialgleichung.    Man 

soll  untersuchen,  welche  Form  die  Invarianten  A,  k  und  die  Coef- 

ficienten  a,  fr,  c  haben  müssen,   damit   die  Relationen  bestehen 

h^   =  Ih^     k^  =  tnky 

wo  /,  m  Constanten  bedeuten.  F. 


G.  Oltramabb.     Integration  des  ^quations  unfaires  aux 

diff^rences  et  aux  diff^rences  mildes,     assoo.  Fran^.  Mar- 
seiile XX.  66-82. 

Der  Verf.   liefert   die   vorliegende  Arbeit   als   einen   neuen 
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Beitrag  fttr  die  Anwendang  der  von  ihm  ersonnenen  Verall- 
gemeiDeruDgs  -  Rechnung  (caicul  de  gön^raliBation),  indem  er 
dieses  Mal  verschiedene  Aufgaben  aus  der  Integration  der  Diffe- 
renzen-Gleichungen löst,  während  er  zuletzt  (F.  d.  M.  XXL  1889. 
350)  die  Behandlung  partieller  Differentialgleichungen  in  Angriff 
genommen  hatte. 

Aus  folgenden  Gleichungen'  wird  die  unbekannte  Function 
tp  bestimmt: 

^p(x,  y— 1,  ä)— qp(j?+l,y-fl,  »)-hqp(aj,  y,  a+l)  =  0, 

und  zwar  wenn  die  Function  tp  bloss  der  ersten,  oder  den  bei- 
den ersten,  oder  allen  drei  Gleichungen  genflgt. 


(2) 
(3) 
(4) 
(&) 

(6) 
(7) 


(8) 


y(«i  y)  =  p<ip(«i  y~i) +??>(«- 1,  y)  und  g)(o,  y)  =  i. 

?>(*+2,  y)-fl||p(x+l,  y+l)-fcy(x,  y  +  2)  =  0. 

y(«+p,  y+9)— a^C«»  y)  =  0. 

(fix,  y)-a(p(x-\-p,  y+9)~  6v(a?-p,y--?)  =  0. 

(p{x-\-l,  y+  \)—^(p(x,  y)  =  F(x,  y). 

Q^(f(je  \-b,  y)-  ^9)(a;,  y)  =  F{x,  y). 

yC*,  y+1,  «)-?)('c+l,  y,  »+1)4- yC*,  y+%  »)  =  0, 


ds 


Endlich  werden  als  „^uations  aox  diff^rencea  meines*  behandelt: 


(9) 
(10) 


Jfü+PtJtZ  +  Q  ^  +«/»  =  0. 


Lp. 


K.  A.  Umlauf.  Ueber  den  Zusammenhang  der  end- 
lichen continuirlichen  Transformationsgruppen,  insbe- 
sondere der  Gruppen  vom  Range  Null.       Diss.  Leipsig. 

79  S.  8^ 
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Capitel  7. 
Variationsrechnung, 

W.  Ermakow.     Untersoheidang  der  Maxima  und  Minima 

der   einfachen    Integrale.     Kiew  Univ.  Nachr.  1891.  No.  9.  1-44. 

Trotz  vieler  Versuche  hat  man  keine  befriedigende  Theorie 
(Ht  die  genannte  Frage.  Der  von  L.  Scheeffer  (Math.  Ann.  XXV, 
F.  d.  M.  XVII.  1885.  353)  gegebene,  sehr  complicirte  Beweis 
scheint  Herrn  Ermakow  uDgenOgend.  Es  kann  nämlich  der  Fall 
eintreten,  dass  die  zweite  Variation  ihr  Zeichen  nicht  ändert  und 
nicht  gleich  Null  wird,  dass  aber  unendlich  kleine  Zuwachse 
der  Veränderlichen  in  der  Weise  gewählt  werden  können,  dass 
der  absolute  Wert  der  zweiten  Variation  kleiner  wird  als  der 
der  dritten.  „Es  muss  also  der  vollständige  Zuwachs,  nicht  nur 
die  zweite  Variation  berücksichtigt  werden.*' 

Wenn  wir  bei  einer  Aufgabe  des  Maximums  oder  Minimums 
einer  Function  F  mehrerer  Veränderlichen  d*F  =  A^(o]+A,(ol-\ — 
setzen,  wo  alle  At  positiv  sind  und  ihre  Anzahl  geringer  ist  als 
die  der  Veränderlichen,  müssen  wir  haben,  damit  Maximum  oder 
Minimum  sein  könne: 

1)    d'F  =  WjCr^  +  ctfja,  H — . 
2)    Wenn  cii,-| j- =  0  (oder  bei  Weglassuog   der   Un- 

OAi 

endlichkleinen  höherer  Ordnungen  tOi  =  0),  so  muss  sein 


24  12. At 

Der  Fall  ist  zuerst  von  Herrn  G.  Peano  bemerkt.  Ganz  analoge 
Schwierigkeiten  treten  in  der  Variationsrechnung  auf.  —  Nach 
diesen  einleitenden  Bemerkungen  knüpft  Herr  Ermakow  seine 
Betrachtungen  an  die  einfache  Aufgabe  an,  bei  welcher  unter 
dem  Integralzeichen  nur  der  erste  Differentialquotient  vorkommt, 
ond  betrachtet  in  der  zweiten  Hälfte  seiner  Abhandlung  in  ähn- 
licher Weise  die  allgemeine  Aufgabe«.     Da  seine  Auseinander- 
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sefzaDgen  in  beiden  FftUen  ganz  ähnlich  sind,  so  werde  hier 
nur  Aber  die  zweite  berichtet. 

Die  Aufgabe  ist  also  die,  Mazima  und  Minima  des  Integrals 

/f(^9  yp  Vsf  "M  y'n  ytf  '-O^   ^^   finden,   wenn   zwischen   den 

Grössen  x^  y^^  y„  ...  die  Gleichungen  bestehen: 

(1)  tffi(x,  y„  y„  . . .,  y;,  y',,  . . .)  =  0.  (»  =  1,  2,  . . .) 

Nehmen  wir  als  neue  Veränderliche  p,,  p,,  ...  und  wählen 
eine  noch  unbekannte  Function  9(x,  y^^  y„  ...,  p,,  p,,  ...)  in 
der  Weise,  dass  die  Gleichungen 

^^^  ^    =^  «  =  1.  2,  ...) 

[wo  F  =  f+S,^j.fi,] 
in  Folge  der  Oleiehungen  (1)  identisch  erfüllt  seien.    Fflr  den 
Fall,  dass  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  in  Bezug  auf  y',,  g[,  ..  ., 
ft„  li„  ...  aufgelöst  werden  können,  erhalten  wir  zur  Bestimmung 
der  Function  g>  die  Gleichung 

Sie  ist  identisch  mit  der  in  der  gewöhnlichen  Theorie  zur  Auflösung 
der  kanonischen  Gleichungen  dienenden.     Es  folgt  daraus: 

(*>  W+^*''*-W  =  '^  (*  =  1,2,...), 

oder 

Das  Integral  nimmt  also  die  Form  an: 

m 

Die  Aufgabe  wird  folglich:  die  Veränderlichen  y„  y,,  ..., 
Pj,  p,y  ...  so  als  Functionen  von  x  zu  bestimmen,  dass  die  Be- 
diogungsgleichungen  (4)  erftlllt  seien  und  (5)*  einen  Maximal- 
oder  Minimalwert  erhalte. 
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Unter   Voraoasetzniig,   dass   dy.   nnd  Spi   an   den  Grenzen 
gleich  Null  sind,  erhält  man: 

Dies  giebt  die  „YolIstAndige  Lösung'' 

(bieraoB  yi  =  r/i).     Es  giebt  aber  noch  die  „singulare  Lösung" 

ay         a*y  I  =  0. 


Ffir  die  vollständige  Lösung  wird  als  eine  notwendige,  aber 
nieht  hinreichende  Bedingung  eines  extremen  Wertes  des  Inte- 
grals (5)  gefunden,  dass  „der  Ausdruck 

f&r  beliebige  dpi  und  alle  Werte  von  x  zwischen  den  gegebenen 
Grenzen  sein  Zeichen  nicht  ändere''.  Man  kann  J*g>'  in  der 
Form  darstellen: 

wo  (o^,  AF,  lineare  homogene  Ausdrücke  in  Bezug  auf  dp^j  dp,,  . . . 
sind.     Werden   dann    -^—(r,    f     )  +  2j-^—(  ->    ?     jy'j   »nd 

pi  ^  fs —  ^'  yi  =  ^»  und  pi  =  ai  zwischen  den  Integrations- 
grenzen nicht  unendlich  und  keine  der  Grössen  il,,  il„  ...  gleich 
Kall,  so  kann  man  die  Glieder  dritter  Ordnung  weglassen,  und 
die  angegebene  notwendige  Bedingung  ist  auch  hinreichend. 
Der  Fall,  wo  A^  zum  Beispiel  gleich  Null  wird  für  ^  =  $,  be- 
darf weiterer  Umformungen.  Es  werden  auch  die  Fälle  betrachtet, 
wo  einige  der  oben  angedeuteten  Grössen  unendlich  werden. 
Der  Verfasser  zeigt  endlich,  wie  die  zweite  Variation  durch 
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die  ursprUngliehe  Function  f  und  die  Anfangsbedingungen  (1) 
ausgedrückt  wird,  und  erläutert  zum  Schluss  seine  Auseinander- 
setzungen an  einem  Beispiele.  Si. 


0.  Venskb.  Behandlung  einiger  Aufgaben  der  Varia- 
tionsrechnung, welche  sich  auf  Raumcurven  constanter 
erster  Krümmung  beziehen.       Dias.  GöttiDgeo.     GottiDgen. 

Dieterich  (W.  Fr.  Kaeetner).  60  S.  8«. 

Die  von  Delaunay  zuerst  behandelte  Aufgabe,  diejenige  Gurve 
constanter  erster  Kr&mmung  zu  finden,  welche  zwei  gegebene 
Punkte  oder  zwei  gegebene  Oberflächen  verbindet  und  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  der  Bogenl&nge  besitzt,  ist  später  von  Jellett 
und  Todhunter  weiter  verfolgt  worden.  In  allen  Veröffent- 
lichuDgen  finden  sich,  wie  Herr  H.  A.  Schwarz  gezeigt  bat,  neben 
direct  irrigen  Behauptungen  auch  solche,  deren  Beweis  noch  der 
nötigen  Strenge  entbehrt.  Für  den  Fall,  dass  ein  Kreisbogen 
eine  Lösung  des  Problems  ist,  hat  Herr  Schwarz  die  Fälle  unter- 
sucht, ob  und  unter  welchen  Bedingungen  eine  extreme  Bogen- 
länge  eintritt.  Die  vorliegende  Abhandlung  stellt  in  derselben 
strengen  Weise  nach  den  Weierstrass'schen  Methoden  die  Unter- 
suchung an  fttr  Teile  der  Schraubenlinie  und  für  solche  Curven, 
welche  aus  Stücken  von  Schraubenlinien,  Kreisbogen  oder  Ge- 
raden zusammengesetzt  sind.  Sh. 


Siebenter  Abschnitt 

Functionentheorie. 

Capitel  1. 
Allgemeines. 

£.  PiCARD.     Sur  une  gän^ralieation  des  ^quations  de  la 
tbäorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe.      c.  R. 

ex  II.  1399-1403. 

Die  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Variable  komnat 
bekanntlich  zurück  auf  die  Theorie  zweier  reellen  Functionen 
Py  Q  von  zwei  reellen  Variabein  x^  y,  welche  den  Gleichungen 

dx       9y '     dy  dx 

genfigen.  Diese  Gleichungen  haben  die  Eigenschaft,  dass  sie 
gflltig  bleiben,  wenn  man  x^  y  resp.  durch  P^,  Q^  ersetzt,  wo 
''it  Ot  irgend  zwei  die  Gleichungen  befriedigende  Functionen 
von  Xj  y  bedeuten.  Der  Verfasser  stellt  sich  nun  die  Aufgabe, 
alle  Systeme  von  zwei  Differentialgleichungen 


(2) 


'VÖ*'   dy'    dx'   dyJ  ~    ' 

rdP    dP    dQ    dQ\__f. 
.^^dx'   dy'  dx'   dyJ'~ 


zu  bestimmen,  welche  die  erwähnte  Eigenschaft  der  Gleichungen 
(1)  besitzen.    Es  zeigt  sich,  dass  die  Bestimmung  dieser  Systeme 
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TOD  Oleichungen  auf  die  Bestimmaog  der  continuirlichen  Gruppen 
von  linearen  Sabstitutionen  bei  zwei  Variabein  und  zwei  Para- 
metern zurflckkommt  und  also  auf  Orund  der  Untersuchungen 
von  Lie  leicht  ausgeführt  werden  kann. 

Stellt  man  bei  ft  Functionen  von  n  Variabein  und  it-f  p  Re- 
lationen zwischen  den  ersten  partiellen  Differentialquotienten  der 
Functionen  die  entsprechende  Aufgabe,  so  fahrt  dieselbe  auf  die 
linearen  continuirlichen  Gruppen  mit  ft'—n— p  Parametern.  Der 
Verfasser  behält  sich  eine  ausführlichere  Entwickelung  der  hier 
angedeuteten  Ideen  vor.  Hz. 


E.  PiCARD.     Sur  la  reprösentation   approch^e  des  fonc- 

tions.     0.  B.  GXII.  183-186. 

Bedeutet  f(q))  eine  reelle  continuirliche  Function  der  reellen 
Veränderlichen  q>  mit  der  Periode  2nj  so  kann  man,  wie  der 
Verfasser,  ausgehend  von  dem  Poisson'schen  Integrale: 

zeigt,  eine  endliche  Fourier'sche  Reihe 

Xr=m 

F(fp)  =  A-t-^(i4ifcC08*y  +  B*8in*9) 

bilden,  die  sich  von  f(qi)  um  weniger  als  eine  beliebig  klein 
vorgeschriebene  Grösse  unterscheidet.  Hieraus  folgt  dann  leicht 
der  von  Herrn  Weierstrass  aufgestellte  und  in  ganz  anderer 
Weise  bewiesene  Satz,  dass  jede  in  einem  Intervalle  a  ...  ß 
stetige  Function  f(x)  in  der  Form  einer  gleichmässig  und  absolut 
convergirenden  Reihe  ^o(a:)-f-fj (a?) -ff, (x)  +  •••  dargestellt  wer- 
den kann,  deren  Glieder  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind. 
In  ähnlicher  Weise  beweist  der  Verfasser  den  entsprechenden 
Satz  fhr  reelle  Functionen  von  irgend  einer  Anzahl  reeller  Ver- 
änderlichen. Hz. 


E.   Bbltrami.     Sulla  funzioni  complesse.     Nota  IL 

Lomb.  Ist  ReDd.  (2)  XXIY.  1183-1195. 
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In  einer  unter  demselben  Titel  erschienenen  Note  (vgl.  F. 
d.  M.  XIX.  1887.  416)  hat  der  Verfasser  allgemein  die  Func- 
tionen von  X,  y  untersucht,  die  durch  das  Integral 

hda 

dargestellt  sind.  Hier  ist  ä  =  x+iy^  e  =  S+ti?,  h  eine  Function 
TOD  $,  1/;  da  =  d§dijy  und  das  Integral  ist  Ober  eine  begrenzte 
Fläche  o  auszudehnen.  Wegen  der  Analogie  dieser  Functionen 
mit  den  Newton'schen  Potentialfunctionen  nennt  der  Verfasser 
dieselben  „complexe  Potentialfunctionen".  Die  Function  A  wird 
als  Dichtigkeit  im  Punkte  $,  t]  der  Fläche  a  aufgefasst.  In  der 
Torliegenden  Note    betrachtet   der  Verfasser   zunächst  den   spe- 

ciellen  Fall,  wo  die  Fläche  a  das  Innere  der  Ellipse  ^  +  tt=  1 

ist  and  die  Dichtigkeit  h  constant,  etwa  =  1,  angenommen  wird. 
Indem  der  Verfasser  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Func- 
tionen ü  benutzt,  erhält  er  das  Resultat,  dass 

6  A       ,  2nab 

+b 

ist,   je   nachdem   der  Punkt  z   im  Innern    oder   ausserhalb    der 

Ellipse  liegt.  Dabei  ist  c  =  j/a*  — 6*  und  a'  =  a?— ty.  Hieran 
schliessen  sich  ähnliche  Resultate  an  für  den  Fall,  dass  die 
Fläche  a  ein  aus  zwei  concentrischen,  homothetischen  Ellipsen 
begrenzter  Ring,  sowie  dass  die  Dichtigkeit  A  in  solchen  concen- 
trischen Ellipsen  variirt.  In  Zusammenhang  damit  stehen  Linien- 
integrale  der   Form    /  -^3-,    wo   $   die  Bogenlänge   bis   zum 

variabeln  Punkte  $,  17  der  Integrationslinie,  y  =  ^+ii]  und  g 
eine  die  Dichtigkeit  im  Punkte  §,  ij  darstellende  Function  von 
$,  17  ist.  Diese  Integrale  stellen  Functionen  von  %  =s  x-\-iy  dar, 
die  die  Integrationslinie  als  „coupure*"  im  Sinne  von  Hermite 
besitzen.  Hz. 

Ch;  Msray.      Demonstration    äl^mentaire    d'un    lemme 
fondamental  de  Caucby.    Darbouz  Ball.  (2)  XV.  86-96. 


^  =  "(^*-»')  «^«'   =^CV»"^-«) 
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Es  handelt  sich  hier  um  den  folgenden  Satz,  der  bei  vielen 
Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  analytischen  Functionen 
Anwendung  findet:  „Ist  f(x^  y^  . . .)  eine  Potenzreihe  der  com- 
plexen  Veränderlichen  x^  y,  ...,  die  fQr  |a;|  <:  A,  |y|<cS,  ... 
convergirt,  und  ist  M  grösser  als  die  Werte,  welche  der  abso- 
lute Betrag  von  f  ftnnimmt,  wenn  man  x,  y,  . , .  alle  Werte 
durchlaufen  lässt,  die  den  Bedingungen 

\x\  =  \x,\<R,  |y|  =  |yJ<S,  ... 

genügen,  so  ist  der  absolute  Betrag  jedes  einzelnen  Gliedes  der 
Potenzreihe  für  a;  =  «j^,  y  =  y^»  •  •  •  kleiner  als  Ä". 

Der  Beweis,  welchen  der  Verfasser  zunächst  fdr  den  Fall 
einer  Veränderlichen  giebt,  stimmt  im  wesentlichen  mit  dem- 
jenigen flberein,  den  Herr  Weierstrass  in  seinen  „  Abhandlungen 
aus  der  Functionenlehre''  (Berlin  1886.  S.  93)  mitteilt.  Der  Fall, 
in  welchem  es  sich  um  Potenzreihen  mit  n  Veränderlichen  han- 
delt,^ wird  durch  den  Schluss  von  n— 1  auf  n  erledigt. 

Hz. 


F.  Lucas.     Sur  les  fonctions  d*urie  variable  imaginaire. 

8.  M.  P.  Ball.  XIX.  93-96,  99-102. 

Einige  physikalische  Deutungen  der  Beziehungen,  die  zwi- 
schen dem  reellen  und  imaginären  Bestandteil  einer  analytischen 
Function  bestehen.  Hz. 


M.  DE  Prbslb.      D^veloppement    du    quotient    de    deux 
fonctions  holomorphes,  thdorie  des  s^ries  rdcurrentes. 

S.  M.  P.  Bull.  XTX.  114-118. 

Entwickelt  man  den  Quotienten  zweier  Potenzreihen  ^,  / 

in  eine  Potenzreihe  %(x)^  so  sind  die  Coefficienten  von  $,(a;) 
rationale  Functionen  der  Coefficienten  der  beiden  Reihen  ¥o(x) 
und  $(a;).  Es  handelt  sich  darum,  diese  Functionen  allgemein 
anzugeben.  Die  Aufgabe  lässt  sich,  wie  leicht  zu  sehen,  auf 
den  Fall  zurückfuhren,    wo  %(x)  =  1  ist  und  $(a?)  ftir  x  =^  0 
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den  Wert  1  annimmt,  wo  also  der  Quotient 

1 


1  +  b^x  -f-  6,a?*  +  fr,«*  +  •  •  • 

in  der  Form  1  +  ',  a?  +  /,«'  +  /,«'  +  •  •  •  entwickelt  werden  soll. 
Der  Verfasser  zeigt  nun,  dass  Ip  sich  aus  allen  Termen  vom 
Gewichte  p  zusammensetzt ,  die  sich  aus  den  GoefBcienten  6 
bilden  lassen,  dass  diese  Terme  positiv  oder  negativ  auftreten, 
je  nachdem  die  Zahl  ihrer  Factoren  gerade  oder  ungerade  ist, 
dass  endlich  der  Zahlenfactor  jedes  Termes  der  Polynomial- 
eoefScient  ist,  welcher  dem  Terme  in  RQcksicht  auf  die  Zahl 
der  Factoren  und  auf  ihre  Exponenten  zukommt.  Z.  B.  ist 
/,  =  — 6, +26,6, — 6J.  Im  Anschluss  hieran  giebt  der  Verfasser 
die  bekannten  Sätze,  nach  denen  jede  rationale  Function  von  x 
sieb  in  eine  recurrente  Reihe  entwickelt  und  umgekehrt  jede 
recurrente  convergirende  Potenzreihe  eine  rationale  Function 
darstellt.  Hz. 


R.  FujiSAWA.  lieber  die  Darstellbarkeit  willkürlicher 
Functionen  durch  Reihen,  die  nach  den  Wurzeln 
einer    transcendenten  Gleichung    fortschreiten.      Japan 

Jonrn.  IL  1-15.  (1890.) 

Bezeichnen  A,,  A„  ...  die  der  Grösse  nach  geordneten  posi- 
tiven Wurzeln  der  Gleichung 

q,(X)  =  AcosÄ  +  (a— l)sin  A  =  0  (a  >  0), 

60  hat  die  unendliche  Reihe 

0 

zur  Summe  f(r)  fbr  0  <  r  <  /,  mit  Ausschluss  der  Grenzen. 
Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  folgender:  Fttr  a  =  1  wird 

^n  =  — 2 — n\ 
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und  wenn  die  Reihe  ü  für  or  =  1  durch  r'  bezeiehnet  wird,  so 
lautet  dieselbe 

u 

Von  dieser  Reihe  ist  bekannt,  dass  sie  mit  Ausschluss  der 
Grenzen  r  =  0  und  r  =  2  zwischen  denselben  f(r)  zur  Summe 
hat.  Der  Verfasser  zeigt  nun,  dass  die  beiden  Summen  v  und  e' 
gegen  die  nämliche  Grenze  convergiren.  (Vergl.  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  431.)  Wz. 


F.  G.  Teixeira.     Sobre  o  desenvolvimeDto  das  £0009068 
em  s^rie  ordenada  segundo .  as  potencias  dos  senos  e 

OOSenoS.     Teixeira  J.  X.  85-47. 

Die  Betrachtung  des  Integrals 

_      r    f(is)sin*"(a;— a)rfg 
~    J  sin(Ä  — aj)sin'"(»  — a)  ' 

in  welchem  man  als  gescblossenea  Integrationsweg  das  Rechteck 
w&hlt,  dessen  Centrum  der  Punkt  x  ^  a  ist  und  dessen  Seiten 
von  zwei  Parallelen  zur  Abscissenaxe  von  der  Länge  fv  und  zwei 
Parallelen  zur  Ordinatenaxe  von  der  Länge  2/  gebildet  werden, 
und  in  welchem  f(z)  eine  im  Innern  des  Rechtecks  holomorphe 
Function  bezeichnet,  x  ein  Punkt  dieses  Innern  ist,  führt  den 
Verf.  zu  den  folgenden  Entwickelungen  von  f(x): 

im— 1  im-1 

f{x)=  Z  Är2n+isin2-+«(a:-o)  +  co8(x— ö)^  Lj^sin^'C«— a)+y, 

wenn  m  gerade  ist,  und: 

U»»-i)  i(««+3) 

f{x)  =    ^    «»sin'«(a?-a)+C08(aj-a)  Z   Li+isin^«+^(«-a)+J, 

wenn  m  ungerade  ist. 

Die  Goefücienten  ff,  K\  JL,  V  sind  .Constanten,  und  der 
Verf.  zeigt,  wie  man  sie  der  Reihe  nach  erhalten  kann.  Man 
findet: 
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L,  =  f(a),  Kl  =  f (a), 

ir.  =  fXa),  L\  ^  rw, 


Danach  werden  die  Bedingungen  dafür  ermittelt,  dass  das 
Integral  J  sich  der  Null  nähert,  wenn  tn  unendlich  wird.  Dabei 
ergiebt  sich  das  folgende  Theorem:  • 

Wenn  '51og(l  +  y2),  so  nähert  sich  Jbei  unendlich  werden- 
dem m  der  Null,  falls  x  der  Bedingung  |sin(x — a)|  <:  1  gentigt. 

Ist  /  <c  log(i  -f  }^)f  so  nähert  sich  J  der  Grenze  Null,  falls  x  der 
Bedingung 

|8in(«-a)l<i(e«~«^) 

genfigt.     In  diesen  beiden  Fällen   kann  man  f(x)  in  eine  con- 
rergente  Reihe  entwickeln  vermittelst  der  folgenden  Formeln: 

/"(«)  =   ^ /ir2„+isin2"+*(a;— a)+cos(a;— o)^  L2„sin2«(a:-a), 

f{x)  =    ^  Ar2'«sin2-(x-a)  +  C08Caj-a)jLin+i8in2»+J(x— a). 

Um  Ton  diesen  Formeln  eine  Anwendung  zu  machen,  be- 
trachtet der  Verf.  die  Functionen  f(x)  =  sinfca;  und  f{x)  =  cos^o;, 
wodurch  er  zu  den  Euler'schen  Formeln  gelangt. 

Hiemach  wendet  er  sich  zu  dem  Integrale 

__      /•    f(»)8in(aj—a)sin(a;— /?)... sin(aj--X)da 
""    J    si] 


8 


8in(a — a?)sin(Ä — a)8in (»—/?)...  8in(Ä — X)  ' 


in  welchem  als  geschlossener  Integrationsweg  das  im  vorigen 
Falle  benutzte  Rechteck  gewählt  wird.  Die  Betrachtung  dieses 
Integrals  ermöglicht  dem  Verf.  die  Ermittelung  der  Convergenz- 
bedingnngen  bei  der  Hermite'sehen  Interpolationsformel  [oder 
vielmehr  der  Gauss'schen,  Ges.  Werke  III.  328  ff.  Lp.] 


) 


^    sin(a?>-/y)8in(a?-^y)...8in(a?^^) 
'  ^  ^  8in(o — /S)sin(a— y) . . .  8in(a— A) 

sin(jj — a)8in(«— y) . . .  sin(aj— A)    .^. 
+  sin(/?-  a)8in(j»-  y) . . .  sin(/?- A)  ' ^'^^ 

+ •     •     •, 

Forttehr.  d.  Math.  XXIU.  1.  27 
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wenn  die  Anzahl  der  Orö8sen  a,  /?,  ^^  . . .  unendlich  wird.    Hier- 
bei ergeben  sich  die  Bedingungen: 

|8in(«— a)|  <  1,     |8in(a?— /y)|  <  1,.   .  .  ., 

wenn  />  log(l  4-1/2),  und 

|8in(a?-«)|<i(e'-e-0,     |8in(«-/y)|  <i(«'-0,    .-m 
wenn  /  <  log(l  +  V2).  Tx.  (Lp.) 


P.  L.  TscHEBYSCHEFF.  Ueber  die  Summen,  welche  aus 
den  Werten  der  einfachsten  Monome,  mit  einer  be- 
ständig positiv  bleibenden  Function  multiplicirt,  ge- 
bildet sind.     St.  Petersb.  Deoksohr.  LXIV.  1-67. 

Wenn  man  die  Function  f(x)  in  eine  Reihe  nach  aufsteigen- 
den Potenzen  der  Differenz  x — X  entwickelt,  so  findet  man  die 
Formeln  fttr  die  angenäherte  Darstellung  der  Function  f{x)  in 
der  Form  von  Polynomen,  deren  Coefficienten  sich  durch  die 
Anfangswerte  der  Function  f{x)  und  der  Derivirten  bestimmen 
lassen.    Wenn  man  f{x)  in  der  Form  einer  Reihe 

darstellt,  wo  die  ü^^  U^^  I/„  ...  Functionen  von  x  sind,  die  von 
f(x)  nicht  abhängen,  so  finden  wir  für  die  Bestimmung  der  Coeffi- 
cienten ATq,  ÜTp  ÜT,,  ...  die  Formeln: 

In  dem  Falle,  wenn  die  Functionen  9)0 (^),  ViCp'Oi  VtO'Oi  ••• 
Polynome  der  Grade  0,  1,  2,  . . .  sind,  zerlegen  sich  diese  Sum- 
men in  die  elementaren  Summen: 

SxffiXi),     2Xif(xi\    2x}f(xi),     .  .  ., 

und  die  angenäherten  Werte  der  Function  f(x)  bestimmen  sich 
mittels  dieser  Summen,  welche  aus  den  Werten  der  Monome  scf^ 
Xi^  xf^  ...,  mit  f(xi)  multiplicirt,  gebildet  sind.  Die  in  dieser 
Weise  erhaltenen  angenäherten  Ausdrücke  von  f(x)  unterscheiden 
sich  wesentlich  von  dem  Ausdrucke  der  Function  durch  eine  Reihe 
nach  aufsteigenden  Potenzen  von  o?  — J;  obschon  dem  letzteren 
im  Grade   der  Genauigkeit  nachstehend,   wenn  es  sich  daram 
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handelt,  die  Function  f(x)  im  Bereiche  von  x  ^=  X  z\x  berechnen, 
stellen  diese  angenäherten  Ausdrücke  die  Function  f(x)  besser 
dar,  falls  x  sich  in  mehr  oder  minder  weiteren  Grenzen  ver- 
ändert Dies  zeigte  der  Verfasser  in  der  berühmten  Abhandlung: 
«Sor  Tinterpolation  par  la  m^thode  des  moindres  carrös*^  (Mömoires 
de  TAcadämie  Imperiale  de  Saint-Pötersbourg,  T.  III)  und  ,,Sur 
les  fraetions  continues^  (Journal  de  Liouville,  T.  X). 

n  '  n  n 

Die  Summen  2x^f{xi\  £xif(x^^  ...,  2x^^f(xi\  welche 

U  Ü  ü 

aus  den  Producten  der  positiven  Grössen  f{x^\  K^i\  •  •  •  und 
den  Potenzen  der  reellen  Grössen  x^^  x^^  . ..,  Xn-\  gebildet  sind, 
verdienen  eine  besondere  Aufmerksamkeit.  Die  höchst  elegante, 
auf  den  Eigenschaften  der  Kettenbrüche  beruhende  Analyse  des 
Verfassers  gestattet  jetzt,  nach  den  gegebenen  Grössen  C^,  C,,  .. ., 
Ci  dieser  Summen  die  untere  Grenze  der  grössten  und  die  obere 
Grenze  der  kleinsten  unter  den  Grössen  0;^,  x^^  x,,  ...,  Xn  zu 
bestimmen.  Diese  Grenzen  sind  die  kleinste  und  grösste  Wurzel 
einer  Gleichung,  die  man  erhält,  wenn  man  den  Nenner  eines 
Näherungsbruches  des  Eettenbruchs  gleich  Null  setzt,  in  welchen 
sich  die  Function 

^4.J^4._^  J I      ^*-^ 

XXX  Xr 

entwickeln  lässt.  In  der  zweiten  Hälfte  der  Abhandlung  werden 
die  oberen  Grenzen  der  Summen 

2nl      2:«? 
ermittelt,  wenn  die  Gleichungen 

u  u  u 

bestehen.  Diese  Grenzen  werden  durch  die  Residuen  der  Nähe- 
rungsbrfiche  eines  Kettenbruchs  gegeben.  Wi. 


07  ♦ 
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W.  BuRNsiDE.     On  fiinctions  determined  from  their  dis- 
continuities,  and  a  certain  form  of  bonndary  condition. 

Lood.  M.  8.  Proo.  XXIL  d46-3ö8. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  in  der  vorliegenden  Abhand- 
lung mit  der  folgenden  Aufgabe:  In  der  Ebene,  deren  Punkte 
die  Werte  der  complexen  Verftnderlicben  z  darstellen,  ist  ein 
Gebiet  R  gegeben,  welches  von  m  geschlossenen  knotenlosen, 
sich  gegenseitig  nicht  treffenden  Linien  C^,  C„  ...,  C.  begrenzt 
wird.  Man  soll  die  analytische  Function  to  =  u+iv  der  Variable  & 
so  bestimmen,  dass  sie  erstens  im  Gebiete  R  eindeutig  and, 
abgesehen  von  n  gegebenen  Stellen  2,,  js,,  .. .,  j5m,  stetig  ist,  dass 

zweitens  w —  an  der  Stelle  »  =  »<  stetig  bleibt,  unter  A, 

il„  . . .,  An  gegebene  Constanten  verstanden,  dass  endlich  drittens 
(für  r  =  1,  2, . . .,  m)  längs  der  Linie  Cr  die  Grösse  u.sindr+v.cosOr 
constant  ist,  wo  0,,  d,,  ...,  6^  gegebene  Winkel  bezeichnen. 

Unter  der  Annahme,  dass  eine  diesen  Bedingungen  genügende 
Function  w  überhaupt  existirt,  zeigt  der  Verfasser,  dass  die 
Function  bis  auf  eine  additive  Gonstante  vollständig  bestimmt 
ist,  und  dass  sie  im  Gebiete  R  jeden  vorgeschriebenen  Wert 
n-mal  annimmt.  Die  Function  u>  vermittelt,  der  letzteren  Eigen- 
schaft zufolge,  die  Abbildung  des  Gebietes  A  auf  eine  n-bl&ttrige 
über  der  to-  Ebene  ausgebreitete  Riemann'sche  Fläche,  wobei  den 
Linien  C,,  C,,  . .  .,  C„,  endliche  Stücke  von  m  geraden  Linien 
entsprechen.  Durch  eine  nähere  Betrachtung  dieser  Abbildung 
erhält  der  Verfasser  den  Satz,  dass  v  und  e  auf  jeder  der  Linien 
C,,  C,,  . . .,  Cm  je  ein  Maximum  und  ein  Minimum  besitzen.  Die 
weiteren  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  den  Fall,  wo  die 
Linien  Cr  Kreise  sind.  Ist  m  =  1,  wird  also  das  Gebiet  R  von 
einem  einzigen  Kreise  begrenzt,  so  zeigt  sich,  dass  w  eine  ratio- 
nale, leicht  explicit  anzugebende  Function  von  z  ist  Ist  m  =  2, 
wird  also  R  von  zwei  Kreisen  C^^  C,  begrenzt,  so  lässt  sich  w 

durch  eine  unendliche  Reihe  darstellen,   die  sich  im  Falle,  dass 

ß 0 

—^ '-  commensurabel  ist,  in  geschlossener  Form  durch  Ö-Func- 

tionen  ausdrücken  lässt.     Die  erwähnte  unendliche  Reihe  steht 
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in  enger  Beziehung  zu  den  Poincarä'schen  Reihen,  wie  der  Ver- 
fasser in  einem  speciellen  Falle  näher  darlegt.  In  diesem  Falle 
hat  die  Function  w  die  Eigenschaft,  sich  bei  einer  gewissen 
linearen  Substitution  von  z  bis  auf  eine  additive  Constante  zu 
reproduciren.  Die  Untersuchung  des  Falles,  wo  das  Gebiet  R 
von  drei  oder  mehr  Kreisen  begrenzt  wird,  behält  sich  der  Ver- 
fasser fQr  eine  weitere  Mitteilung  vor.  Hz. 


6.  Mittag- Lbpplbr.    Sur  une  transcendante  remavquable 
troov^e  par  M.  Fredbolm.     Extrait  d'nne  lettre  ä  M. 

Poincar^.     Acta  Math.  XV.  279-280. 

Der  Verfasser  teilt  ein  von  Herrn  Fredholm  gefundenes  Bei- 
spiel einer  analytischen  Function  mit,  welche  eine  natörliche 
Grenze  besitzt  und  für  die  Punkte  dieser  Grenze  nebst  allen 
Ihren  Differentialquotienten  stetig  ist.  Die  Function  steht  in 
enger  Beziehung  zur  0-Reihe  und  lautet,  auf  ihre  einfachste  Form 
gebracht: 

Die  natfirliche  Grenze  wird  durch  den  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  0 
and  dem  Radius  1  gebildet.  Hz. 


C.  A.  Laisant.     Quelques  remarques  relatives  aux  fonc- 
tiona  r^ciproques.    S.  M.  F.  Bull.  xix.  142-U4. 

Eine  Function  /"(a?),  welche  der  Gleichung  f(x)  =  «"*/"( — ) 

genögt,  nennt  der  Verfasser  „reciprok  vom  Grade  m".  Der  Ver- 
fasser giebt  einige  Sätze,  welche  für  solche  reciproke  Functionen 
gelten.  Zum  Beispiel:  „Wenn  f(x)  reciprok  vom  Grade  m  ist, 
so  ist  (m — V)f{x)'-xf^\x)  reciprok  vom  Grade  m— 2". 

Hz. 
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D.  HiLBERT.     Ueber  die   stetige  Abbildung  einer  Linie 
auf  ein  Flächenstttck.    Math.  Aod.  xxxyiii.  459-460. 

Herr  Peano  hat  gezeigt,  dass  und  wie  man  die  Punkte  einer 
Geraden  von  der  Länge  1  stetig  den  Punkten  eines  Quadrates 
von  der  Seitenlänge  I  zuordnen  kann.  Der  Verfasser  erreicht 
dasselbe  Ziel  auf  folgendem  Wege.  Er  teilt  die  Gerade  in  vier 
gleiche  Teile,  ebenso  das  Quadrat  durch  die  Mittellinien  in  Tier 
gleiche  Quadrate;  jeder  Teil  der  Geraden  und  jedes  der  Teil- 
quadrate wird  in  derselben  Weise  je  in  vier  Teile  zerlegt  u.  s.  f. 
Die  einzelnen  Teile  der  Geraden  werden  sodann  den  einzelnen 
Teilen  des  Quadrates  so  zugeordnet,  dass  aneinander  stossenden 
Teilen  wieder  aneinander  stossende  Teile  entsprechen.  Betrachtet 
man  nun  einen  Punkt  der  Geraden,  so  fällt  derselbe  in  unend- 
lich viele  Teile  der  Geraden;  diesen  entsprechen  unendlich  riele 
ineinander  geschachtelte  Teile  des  Quadrates,  welche  einen  Grenz- 
punkt  besitzen.  Der  letztere  wird  dem  betrachteten  Punkte  der 
Geraden  zugeordnet.  Von  den  Bemerkungen,  die  der  Verfasser 
an  die  Abbildung  anknüpft,  sei  hervorgehoben,  dass  die  die 
Abbildung  vermittelnden  Functionen  einfache  Beispiele  von  steti- 
gen, nirgends  differentiirbaren  Functionen  bilden.  Hz. 


RiQUiER.     Sur  les   prineipes   de  la  th^orie  g^n^rale  des 

fonctions.     Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (3)  VIII.  59-86,  141-172. 

Die  Abhandlung  enthält  die  Grundlagen  einer  Theorie  der 
Functionen  von  n  complexen  Variabein.  Sie  knüpft  an  ein  Werk 
von  Möray  „Nouveau  pr^cis  d' Analyse  infinitesimale"  (1872)  an 
und  bezweckt  namentlich,  die  in  diesem  Werke  niedergelegten 
Untersuchungen,  die  dem  Verfasser  zum  Teil  nicht  einwandfrei 
erscheinen,  zu  ergänzen.  Ebenso  wie  Hr.  Weierstrass  und  (wie 
der  Verfasser  hervorhebt)  unabhängig  von  diesem,  grflndet  Hr. 
M^ray  die  Theorie  der  Functionen  auf  die  Potenzreihen.  Die 
Theorie  geht  aus  von  dem  BegriflFe  einer  Function  f(«,  y,  . . .), 
die  in  einem  Teile  des  die  Variabein  «,  j^,  . . .  darstellenden 
Raumes  „olotrope^    ist.     Darunter   ist   zu   verstehen,    dass  die 
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Werte  der  Function  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  x^^  y^,  . . ., 
die  jenem  Teile  des  Raumes  angehört,  durch  eine  nach  Potenzen 
von  x—x^,  y — y,,  . . .  fortschreitende  Reihe  darstellbar  sind. 
Die  Teile  des  Raumes,  die  bei  dieser  Definition  in  Frage  kom- 
men, werden  vom  Verfasser  gewissen  Bedingungen  unterworfen, 
die  sich  indessen  nicht  in  wenigen  Worten  wiedergeben  lassen. 
Den  .fonetions  olotropes**  ist  der  erste  Abschnitt  der  Abhandlung 
gewidmet  Es  finden  sich  in  diesem  Abschnitte  z.  B.  strenge 
Formalirungen  der  fundamentalen  Sätze,  nach  welchen  aus  dem 
Verschwinden  einer  solchen  Function  fttr  gewisse  Wertsjsteme 
der  Variabein  ihr  identisches  Verschwinden,  femer  aus  den 
Werten,  die  sie  in  gewissen  Gebieten  annimmt,  Grenzen  für  die 
Coefficienten  der  darstellenden  Potenzreihen  geschlossen  werden 
können.  Ein  weiterer  Abschnitt  enthält  die  Theorie  der  Fort- 
setzungen der  Potenzreihen  und  entwickelt  im  Anschluss  daran 
den  allgemeinen  Begriff  der  analytischen  Function.  Es  wird 
hier  gezeigt,  dass  Functionen  von  Functionen  wieder  Fnnctionen 
(in  dem  festgesetzten  Sinne)  sind,  dass  eine  unendliche  Summe 
von  Fnnctionen  unter  gewissen  auf  die  Art  ihrer  Convergenz 
beztiglichen  Bedingungen  wieder  eine  Function  darstellt,  und  es 
werden  mehrere  auf  die  Wahl  des  Weges,  längs  welchem  die 
Fortsetzung  der  Functionen  geschieht,  sich  beziehende  Sätze  be- 
wiesen. Der  letzte  Abschnitt  der  Abhandlung  giebt  einige  An- 
wendungen der  entwickelten  Principien  auf  Systeme  von  Diffe- 
rentialgleichungen. Hz. 


6.  AscoLi.  Solle  funzioDi  a  due  variabili  reali,  le  quali 
crescono  o  decrescono  sempre  nel  verso  positivo  di 
ciascuno  degli   assi    in   an  pezzo  di  piano  a  distanza 

finita.     Aonali  di  Mal.  (2)  XIX.  289-333,  XX.  (1892.)  41-59. 

Wiederabdruck  einer  in  den  Rendiconti  del  Istituto  Lom- 
barde erschienenen  Abhandlung,  über  welche  im  Bd.  XXL  1889. 
421  dieses  Jahrbuches  referirt  worden  ist.  Hz. 
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A,  Brill.  Ueber  das  Verhalten  einer  Function  von 
zwei  Veränderliehen  in  der  Umgebang  einer  Null- 
stelle.     Mooch.  Ber.  XXI.  207-220. 

Bezeichnet  F(x,  y)  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x  und 
y,  die  sich  für  x  =  0  auf  eine  mit  dem  Gliede  tf"  beginnende 
Potenzreibe  von  y  reducirt,  so  entsprechen  genügend  kleinen 
Werten  von  x  bekanntlich  n  Werte  von  y,  die  mit  x  verschwin- 
den, die  Gleichung  F(x,  y)  =  0  befriedigen,  und  die  sich  nach 
gebrochenen  Potenzen  von  x  entwickeln  lassen.  Diese  Ent- 
wickelungen  erhält  der  Verfasser  auf  einem  neuen  Wege,  indem 
er  an  einen  Satz  von  Weierstrass  anknüpft,  demzufolge  die 
Gleichung  F(x,  y)  =  0  ersetzt  werden  kann  durch  eine  Gleichung 
der  Gestalt 

f(x,y)  =  U  +  a'fn-x  +  x'rn.t  +  '''  =  0, 
wo  fny  fn-ij  A-i)  •  •  •   homogene  Functionen    von  a  und  y   von 
den  Graden,  n,  n  — 1,  n — 1,  ...    bedeuten.      Eine   solche    Reihe 
f(x,  y)  möge  „reducirt''  heissen.     Zunächst  kann  man  nun  f  in 
das  Product  zweier  reducirten  Reihen  spalten: 

f  =  g>.tp, 

indem  man  fn  in  zwei  teilerfremde  f'actoren  q>p\pq  zerlegt  und 
die  Functionen  g>p-u  V^q-h  -  -  •  ^^^  der  Bedingung  bestimmt, 
dass  die  vorstehende  Gleichung  eine  identische  wird.  Der  Be- 
weis für  die  Convergenz  der  beiden  Factoren  q>  und  tp  wird 
durch  die  Methode  der  Reihenvergleichung  erbracht.  Durch 
wiederholte  Anwendung  dieser  Zerlegung  einer  reducirten  Reibe 
in  ein  Product  zweier  anderen  stellt  man  schliesslich  f  dar  als 
Product  von  reducirten  Reihen  der  Gestalt 

q>  =  (y  +  axy  +  x^  0p.i  +  X*  %^i  +  .... 

Diese  Reihen  lassen  sich  nun,  falls  sie  nicht  die  p^  Potenz 
einer  Reihe  der  Gestalt  y  +  ^(x)  darstellen,  durch  eine  Sub- 
stitution der  Form  y +  ax  =  y,a;*~S  «  =  a;j,  wo  t,  x  geeignet 
gewählte  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  in  Reihen  von  y,,  x^ 
verwandeln,   die   eine   weitere  Zerlegung  gestatten.     Auf  diese 
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Weise  gelangt  man  endlich  dazu,  die  Reihe  f  in  ein  Product 
der  Gestalt  (y  -  $)(y  -  «ß')  •  •  •  (y  —  f5(»-*>)  aufzulösen,  wo 
^,  $',  ...,  ^(«-1)  nach  gebrochenen  Potenzen  von  x  fortschrei- 
tende Reihen  bezeichnen.  Hz. 


A.   Bbill.      Ueber  Functionen    ^n  zwei  Veränderlichen 
und  einen  Satz  des  Herrn  Nöther.     Math.  Aon.    xxxix. 

129-Ul. 

Die  vorliegende  Abhandlung  knüpft  an  die  Untersuchungen  der 
Herren  Nöther,  Voss  und  Stickelberger  über  den  bekannten  Nöther'- 
sehen  Satz  aus  der  Theorie  der  ganzen  rationalen  Functionen 
von  zwei  Veränderlichen  an.  Sie  beschäftigt  sich  mit  der  Frage, 
unter  welcher  Bedingung  zwischen  drei  Potenzreihen  F,  (Z),  ^ 
der  beiden  unabhängigen  Variabein  o?,  y  eine  Gleichung  der 
Gestalt  f  =  MO'\-N^f  besteht,  wo  M  und  JV  ebenfalls  (conver- 
girende)  Potenzreihen  von  x  und  y  bedeuten.  Der  Verfasser 
beweist  den  folgenden  Satz,  der  die  Antwort  auf  die  erwähnte 
Frage  giebt:  Man  bestimme  die  Potenzreihen  a  und  ß  so,  dass 

aCD  =  9)  =  y«'  +  yP-*«$(«)  H +  a?*'5ß(p-i)(a.), 

ßV  z=  tff  ^  y^  +  y'-^xSi^x)  H h  a?9D(«-*)(a?) 

wird,  was  nach  einem  Satze  des  Herrn  Weierstrass  stets  mög- 
lich ist.  Die  nach  y  genommene  Resultante  R  von  q>  und  i/;, 
die  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x  ist,  beginne  mit  dem 
Gliede  a^»  (Der  Fall,  in  welchem  R  identisch  verschwindet, 
wird  ausgeschlossen.)  Lassen  sich  dann  die  ganzen  rationalen 
Functionen  A  und  B  von  x  und  y  so  bestimmen,  dass  die  Ent- 
Wickelung  von  A0  +  BV  bis  zu  den  Gliedern  (k — 1)*"  Dimen- 
sion mit  F  übereinstimmt,  so  kann  man  Ä  und  B  durch  zwei 
convergirende  Potenzreihen  M  und  N  ersetzen,  welche  die  Glei- 
chung F  =:  MO-\'NV  zu  einer  identischen  machen.  Hz. 


G.  Frobeniüs.     Ueber  Potentialfunctionen,  deren  Hesse'- 
scbe  Determinante  verschwindet.    Gott.  Nachr.  181)1.323-338. 

Es  sei  $  eine  Function   der   drei  Variabein  a^,  x^^  a?,    und 
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es  möge  allgemein  die  Differentiation  nach  der  Variable  a^a 
durch  Anhängung  des  Index  a  angedeutet  werden.  Wenn  nun 
die  Uesse'sche  Determinante  \safl\  der  Function  s  yerschwindet, 
so  besteht  bekanntlich  zwischen  den  drei  Differentialquotienten 
*n  *,,  «,  eine  Gleichung  Ö>(*i,  #,,  #,)  =  0,  welche  eine  gewisse 
Fläche  darstellt,  wenn  i^,  «,,  s^  als  rechtwinklige  Coordinaten 
angesehen  werden.  Diese  Fläche  ist  nun,  nach  einem  Satze  des 
Herrn  Weingarten,  eine  Minimalfiäche,  falls  die  Function  »  eine 

Potentialfunction  ist,  d.  h.  der  Differentialgleichung  «j,4-'9s+'ss=0 
genügt.  Der  Verfasser  giebt  in  der  vorliegenden  Mitteilung  zu- 
nächst einen  neuen  Beweis  und  eine  Verallgemeinerang  dieses 
Satzes.  Die  letztere  lautet  so:  Damit  die  oben  erwähnte  Fläche 
eine  Minimalfläche  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,   dass  die 

Summe  der  reciproken  Wurzeln  der  Gleichung  -Yl^afl—^^aß]  =  0 

eine  Function  der  drei  Coordinaten  «,,  «„  «,  ist.  Dabei  ist 
l^ß  =  0  oder  l,  je  nachdem  a  von  ß  verschieden,  oder  a  =  fl 
ist.  Des  weiteren  handelt  es  sich  um  die  Aufgabe,  die  sich 
unmittelbar  an  den  Weingarten'schen  Satz  anknüpft:  alle  Poten- 
tialfunctionen  zu  finden,  deren  Hesse' sehe  Determinante  ver- 
schwindet. Der  Verfasser  entwickelt  die  Lösung  in  der  Weise, 
dass  er  von  der  Gleichung  0(s^^  «„  «,)  =  0  einer  beliebigen 
Minimalfläche  ausgeht  und  zeigt,  dass  und  wie  die  Function 
jr(x,,  x^,  X,)  den  Bedingungen 

entsprechend  bestimmt  werden  kann.  Alle  diese  Untersuchungen 
stehen,  wie  der  Verfasser  zum  Schluss  eingehend  darlegt,  im 
engen  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der  bilinearen  Formen 
und  lassen  sich  auf  Grund  der  Methoden  durchführen,  die  er  in 
seiner  Abhandlung  „Ueber  lineare  Substitutionen  und  bilineare 
Formen"  (J.  für  Math.  LXXXIV,  F.  d.  M.  IX.  1877.  85)  ent- 
wickelt hat.  Hz. 

O.  Venske.      Zur  Integration   der  Gleichung  JJu  =  0 
für  ebene  Bereiche.    Oött.  Naohr.  1891.  27-34. 
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Der  Verfasser  löst  in  der  vorliegenden  Note  die  Randwert- 
aufgabe der  Gleichung  JJu  =  0  fUr  einige  specielle  ebene  Be- 
reiche. Unter  „Randwertaufgabe"  ist  dabei  die  folgende  Aufgabe 
verstanden:  Es  soll  eine  in  einem  berandeten  Bereiche  stetige 
Lösung  der  Differentialgleichung  gefunden  werden,  welche  auf 
dem  Rande,  ebenso  wie  ihre  nach  der  Randnormale  genommene 
Ableitung,  vorgeschriebene  Werte  aniJTmmt. 

Im  engen  Zusammenhange  mit  der  Lösung  dieser  Aufgabe 
steht  die  andere,  eine  der  Differentialgleichung  genügende  Func- 
tion zu  bestimmen,  welche  an  einer  Stelle  des  gegebenen  Be- 
reiches  logarithmisch  unstetig  wird  und  auf  dem  Rande  nebst 
ihrer  Ableitung  nach  der  Randnormale  verschwindet.  Diese 
Function  entspricht  der  Green^schen  Function  in  der  Theorie  der 
Gleichung  Ju  =  0  und  wird  deshalb  vom  Verfasser  als  „zweite 
Green'sche  Function"  bezeichnet.  Die  Bereiche,  für  welche  die 
Bandwertaufgabe  in  der  vorliegenden  Note  gelöst  wird,  sind 
die  folgenden:  Der  Kreis,  der  Kreisring,  der  Winkelraum,  der 
Parallelstreifen,  das  von  zwei  Radien  und  zwei  concentriscben 
Kreisen  begrenzte  Kreisbogenrechteck.  Den  drei  ersten  Fällen 
wird  der  Satz  zu  Grunde  gelegt,  dass  jede  Lösung  der  Gleichung 
^^u  =  0  sich  auf  die  Form  u  =  U+r^V  bringen  lässt,  wo  U,  V 
logarithmische  Potentiale  bedeuten,  r  den  Radiusvector.  Ent- 
wickelt man  hiemach  u  in  eine  Fourier'sche  Reihe,  so  gelingt 
es,  die  CoefGcienten  der  letzteren  den  vorgeschriebenen  Bedin- 
gungen gemäss  zu  bestimmen.  Dem  vierten  Falle  wird  die  Dar- 
stellung 11  =  U+yV  zu.  Grunde  gelegt,  wobei  vorausgesetzt  wird, 
dass  die  begrenzenden  Linien  des  Parallelstreifens  der  x-Axe 
parallel  laufen.  Es  gelingt  dann,  U  und  V  durch  bestimmte  Inte- 
grale darzustellen.  Der  letzte  Fall  erfordert  complicirtere  Be- 
trachtungen und  wird  durch  Bildung  gewisser  particulärer  Lo- 
sungen der  Gleichungen  ^Ju  =  0  erledigt.  Hz. 


G.  Giuliani.     Solle  funzioni  di  n  variabili  reali.    Batto. 

XXIX.  234-238. 

Der  Weierstrass'sche  Satz  Aber  die  eindeutigen  Functionen 
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mit  vorgeschriebenen  Nollstellen  und  der  Mittag  Leffler'sche  Satz 
sind  von  Herrn  Appell  (Acta  Math.  IV,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  373) 
auf  Functionen  dreier  reellen  Veränderlichen,  die  der  Differential- 
gleichung JF=0  genügen,  verallgemeinert  worden.  In  der 
vorliegenden  Arbeit  handelt  es  sich  um  die  Verallgemeinerung 
derselben  Sätze    auf  Functionen  von  n  reellen  Veränderliehen, 

welche  der  Gleichung   -ä^  +  ^^  +  -"  + "g^  =^  0   genügen. 

Und  zwar  schlägt  der  Verfasser  zu  diesem  Zwecke  einen  ähn- 
lichen Weg  ein,  wie  Herr  Dini  zum  Beweise  der  genannten  Sätze 
von  Weierstrass  und  Mittag- Leff  1er.  (CoUectanea  mathematica 
in  memoriam  D.  Chelini.)  Das  erstrebte  Ziel  wird  dabei  in  eiii* 
facher  Weise  durch  die  Einführung  von  Polarcoordinaten  an 
Stelle  der  als  rechtwinklige  Coordinaten  aufgefassten  Variabein 
^p  x„  ...,  Xn  erreicht. 

Der  Verfasser  löst  sodann  noch  die  Aufgabe,  die  Function 
/*(d;,,  T,,  ...,  x^  so  zu  bestimmen,  dass  sie  für  unendlich  viele 
vorgeschriebene  Stellen  vorgeschriebene  Werte  annimmt. 

Hz. 

R.  EscHBR.     Theorie  der  stelkundige  functi^n.  Nieaw  Ar- 

chief.  XVIII.  187-222. 

Indem  der  Verf.  die  Entwickelung  der  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  geschichtlich  verfolgt,  beabsichtigt  er,  zur 
Aufklärung  einzelner  Punkte  dadurch  beizutragen. 

Zuerst  wird  gezeigt,  dass  der  Wert  des  Doppelintegrals 

dxdy 


ff 


dxdy 

e  u 

für  lim£  =  0,  limJ  =  0  unbestimmt  ist,  dass  jedoch  die  Reihen- 
folge der  Integrationen  stets  vertauscht  werden  kann.  Das  Ver- 
dienst Cauchy's  um  die  Theorie  der  Entwickelung  einer  Function 
in  Reihen  wird  hervorgehoben.  Der  Cauchy'sche  Beweis  ftir  die 
Laurent'sche  Reihe  wird  reproducirt  und  vervollständigt.  Sodann 
werden  die  Untersuchungen  von  Puiseux  über  die  Weise,  wie 
die  verschiedenen  Zweige  einer  algebraischen  Function  in  ein- 
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ander  übergehen,  einer  näheren  Betrachtung  unterworfen.  Der 
Verfasser  wird  dadurch  zu  dem  Schlüsse  geführt,  dass  die  Keihen- 
eotwickelungen  einer  algebraischen  Function  nach  gebrochenen 
Potenzen  der  Variable  nur  dann  in  den  Verzweigungspunkten 
gQltig  bleiben,  wenn  die  Nullpunkte,  Pole  und  Verzweigungs- 
punkte  in  endlicher  Entfernung  von  einander  liegen.  Hierauf 
»gründet  sich  die  folgende  Definition  einer  algebraischen  Function : 

Eine   algebraische  Function  ist  eine  solche,    welche  einer 

Gleichung   von    der    Form    a<,y*  +  ö,  y**-^  H +  a„-i  y  -f  o„  ==  0 

genügt  (wo  die  Grossen  a  ganze  und  rationale  Functionen  der 
Variable  x  sind),  und  deren  Nullpunkte,  Pole  und  Verzweigungs- 
punkte  endliche  Abstände  von  einander  haben. 

Die  Puiseux'schen  Ergebnisse  werden  auch  direct  mittels 
Grenzbestimmungen  hergeleitet,  wobei  sich  der  Satz  herausstellt: 
Wenn  eine  Function  in  solcher  Weise  unstetig  ist,  dass  ihre  ersten 
Diflferentialquotienten  die  Wurzeln  einer  binomischen  Gleichung 
sind  und  die  Function  innerhalb  eines  endlichen  Gebietes  um 
diesen  Verzweigungspunkt  endlich  und  stetig  bleibt,  so  werden 
die  Vertauschungen,  der  verschiedenen  Zweige  der  Function  inner- 
halb jenes  Gebietes  durch  diejenigen  der  binomischen  Gleichung 
bestimmt    Anwendung  auf  besondere  Fälle.  Mo. 

A.  HüRWiTZ.      üeber  Riemann'sche   Flächen    mit    gege- 
benen Verzweigungspunkten.    Math.  add.  xxxix.  i-ei. 

Die  Abhandlung  behandelt  die  Aufgabe:  die  Gesamtheit  der 
»blättrigen  Riemann'schen  Flächen  zu  untersuchen,  welche  an  w 
gegebenen  Stellen  in  vorgeschriebener  Weise  verzweigt  sind. 
Im  I.  Abschnitt  wird  zunächst  die  Anzahl  der  verschiedenen 
solchen  Flächen  bestimmt.  Die  Frage  wird  auf  die  andere  zu- 
rfickgef&hrt:  man  soll  angeben,  auf  wie  viele  Weisen  bei  n  Ele- 
menten eine  gegebene  Substitution  S  als  ein  Product  von  fr  Trans- 
pogitionen  dargestellt  werden  kann.  Schliesslich  wird  die  ge- 
suchte Anzahl  dargestellt  durch  einen  Ausdruck  der  Form: 

N  =  ^CfcÄ-  [Ä  =  1,  2,  . . .,  in(w-l)]; 

in  demselben  bedeuten  die  Ck  ausschliesslich  von  n  abhängende, 
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rationale  Zahlen,  die  für  n  =  2,  3,  . . .,  6  ausgerechnet  mitgeteilt 
werden.  Die  N  so  erhaltenen  Flächen  vertaaschen  sich,  wenn 
man  die  Verzweigangspunkte  continuirlich  so  variiren  lässt,  dass 
jeder  schliesslich  eine  Stelle  einnimmt,  an  der  auch  anfangs  ein 
solcher  Punkt  sich  befand.  Die  Gruppe  dieser  Vertauschungen 
bezeichnet  der  Verfasser  als  Monodromiegruppe  A;  durch  die 
Forderung,  dass  jeder  Verzweigungspunkt  in  seine  eigene  An- 
fangslage zurückkehre,  wird  aus  ihr  eine  Untergruppe,  die  Mono- 
dromiegruppe £,  ausgeschieden.  Mit  beiden  Gruppen  beschäftigt 
sich  der  IL  Abschnitt;  sie  sind  beide  im  allgemeinen  intransitiv, 
aber  transitiv,  wenn  alle  vorgeschriebenen  Verzweigungspunkte 
einfach  sind.  Im  III.  Abschnitt  wird  die  Frage  behandelt,  wie 
viele  von  den  Flächen  zu  „reellen^  algebraischen  Gebilden  ge- 
hören, wenn  die  vorgeschriebenen  Verzweigungspunkte  teils  reell, 
teils  paarweise  conjugirt  complex  sind.  Im  IV.  Abschnitt  werden 
nach  Thomae  die  drei-  und  vierwertigen  algebraischen  Functionen, 
deren  Verzweigungspunkte  gegeben  sind,  durch  Thetafunetionen 
dargestellt.  Der  letzte  Abschnitt  endlich  beschäftigt  sich  mit 
Flächen,  welche,  statt  Aber  der  schlichten  Zahlenebene,  über  einer 
andern  Fläche  mehrblättrig  ausgebreitet  sind,  und  schliesst  mit 
der  Bestimmung  einer  60- wertigen  unverzweigten  algebraischen 
Function  auf  einer  Fläche  vom  Geschlechte  2,  deren  Werte  durch 
die  Ikosaedersubstitutionen  mit  einander  zusammenhängen. 

Bdt 


P.  Appell.      Sur    las    fonctions    p^riodiques    de    deux 

variables.     Joum.  de  Math.  (4)  VIL  157-219. 

Die  Frage,  ob  jede  Function  von  n  Variabein  mit  n  Grup- 
pen von  Perioden,  die  sich  im  Endlichen  überall  wie  eine  ratio- 
nale Function  verhält,  sich  mit  Hülfe  der  Thetafunetionen  von 
n  Variabein  ausdrücken  lasse,  scheint  auf  den  ersten  Blick  ver- 
neint werden  zu  müssen;  denn  die  Perioden  der  letzteren  sind 
durch  in(n^l)  bekannte  Relationen  verbunden.  Indessen  haben 
sowohl  Biemann  als  Hr.  Weierstrass  gefunden,  dass  diese  Rela- 
tionen bei  jeder  mehrfach  periodischen  Function  der  genannten 


Oapitel  1.    AllgemeiDes.  431 

Art  erfbllt  sind.  Und  die  Herren  Picard  und  Poincarä  haben 
diesen  Satx  bewiesen  (C.  R.  XCVII,  F.  d.  M.  XV.  1883.  365). 
Der  Verfasser  greift  die  Frage  für  n  =  2  direct  an,  indem  er 
sieh  aaf  den  Satz  des  Herrn  Poincarä  stützt,  dass  eine  Function 
von  zwei  Variabein,  die  im  Endlichen  Qberall  den  Charakter 
einer  rationalen  Function  besitzt,  als  Quotient  zweier  beständig 
conrergenten  Potenzreiben  dargestellt  werden  kano.  [Der  Beweis 
dieses  Satzes  (Acta  Math.  II;  F.  d.  M.  XV.  1883.  358)  ist  allerdings 
nicht  in  allen  Details  durchgeführt;  Hr.  Weierstrass  bat  noch 
1887  (Abb.  a.  d.  Functionenlebre  S.  137)  seinen  Ausspruch  wieder- 
abdrucken lassen,  dass  die  Frage  unerledigt  sei  und  sehr  erheb- 
liche Sehwierigkeiten  darzubieten  scheine.  Erneute  Prüfung  der 
Sache  wäre  wünschenswert.] 

Im  1.  Capitel  wird  auf  Grund  des  von  Hrn.  ßuichard  (Ann. 
de  rfic.  Norm.  (3)  IV;  F.  d.  M.  XIX.  1887.  344)  bewiesenen 
entsprechenden  Satzes  für  eine  Variable  gezeigt:  Sind  zwei  ganze 
Functionen  ff  (a?,  y),  K(xj  y)  von  zwei  unabhängigen  Veränder- 
lichen gegeben,  welche  die  Identität  erfüllen: 

H{x,y+l)-B(x,y)  =  K(x+l,  y)-- K(x,  y\ 
so  existirt  eine  dritte  ganze  Function  G(x^  y)^  welche  die  beiden 
Gleichungen  befriedigt: 

G(^+U  y)''G(x,  y)  =  H{x,  y);  (?(*,  y+l)^G(x,y)  =  K(x,  y). 
Das  2.  Capitel  bringt  eine  neue  Entwickeln ng  der  Darstellung 
doppelt  periodischer  Functionen  einer  Variable  durch  Theta- 
fonctionen;  im  dritten  wird  die  betreffende  Methode  auf  vierfach 
periodische  Functionen  von  zwei  Variabein  ausgedehnt.  Den 
Scbluss  bilden  Bemerkungen  über  zweifach  periodische  Functionen 
TOD  zwei  Variabein.  Bdt. 

Beghin.     Snr  Tiinpossibilit^  d'une  fonction    d'nne   seule 
variable  ä  plns  de  deux  p^riodes.    s.  m.  f.  Bali.  xix.  3i. 

Es  wird  bewiesen,  dass,  wenn  A^  B,  C  drei  Perioden  be- 
zeichnen, man  durch  drei  positive  ganze  Zahlen  a,  &,  c  den 
Modul  von  Aa  +  Bb  —  Cc  so  klein  machen  kann,  als  man  will, 
woraus  folgt,  dass  drei  Perioden  unmöglich  sind.  H. 
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A.  JoNQUiBRB.  Ueber  eine  VerallgemeiDernng  der  Ber- 
noulli'schen  Functionen  und  ihren  Zusammenhang  mit 
der    verallgemeinerten   Riemann'schen   Reihe.      stookh. 

Akad.  Bibang.  XVI.  I.  6.  28  8. 

Als  Bernoulli'sche  Fanction  des  Parameters  s  und  des  Ar- 
guments X  bezeichnet  der  Verfasser 


wo  die  Integrationsvariable  x  von  —  oo  mit  der  Phase  — n 
ausgehen,  sich  längs  der  Realitätsaxe  bis  gegen  den  Nullpunkt 
bewegen,  um  diesen  in  rechtläufigem  Sinne  einen  Kreis  mit 
einem  Radius  <:  1  beschreiben  und  nach  — oo  zurückkehren  soll; 
ausserdem  wird  angenommen,  dass  der  reelle  Teil  von  x  positiv 


«  =  »    nM 


ist.     Andererseits  wird  die  Reihe  £  —    als    verallgemeinerte 

«=1   ' 

Riemann'sche  Reihe  bezeichnet.  Die  durch  diese  Reihe  bestimmte 
Function  wird  für  beliebige  x  und  «  durch  ein  bestimmtes  Inte- 
gral ausgedrückt  und  mit  ^(^,  x)  bezeichnet.  Zwischen  ^  und  x 
besteht  die  Relation 

Mit  Anwendung  hiervon  werden  verschiedene  Eigenschaften  der 
Function  %(«,  x)  hergeleitet,  unter  anderem  die  Reihenentwicke- 
lung 

2     n=«  C08(2fifra:-^f) 
welche  für  0  ^  «  ^  1,  «  >  1  gültig  ist.  Bdn. 


K.  Hensbl.     Theorie  der  algebraischen  Functionen  einer 
Veränderlichen   und   der   algebraischen   Integrale.      I. 

J.  für  Math.  CIX.  1-42. 

Die  bisherigen  Theorien  der  algebraischen  Functionen  er- 
füllen nicht  die  Forderung,  dass  sie  sich  auf  vorgelegte  specielle 
Klassen  algebraischer  Gebilde  anwenden  lassen;  die  vorliegende 
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Abhandlung  thut  einen  wichtigen  Schritt  zur  Erfflllung  dieser 
Forderung,  indem  sie  ein  in  der  Anwendung  nirgends  beschränktes 
Verfahren  lehrt,  drei  verschiedene  Arten  von  Aufgaben  durch 
Herstellung  Yon  „ Fundamentalsystemen  ^  zu  lösen.  Hierbei  dient 
die  durchgängige  Einfahrung  homogener  Variabein  und  der  Er- 
satz algebraischer  Functionen  durch  Quotienten  homogener  alge- 
braischer Formen  dem  Zwecke,  die  unendlich  fernen  Stellen  des 
Gebildes  von  vorn  herein  in  den  Kreis  der  Untersuchung  mit 
aufzunehmen. 

Wenn  eine   ganze   homogene   algebraische   Form    der   m^«" 
Dimension  ij  durch  eine  Gleichung  bestimmt  wird: 

J7"+  >!/«„  a:,)jy«-i  +  4,(2?,,  a?,)i7"-2  +  •••  +  An(x,,  x,)  =  0, 
in  welcher  der  Goefficient  Ai  eine  homogene  Form  der  mP° 
Dimension  ist,  so  besteht  die  erste  Aufgabe  in  der  Darstellung 
aller  ganzen  homogenen  algebraischen  Formen  des  durch  jene 
Gleichung  gegebenen  Gattungsbereiches  durch  ein  Fundamental- 
system. Geht  man  von  einem  beliebigen  Systeme  von  n  linear 
unabhängigen  algebraischen  Formen  aus,  so  wird  die  Lösung 
der  Aufgabe  abhängig  von  der  vollständigen  Auflösung  eines 
Systems  von  Congruenzen  nach  Potenzen  eines  beliebigen  Moduls; 
es  ist  eines  der  Hauptresultate  der  Arbeit,  dass  dieses  Gongruenz- 
System  auf  successive  Lösung  „linearer"  Systeme  reducirt  werden 
kann,  wenn  man  Teilbarkeit  der  Functionen  nach  „gebrochenen" 
Potenzen  jenes  Moduls  einführt.  Da  die  vollständige  Lösung 
eines  Systems  linearer  Gongruenzen  ohne  Schwierigkeit  bewerk- 
stelligt werden  kann,  so  kann  das  ursprüngliche  System  von  n 
linear  unabhängigen  algebraischen  F'ormen  auf  ein  anderes  redu- 
cirt werden,  in  welchem  einer  der  bei  der  Darstellung  der  ganzen 
Formen  möglichen  Nenner  vertrieben  ist,  und  durch  Fortsetzung 
dieses  Verfahrens  gelangt  man  schliesslich  zu  einem  System  ^^y 
^,  . . .,  C»  durch  welches  alle  ganzen  algebraischen  Formen  des 
Bereiches  eindeutig  in  der  Form 

mit  homogenen  ganzen  Formen  als  Coefficienten  dargestellt  wer- 
den können,  und  welches  somit  als  F'undamentalsystem  der  be- 
trachteten Gattung  zu  bezeichnen  ist.    Sind  die  Dimensionen  der 

Fortidir.  d.  Math.  XXUI.  1.  28 
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Fanctionen  ^j,  ^,,  ...,  ^  resp.  /u,,  fi„  ...,  /i«,  so  ist  das  Ge- 
schlecht der  Gattung  durch  die  Zahl 


l=N 


P  =   -2  ^.— (n-1) 

ZU  definiren.  Ein  ganz  analoges  und  nur  einfacheres  Verfahren 
ist  im  Falle  der  zweiten  Aufgabe  anzuwenden,  in  welcher  es 
sich  um  Herstellung  eines  Fundamentalsystems  fQr  alle  diejenigen 
Formen  handelt,  welche  fQr  einen  gegebenen  Modul  P  ganz  sind, 
d.  h.  welche  für  keine  Nullstelle  des  Moduls  P  unendlich  werden. 

Nächst  der  Untersuchung  der  ganzen  algebraischen  Formen 
wendet  sich  der  Verfasser  zu  dem  weiteren  Gebiete  der  „Formen 
erster  Gattung".  Mit  diesem  Terminus  werden  im  Hinblick  auf 
die  Theorie  der  algebraischen  Integrale  diejenigen  gebrochenen 
Formen  belegt,  welche  nach  Multiplication  mit  einer  beliebig 
gewählten  Form  P(x^^  x^)  für  jede  Nullstelle  der  Form  P  ver- 
schwinden.    In   der   Herstellung   eines   Fundamentalsystems   ^^ 

Cai  •  •  •)  &«  f^^  ^^^  Formen  erster  Gattung  besteht  die  dritte  Auf- 
gabe, und  zwar  ergiebt  sich  das  Resultat,  dass  dieses  Funda- 
mentalsystem mit  dem  ersten  durch  die  linearen  Gleichungen: 

&  =  2:(^Q  ft  *  =  1,  2,  . . .,  n) 

verbunden  ist,  worin  0^  =  S(CiCO  und  die  Summe  über  alle 
conjugirten   Werte  zu   erstrecken  ist.     Hieraus   folgt,    dass   die 

Dimensionen  der  Functionen  C,,  ..-,&■  resp.  die  Zahlen  — ^^ 
— /u„  . ..,  —fjin  sind. 

Ihren  Abschluss  findet  die  vorliegende  Untersuchung  in  dem 
Nachweise,  dass  ein  algebraisches  Integral 

0.(x^dx^  —  ajjCte,) 

(in  welchem  die  Form  0  von  der  —2**"  Dimension  sein  mnss) 
dann  und  nur  dann  ein  algebraisches  Integral  erster  Gattung 
ist,  wenn  0  eine  Form  erster  Gattung  ist.     Da  zufolge  der  fOr 

die  Dimensionen  der  Formen  ^  erhaltenen  Bestimmung  die  For- 
men ttj,  ti„  ...,  Un  in  der  Gleichung  (&•  =  1): 


/' 


Gapitel  1.    AllgemeineB.  435 

resp.   die  Dimensionen  ^,—2,   /m,  —  2,   ...,   /u^-i — 2,   0   haben 
mQssen,  so  folgt  leicht,   dass  die  Integrale  erster  Gattung  aus: 

i=n—l     • 

2   (fit-l)  =  p 

*=1 

linear  unabhäogigen  componirt  werden  können;  die  Zahl  p  ist 
also  wirklich  die  Anzahl  der  überall  endlichen  Integrale. 

Das  Verfahren  zur  Herstellung  des  ersten  Fundamental- 
systems  erfährt  in  einer  späteren  Arbeit  des  Verfassers,  Ober 
welche  im  nächsten  Bande  des  Jahrbuchs  referirt  werden  wird, 
eine  Correctur  und  Vereinfachung.  Lsg. 


L  W.  Thome.  üeber  eine  Anwendung  der  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung 
des  Geschlechts  einer  beliebigen  algebraischen  Func- 
tion.      J.  fnr  Math.  CVIII.  33Ö-341. 

Eine  algebraische  Function  z  von  x  sei  durch  die  Gleichung 
n^"  Grades  in  a 

definirt,  worin  unbeschadet  der  Allgemeinheit  der  Coefficient  von 
s*  gleich  1  und  die  anderen  Coefficienten  als  ganze  rationale 
Functionen  von  x  angenommen  werden  können.  Die  Gleichung 
sei  ferner  nach  Angabe  in  der  Abhandlung  des  Verfassers  im 
Journ.  für  Math.  CIV  (F.  d.  M.  XX.  1878.  319)  als  irreductibel 
nachgewiesen.  Dann  wird  zunächst  nach  einem  vom  Verfasser 
angegebenen  Verfahren  eine  ganze  rationale  Function  s  von  % 
and  X  hergestellt  von  der  Art,  dass  die  n  Zweige  von  s  linear 
unabhängig  sind.  Die  homogene  lineare  Differentialgleichung, 
der  diese  n  Zweige  gentigen,  ist  dann  offenbar  von  n^^'  Ordnung. 
Diese  wird  gebildet  und  f&r  jeden  Punkt  o;  =  a,  in  welchem  sich 
i  verzweigt,  die  zugehörige  determinirende  Gleichung  aurgestellt; 
ihre  Wurzeln  sind  von  einander  verschiedene  rationale  Zahlen, 
deren  Nenner  höchstens  gleich  n  ist.  Die  Aufsuchung  dieser 
Wurzeln  geschieht  also  durch  directe  Rechnung.  Die  Ordnungen 
der  Verzweigungen  bei  x  =  a  ergeben  sich  dann  nach  den  in 
der  angeführten  Abhandlung    aufgestellten  Sätzen    in  einfacher 

28* 
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Weise.     Sind   diese  OrdnuDgen  bekannt,  so  bestimmt  sieh  d« 
gesuchte  Geschlecht  p  aus  der  Riemann'schen  Formel 

2(p-l)  =  'ir-2n, 
wo  IT  die  Summe  der  Ordnungen  der  Verzweigangen  bedeatd 
Bis  auf  die  Bestimmung  der  Punkte,  in  welchen  sich  s  verzweigt 
(Verschwindungspunkte  der  Discriminante  von  ft=0),  sind  tlb 
zur  Ermittelung  von  p  erforderlichen  Operationen  durch  dirwt 
Rechnung  ausführbar.  Hr. 

P.  A.  Nekrassofp.      üeber  den  Fuchs'schen   Grenzkrek 

Math.  Aqd.  XXXVIII.  82-90. 

L.  FüCHS.     üeber  eine  Abbildung  durch  eine  rationale 

Function.     J.  für  Math.  CVIII.  181-192. 

Herr  Fuchs  hatte  in  seinen  ^Bemerkungen  zu  der  Arbeh 
im  Bande  75"  (J.  für  Math.  GVL  1-4,  s.  F.  d,  M.  XXII.  18i«) 
428)  seine  frühere  Regel  zur  Bestimmung  des  der  gegebeneo 
Function 


F(«,)  =  -^ 


(f  und  g  ganze  rationale  Functionen,  die  für  tu  =  0  nicht  rer- 
schwinden)  zugehörigen  Grenzkreises,  um  auch  die  Ausnahnif 
fälle  zu  umfassen,  in  folgender  Weise  modificirt:  Haben  die 
beiden  Gleichungen: 

Lösungen  {w^yU>\  für  welche  die  Moduln  von  tr,  und  w  ein- 
ander gleich  sind,  und  ist  der  kleinste  dieser  Moduln  kleiner  al'^ 
die  Moduln  der  Wurzeln  von  F'(w)  =  0,  so  ist  derselbe  der 
Radius  des  Grenzkreises. 

Gegen  diese  Regel  richtet  sich  die  Kritik  des  Herrn  Ne- 
krassoff,  der  für  die  fragliche  Bestimmung  eine  andere  Kegei 
aufstellt,  wonach  man,  statt  aus  den  obigen  Gleichungen,  aus 
den  folgenden: 

y,{w,  fc.)  =  0,    toF(w)  4-  Aw^  F(u>,)  =  0, 
wo  A  reell  und  positiv  ist,   die  Lösungen  («?,  trj  mit  gleichen 
Moduln  zu  suchen  und  unter  diesen  die  kleinste  zu  wählen  bat. 
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Es  bandelt  sich  also  wesentlich  darum,  ob  A  von  l  verschieden 
sein  kann.  Die  Arbeit  des  Uerrn  Fuchs  bezweckt  den  Nachweis, 
dass  ^  =  1  sein  muss,  der  auf  zwei  Arten  geführt  wird.  Hier- 
Dach  moss  eine  bei  der  Kritik  des  Herrn  Nekrassoff  auftretende 
algebraische  Cleichung  |(a)  =  0  eine  Identit&t  darstellen.  Es 
wäre  zur  völligen  Klarstellung  der  Sache  wünschenswert  und 
auch  an  sich  von  Interesse,  dies  direct  darzuthun.  llr. 


P.  Appell.     Exemples  de  fonctions  de  plusieurs  variables 
admettant  un  gronpe  de  substitutions  linöaires  enti^res. 

S.  M.  P.  Bull.  XIX.  125-127. 

Man  setze  <«  =  e««'-4-(*-">»  +  y^  dn  =  e*+'*«  und  verstehe  unter 
R(i,  0)  eine  rationale  Function  von  (  und  d^  die  für  i  =  0  end- 
lich bleibt.     Dann  befriedigen  die  Functionen 

die  Relationen 

q>{x-\-2ni,  y)  =  9>(a?,  y+27rt)  =  g)(a;  +  2a,  y\-x)  =  (p{x,  y). 

Setzt  man  ferner 

«;=  +  « 
q>(a,  y,  a)  =  ^     ga»*+4*nH6y»H4<ii^  ' 

and  bildet  die  Functionen 

wobei  die  Constanten  A,  y^  y'  nur  den  Bedingungen 

2A^  =  S{y,-y^y)=-0 
unterworfen  sind,  so  befriedigen  diese  Functionen  die  Kelationen: 

=  f(x+o,  y+2aJ+o,  »-t-Sar  +  ay+a)  =  F(je,  y,  »)• 

Die  Gonstante  a  muss   einen  negativen  reellen  Bestandteil  be- 
sitzen,  damit  die  unendlichen  Summen  und  Producte  convergiren. 

Hz. 
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G.  Cassbl.  öfver  en  afhandling  af  H.  Weber  med 
titel:  „Ein  Beitrag  zu  Poincar^'s  Theorie  der  Fuchs'- 
sehen  Functionen^.    Stockb.  Akad.  Bihang.  xvi  Afd.  i.  No.  2. 

16  S. 

Die  Abhandlung  von  Hrn.  Weber  (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  360) 
enthält  den  Nachweis,  wie  man  die  Coordinaten  einer  reellen  byper- 
elliptischen  Curve  als  eindeutige  Functionen  einer  dritten  Variable 
darstellen  kann,  und  zwar  wird  diese  Aufgabe  auf  diejenige 
zurückgeführt,  eine  ganze  Ebene  conform  auf  ein  ebenes  Gebiet 
abzubilden,  welches  durch  Absonderung  gewisser  Kreise,  deren 
Anzahl  endlich  ist,  entsteht.  Herr  Gassei  macht  eine  analoge 
Untersuchung,  indem  er  die  Anzahl  jener  Kreise  unendlich  sein 
lässt;  sie  sind  übrigens  folgenden  Bedingungen  unterworfen: 
1)  Die  Mittelpunkte  liegen  auf  der  reellen  Axe  und  bilden  eine 
„abzahlbare^  Menge,  so  dass  die  Kreise  mit  C^  bezeichnet  werden 
können,  wo  /u  alle  positiven  ganzen  Werte  durchläuft  2)  Alle 
C^  liegen  innerhalb  eines  endlichen  Gebietes  (was  immer  durch 
lineare  Substitutionen  erlangt  werden  kann).  3)  Alle  C^  liegen 
ausserhalb  einander,  und  die  Doppelverhältnisse  der  Schnittpunkte 
zweier  auf  einander  folgenden  Kreise  mit  der  reellen  Axe  haben 
eine  untere,  von  Null  verschiedene  Grenze.  Mit  dieser  Abbildungs- 
frage hängt  in  der  That  die  eindeutige  Darstellung  der  Coor- 
dinaten gewisser  transcendenter  Curven  zusammen. 

Bdn. 


F.  60ME8  Tbixbira.    Extension  de  un  teorema  de  Jacobi. 

Progreso  mat.  I.  121-125. 

Spanische  Uebersetzung  des  Aufsatzes  aus  den  Monatsheften 
für  Math.  I.  481  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  388).         Tx.  (Lp.) 


0.  Henrici.     Theory  of  funetions.      Nature  XLlli.  321-323, 

341)  -  352. 

Eine  ausfilhrliehe  Besprechung  der  beiden  Bände  der  Ge- 
sammelten Abhandlungen  von  H.  A.  Schwarz.  Zum  besseren 
Verständnisse    für  die  englischen  Leser   hat    der  Verf.  in  dem 
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ereten  Artikel  die  Grundbegriffe  der  Functionentheorie  nach 
Weierstrass  und  Riemann  entwickelt  und  die  Bedeutung  des 
Dirichlet'schen  Princips  beleuchtet.  Lp. 


G.  ScHBFPERS.     Zurückfllhrung  com  plexer  Zahlensysteme 
auf  typische  Formen.     Dias.  Leipzig. 
Referat  in  diesem  Bande  S.  384. 

A.  Sommerfeld.      Die   willkürlichen  Functionen    in   der 
mathematischen   Physik.    DIbs.  Königsberg.  8^ 
Referat  in  Abschnitt  VII  Gap.  2D. 


H.  Rohr.     Ueber  die  aus  fünf  Haupteinheiten  gebildeten 

COmplexen    Zahlen.      Diss.  Marburg.  51  S.  S^.  (1B90). 


Capitel  2. 

Besondere  Functionen. 

i.    Elenaentare  Functionen  (einschliesslich  der  Gamma- 
functionen und  der  hypergeometrischen  Reihen). 

Emort  McClintock.     On  independent  definitions  of  the 

functions    logX   und    e".       American  J.  XIV.  72-86. 

Der  Verfasser  schlägt  vor,   bei  Definition  von  e'  folgender- 
massen  vorzugehen:  man  solle  zunächst  fX^)  =  lim  f  1+  — j 

and  f^(x)  =  1  +  X+  -^'\ —  einzeln  für  sich  untersuchen,  dann 
ihre   Identität    nachweisen.      Ebenso    solle    man   für   loga;    mit 

X*— 1 

lim — - —  und  x— 1  — ^(x— 1)'-] —   verfahren.     Er  nennt   das 
flOiethod  of  concurrent  definition*^.  Bdt. 
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VII.  Abschnitt    FanctioneoUieorie. 


H.   Pade.     Snr  leg  fractions   continues   rögali^res   rela- 
tives k  e*.    C.  R   OXII.  712-714. 

Im  AnschlusB  an  des  Verfassers  Tableau  angenäherter  ratio- 
naler Functionen  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  395)  und  an  die  Formelu, 
welche  Hr.  Hermite  im  Anfang  seiner  Abhandlung  „Sur  la  fonc- 
tion  exponentielle''  gegeben  hat,  werden  hier  alle  für  e*  mögiichcD 
regulären  Kettenbruchentwickelungen  mitgeteilt;  ihre  Anzahl  ist 
10,  bisher  bekannt  waren  nur  5  (zum  Teil  specielle  Fälle)  der- 
selben. R.  M. 


A.  KuMAMOTO.     A  geometrical  construction  for  c*"*^**. 

Tokio  Math.  Ges.  IV.  344-345. 

Die  bekannte  Darstellung  durch   die  logarithmische  Spirale 
wird  durch  Grenzübergang  aus  der  Potenz  (l  -\ —j    abge- 


leitet. 


R.  M. 


F.  J.  Stüdnicka.     üeber  die  Berechnung  der  transcen 

denten   Zahl   e.     Caeop.  XX.  61.  (Böhmisch.) 

Unter  Zugrundelegung  des  Euler'schen  Kettenbruches 

1  1  1 


F  = 

erhält  man  zunächst 


2.1  -f  2.3  +  2.5  + 


e  = 


1  +  F 


l_jr' 

und  ferner  die  zur  praktischen  Verwendung  günstige  Formel 
e-1  11.1  1  1 


2  1        1.7  ^  7.71        71.1001 

nebst  den  aus  folgendem  Schema 


+ 


1001.180811 


3^ 

1 


6 

19 

7 

10 

14 

18 

22 

1084483  ■ 
398959 

193 
71 

«.  1 

2721 

lOÖl 

49171 

18089 

«4 

P. 

«. 

sich  ergebenden  Näherungswerten  von  e,  so  dass  z.  ß.  schon 

e,   =  2.7182818284590468 
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liefert     Auf  diese  Weise  hat  Hr.  B.  Tichänek,  Lehramtscandidat, 
225  Decimalstellen  berechnet,  woyod  die  erste  Hälfte  mit 

t  =  2.71828  18284  59045  23536  02874 

71352  66249  77572  47693  69995 

95749  66967  62772  40766  30353 

54759  45713  82178  52516  64274 

27466  39193  200-. 

durch    seinen    Gollegen    Hrn.  J.  Minks   aaf  dem   gewöhnlichen 
Wege  kontrollirt  wurde.  Std. 

F.  Lucas.     Expression  da  nombre  n  par  une  sdrie  tr^s 
convergente.    C.  R.  OXll.  1050-1051. 

TE  OD  1 

=  1-16  Z 


4  „Sj  (4iii+  l)*(4iii+3)'(4iii-t-5y 

Die  vier  ersten  Glieder  geben  /r  =  3. 1416.  Wz. 


F.  J.  Stüdnicka.     Neue   Formeln    zur  Berechnung    der 
Laisantine  [/(1+V2)].    Caeop.  xx.  gg. 

Bietet  zur  Berechnung  der  Constante  /7,  welche  Hr.  Laisant 
bekanntlich  als  Analogen  des  Euler'schen  n  in  die  Theorie  der 
Hyperbeifunctionen  eingefOhrt  hat,  die  Reihenformel 

''  =  '2  +  4[l  +  ^+-^4-...], 

wenn  /  den  natttrlichen  Logarithmus  und 

a  =  5  +  4y2 

bedeutet,  and  die  Nälierungsformel 

„    _  9,   2-+>  +  (n),2-'+(«-l),2-»+::i_ 

welche  z.  B.  fOr  n  =  8  liefert: 

11,  =  1.7627468  </I. 

Std. 
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Aug.  Skydler.     Notiz  zur  Berechnung  der  Zahl  /(l-fV2  )\ 

Gasop.  XX.  89.  (Böhmiech.) 

Um  diese  mit  ^/7  bezeichnete  und  LaiBantine  genannte  Con- 
stante  bequem  berechnen  zu  können,  leitet  der  Autor  zwei  neue 
Formeln  ab,  und  zwar,  wenn  die  Bezeichnung 

eingeführt  wird,  die  einfachere,  zweireihige 

n  =  20S(5  +  4V2)— 8S(33+24}/2) 

und  die  zusammengesetztere  fünfreihige 

n  =  1228(33  4-241/2)— 308(1158+816  V2) 

-208(39201  +  27720  V2)-20S(449)— 108(4801), 

während  er  mit  HQlfe  der  Formel 

4/1  =  7,/2  +  /3  +  /l7+28(133l713  +  941664V2) 

den  Wert  dieser  Constante  mit 

n  =  1.7627    4717    4039    0860    5045 
auf  20  üecimalstellen  genau  fixirt.  Std. 


C.  Caillbr.     Sur  la  transcendance  de  „e^.     Asboc.  Frao^ 

Marseille  XX.  83-90. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Betrachtung  des  Integrals 

X 

aus,  mit  welchem  er  sofort  die  der  Function  R^^  ei'Pn  verbindet. 
Mit  Hülfe  der  Differentialgleichungen,  denen  die  Pn  genügen, 
gelangt  er  zu  einer  recurriren'den  Formel  fttr  diese  Functionen 
und  damit  zu  einer  recurrirenden  Entwickelung  der  A«,  welche 
ganze  Polynome  in  x  sind.     Diese  Rn  stellen  die  Verhältnisse 

^a  ßzß 

,  — ^ ,  . . .  angenähert  dar,  wenn  a,  /?,  . . .  die  p**"  Einheits- 

wurzeln  bedeuten.  Der  Verf.  stellt  ober  diese  Polynome,  welche 
gewissermassen  den  Näherungswerten  des  Lambert'schen  Ketten- 
bruchs  analog   sind,    einige  Sätze    auf  und  schliesst  mit  einer 
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Anzahl  negativer  Sätze  über  die  Exponentialfunctionen  e',  a'"*, 
e'^y  ...,  z.  B.:  Ist  /*(»)  ein  ganzes  Polynom  von  z  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten,  so  ist  eine  Gleichung  von  der  Form 

anmoglich. 

Sind  a,  6,  c,  d  ganze  Zahlen,  so  ist  die  Gleichung 
oe*  4*^^"'  + ccosaj  +  dsina?  =  0 
unmöglich.  Lp. 


V.  Jamet.     Sur  le  nombre  c.    Nouv.  Ann.  (3)  x.  215-210. 

Durch  passende  Bestimmung  gewisser  willkürlicher  ganzer 
Zahlen  gelingt  es,  den  Hermite'scben  Beweis  für  die  Transcendenz 
der  Zahl  e  zu  vereinfachen.  P. 


F.  J.  Studnicka.     Ueber  die  Irrationalität  der  Ludolfine. 

Gaeop.  XIX.  225.  (Böhmisch.; 

Enthält  eine  elementar  angelegte  Reproduction  des  von  Hrn. 
Uermite  in  seinem  bekannten  „Gours*'  enthaltenen  Beweises,  dass 
71  und  n'  „incommensurable"  Grössen  seien.  Std. 


V.  PucHBWicz.      Note  sur  las  approximations    dans   le 
calcul  logarithmique.    Noav.  Aod.  (3)  X.  393-399. 

In  manchen  Büchern  der  Algebra  wird  behauptet:  Für  den 
Wert  einer  Zahl,  die  durch  ihren  Logarithmus  gegeben  ist,  be- 
trägt die  Annäherung  — ,    wenn  die  durch  die  Tafel  gegebene 

Differenz  J  beträgt.  Diese  Behauptung  ist  nach  der  Ansicht 
des  Verfassers  nicht  zutreffend,  weil  für  den  durch  die  Tafel 
gegebenen  Wert  des  Logarithmus  die  Annäherung  selbst  nur  ^ 
der  letzten  Stelle  beträgt;  er  berechnet  für  eine  mittels  ihres 
Logarithmus  gefundene  Zahl  die  Annäherung,  wenn  diese  für  den 
Logarithmus  gegeben  ist.  Wz. 
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Ch.  Meray.     Theorie  analytique  du  logarithme  näp^rien 

et  de  la  fonction  exponentielle.    Parie.  Qaathier-ViUarsetFils. 


F.  J.  Stüdniöka.  üeber  das  Verhältnis  der  goniometri- 
sehen  Functionen  zu  gewissen  algebraischen  Aus- 
drucken.    Casop.  XIX.  249.  (Böhmisch.) 

In  seiner  Schrift,  betitelt  ,Sar  la  thöorie  des  fonctions  numö- 
riques  simplement  pöriodiqaes^  geht  Lucas  von  den  beiden  Aus- 
drücken 

a — o 
aus,    um  schliesslich   zu  den  Grundformeln  der  Goniometrie  zu 
gelangen.    Hier  wird  nun  eine  niodifieirtc,  bedeutend  abgekürzte 
Keproduction  dieses  Ganges  geboten.  Std. 


C.  JuEL.      Et    analytisk    Bevis    for    de   trigonometriske 
Funktioners  Additionstheorem.      Nyt  Tidse.  for  Math.    hb. 

31  -  32. 

Analytisch-geometrischer  Beweis  für  das  trigonometrische 
Additionstheorem.  V. 

0.  JuEL.     Om  Graendsevaerdien  af  x*.      Nyt  Tidw.  for  Math. 

IIA.  137-138. 

Ueber  den  Grenzwert  von  a?".  V. 

C.  A.   Laisant.     Quelques  fortnules  relatives  aux  fonc- 
tions hyperboliques.     S.  M.  F.  Bull.  XIX.  52-54. 

Besteht  zwischen  den  Veränderlichen  x  und  y  die  Gleichung 
8inj;  =  Th^,  so  heisst  x  die  „hyperbolische  Amplitude^  von  y 
und  y  die  „Länge"  von  x.  Durch  leichte  Umformung  der  Glei- 
chung sinx  =  Thy  und  nachherige  Differentiation  ergiebt  sich 

f   dx     _  r  dy    _ 

J   cosx   ^  "*    J   Chy  "" 
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Die  Werte  einiger  anderer  einfachen  Integrale  von  trigonometri- 

sehen    und    hyperbolischen   Functionen  findet  man  auf  ähnliche 

Weise.  Hz. 


W.  BuRNSiDE.     Note  Oll  the  addition  theorem  for  hyper- 

bollC    functions,      Mese.  (-2)  XX.  145-148. 

Indem  der  Verfasser  den  hyperbolischen  Sinus  und  Cosinus 
einer  Zahl  d  als  die  Ordinate  und  Abscisse  eines  Punktes  P 
der  gleichseitigen  Hyperbel  mit  der  halben  Hauptaxe  OA  =  \ 
definirt,  während  der  Sector  POA  gleich  ^6  ist,  leitet  er  auf 
möglichst  elementare  Weise  aus  der  Figur  die  Ädditionstheoreme 
für  8inh(a+/J)  und  C08h(a-|-/?)  her.  Lp. 


G.  Tkixbira.     Extrait  d'une  lettre  h  M.   Rouch6.      Nouv. 

Ann    (3)  X.  312-317. 

In  einer  Note  „Sur  la  formule  de  Stirling«  (G.  R.  CX.  513. 
1890)  beweist  Hr.  Rouch6  auf  sehr  einfache  Weise  die  Formel 

qp(n+p)  ' 

worin  B  eine  zwischen  0  und  1  liegende  Zahl  bedeutet  und 

ist;  aus  dieser  Formel  leitet  er  dann  die  Stirling'sche  Formel 
ab,  setzt  jedoch  bei  seinen  Entwickclungen  n  als  ganze  positive 
Zahl  voraus.  Der  Verfasser  erweitert  diese  Untersuchungen  auf 
ein  beliebiges,  rationales  oder  irrationales  n  Wbg. 


J.    B.    W.  V.  Jensen.      Gammafunctionernes    Theori    i 
elementaer  Fremstilling  III.    Nyt  Tidss.  for  Math.  hb.  33-56, 

57-72,  83-85. 

Der  Verfasser  giebt  eine  kurze,  aber  ziemlich  vollständige 
Theorie  der  Gammafunctionen,  indem  er  sich  ausschliesslich 
auf  die  Grundlage  der  Functioncntbeorie  stützt,  das  soll  heissen 
auf  denjenigen  Teil  der  Theorie  der  unendlichen  Producte  und 
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PoteozreiheD,  welcher  sich  ohne  Anwendung  von  Differeotial- 
und  Integralrechnung  entwickeln  Iftsst.  Daher  werden  die  Inte- 
gralaufldrücke  der  Oammafunctionen  gar  nicht  berücksichtigt. 
Zugleich  werden  die  Haupteigenschaften  der  mit  den  Gamma- 
functionen  verwandten  Functionen  (die  Prym^schen  Functionen 
u.  B.  w.)  behandelt. 

AIh  Ausgangspunkt  fQr  seine  Theorie  benutzt  der  VerfaRser 
die  Kigenschaft,  dass  die  T- Functionen  die  Gleichung 

f(« + 1)  = « .  /■(.) 

befriedigen  sollen;  er  zeigt  aber,  dass  sie  hierdurch  nicht  voll- 
ständig bestimmt  sind.  Die  T- Function  wird  dann  vollständig 
dadurch  definirt,  dass  festgesetzt  wird,  die  folgenden  beiden 
Gleichungen  sollen  auf  einmal  stattfinden: 

(2)        lin.'Ii+4=l, 
^  ^  [«— IJn* 

wo  n  eine  ganze  Zahl  ist,  während  s  alle  möglichen  reellen  und 
comploxen  Werte  annehmen  kann.  Es  wird  gezeigt,  dass  in 
allen  Fällen  die  T- Function  durch  diese  beiden  Gleichungen 
eindeutig  und  vollständig  definirt  ist,  indem  n*  =  e^,  wo  In 
reell  und  positiv  ist 

Der  Verfasser  findet  den  folgenden  Ausdruck  f&r  7X0  • 

welcher  ursprOuglich  von  Euler  angegeben  ist.  In  diesem  Falle, 
wie  in  allen  anderen,  wird  angeführt,  wer  ursprflnglich  die 
Ausdrucke  gefunden  hat 

Danaoii  werden  die  wesentlichsten  Eigenschaften  der  T- 
Functioneu  entwickelt,  zunächst  dass  l/r(s)  eine  ganze  transcen- 
dente  Function    ist   mit  den  Nullstellen   erster  Ordnung  0,  —  l. 

-    "J, Infolge  dessen  hat  man  die  Enler'sehe  Gleichung 

n 


r(..)r(i-.)= 


sinis 
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and  die  Gaoss'scbe  Gleichung: 

Darauf  folgen  einige  Anwendungen  zur  Bestimmung  einiger  un- 
endliehen  Producte. 

Es  wird  jetzt  die  Reihenentwickelung  fOr  /r(s)  gegeben, 
nnd  die  Gudermann'sche  Function 

wird  definirt. 

Die  Grenzwerte  fOr  r(«)  und  <u(«)  werden  untersucht,  und 
der  Satz  wird  bewiesen,  dass 

wenn  s  reell  und  positiv,  ausserdem  0<  0  <  1. 

Von  w(8)  wird  die  gleichmässige  Gonvergenz  gegen  0  ge- 
zeigt, falls  die  Entfernung  zwischen  s  und  dem  nächsten  Punkte 
der  negativen  reellen  Axe  ins  Unendliche  wächst.  Wenn  <  auf 
die  eben  angegebene  Weise  wächst,  hat  man 

lim  -Ü^V  =  1- 

Danach  wird  die  Function 

tfß(s)  =  lim(/n — r ; -) 

definirt,  von  welcher  gezeigt  wird,  dass  sie  in  den  Punkten 
0,  —  1,  — 2,  . . .  unendlich  von  der  ersten  Ordnung  ist,  in  allen 
anderen  Punkten  sich  aber  regulär  verhält.  Mittels  der  Function 
ilfn(^i)  können  Reihen  von  der  Form 

snmmirt  werden,  wenn 

Wenn  «,  wie  oben,  ins  Unendliche  wächst,  hat  man 

lim  [qs(s)^l(s)]  =  0, 

|#|=flo 

und  es  wird  gezeigt,   wie  man  diese  Gleichung  zu  einer  ange- 
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1 

näherten  Bereebnong  der  Woraeln  der  GleichaDg  ^(ä)  =  0  Ter-  i 
wenden  kann. 

Wenn  -      rational,  reell  and  kleiner  als  eins  ist,  wird  anter- 

sucht,  wie  man  ^(--)  mittels  Logarithmen   aosdrQcken    kann, 

und  eine  kleine  Tafel  solcher  Werte  wird  mitgegeben. 

Danach    werden  die  Prym'schen  Functionen  P(s)  und  Q(s) 
eingeführt,  indem 

und 

wo  0(s)  eine  ganze  transcendente  Function  von  s  ist.  Es  er- 
gicbt  sich,  dass  P($)  vollständig  durch  die  Gleichungen 

und 

«=«»  [II  — IJfl* 
definirt  ist,  während  Q(8)  durch  die  Gleichungen 

(?(*  +  !)  =  sO(s)  +  e-' 
und 

„^.«  [fi— Ijii' 

erklärt  wird.  Es  wird  bewiesen,  dass  man  auch  den  folgenden 
Ausdruck  für  P(«)  hat: 

«  1 

welcher  von  Rourguct  herrUhrt. 

Es  folgt  die  Lösung  der  Fundamentalgleichung 

wo  /t(5)  eine  ganze  rationale  Function  ist.  Diese  Gleichung  ist 
von  Lindhagen  behandelt  worden,  doch  ist  seine  Lösung  nicht 
in  expliciler  Form  gegeben.  Herr  Jensen  giebt  dieselbe  in  fol- 
gender Gestalt: 
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Wenn 

/?(*)=  a,  +  a,#  +  a,j(«— l)+...  +  a««(Ä-l)(*-2)...(«-m-hl), 
QDd  wenn  man  eine  Function,  welche  die  Fundamentalgleichung 
befriedigt,  8(s)  nennt,  so  hat  man 

S(t)  =  Jif/X»)  +  eP(0  2:a^+  i:a^£  (»-l)(»-2)... (.-/«+»), 

wo  K  eine  willkürliche  Constante  ist. 

Danach  werden  die  Wurzeln  von  P(«)  =  0  untersucht,  und 
es  wird,  wie  Bourguet  früher  nachgewiesen  hat,  gezeigt,  das» 
?{$)  =  0  wenigstens  eine  Wurzel  in  jedem  der  folgenden  Inter- 

ralle  hat,  n&mlich  (-^,  -ö),  (-6,  -~),  (- ^^  -?), 

(^—8, ^J,  . . .  und  keine  Wurzel  ausserhalb  dieser  Intervalle. 

Dagegen  wird  die  Untersuchung  nicht  erledigt,  ob  die  Function 
innerhalb  dieser  Intervalle  mehrere  Wurzeln  hat,  oder  ob  sie, 
wie  Bourguet  meint,  4  imaginäre  Wurzeln  hat,  was  der  Verf.  in 
einer  späteren  Abhandlung  zu  erforschen  beabsichtigt.  Ebenso 
wird  nicht  untersucht,  ob  die  Gleichung  0{s)  =  0  Wurzeln  hat. 
Es  darf  bemerkt  werden,  dass  der  Verf.  die  letzte  Frage  in 
einem  Vortrag  in  dem  Eopenhagcner  mathematischen  Verein  be- 
antwortet und  die  Wurzeln  angenähert  berechnet  hat. 

Danach  wird  gelehrt,  wie  man  verschiedene  in  der  Abhand- 
lung vorkommende  Functionen  wirklich  nach  ganzen  Potenzen 
der  unabhängigen  Variabein  entwickeln  kann,  und  wie  man  die 
CoefGcienten  in  diesen  Reihen  berechnet.  Zum  Schluss  wird  ge- 
zeigt, wie  man  verschiedene  der  vorkommenden  Functionen  in 
Facultätenreihen  entwickeln  kann. 

Wenn  diese  Abhandlung,  obschon  sie  nur  wenige  neue  Re- 
sultate enthält,  etwas  ausführlicher  besprochen  ist,  so  ist  dies 
geschehen,  weil  sie  in  kurzer  Darstellung  eine  ungemeine  Fülle 
Ton  Resultaten  giebt,  und  weil  die  Darstellung  einerseits  elegant 
und  sehr  genau,  andererseits  aber  doch  übersichtlich  ist,  so  dass 
ieh  glaube,  dass  es  wert  ist,  die  Aufmerksamkeit  der  Mathe- 
matiker auf  diese  Abhandlung  hinzulenken.  V. 


Portiebr.  d.  Math.  XXlil.   1.  29 
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V.  CiANi.  ßopra  una  classe  di  funzioni  analoghe  alle 
funzioni  euleriane.  Bau.  6.  xxix.  68-86. 
Die  hier  betrachtete  Verallgemeinerong  der  Eoler'scheD 
/^-Function  ist  im  wesentlichen  dieselbe,  die  Hr.  Appell  (Math.  Ann. 
XIX,  cf.  F.  d.  M.  XIIL  1881.  3«8)  und  Hr.  Pincherle  (C.  R.  CM, 
F.  d.  M.  XX.  188H.  427)  untersucht  haben.  Unter  n^,  n^j . ..,  n, 
(Jonstanten  verstanden,  bilde  man  das  GrOssensystem 

n  =  I», «,  +  «,  TT, -| +»f,,7r,, 

wo  m,f  m,,  ...f  m„  unabhängig  von  einander  die  Zahlenreihe 
0,  1,  2,  8,  ...  durchlaufen,  die  eine  Combination 

auHgCHcliloRsen.  Üer  Verfasser  stellt  zunächst  die  Bedingung 
dafür  auf,  dass  die  in  der  complexcn  Zahlenebene  dargestellten 
Grössen  n  ein  Punktsytstem  bilden,  von  welchem  in  jedes  end- 
liche («ebict  der  Ebene  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten 
fallen.  Die  Bedingung  lässt  sich  am  einfachsten  dahin  aus- 
Hprochon,  dass  die  Punkte  fi,,  7f„  . . .,  nn  auf  einer  und  derselben 
Heile  einer  passend  durch  den  Nullpunkt  gelegten  Geraden  liegen 
niUsscii.     Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  convergirt  die  Summe 

2^  (p  >  w)  absolut,  und  nach  einem  grundlegenden  Satze 

von  Hrn.  Wcierstrass  stellt  das  Product  . 


N(»|a,,    7J,,    .  .  .,    Tln)    =    a/I 


0-^) 


S  k\nJ 


üino  ganze  transccndcnte  Function  von  z  dar.  Der  Verfasser 
stellt  schliesslich  den  Logarithmus  dieser  Function,  die  offenbar 
eine  Verallgemeinerung  des  rceiprokeu  Wertes  der  Function  r(i) 
ist,  in  Form  eines  bestimmten  Integrales  dar.  Hz. 

F.  G.  Tkixkira.      Sobre    »    representapao    da    fune<jäo 

log/\T)  por  um  integral  definido.    ProgresomÄt  i.  is5-i?<t 

Der  Verf.  giebt  einen   Beweis  fttr  die  Cauchy*sche  Formel 

Tx.  (Lp.) 
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C.  F.  Gauss.    -General  examination  of  the  infinite  series 

a/J  0(0+1)^+1) 

a(a+l)(a  +  2)/g(/?+l)(/y+2) 
"^  1.2.3.y(y+l)(y  +  2)  "^  "'- 

Tokio  Math.  Ges.  IV.  126.170,  220-248. 

Englische  Uebersetzung  der  Gauss'schen  Abhandlungen  Ober 
die  bypergeometrisehe  Reihe,  geliefert  durch   Hrn.   D.  Kikuchi. 

Lp. 

E.  E.  Kummer.     On  tbe  hypergeometric  series 

^+177"^+    i.2.y(y+i) 

g(a+l)C«  +  2)/?0y+l)(/g+2) 

"*"       i.2.3.Ky+i)(y+2)      *  '^"*• 

Tokio  Math    Ges.  IV.  276-325,  353-405. 

Aas  J.  f»r  Math.  XV.  39-83,  127-172  ina  Englische  Qbersetzt 
VCD  Hrn.  H.  Nagaoka.  Lp. 


J.  Thomab.  Einige  Beziehungen  zwischen  höheren  hyper- 
geometrischen   Reihen.    Leipz.  Ber.  XLlii.  459-480. 

Es  handelt  sich  in  der  vorliegenden  Mitteilung  um  gewisse 
Beziehungen,  die  zwischen  den  Lösungen  verschiedener  homo- 
gener linearer  Differentialgleichungen  bestehen.  Da  die  explicite 
Wiedergabe  dieser  Beziehungen  die  Grenze  eines  Referates  über- 
schreiten wQrde,  so  möge  es  genügen,  das  allgemeine  Princip 
anzugeben,  aus  welchem  die  Beziehungen  entspringen,  und  die 
Differentialgleichungen  zu  erwähnen,  auf  die  der  Verfasser  dieses 
Princip  anwendet  Das  allgemeine  Princip  ist  das  folgende: 
Es  seien  y,,  y,,  ...,  y»  die  Lösungen   der  Differentialgleichung 

(1)         aoy^"^  +  öi»^""*H--  +  ««y  =  0, 
wo  Gg,  a^J  . . .,  Om  Functionen  der  unabhängigen  Variable  z  sind. 
Ferner  seien  Y,,  T„  ...,  Fr  die  Determinanten  der  Matrize 

29* 
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y'.f     y»,    •  -  M   yi 


(*  ^ «). 


Dann  flind  diese  DetenuiDanteii  die  Lösungen  einer  Differential- 
gleichung 

(2)       6^r(o+6,r(-o  +  ...  +  6,r  =  o, 

deren  Coefficienten  6^,  frp  ...,  br  sich  durch  die  Coefficienten 
a^^  a^^  ...,  a„  ausdrücken.  Die  Differentialgleichungen,  auf 
welche  der  Verfasser  dieses  Princip  anwendet,  sind  von  der  Form: 

(n  =  3,  4), 

(1-0"  j^   4  (1-0(0, +d,Ä)  ^[?  +(c,+rf.a+e,0-J^ 

+  (^,  +  rf.»+e3«')y  =  0. 

Dabei  ist  %ur  Abkürzung  IgA  =  ^  gesetzt,  und  die  Grössen  c,  d, 
e  bedeuten  Coustantcn.  Hz. 

li.  Gkoknuaukr.     Zur  Theorie   der   hypergeometrischen 

lioihe.     WieD.  Her.  C.  226-244. 

Der    Verfasser   betrachtet   die   ganze  Function    n**"  Grades 
von  Sy  welche  der  Differentialgleichung 

genügt»  Fnr  die  Discrimiuante  dieser  Function  giebt  er  eine 
Darstellung  durch  den  Quotienten  zweier  Prodaete,  deren  einzelne 
Factoron  sich  in  einfacher  Weise  aus  a,  6,  p,  9,  r,  n  zosammen- 
8otr.on*  Der  in  dieser  Darstellung  enthaltene  Satz  nmfasst  als 
s|KMrioUe  FaIIo  die  SÄtze,  welche  die  Herren  Stiehjes^  Posse, 
lUlhert  und  Halphen  Aber  die  Discriniinante  der  im  Endlichen 
»bbrtH^houdou  hY|H^rgeonietrischen  Reihe  aufgestellt  haben.  Der 
zweite  Tod  der  Note  enthalt  einen  neuen  Beweis  flir  den  Klein* 
scheu  Satx  über  die  Nullstellen  der  hrpergeoaietriaeheB  Reibe. 
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Dieser  Beweis  beruht  aaf  der  leicht  za  erhärtenden  Formel 

wo  A  die  Anzahl  der  Nullstellen  von  f(x)  bedeutet,  die  zwischen 
Xj  und  o;,  liegen,  und  die  Summe  sich  auf  alle  zwischen  x, 
und  X,  liegenden  Nullstellen  $  yon  f*(x)  bezieht.  Uz. 


I^.  Gbgknbauer.     üeber  die  Wurzeln  der  hypergeometri- 

SChen    Reihe.    Monatsh.  f.  Math.  II.  125-130. 

Der  Beweis  des  Klein'schen  Satzes  über  die  Nullstollen  der 
bypergeometrischen  Reihe,  welchen  der  Verfasser  in  einer  frühe- 
ren Arbeit  (vgl.  das  vorstehende  Referat)  veröffentlicht  hat,  wird 
hier  durch  einen  einfacheren  ersetzt,  wobei  der  Satz  selbst  in 
der  Form  zu  Grunde  gelegt  wird,  in  welcher  ihn  Referent  in 
einer  in  den  Göttinger  Nachrichten  erschienenen  Note  bewiesen 
hat.  Hz. 


L.  Saalschütz.      Ueber  einen  Specialfall  der  hypergeo- 
metrischen Reihe  dritter  Ordnung.    Schlömiich  z.  xxxvi. 

278-295,  321-327. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  einen  neuen  Beweis  für 
die  schon  frdher  von  demselben  aufgestellte  Summenformel 

^    r(j/)r(y-a?+»)      r{x+f>)r(e+n) 
+  •••         r(y-x)r(y  +  w)  ■   r(r)r(x-j.t;  +  fi)  ' 

Wird  die  linke  Seite  dieser  Formel  als  Function   ihrer  Ar- 
gumente mit  /»(a?,  y,  v)  bezeichnet,  so  gilt  die  Recursionsforrael 

, [x»)n^*') 

-t-  (j,-x-i)r(-«)r(x+i)r(y4-e+n-i)' 

deren  wiederholte  Anwendung  die  Ableitung  der  folgenden  For- 
mel ermöglicht: 
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f,     „     .  _  JXl  +x-y) r(ar+p)r(y) fXl -") 

1  r(y)r(a:+f>) 


«+l-y     r(— ii)r(«+l)r(y+i.+n-l) 

-       ^|1+         (x+l)(x+2-,)         +-1'  ^*      "^' 

Hieran  sehliessen  sich  Doch  weitere,  die  Fanction  ^  da 
stellende  Reihen  von  ähnlicher  Gestalt,  aber  mit  anderen  Co 
vergenzbedingungen.  Dieselben  werden  im  folgenden  auf  zwd 
fache  Weise  zur  Anwendung  gebracht:  erstens  indem  man  d 
Variabein  oder  gewisse  lineare  Verbindungen  derselben  dem 
als  ganze  Zahlen  einsetzt,  dass  in  ein  geschlossener  Ausdroc 
wird,  und  zweitens:  indem  man  die  auf  der  rechten  Seite  die>e 
Formeln  stehenden  Reihen  mit  einander  vergleicht.  Die  erhaJ 
tenen  Identitäten  werden  durch  Einsetzen  specieller  ZableiMV€rt< 
illustrirt.  Ht. 

A.  HuRwiTZ.     üeber  die  Nullstellen  der  hypergeometri- 

sehen    Reihe.    Math.  Ann.  XXXVIII.  452-458. 

Ein  Abdruck  der  in  F.  d.  M.  XXII.  1890.  446  besprocheDeu 
Abhandlung.  Ht 

M.  Lkrch.    D^duction  nouvelle  de  la  formnle  de  Legendre. 

Prag.  Akad.  Verb.  Tg    159-165.    (Böhmisch  mit  fraosösiscbem  Resani» . 

Der  Verfasser  transformirt  das  Integral 

f  7(«'^)  c«'v(l— 2acos9)-f-ay-*(iqp 
u 

durch  die  Substitution  e^  =  I  unter  der  Voraussetzung,  d^>' 
f(0  innerhalb  des  Kreises  |<|  =  1  nur  einfache,  von  Null  ver- 
schiedene Pole  hat.  Setzt  man  in  der  allgemeinen  so  erhaltenen 
Formel  ^(0  =  /»,   a  =  0,  so  folgt: 

(1)  /     cos(nqp) .  (1 — 2acos9  +  ay-'d^) 


u 


=  Sin  {ßn)f{^-^{a  -  ty'\l  -  aty-'di. 


u 
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eme  Formel,  die  fUr  /*  =  ^  in  die  Legendre'sche  Formel 
.  .  /•«         CO» (nx)dx        _     n   f"      8in^*«rrfjr 

•/       yi -20C08X  +  a'  ~  ^  •/      j/l  -.  a» sin'o« 

Qbergeht.     Aus  (1)  wird  ferner  eine  andere  Formel  her^eUMtot^ 
die  für  j  =  I  das  Resultat  giebt: 

r' (l-aU')dt  _  n 

J    (l-2a6/  +  o'/')y/(r:-0(l— o'0~yi-  -^«^  »*«' 

Wn. 


B.     Elliptische  Functionen. 
H.  Wbbkr.       Elliptische    Functionen    nnd    algobraischo 

Zahlen.     BrauoBckweig.  Vieweg  u.  Sohn.  XIII +&0m    H». 

Das  vorliegende  Werk  giebt  zum  ersten  Male  eine  zusammen- 
fassende Darstellung  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den 
elliptischen  Functionen  und  der  Algebra  und  Zahlenthcorie  be- 
stehen und,  nachdem  Abel  und  Jacobi,  Ucrnilte  und  Kronecker 
Bahn  gebrochen  hatten,  Gegenstand  einer  umfangreichen  und 
interessanten  Litteratur  geworden  sind.  Fls  bildet  ho  eine  wert- 
volle Ergänzung  zu  Ualphen's  leider  unvollendet  gebliebenem 
Traitö  des  fonctions  elliptiques. 

Der  erste  „analytische"  Teil  bringt  eine  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen,  welche  alles  Wesentliche  für  den  (lebrauch 
dieser  Functionen  enthält,  und  im  bcHondcreu  die  HUlfsmittel 
liefert,  welche  die  Untersuchungen  des  zweiten  ^algebraischen" 
und  des  dritten  „zahlentheoretischen"  Teils  erfordern. 

Der  Verfasser  beginnt  mit  der  ßetraclitung  der  clliptiHchen 
Integrale,  leitet  in  einfacher  Weise  die  bekannten  Normalformen 
her  und  lehrt  die  Zerlegung  in  Integrale  der  drei  Gattungen; 
hier  findet  schon  das  Jacobi'sche  Transformationsproblem  seine 
Stelle,  und  die  Begriffe  der  Nodular  und  Multiplieatorgleichungen 
treten  auf.  Die  Mittel  zur  Darstellung  und  Untersuchung  der 
elliptischen  Functionen,  welche  zunächst  durch  die  Umkehrung 
des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  definirt  werden,  gewährt 
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die  Einfuhrung  der  ^-Fanctionen.  Ihre  Theorie  wird  auf  die 
Betrachtung  der  allgemeineren  T- Functionen  basirt,  welche  einen 
besonderen  Fall  der  doppelt -periodischen  Functionen  dritter  Art 
bilden,  indem  sie  den  Bedingungsgleichungen  genügen: 

Bei  der  Productdarstellung  der  ^-Functionen  werden  die  vier 
Functionen  des  Perioden  Verhältnisses  to  eingeführt: 

,  (cü)  =  q^  /7(1-?^), 

welche  später  für  die  algebraische  Theorie  der  Transfornaation 
wie  für  die  zahlentheoretischen  Anwendungen  grosse  Bedeutung 
gewinnen.  Nachdem  noch  die  Transformationen  der  ^-Func- 
tionen ausfuhrlich  behandelt  und  im  besonderen  bei  der  Unter- 
Kuchung  der  linearen  Transformation  die  Weierstrass'sche  a-Func- 
tion  durch  ihre  Invarianteneigenschaft  eingeführt  worden  ist, 
werden  die  elementaren  Eigenschaften  der  elliptischen  Functionen 
abgeleitet.  Die  Betrachtung  der  Modulfunctionen  bringt  endlich 
die  Lösung  des  Umkehrproblems  zum  Abschluss. 

Einen  Anhang  zum  ersten  Teil  bilden  zwei  Anwendungen 
der  elliptischen  Functionen,  eine  geometrische:  die  Bestimmung 
der  Oberfläche  des  dreiaxigen  Ellipsolds,  und  eine  mechanische:  die 
Theorie  der  Rotation  eines  festen  Körpers  um  seinen  Schwer- 
punkt. 

Den  zweiten  algebraischen  Teil  eröffnet  ein  einleitendes  Ca- 
pitel,  in  welchem  die  algebraischen  Voraussetzungen  entwickelt 
werden.  Die  elementaren  Sätze  Über  endliche  Gruppen,  der 
Begriff  der  Aberschcn  Gruppen,  die  Begriffe  eines  algebraischen 
Körpers,  der  Galois'schen  Gruppe  einer  Gleichung  und  der  Ga- 
lois'schcn  Hesolvente,  die  wesentlichen  Eigenschaften  der  Aber- 
schcn Gleichungen,  die  wichtigsten  Sätze  Qber  ganze  algebrai- 
sche Zahlen  und  über  ganze  algebraische  Functionen  einer  Ver- 
änderlichen,   das    alles    wird    auf   wenigen   Seiten    sehr    klar 
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dargestellt  Es  folgt  die  Theorie  der  Multiplication  und  Teilung 
der  elliptischen  Functionen,  welche  zum  Studium  der  Teilungs* 
gleichangen  f&r  die  Perioden  und  ihrer  Galois'schen  Gruppe 
fährt.  Hiermit  ist  der  Uebergang  zur  Theorie  der  Transforma- 
tionsgleichungen  gegeben,  von  denen  die  Modular-  und  die  Mulfi- 
plicatorgleichungen  besondere  Fälle  sind.  Es  handelt  sich  jetzt 
einmal  um  die  wirkliche  Aufstellung  von  Transformationsglei- 
chungen, wobei  die  Arbeiten  von  Joubert,  Kiepert,  Klein,  Schläfli 
and  von  Herrn  Weber  selbst  die  Grundlage  bilden,  und  dann 
um  die  Untersuchung  der  zugehörigen  Galois'schen  Gruppe, 
welche  bei  Transformationsgleichungen  für  einen  Primzahlgrad 
durchgeführt  wird  und  in  Galois'  berühmtem  Satze  über  die  Er- 
niedrigung des  Grades  der  Modulargleichungen  gipfelt.  Den 
Schluss  des  Abschnittes  bildet  die  eingehende  Behandlung  der 
Transformation  fünften  Grades,  welche  zur  Auflösung  der  Glei- 
chungen fünften  Grades  führt. 

Der  Ausgangspunkt  des  dritten  zahlentheoretischen  Teils 
ist  die  complexe  Multiplication  der  elliptischen  Functionen;  hier 
sind  Kronecker's  Arbeiten  von  massgebendem  Einflüsse  gewesen. 
Es  zeigt  sich  zunächst,  dass  complexe  Multiplication  nur  statt- 
tinden  kann,  wenn  das  Periodenverhältnis  oi  einer  ganzzahligen 
'  quadratischen  Gleichung  mit  negativer  Determinante: 

Ato^  +  Bw+C  =  0 
genügt.     Weiter  ergiebt  sich,  dass  jeder  complexen  Multiplication 
eine  Klasse  quadratischer  Formen: 

Ax*  +  Bxy  +  Cjs(' 
zugeordnet  ist,  und  dass  die  zu  einer  Determinante  D  =  B^—4AC 
gehörigen  Werte  der  absoluten  Invariante  i(<»),  welche  passend 
.^Kiasseninvarianten*'  genannt  werden,  einer  ganzzahligen  Glei- 
chung genügen,  deren  Grad  gleich  der  zur  Determinante  D  ge- 
hörigen Klassenanzahl  ist;  statt  der  Klasseninvariante y(ai)  kann 
man  ebenso  gut  eine  primitive  Zahl  des  zugehörigen  algebrai- 
schen Körpers  nehmen,  welche  ebenfalls  als  Klasseninvariante 
bezeichnet  wird  und  einer  „Klassengleichung"  genügt.  Nunmehr 
geht  der  Verfasser  über  zur  Berechnung  von  Klasseninvarianten, 
welche  sich  mit    Hülfe  der  Ergebnisse  des  zweiten  Abschnittes 
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in  grossem  Umfange  durchfOhren  lässt;  ein  Verzeichnis  von 
Kechnungsresultaten  ist  dem  Werke  als  Anhang  beigegeben. 
Nachdem  dann  fOr  den  einfachstcB  Fall  die  Kronecker'sche  Re- 
lation zwischen  Klassenanzahlen  hergeleitet  ist,  wird  die  Zer- 
legung der  Klassengleichungen  in  Factoren  behandelt,  welche 
den  Geschlechtern  der  Formklassen  entsprechen.  Mit  H&Ife  der 
Composition  der  quadratischen  Formen  wird  die  Galois'scbe 
Gruppe  der  Elassengleichungen  studirt  und  der  Satz  gewonnen, 
dass  sie  bei  Adjunction  der  Quadratwurzel  aus  der  Determinante 
der  quadratischen  Form  Abersche  Gleichungen  sind,  also,  was 
schon  Abel  als  Vermutung  ausgesprochen  hatte,  durch  Wurzel- 
zeichen aufgelöst  werden  können.  Die  Irreducibilität  der  Klassen- 
gleichungen nachzuweisen  gelingt  aber  erst,  indem  die  Zerlegung 
der  Zahlen  eines  algebraischen  Körpers  in  die  dem  Körper  an- 
gehörigen  Primfactoren  hinzugenommen  wird.  Hierauf  wird 
Kroneoker's  merkwürdige  Grenzformel  für  den  Ausdruck 

^CAx'  +  Bxy  +  Cy'r^-'  -  — ^ 

hergeleitet  und  zur  Untersuchung  der  Normen  von  Klasseninva- 
rianten benutzt.  Das  letzte  Capitel  ist  der  Teilung  der  ellipti- 
schen Functionen  mit  singulären  Moduln  gewidmet.  St. 


P.  M.  PoKROWSKY.  Kurze  Einleitung  in  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen.  (Antrittsvorlesung,  ge- 
halten 10./22.  September  1891.)  Kiew  üoiv.  Nachr.  ibia. 
No.  9.  1-10.  (ßusBisch.) 

Am  einfacheren  Beispiele  der  trigonometrischen  Functionen 
zeigt  der  Verfasser,  wie  die  wichtigsten  Eigenschaften  dieser 
Functionen  vermittelst  des  lutegralausdrueks  dargethan  werden 
können«  um  dann  die  so  gewonnenen  Begriffe  auf  den  Fall  der 
elliptischen  und  Aberschen  Functionen  anzuwenden  und  damit 
einen  Ueborbliek  Ober  den  allgemeinen  Ideengang  in  dieser 
Theorie  zu  geben.  Si. 

A.  \j.  Baker.     EUiptic  functions.    New  York. 
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W.  ScHEiBNBR.     üeber    einige    allgemeine   Formen    des 
elliptischen  Differentials.    Leips.  Der.  XLlll.  ö7öö84. 

Dass  das  zu  der  Garve  dritter  Ordnung  f(a;,  y)  =  0  gehörige 

Integral : 

dx 


df 


du 
sich  in  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  umwandeln  lässt, 

hat  Aronhold  (Berliner  Monatsberichte  1861)  „durch  kunstvolle, 
auf  seine  Invariantentheorie  der  ternären  kubischen  Formen  ge- 
kündete Transformationen  hergeleitet^.  Herr  Scheibner  zeigt 
nun,  dass  man  diese  Zurfickf&hrung  auch  durch  einfache  directe 
Rechnung  bewirken  kann.  Ein  entsprechender  Satz  gilt  für 
Raumcurven  vierter  Ordnung  erster  Species;  das  zugehörige  Inte- 
gral wird  ebenfalls  durch  directe  Rechnung  in  ein  elliptisches 
Qbergef&hrt.  St. 

F.  Brioscbi.     Sur  la  r^duetion  de  Tintdgrale  hyperellip- 
tique  k  Telliptique  par  une  transformation  du  troisi^me 

degre.      Ann.  de  PÄc.  Norm.  (3)  VIII.  227-230. 

Die  Bedingungsgleichung  dafür,  dass  ein  hyperelliptisches 
Integral  erster  Gattung  durch  eine  Transformation  dritter  Ord- 
nung in  ein  elliptisches  Integral  übergeführt  werden  kann,  hatte 
Herr  Goursat  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  466)  in  irrationaler  Form 
angegeben,  und  es  war  dann  Herrn  Burkhardt  (F.  d.  M.  XXII. 
1890.  488 ff.)  die  Qarstellung  in  rationaler  Form  gelungen.  Herr 
Brioscbi  leitet  Burkhardt's  Bedingungsgleichung  auf  eine  neue 
Art  ab.  St. 


F.  Brioscbi.     Sopra  alcune  formole  ellittiche.    Torino  Atti 

XXVI.  586-595. 

Es   wird    eine  Reihe  von  Formeln  entwickelt,    welche  die 
Transformation  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung: 

dx 


/ 


yA^x^+4Ä,x*+6A,x'-^4A,x+A, 
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auf  die  Weieretraas'sche  Norinalform: 


/ds 


mittels  der  linearen  Substitution: 


s—m 

betreffen;   a^  bedeutet  eine  Wurzel  des  Radicanden  im  Nenner. 

St. 

BouGAiEFF.     Compl^ment  k  un  probl&me  d'Abel.       c.  r. 

CXIII.  1025-1028. 

Nach  Abel  kann  das  elliptische  Integral: 

(x-^A)dx 


f 


unter  Umständen  durch: 

1  ,„g  p+^Vä 


dargestellt  werden;  dabei  sind  p  und  q  ganze  rationale  Func- 
tionen von  X  ohne  gemeinschaftlichen  Teiler,  und  ist  q  vom 
Grade  A,  so  ist  p  vom  Grade  il4-2  und  m  =  2(^ -|- 2).  Der 
Verfasser  hat  gefunden,  dass  die  Bedingung,  unter  welcher  eine 
solche  Keduction  möglich  ist,  in  dem  Verschwinden  einer  symme- 
trischen Determinante  von  (il+ 0*  Elementen  besteht,  welche  aus 
den  Coefdcienten  von: 

Ä  =  Po**  +  P,«*  +  P,«'  +  P,*+P4 
durch    einen    symbolischen   Differentiationspr^pess   zu   gewinnen 

sind.    Als  Beispiel  dient  das  Integral 

J  yi^*— 2x'^x ' 

bei  welchem  iL  =  2  ist.  St. 

Ch.   Ubrmitb.      Sur   une  formule    de  tiacobi  concernant 
Tintögrale  elliptique  ä  module  imaginaire.      BTamb.  Mltt. 

III.  22-24. 

Herr  Ueymann  (F.  d.  M.  XX.  1888.  447)  hat  die  berühmte 
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Gleichung  Jacobi'»,  welche  das  elliptische  Integral  erster  Gattung 
mit  complexem  Modul  mittels  zweier  hyperelliptischen  Integrale  des 
Ranges  zwei  mit  reellen  Moduln  ausdrückt,  durch  eine  erheblich 
einfachere  ersetzt.  Herr  Hermite  zeigt  nun,  dass  die  Gleichung 
Heymann's  ein  besonderer  Fall  einer  allgemeineren  ist,  zu  der 
man  gelangt,  wenn  man  das  Integral 

/U  dx 

^1/x^a^ 
betrachtet,  in  welchem  U  eine  rationale  Function   von  x  und  X 
ein  Polynom  n'"""  Grades  von  x  mit  reellen  Coefficienten  bezeichnet. 
Macht  man  nämlich  die  Substitution: 

80  ist: 

woraus  sich  sofort  die  Zerlegung  des  Integrals  in  den  reellen 
und  rein  imaginären  Teil  ergiebt.  St. 


S.  PiNCHERLB.     Un  sistema  d'integrali  ellittici  considerati 
come  funzioni  deirinvariante  assuluto.    Rom.Acc.L.  Rend. 

(4)  VIIi.  74-80. 

Bekanntlich  bilden  die  Kugelfunctionen  erster  Art,  welche 
durch  die  Entwickelung 

definirt  werden,  ein  System  von  Functionen,  zwischen  denen  die 
recurrenten  Relationen  zweiter  Ordnung: 

(n  +  lJ/Hn+O— (2ii  +  l)a?/>(«)  +  nPCt.-i)  =  0 

bestehen.     Der  Verfasser  zeigt,  dass  durch  die  Entwickelung: 

ein  System    ganzer   rationaler  Functionen  von  x  definirt  wird, 
zwischen  denen  die  recurrenten  Relationen  dritter  Ordnung: 

2(«  + 1)^+1  ~  3(2« +  l)xP«-f(2n  +  l)P„-.2  =  0 
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/■ 


bestehen.  Den  Functionen  Pii(x)  wird  ein  System  transcendenter 
Functionen  an(x)  zugeordnet,  welche  durch  die  Entwickelung: 

gegeben  werden  (e,  bedeutet  eine  Wurzel  des  Radicanden),  und 
zwischen  denen  ebenfalls  recurrente  Relationen  dritter  Ordnung 
bestehen : 

(2ri  +  l)a«+i— 3(2n-l)xa^^,+2(fi-l)a,_2  =  0. 
Der  Zusammenhang  zwischen  den  Functionen  f«  und  a»  ist  ein 
doppelter.    Erstens  lässt  sich  Cn  darstellen  in  der  Form: 

wobei  Any  Bn^  Cn  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind,  welche 
mit  Pn  durch  die  Gleichung: 

verbunden  sind.    Zweitens  bestellt  die  Identit&t: 

^       =  i  J(2fi+l)ff«(«)/'.(»), 


welche  vermöge  des  Cauchy'schen  Theorems  die  Entwickelung 
einer  gegebenen  Function  f(x)  in  Reihen  nach  den  Functionen 
Onix)  bzw.  Pnix)  ermöglicht.  Ihr  Analogon  im  Gebiete  der 
Eugelfunctionen  ist  die  Identität 


X — JS  n^U 

sodass    die  Functionen  On^x)  den  Kugel functionen  zweiter  Art 
Qi^)(x)  entsprechen.  St. 

J.  Thomab.     (Jeber  elliptische  Integrale  dritter  Gattung. 

Schlomilch  Z.  XXXVI.  123-128. 

Unter  Voraussetzung   eines   reellen  Moduls  k  wird  gezeigt, 
wie  man  das  elliptische  Integral: 


f 


(§'-2af  +  /y')l/S(l-ö(l-Ä|) 
auf  elliptische  Integrale  dritter  Gattung  mit  reellen  Parametern 
zurückfuhren  kann.  St 
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W.  BuRNSiD£.     On  a  certain  Riemaun's  sarface.  LoDd.  m. 

S.  Proc.  XXII.  410-416. 

Die  Note  beschäftigt  sich   mit  den  beiden  Integralen  erster 

Gattung,  die  zu  dem  algebraischen  Gebilde  «'  =  -^ ^^ —  -^ 

(a~y)(Ä~3) 

gehören.     Dass  diese  Integrale  sich  auf  elliptische  zurückführen 

lassen,  folgt  unmittelbar  aus  den  allgemeinen  Sätzen,  die  Referent 

in  seiner  Abhandlung    „Ueber  diejenigen  algebraischen  Gebilde, 

welche   eindeutige   Transformationen    in    sich    zulassen"    (Math. 

Ann.  XXXII,  F.  d.  M.  XX.  1888.  74)  aufgestellt  hat,  und  der 

Verfasser  weist  auch  in  einem  Zusatz  zu  seiner  Note  die  That- 

saehe,  dass  jenes  Gebilde  eine  eindeutige  Transformation  in  sich 

besitzt,   als  Orund    der  Reduction    der  Integrale   nach.      In   der 

Note   selbst    berechnet   der  Verfasser   die  Perioden   der    beiden 

Normalintegrale    erster  Gattung,    wobei    sich    herausstellt,    dass 

dieselben  nur  zwei  unabhängige  Perioden  haben,  also  auf  ellip- 

tische  Integrale  zurückkommen.  Hz. 


J.  DoLBNiA.     Die  Integration  mit  Hülfe  der  elliptischen 

Fnnctionen.       Bqü.  Soc.  phys.-matb.  Kasan.  (2)  [.  4()-73. 

Mit  Hülfe  der  Weierstrass'schen  p- Function  wird  gezeigt, 
dass  jedes  elliptische  Integral  durch  algebraische  Functionen 
and  drei  elliptische  Integrale 

J    \^    pu—pt  / 
ausgedrückt   werden    kann.      Eine  Methode    zur    Reduction    der 

Integrale  /(^^^f ' '  d«  auf  die  Fo™/(i  ^g^f  du 

wird  angegeben.  Die  gefundenen  Resultate  werden  zur  Auf- 
lösung der  Aufgabe  benutzt,  welche  Abel  gestellt  hat:  die  not- 
wendigen und  hinreichenden  Bedingungen   7u  finden,  damit  das 
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Integral 


J  Vx* 


x^dx 


y«*  +  4a, «'  +  6  a, «'  +  4  a,  j;  +  a^ 
sich  algebraisch  aasdrQcken  lasse.  Wi. 


M.  Lebch.      Contributions    k    la    th^orie    des    fonctions 
elliptiques,     des     sdries     et    des    integrales    d^finies. 

Prag.  Akad.  Verb.  I«.  1.33-148.     (Böhmisch,  mit  französischem  R^snm^) 

Der  böhmisch  geschriebenen  Abhandlung  ist  ein  Räsumä  in 
französischer  Sprache  beigefügt,  welchem  der  Referent  entnimmt, 
dass  es  sich  am  die  Verallgemeinerung  bekannter  Entwicke- 
lungen  aus  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  handelt 
Die  Hauptformel  lautet: 


»     r(«+ii«)r(«-«-«'0.am.«.  .-  2/1     «  «' 


n^-a.  na)  i     n^,     (  !^(,..)^« 

Ist  a  eine  ganze  Zahl,  so  lässt  sich  die  Summe  auf  der  linken 
Seite  mittels  elliptischer  Functionen  von  dem  Parameter  ft  aus- 
drücken. Interessant  ist,  dass  sich  aus  dieser  Formel  eine  Dar- 
stellung der  Lambert'schen  Reihe  ergiebt,  es  ist  nämlich: 


2niJ     &. 


,=1  1— c-«'«       2niJ     ^„(a)(c'''^2''»»— 1)' 
die  Thetafunction  hat  den  Parameter  ft.  St. 


L.  Rronkckbr.      Die  Legendre'sche   Relation.     Beri.  Her. 

323-332,  343-358,  447-405,  905-908. 

Die  Abhandlung  lässt  sich  als  eine  Fortsetzung  der  „Mit- 
teiluDgen  zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen*'  (1883-1890) 
bezeichnen;  sie  hat  den  Zweck,  vermöge  der  dort  gewonnenen 
Resultate  den  inneren  Grund  und  die  wahre  Bedeutung  der 
Legendre'schen  Relation 

FE'  +  F£~  FF'  =  in 
festzustellen. 
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Der  Referent  meint  einige  von  Eronecker  erst  im  Laufe  der 
Untersuchung  eingef&brte  Bezeichnungen  gleich  von  vom  herein 
anwenden  zu  sollen  und  schickt  daher  die  betreffenden  Aus- 
einandersetzungen des  Art.  VIII  dem  eigentlichen  Berichte  voraus. 
Ad  seine  Bemerkungen  über  die  Worte  „Invariante"  und  „Atropos'^ 
in  der  Einleitung  und  in  §  8  des  Art.  XXII  jener  Mitteilungen 
anknüpfend f  schlägt  Kronecker  vor,  die  Gleichung,  welche  die 
iDvarianteneigenschaft  einer  Function  ^CSd  ist  ••m  in)  iu  Evidenz 
setzt,  als  „  Atropie''  zu  bezeichnen.  Besteht  ferner  für  zwei  Func- 
tionen %  und  ®  eine  Gleichung 

o(8ii  is)  •••»  M  ®(iii  8ai  •  •  •»  8*)  =  o(8ij  8a)  •••»  80» 
in  welcher  3  ^iue  Invariante  der  durch  alle  einander  äquiva- 
lenten Systeme  (8i,  8s9  -■•y  8»)  gebildeten  Klasse  bedeutet,  so 
sollen  %  und  ®  „isotrop''  genannt  werden,  und  die  Gleichung, 
welche  diese  Eigenschaft  zum  Ausdrucke  bringt,  soll  eine  „Iso- 
tropie''  beissen. 

Der  innere  Grund  der  Legendre'schen  Relation  besteht  nun 
in  folgendem.    Die  Aequivalenz: 

(^^0^  ^0»  ^1  ^»  »»  ^)  ^  K»  <»  ^\  ^S  ^\  ^') 

werde  durch  die  Gleichungen  definirt: 

in  welchen  a,  a\  ß^  ß'  ganze  Zahlen  bedeuten ;  aß'—a'ß  sei  gleich  1 . 
Dann  besteht  für  die  Function  „Series",  welche  durch  die  Doppel- 
reihe : 

ß(.nat—mTo)7ni 

Ser(i#„  M,  fj,  fr)  =  JS  ^^  .  ^n^  .  ^,  .  ,,v^ 

(«0  =VaQ+U>T^y    U=:ta  +  tüT) 

definirt  ist,  die  „Atropie'': 

Ser(üao+frro,  ca+trr,  c,  ir)  =•  Ser(f)V,+tt>V^,  cV-f  irV,  v\  fr'). 
Entwickelt   man   aber  den  für  die  Function  Series  früher  her- 
geleiteten Ausdruck: 

Portackr.  d.  Ifftth.  XXIII.  1.  30 
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nach  steigenden  Potenzen  der  Grössen  a^,  r^,  a,  x,  so  hat  auch 
jedes  einzelne  Aggregat  von  Gliedern  einer  und  derselben  Dimen- 
sion ftir  sieh  die  angegebene  Inyarianteneigenschaftf  also  auch 
im  besonderen  das  Aggregat  der  Glieder  erster  Dimension: 


K. +..)+»(.+ O)  |-,||^-  + 


1     »"•(o.t)\ 

■^-  •  ,.(0,  f )  ;• 


und  da  der  erste  Factor  des  Productes  offenbar  selbst  eine  In- 
variante ist,  so  gilt  dasselbe  von  dem  zweiten  Factor.  Die  so 
dargelegte  Atröpie: 


2r>t  1 


»"'(».  -f-) 


besagt  aber  genau  dasselbe  wie  die  Legendre'sche  Relation,  was 
man  erkennt,  wenn  man  die  in  dieser  vorkommenden  elliptischen 
Integrale  durch  Thetafunctionen  ausdrückt. 

Aus  der  eben  angegebenen  Atropie  geht  auch  die  haupt- 
sächlichste Bedeutung  der  Legendre'schen  Relation  hervor.  Ver- 
hältnismässig einfache  Umformungen  zeigen,  dass  sie  sich  voll- 
ständig ersetzen  lässt  durch  die  Gleichung: 

^(JL,  _  A)  =  _i(i/i:^)e^- ^(iL,  iL), 

und  das  ist  die  bekannte  fundamentale  Relation  fQr  die  lineare 
Transformation  der  Thetafunctionen.  Eronecker  bemerkt  noch, 
dass  bereits  Jacobi  in  §  56  der  Fundamenta  gezeigt  hat,  wie  man, 
von  der  Legendre'schen  Relation  ausgehend,  zur  Transformations- 
gleichung gelangt,  während  umgekehrt  Schellbach  in  seinem  be- 
kannten Buche  durch  Differentiation  der  Transformationsgleichang 
die  Legendre'sche  Relation  erhält. 
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Die  folgenden  Artikel  bezwecken,  die  Bedeutung  der  Eisen- 
Btein'scben  ^Beiträge  zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen'' 
(1847)  fhr  den  hier  behandelten  Gegenstand  ins  rechte  Licht  zu 
setzen;  es  ist  an  dieser  Stelle  nur  möglich,  die  hauptsächlichsten 
Resultate  dieser  Untersuchung  mitzuteilen.  Eisenstein  geht,  an- 
koflpfend  an  die  Productentwickelung  der  Kreisfunctionen,  von 
einem  Doppelproducte  aus,  welches  in  anderer  Bezeichnungsweise 
sich  so  schreiben  lässt: 

m,n  {a  +  m)v  +  {x  +  n)w 

Sein  Wert  wird  bei  einer  gewissen  Reihenfolge  der  Factoren 
durch  den  Quotienten  zweier  Thetafunctionen  dargestellt.  Von 
ihm  lässt  sich  als  Factor  ein  Teil  absondern,  welcher  bei  der 
linearen  Transformation  der  Thetafunctionen  seinen  Wert  behält 
Qud  als  „Eisenstein'sche  Invariante''  bezeichnet  wird.  Diese  In- 
variante wird  durch  die  Gleichung: 

gegeben  und  lässt  sich  auch  dadurch  definiren,  dass  ihr  Loga- 
rithmus gleich  demjenigen  Teile  der  Entwickelung  vod: 


log 


*(t) 


nach  Potenzen  von  u^—u  ist,  welcher  erst  mit  der  dritten  Potenz 
anfängt;  die  Beziehung  der  Function  En  zur  Weierstrass'schen 
Sigma- Function  geht  hieraus  sofort  hervor. 

Die  Gleichung,  welche  zwischen  der  Eisenstein'schen  Inva- 
riante und  dem  ursprünglichen  Doppelproducte  besteht,  führt  zur 
Betrachtung  der  unendlichen  Doppelsummen: 

1 


A(«i  t^i «?)  =  2; 


Die  Bestimmung  der  Wertänderungen  dieser  Beihen  bei  Substi- 

3ü* 
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tairnng  von  ü',  u!  für  f7,  w  hat  bereits  Eisenstein  in  sehr  sinn- 
reicher Weise  durchgeführt,  dessen  Dednetionen  Kronecker  in 
wesentlich  vereinfachter  Form  anseinandersetzt.  Er  gelangt  dabei 
zu  der  wichtigen  Gleichung: 

1      1  2a'm 


aus  der  bei  der  Annahme  a  =  0,  /?  =  —1,  a'  =  1,  ß'  =  0  eine 
speciellere  Relation  hervorgeht,  welche  vollkommen  identisch  ist 
mit  der  Legendre'schen  Relation  in  der  am  Anfange  der  Ab- 
handlung angegebenen  Gestalt.  „Es  zeigen  also  auch  die  Eisen- 
stein'schen  Entwickelungen,  und  zwar  mit  besonderer  Deutlich- 
keit, die  inhaltliche  Uebereinstimmung  der  Legendre'schen  Rela- 
tion mit  derjenigen,  welche  zwischen  linear  transformirten  Theta- 
functionen  besteht/  St 


V.  Jamet.     Sur  les  pdriodes  des  integrales  elliptiques. 

Nouv.  Ano.  (3)  X.  193-196. 

Zwischen  den  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung  besteht  bekanntlich  die  Legendre'sche  Relation. 
Herr  Jamet  hat  bemerkt,  dass  man  zu  ihr  geführt  wird,  wenn 
man  das  Volumen  des  dreiaxigen  EUipsoides  mit  Hülfe  ellip- 
tischer Goordinaten  berechnet.  Es  ergiebt  sich  nämlich  dafür 
ein  Doppelintegral,  dessen  Wert  durch  jene  Perioden  ausgedrückt 
werden  kann.  Die  Vergleichung  mit  der  bekannten  Formel  fSr 
das  Volumen  liefert  dann  sofort  die  Legendre'sche  Relation. 

St. 

Th.  S.  Fiske.     Weierstrass's    elliptic    integral.     Annais  of 

Math.  VI.  7-11. 

Die  Theorie  der  Functionen  einer  complexen  Veränderlichen, 
wie  sie,  im  Anschluss  an  Cauchy,  Briot  und  Bouquet  entwickelt 
haben,  wird  angewandt  auf  die  Untersuchung  des  Integrals 


r 
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dessen  UmkehruDg  die  Weierstrass'sche  p-Funetion  liefert;  im 
besonderen  werden  für  den  Fall  reeller  Invarianten  die  Aus- 
drttcke  der  Perioden  durch  bestimmte  Integrale  hergeleitet. 

St. 


F.  H.  LouD.    The  elliptic  functions  defined  independently 

of  the   calculus.      Colorado  Stadies  II.  48-81. 

Jacobi  hat  in  einer  bekannten  Abhandlung  gezeigt,  wie  man 
gewisse  Theoreme  von  Poncelet  über  Polygone,  welche  zugleich 
einem  Kreise  eingeschrieben  und  umgeschrieben  sind,  leicht  mit 
Hülfe  der  elliptischen  Functionen  beweisen  kann.  Der  Verfasser 
will  umgekehrt  eine  Anwendung  der  elementaren  Geometrie  auf 
die  elliptischen  Transcendenten  machen.  Er  beweist  zunächst 
jene  Theoreme  und  gelangt  so  zu  einer  Definition  der  elliptischen 
Functionen,  welche  unabhängig  von  den  Begriffen  der  Differen- 
tiation und  Integration  ist.  Wenn  diese  Betrachtungsweise  auch 
zum  Ziele  führt,  so  muss  sie  doch  als  künstlich  bezeichnet  wer- 
den; denn  eine  Functionenklasse  von  solcher  Wichtigkeit  darf 
Dicht,  wie  es  übrigens  auch  bei  Halphen  geschieht,  durch  eine 
geometrische  Aufgabe  von  untergeordneter  Bedeutung  eingeführt 
werden.  St. 


W.  BuRNsiDB.     Two  notes  on  Weierstrass's  p{u).      Mees. 

(•2)  XXI.  84-87. 

Die  erste  Note  beschäftigt  sich  damit,  die  Gleichung  zwi- 
schen puj  po  und  p(u+v)  in  rationaler  Form  herzustellen,  und 
verwertet  die  erhaltene  Relation: 

wo  X  =  j9ii,  y  =  pv^  %  ^  pw  gesetzt  ist,  ftlr  den  Ausdruck  von 
aj(uM(tOaA(tr)     ^^   „^^_,.^^0.     Die    zweite    ist    betitelt: 

»lieber  pu^  als  eine  Govariante  einer  Form  vierter  Ordnung  be- 
trachtet**, und  leitet  die  von  Hrn.  F.  Klein  gegebene  Deutung 
nach  einer  „rein  synthetischen^  Methode  her.  Lp. 
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Ch.  Hermite.     Sur  la  transformation  des  fonotiöns  elHp- 

tiques.    Palermo  Rend.  V.  155-157. 
Es  sei: 

die  Jacobi'sche  Formel  für  die  Transformation  n^'  Ordnung.  Zu 
ihr  gehört  die  supplementäre  Transformation  y  =  0(i?),  welche 
dadurch  definirt  wird,  dass  6[il(x)]  die  Substitution  ist,  welche 
die  Multiplication  mit  ft  giebt.  Für  die  Bestimmung  von  B(x) 
bei  gegebenem  l(x)  wird  nun  folgendes  Verfahren  angegeben. 
Setzt  man: 

2 
2 

SO  lassen  sich  die  n-f-1  Coefficienten  A  und  B  so  bestimmen,  dass 
die  ganze  Function  vom  Grade  n+l  in  x*: 

y«(a:)  -  tp'CirXI-OCl— *'«*) 
den  Factor  U(x)  —  F(a;)  .  y  zulässt.     Dann  aber  besitzt  sie  auch 
den  Factor  U+Vy  und  hat  daher  die  Form: 

A{U'^ry)[x'-e\y)i 

in  welcher  Q(y)  die  gesuchte  Function  ist.  St. 


M.  Krause,  üeber  die  Differentialgleichungen,  denen 
die  doppelt  periodischen  Functionen  zweiter  Art  Ge- 
ntige leisten.      IV,   V,   VI.     Leipi.Ber.  XLIÜ.  32^6,  289-307, 

597-634. 

Die  in  F.  d.  M.  XXII.  1890.  468  besprochenen  Untersuchungen 
über  die  Integration  linearer  homogener  Differentialgleichungen 
mittels  eindeutiger  doppelt  periodischer  Functionen  zweiter  Art 
werden  fortgesetzt.  In  IV  handelt  es  sich  um  die  Aufstellung 
der  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  deren  Integrale  zwei 
von  einander  verschiedene  einfache  Unendlichkeitspunkte  besitzen, 
während   den  Coefßcienten  ausserdem  kein  weiterer  Unendlich- 
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keitspuokt-  zukommt.  In  V  wird  zuerst  ein  n  -  facber  Unendlich- 
keitspankt  der  Integrale  und  ein  weiterer  Unendlichkeitspunkt 
der  Coefficienten,  dann  zwei  vielfache  Unendlichkeitspunkte  der 
Integrale  und  kein  weiterer  Unendlichkeitspunkt  der  Coefficienten 
YorauBgesetzt. 

In  VI  geht  der  Verfasser  über  zu  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichungen dritter  Ordnung,  deren  Integrale  sämtlich  ein- 
deutige doppelt  periodische  Functionen  zweiter  Art  sind.  Glei- 
chungen dieser  Art  waren  schon  von  Hermite,  Picard,  Mittag- 
Leffler,  Brioschi  und  Goursat  behandelt  worden,  und  zwar  hatten 
die  Integrale  denselben  Unendlichkeitspunkt  erster  Ordnung. 
Herr  Krause  stellt  zuerst  allgemeine  Untersuchungen  unter  der 
Annahme  an,  dass  der  Unendlichkeitspunkt  von  der  fi^^°  Ord- 
nung ist,  und  führt  darauf  die  Untersuchung  für  n  =  1  und 
n  =  2  wirklich  durch.  Alsdann  nimmt  er  an,  dass  die  Coef- 
ficienten noch  einen  weiteren  Unendlichkeitspunkt  erster  Ordnung 
besitzen,  und  erledigt  den  Fall  n  =  1. 

Die  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  leiden  an  dem  Man- 
gel, dass  nur  mögliche  Typen  von  Differentialgleichungen  der 
verlangten  Art  angegeben  werden«  und  es  fraglich  bleibt,  ob  die 
gefundenen  Integrale  wirklich  unabhängig  von  einander  sind, 
bezw.  wann  dies  der  Fall  ist.  St 


F.  ScHOTTKY.     Verhalten   des   Logarithmus  einer  ellip- 
tischen  Function.     J.  for  Math.  CVIII.  342-345. 

Ist  9>(ti)  eine  eindeutige  elliptische  Function,  und  geht  man 
von  einem  Punkte  u'  zu  einem  congruenten  u"y  so  nimmt  rf(u) 
denselben  Wert  an,  aber  log(p(u)  kann  sich  um  ein  Vielfaches 
von  2ni  ge&ndert  haben.  Zur  Bestimmung  der  Aenderung  von 
\ogq»(u)  wird  folgende  Regel  hergeleitet:  Man  construire  über 
der  Strecke  u'u"  ein  (im  allgemeinen  nicht  primitives)  Perioden- 
parallelogramm, suche  darin  alle  Null-  und  Unendlichkeitsstellen 
Ton  9)(u)  auf  und  bestimme  ihre  senkrechten  Abstände  von  der 
Geraden  u'u".  Darauf  bilde  man  die  Summen  der  Abstände 
sowohl  der  Null-  als  auch  di:r  Uneudlicbkeitspunkte.    Ihre  Diffe- 


472  VII.  Abschoitfe.    Faootiooentheorie. 

renz,  dividirt  durch  die  Höhe  des  Parallelogramma,  bt  4aQa  eine 
ganze  Zahl  &,  und  2kni  ist  die  Aenderuog,  welche  \ogg>(u)  er- 
fahren hat.  St. 

F.  ScHOTTKY.     Das  Interpolationsproblem  fttr  elliptiache 

Functionen.     J.  für  Math.  CVII.  189-195. 

Das  Gauchy'sche  Interpolationsproblem,  die  rationale  Fane- 
tion  n^°  Grades  zu  bestimmen,  welche  fttr  2n-\'l  gegebene  Werte 
des  Argumentes  vorgeschriebene  Werte  annimmt,  Iftsst  sich  da- 
hin verallgemeinern,  dass,  wenn  x  und  y  zwei  durch  eine  Glei- 
chung Q^^"^  Ranges  verbundene  Variabein  sind,  nach  der  rationalen 
Function  ii''°  Grades  «  =  fi(a?,  y)  gefragt  wird,  welche  in 
2fi  — ^-f-1  gegebenen  Punkten  des  Gebildes  vorgeschriebene 
Werte  annimmt.  Der  Verfasser  *  beschränkt  sich  auf  den  Fall 
^  =  1  und  findet,  indem  er  z  als  Quotienten  zweier  Theta- 
producte  darstellt,  dass  die  Bestimmung  der  Goefficienten  von  R 
auf  eine  quadratische. Gleichung  führt,  sodass  zwei  verschiedene 
2  existiren,  die  den  gegebenen  Bedingungen  genQgen.  Zum 
Schluss  wird  das  Resultat  für  die  explicite  Herstellung  des 
AbeVschen  Theorems  bei  hypetelliptischen  Integralen  verwertet. 

'  St. 

P.  Günther.     Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

J.  für  Math.  CVIII.  2ö(5-2()5,  CIX.  43-50. 

„Wenn  zwei  eindeutige  elliptische  Functionen  (mit  denselben 

Perioden) 

(1)        X  =  (y)(tt),      y  =  xp(u) 

gegeben  sind,  zwischen  denen  ja  immer  eine  algebraische  Glei- 
chung: 

(2)        f(a^.  y)  =  0 
bestehen  muss,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  auf  rein 
algebraischem  Wege  folgende  Probleme  zu  behandeln: 

a)  Vor  Herstellung  der  Gleichung  (2)  zu  entscheiden,  ob  die- 
selbe vom  Range  0  oder  1  ist; 

b)  im  ersteren  Falle  eine  dritte  elliptische  Function 

*  =  XW  =  «(x,  y) 


Gapitel  2.    Besondere  FaDctioneo.  473 

aofzaBtelleD,  durch  welehe  sieh  x  und  y  rational  ausdrücken 
lassen,  und  diese  Ausdrücke  zu  bilden  (wiederum  ohne  Kenntnis 
von  (2)); 

c)  die  Gleichung  (2)  herzuleiten.^ 

Von  den  gewonnenen  Resultaten  werden  zum  Schluss  noch 
Anwendungen  gemacht  auf  die  ebenen  elliptischen  Curven. 

St. 

Th.  S.  Fiske.      On    the  doubly  infinite  products. 

New  York  M.  8.  Ball.  I.  61-66. 

Kurze  historische  Skizze  dieser  Theorie  unter  Anftlhrung 
der  Arbeiten  von  Euler,  Abel,  Jacobi,  Eisenstein,  Cayley,  Weier- 
Btrass,  nebst  einigen  Bemerkungen  über  die  passende  Art  des 
Vortrags  hierQber  ffir  Studenten.  Lp. 


J.  W.  L.  Glaishur.     On  the  ^-series  derived  from  the 
elliptic  and  zeta  functions  o£  ^K  and  ^K.    Lond.  m.  s. 

Proc.  XX  IL  143-171. 

In  einer  Abhandlung  Qber  die  zahlentheoretische  Function 
fl(n),  welche  den  Ueberschuss  der  Anzahl  der  Divisoren  von  n 
bezeichnet,  die  ^l(mod.3)  sind,  über  die  Anzahl  derer,  die 
=  2(mod.3)  sind  (Proceedings  XXI.  395,  F.  d.  M.  XXII.  1890. 
203),  hatte  der  Verfasser  gezeigt,  dass  die  f-Reihe,  welche  H{n) 
zum  Coefficienten  des  allgemeinen  Gliedes  hat,  durch  eine  Zeta- 
fuDction  vom  Argumente  ^K  ausgedrückt  werden  kann.  Dies 
veranlasst  ihn  jetzt,  für  das  vollständige  System  der  sechzehn 
elliptischen  und  Zetafunctionen  von  ^K  die  Entwickelungen  nach 
q  aufzustellen  und  die  arithmetische  Natur  ihrer  Coefficienten  zu 
untersuchen,  welche  sich  als  zahlentheoretische  Functionen  von 
ähnlicher  Bedeutung  wie  H(n)  herausstellen.  Zum  Schluss  werden 
ähnliche  Untersuchungen  ffir  die  Argumente  ^K  und  ^K  angestellt. 

St, 


J.  W.  L.  Glaishbr.     On  the  elliptic   functions  of  ^K. 

Mhb.  (2)  XX.  191-192. 
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Abdruck  der  Formeln  für  sechs  der  elliptischen  Functionen 
von  ^K  aus  der  Abhandlung,  Ober  welche  im  vorangehenden 
Referate  berichtet  ist,  unter  Bezugnahme  auf  zwei  Noten  der 
Herren  Forsyth  und  ßurnside  über  denselben  Gegenstand  (F.  d. 
M.  XV.  1883.  384).  Lp. 

J.  W.  L.  Glaishek.     Expressions  for  symmetrica!  func- 
tions  of  /,  (7,  E  in  terms  of  q,     Mess.  (2)  xxi.  65-69. 

Im  Anschluss  an  die  Abhandlung  „Recurring  relations  in- 
volving  sums  of  powers  of  divisors**,  Über  welche  in  diesem 
Rande  des  Jahrbuchs  S.  177  berichtet  ist,  giebt  der  Verfasser 
die  Werte  der  symmetrischen  Functionen  von  /,  G,  £  an,  von 
denen  er  bei  der  Herleitung  seiner  zahlentheoretischen  Ergebnisse 
Gebrauch  gemacht  hatte.  Die  Formeln  sind  grösstenteils  seinen 
Veröffentlichungen  im  Messenger  XV  entnommen  (vergl.  F.  d.  M. 
XVII.  1885,  besonders  S.  234  u.  430ff.).  Lp. 


L.  Kronecker,      üeber  die  Zeit   und  die  Art  der  Ent- 
stehung der  Jacobi'scben  Thetaformeln.     Beri.  Ber.  i89i. 

653-659. 

L.  Kronbckbr.     lieber  die  Zeit  und  die  Art  der  Ent- 
stehung der  Jacobi'scben  Thetaformeln.  J.  für  Math  cviil. 

320-334. 

In  der  ersten  Abhandlung,  welche  im  ersten  Teile  der  zwei- 
ten Abhandlung  wieder  abgedruckt  ist,  setzt  der  Verf.  ausein- 
ander, in  welcher  Weise  die  von  Jacobi  in  seinem  Aufsatze: 
Formulae  novae  in  theoria  transcendentium  ellipticarum  funda- 
mentales (d.  d.  21.  Sept.  1835,  J.  für  Math.  XV,  199  und  Ges. 
Werke  I,  333)  mitgeteilten  Formeln,  insbesondere  die  Formeln 
(4)  und  (12),  die  Vorstufe  gebildet  haben,  von  der  aus  Jacobi 
zu  der  allgemeineren,  eine  Epoche  in  der  Geschichte  der  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  bezeichnenden  Formel: 
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bei  der 

2ip'  =  ttj  +  a;  +  y  +  a,     2x'  =  w  +  x  —  y  —  Zy     2y'  =  tt?  — a;  +  y  — ä, 

2»'  =  IT — aj— y-f-a 

18t  (Ges.  Werke  I,  506),  gelangt  ist,  und  weiter,  dass  die  Ent- 
deckaug  dieser  allgemeineren  Formel  (A)  sehr  bald  nach  der 
Vollendung  des  oben  citirten  Aufsatzes,  nämlich  noch  Ende  Sep- 
tember oder  Anfang  October  1835  geschehen  sein  muss,  da  Jacobi 
die  Formel  (A)  schon  beim  Beginn  seiner  von  Rosenhain  aus- 
gearbeiteten Vorlesung  über  elliptische  Functionen  im  Winter- 
semester 1835/36  erwähnt  hat. 

Der  zweiten  Abhandlung  ist  als  zweiter  Teil  ein  vollständiges 
Verzeichnis  der   tou   Jacobi   gehaltenen    Vorlesungen   angefügt. 

Kr. 


W-  Kapteyn.      Nouvelle    möthode    pour    ddinontrer    la 
formule  fondamentale  des  fonctions  ö.     Darboux  Ball.  (2) 

XV.  125-126. 

Die  Richtigkeit  der  Weierstrass'schen  dreigliedrigen  Theta- 
formel  ergiebt  sich  sofort,  wenn  der  Satz: 

„Die  Summe  der  Residuen  einer  elliptischen  Function  in 
Bezug  auf  die  Unendlichkeitsstellen  im  Periodenparallelogramm 
ist  gleich  Null'' 
angewandt  wird  auf  die   doppeltperiodische  Function: 

in  welcher  c  durch  die  Gleichung: 

definirt  ist;  m  und  n  sind  ganze  Zahlen. 

Dass  der  Verfasser  die  ganzen  Zahlen  m  und  n  einführt, 
18t  ttberflOssig;  es  genügt: 

c  =  x-\-y-\-z  —  a  —  b 

zn   setzen,  wodurch  der  Beweis  sich  erheblich  vereinfacht. 

St. 
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E.    W.   BocKHORN.      Beziehungen    zwischen    Thetafunc- 
tionen  mit  verschiedenen  Jacobi'schen  Modalu.    Soliogeo. 

15  S.  40.  

P.  Appbll.     Sur  une  expression  nouvelle  des  fonctious 
elliptiques  par  le  quotient  de  deux  s^ries.     Americao  J. 

XIV.  9-14. 

Eine  eindeutige  analytische  Fanction,  welche  sich  nur  im 
Unendlichen  wesentlich  singulär  verhält,  und  welche  die  Null- 
stellen a,,  a„  ...,  die  Unendlichkeitsstellen  6,,  6„  ...  besitzt, 
lässt  sich  bekanntlich  als  Quotient  von  zwei  ganzen  transcendenten 
Functionen  darstellen,  dessen  Zähler  die  Stellen  a,  und  dessen 
Nenner  die  Stellen  b  zu  Nullstellen  hat.  Allgemeiner  kann  man 
aber  als  Zähler  eine  Function  nehmen,  welche  einen  Teil  der 
Stellen  a  zu  Nullstellen  und  einen  Teil  der  Stellen  b  zu  Uaend- 
lichkeitsstellen  hat,  wenn  nur  ftlr  den  Nenner  der  Rest  der 
Stellen  a  Unendlichkeitsstellen  und  der  Rest  der  Stellen  6  Null- 
stellen sind.  Zähler  und  Nenner  lassen  sich  dann  nach  einem 
Theoreme  von  Mittag- Le£f  1er  durch  Reihen  darstellen,  welche 
für  jeden  endlichen  Wert  von  ä  convergiren.  Die  einzige  Schwie- 
rigkeit besteht  darin,  die  Coefficienten  dieser  Reihen  und  beson- 
ders die  des  ganzen  Teiles  der  Entwickelungen  zu  berechnen. 
Diese  Berechnung  wird  hier  für  die  elliptische  Function 

©,(ä):©,(ä) 
durchgeführt  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Unendlichkeits- 
stellen in  einer  Hälfte  der  Ebene  dem  Zähler,  in  der  anderen 
Hälfte  dem  Nenner  zugewiesen  werden.  Das  Resultat  steht  in 
engem  Zusammenhange  mit  der  von  Heine  eingeftlhrten  Verall- 
gemeinerung der  Euler'schen  Gammafunction.  St. 


K.  ScHWERiNG.    Multiplication  der  lemniskatischen  Func* 

tion   sinamtl.     J.  für  Math.  OVII.  196-240. 

Angeregt  durch  die  Untersuchungen  von  Eisenstein  und  Ero- 
necker,  stellt  der  Verfasser  sich  die  Aufgabe:  die  complexe  Multi- 
plication far  die  einfachste  unter  den  elliptischen  Functionen  mit 
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singul&rem  Modul,  die  lemniskatische  Function  x  =  sinamt«,  wirk- 
lich durchzuführen,  also  ^  =  8inam(au-f /9tft)  als  Function  von 
X  explicite  darzustellen. 

Nachdem  in  §  1  historische  Bemerkungen  gegeben  worden 
sind,  folgen  in  den  §§2-4  vorbereitende  Sätze.  Ist  die  Norm 
p  =  a*4-/^'  des  Multiplicators  a-^-ßi  eine  ungerade  Zahl  (a  un- 
gerade, ß  gerade),  so  ergiebt  sich  für  das  gesuchte  Multiplications- 
theorem  die  Form: 

Es  ist  also: 

tp(%)  =  Ä'  +  a^Ä"-»  4-  a^»"-'  ^  ...  ^  (o  +  /9f)  {v  =  i(p— 1)). 

Die  i(p— 5)  Coefficienten  a^  n,,  ...,  um  deren  Berechnung  es 
sich  handelt,  sind  ganze  complexe  Zahlen  der  Form  a-fftt,  welche, 
wie  schon  Eisenstein  bewiesen  hat,  sämtlich  den  Teiler  a-\-ß% 
besitzen. 

Die  erste  Methode  der  Berechnung  (§  5)  besteht  darin,  dass 
zunächst  y  nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt,  und  die 
Entwickelungscoefficienten  mittels  der  Dififerentialgleichung: 


berechnet  werden.  Kennt  man  sie,  so  braucht  man  nur  noch 
die  Hälfte  der  Coefficienten  a  zu  bestimmen,  und  dazu  können 
die  Identitäten  dienen,  welche  daraus  folgen,  dass  die  Multipli- 
cation  mit  (a-|-/JO*(y+^0  sich  auf  zwei  verschiedene  Weisen 
ausführen  lässt  Auf  diesem  Wege  ergiebt  sich  das  Resultat, 
dass  allgemein  a»  eine  ganze  Function  des  Grades  n,  sowohl 
von  {a-^ßiy  als  auch  von  p  ist.  Es  lassen  sich  auch  die  drei 
ersten  und  die  beiden  letzten  Coefficienten  p  wirklich  berechnen; 
aber  bald  werden  die  Ausdrücke  abschreckend  verwickelt,  und 
es  folgt  daher  in  §  6  eine  andere  Methode. 

Ist  g  die  primitive  Wurzel  (mod.p),  für  welche 

g  ♦     =  i(mod.a  +  /9i) 
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ist,  80  haben  die  Grössen 

yr  =  sinam-^— -  (r  =  0,  1,  2,  . . .,  i(p-5)), 

die  Eigenschaft,  dass  die  Identität: 

r 

besteht.    Sucht  man  nun  die  Potenzsammen: 


r 
r 


mit  Hülfe  der  bereits  ermittelten  Grössen  a  zu  bestimmen,  so 
zeigt  sich,  dass  die  Ausdrücke  für  S,,  iS„  S^  bei  weitem  einfacher 
sind  als  die  für  die  Grössen  a  gefundenen.  Dies  föhrt  auf  den 
Gedanken,  statt  der  o»  die  Sa  zu  berechnen,  aus  denen  erstere 
sich  leicht  bestimmen  lassen.  Diese  Methode  ergiebt  zwar  eine 
Reihe  interessanter  Sätze,  ist  aber  für  die  praktische  Berechnung 
ebenfalls  ungeeignet. 

Die  dritte  Lösung  des  Multiplicationsproblems,  welche  in 
den  §§  7  und  8  gegeben  wird,  steht  in  engem  Zusammenbange 
mit  der  Jacobi'schen  Transformationsmethode.  Eine  ganze  Func- 
tion F(x)  vom  Grade  v  =  |-(p— 1): 

wird  definirt  durch  die  Gleichung: 

^        (i-a>)f(x) 

und  für  sie  die  „HauptgleichuDg"  hergeleitet: 
F(x)  = 

in  welcher: 

L    =    (l+f)3»'iindCl+0 

zu  setzen  ist.  Diese  merkwürdige  Relation  führt  die  Maltiplication 
auf  die  Bestimmung  der  Function  F(x)  zurück,  deren  Coefficien- 
ten  b  viel  kleiner  sind  als  die  Coefficienten  a.  Zur  Berechnung^ 
der  Grössen  b  werden  dann  lineare  Relationen  hergeleitet,  und 
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es  ergiebt  sich  so  die  Möglichkeit,  bis  p  =  53  die  Rechnungen 
wirklich  durchzuführen.  Aus  der  Hauptgleichung  wird  noch 
die  Functionalgleichung: 

V  (0^)  =  (^yi  •  V« .  Vi»-') 

gewonnen,  welche  in  sofern  von  Interesse  ist,  als  sich  aus  ihr 
im  folgenden  Paragraphen  ein  Beweis  fUr  das  biquadratische 
Reciprocitätsgesetz  ergiebt 

Aber  erst  die  vierte  Methode,  welche  in  §  9  dargelegt  wird, 
führt  zu  einer  befriedigenden  Lösung  der  Aufgabe.  Sie  beruht 
darauf,  dass  neben  der  Multiplication  mit  der  primären  com- 
plexen  Zahl  q  =  a-^-ßi  eine  zweite  Multiplication  mit  der  Prim- 
zahl rj  =  y  +  di  von  der  Norm  q  betrachtet  wird.  Zu  der  letz- 
teren gehören,  entsprechend  den  früheren  Grössen  ^^  die  Grössen: 

dg  =  sin  am (A«-*  ^  tmod.ij). 

Wird  noch  der  grösste  gemeinschaftliche  Teiler  von   "-^—    und 

ind(l-fO  (der  Index  ist  hier,  wie  im  folgenden,  mod.i;  zu  neh- 
men) mit  0  bezeichnet  und  i(g— I)  =  /.(?  gesetzt,  so  gilt  die 
wichtige  Gleichung: 

r=l  ^         0(<-r)ind(lfi)  ' 

(M==  2'-l), 

zu    deren  Behandlung   eine  Resolvente  w   eingeführt   wird.     Es 

kann    hier  nur  das  Schlussresultat  angegeben  werden.     Es  sei 

(P,  =  1,  0,  ==  1  +  d*  und  0„  0)^,  ...  seien  dadurch  bestimmt, 

dass  jede  folgende  Grösse  aus  der  vorhergehenden  hervorgeht, 

—  4d* 
indem  man  <J*  durch   ^       ,^^a    ersetzt    und    dann    den    Nenner 

fortschafft.  Diese  O  leisten  die  fortgesetzte  Multiplication  mit 
l  +  t;  es  ist: 

/1    I     ^m  (l+t>"da),  0),   .  .  .    Orn-l       W, Jl 

(d  =  sin  am  u). 
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Aus  den  Functionen  0  erhält  man  dann  die  Function  q>  durch 
die  Gleichung: 

(i+o^«t^-{0,(ij:)ö),(ijj) ...  0.^1(31) .  yi=5[}^  ar'^W). 

Hierin  ist  Jlf  =  2'  — 1  und  ^  =  (!+•)'" »"(mod.jy);  für  m  :;=  1  be- 
darf die  Gleichung  einer  gewissen  Modification.  Mit  Haire 
dieser  Formel  ist  man  „nun  im  Stande,  in  unerschöpflicher  Fülle 
Multiplicationstheoreme  aufzustellen";  denn  sie  leisten  eine  „re- 
currente  Berechnung  jeder  Teilungsgleichung  aus  anderen  ein- 
facheren" und  geben  so  eine  Lösung  des  Multiplicationstheorems, 
welche,  wie  der  Verfasser  mit  Recht  sagt,  „nicht  mehr  viel  zu 
wünschen  übrig  lässt*".  St. 


L.  KiBP£RT.      Ueber   die   complexe    Multiplication    der 
elliptischen  Functionen.  L    Math.  Ann.  xxxix.  145-178. 

Nachdem  Herr  Kiepert  seine  Untersuchungen  über  die  Trans- 
formation der  elliptischen  Functionen  durch  die  Einführung  der 
Parametergleichungen  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  gebracht 
hat,  wendet  er  sich  nunmehr  dazu,  die  wiederholt  in  Aussicht 
gestellten  Anwendungen  seiner  Resultate  auf  die  complexe  Multi- 
plication der  elliptischen  Functionen  zu  geben. 

Der  erste  Abschnitt  der  vorliegenden  Abhandlung  enthält 
die  allgemeine  Theorie  der  complexen  Multiplication,  und  zwar 
geschieht  die  Untersuchung  mit  Hülfe  der  Weierstrass'sehen  Be- 
zeichnungsweise, welche  auch  hier  sich  als  sehr  zweckmässig 
erweist.  Es  ergiebt  sich  schliesslich  das  Problem,  die  zu  einer 
und  derselben  Determinante  gehörigen  singulären  Invarianten 
zu  berechnen,  zu  dessen  Lösung  im  zweiten  Abschnitte  die 
L- Gleichungen  benutzt  werden.  Ist  nämlich  n  die  Norm  des 
complexen  Multiplicators,  und  kennt  man  die  L- Gleichung  f&r 
die  Transformation  n^  Grades,  so  gelingt  es,  für  den  singulären 


0) 


Wert  von  —  immer  eine,  häufig  sogar  zwei  Wurzeln  der  L-Glei- 


(0 


chung  direct  zu  finden,  und  durcfar  Einsetzen  ihres  Wertes  ergiebt 
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sich  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  der  singulären  Invariante. 
Es  folgt  die  Behandlung  einer  grossen  Anzahl  von  Beispielen, 
welche  sich  mit  Hülfe  der  L- Gleichungen  für  n  =  2,  3,  4,  5,  7, 
9,  13,  25  und  49  durchfahren  lassen.  In  den  folgenden  Ab- 
handlungen sollen  andere,  für  die  Berechnung  der  singulären 
Invarianten  noch  geeignetere  Methoden  erläutert  werden. 

St. 


C.   BiGiAVi.     Sul  rapporto  ^  considerato  come  funzione 


tu 


del   rapporto  —    dei  periodi  delle  funzioni  ellittiche 

di   Weierstrass.     Annali  di  Mat.  (2)  XIX.  261-268. 

Das   Verhältnis   -^  =  X  ist  eine  eindeutige  Function  von 

—  =7)   welche  in  der  ganzen  positiven  Halbebene  definirt  ist 

tu 

und  die  reelle  Aze  zur  natürlichen  Grenze  hat.  Um  die  conforme 
Abbildung  jener  Balbebene  auf  die  A- Ebene,  welche  durch  l  =  X(t) 
definirt  wird,  zu  untersuchen,  nimmt  Herr  Bigiavi  die  Vermittelung 
der  absoluten  Invariante  J  =  J(t)  in  Anspruch  und  stellt  zu 
diesem  Zwecke  l  dar  als  Quotienten  zweier  particulären  Lösun- 
gen der  hypergeometrischen  Differentialgleichung: 

Aaf  diese  Weise  ergiebt  sich,  dass  dem  Ereisbogendreiecke  T' 

1         1/3 
in   der  T-Ebene  mit  den  Ecken    -"^+*^>-»  •»  "^"•^  und  den 

Winkeln  -ö->  -ö->  0  die  positive  J- Ebene  und  der  positiven 
y- Ebene  in  der  l-Ebene  das  Kreisbogendreieck  J'  mit  den  Ecken: 

—  "ö""*  2~'  — *'  +ioc  und  den  Winkeln  -ö~,  -0-1  0  ent- 
spricht Nachdem  dieses  Resultat  gewonnen  ist,  macht  die  wei- 
tere Untersuchung  keine  Schwierigkeiten,  denn  einmal  geht  aus 
dem  Dreieck  r,  welches  aus  P  und  seinem  Spiegelbilde  in  Bezug 

FwtMbr.  d.  Math.  XXUI.  1.  81 
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auf  die  imaginäre  Axe  besteht,  durch  die  lineareD,  ganzzahligen 
Substitutionen  der  Determinante  1: 

_    ar+ß 
yr+d 
eine  Schar  von  Dreiecken  Fk  hervor,   welche  die  positive  Halb- 
ebene vollständig  und  lückenlos  bedecken,  andererseits  zeigt  die 
Gleichung: 

.faT+ß\  _    aA(0 -f  ß 

dass  dieselbe  Substitution: 

_     aX+ß 

auf  das  Dreieck  J  angewandt,  welches  aus  J'  und  seinem 
Spiegelbilde  in  Bezug  auf  die  imaginäre  Axe  besteht,  ein  Dreieck 
Jk  liefert,  welches  dem  Dreiecke  Fk  entspricht.  St. 


X.  Stoüff.      Sur    des   fonctions  voisines    des    fonctions 

modulaires.      Toulouse  ADD.  V.  C.  1-lG. 

Die  Abhandlung  ist  eine  Fortsetzung  der  in  F.  d.  M.  XXII. 
1890.  180  besprochenen,  in  welcher  der  Verfasser  Fuchs'sche 
Gruppen  betrachtet  hatte,  bei  denen  die  Coeffioienten  der  linearen 
Substitutionen  aus  p^"  Wurzeln  der  Einheit  gebildet  sind.  Un- 
abhängig von  ihm  hatte  zu  derselben  Zeit  Herr  Bianchi  (F.  d. 
M.  XXII.  1890.  178)  sich  mit  Gruppen  derselben  Art  beschäftigt 
Es  werden  jetzt  zunächst  im  Anschluss  an  die  Resultate  von 
Herrn  Bianchi  gewisse  Gruppen  untersucht,  welche  mit  HUfe  von 
fünften  Wurzeln  der  Einheit  gebildet  werden.  Es  folgt -die  Her- 
stellung der  Fuchs'schen  Functionen,  welche  zu  der  einfachsten 
Gruppe  dieser  Art  gehören.  Zum  Schluss  wird  gezeigt,  wie  man 
für  die  nächst  einfache  Gruppe  die  zugehörige  Fuchs' sehe  Glei- 
chung herstellen  kann.  St. 


F.  Brioscui.     Sur  une  classe  d'dquations  modulaires. 

C.  R.  OXII.  28-32. 

Die  Formel  für  die  Transformation  n**'  Ordnung  («  Prim- 
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zahl)  von: 


/ 


dx 


ist  bekanntlich : 


y4a;»-flf,a?-^. 


in  welcher  J  eine  ganze  Function  von  x  vom  Grade  ^(n  — 1) 
bedeutet.  Bezeichnet  man  noch  mit  d  die  Discriminante  der  ur- 
sprünglichen, mit  J  die  Discriminante  der  transformirten  Function, 
80  gilt  der  Satz,  dass  das  Quadrat  der  Grösse 

» = (-f )'^« 

einer  Jacobi'schen  Modulargleichung  genügt.  St. 


F.  Brioschi.      Sur    une    forme    nouvelle    de    l'^quation 
modalaire  du  huiti^me  degr6.     AmericAn  J.  xiiL  381.386. 

Setzt  man: 

so  lautet  die  neue  Form  der  Modulargleichung  achten  Grades: 

^4  +  ^'a  cf  +  c,  =  0.  St. 


C.  Runge.  Ueber  eine  numerische  Berechnung  der 
Argumente  der  cyklischen,  hyperbolischen  und  ellip- 
tischen -Functionen.     Acta  Math.  XV.  221-247. 

Das  Verfahren,  welches  Herr  Runge  zur  Berechnung  des 
Argumentes  gewisser  Functionen  anwendet,  findet  sich,  wie  Herr 
Lohnstein  (Acta  Math.  XVI.  141)  bemerkt  hat,  bereits  bei  Schell- 
bach: Die  Lehre  von  den  elliptischen  Integralen  und  den  Theta- 
functionen,  Berlin  1864,  §  159.  Dort  fehlt  jedoch  die  Bestimmung 
der  Genauigkeit  der  Rechnungsresultate,  welche  Herr  Runge 
elegant  durchgefQhrt  hat.  Zur  Erläuterung  dienen  einige  sehr 
sorgfilltig  behandelte  Beispiele.  St. 

31* 
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Hj.  Tallquist.     lieber  specielle  Integrationen,  bei  denen 
die   Oberfläche    eines    ungleichaxigen    EUipsoids    das 

Integrationsgebiet   bildet.     Acta  Soc  Scient.  Peonicae.  HeleioK- 
fors.  329-348. 

Behandlung  der  folgenden  Frage:  wie  findet  man  den  Wert 
des  über  die  ganze  Fläche  eines  ungleichaxigen  EUipsoids  er- 
streckten Integrals  einer  ganzen  Function  der  zweiten  Potenzen 
der  Coordinaten,  wenn  die  Axen  des  EUipsoids  die  Coordinaten- 
axen  sind?  Die  Integrale  reduciren  sich  auf  elliptische,  bei 
deren  Untersuchung  die  Weierstrass'schen  Bezeichnungen  benutzt 
werden.  Als  Anwendung  behandelt  der  Verfasser  neben  zwei 
ähnlichen  Fragen  das  folgende  Problem:  die  Oberfläche  eines 
EUipsoids  ist  mit  Masse  belegt;  in  jedem  Punkte  ist  die  Dichte 
umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Normale,  welche  vom 
Mittelpunkte  des  EUipsoids  auf  die  Tangentialebene  des  Punktes 
gezogen  wird;  wie  gross  ist  die  über  die  ganze  Fläche  ausge- 
breitete Masse?  (Die  Aufgabe  ftlr  den  Fall  einer  der  Normale 
umgekehrt  proportionalen  Dichte  ist  behandelt  in  Tisserand's 
„Recueil  complömentaire  d'exercices  sur  le  calcul  infinitesimal^, 
Paris  1877,  S.  156  flF.    Lp.)  Bdn. 


J.  McCowAN.     On  a  representation  of  elliptic  integrals 
by  curvilinear  arcs.   Edinb.  M.  s.  Proc.  IX.  55-58. 

Gbs. 


C.    Hyperelliptische,  Abel'sche  und  verwandte 

Functionen. 

P.  M.  PoKROWsKY.     Ueber  die  Transformationen  nltra- 
elliptischer  Integrale    und  Functionen    erster   Klasse. 

MoBk.  Math.  Samml.  XV.  397-572. 

Im  ersten  Capitel  werden  die  ultraelliptischen  Integrale  erster 

/FCx^  dx 
—)zÄ--s-  (wo  (p(x)  =  0  nur  reelle  Wurzeln  hat)  nach 
y(p{x) 
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der  Methode  von  Richelot  auf  die  Normalform  reducirt  (De 
integValibus  Abelianis  primi  ordinis.  J.  für  Math.  XII.)-  Diese 
Methode  führt  zu  dem  Resultate,  dass  alle  zugehörigen  linearen 
Transformationen  in  zwei  Klassen  zerlegt  werden  können;  jede 
der  Klassen  enthält  sechs  Transformationen,  für  welche  sowohl 
die  linearen  Substitutionen  als  auch  die  Ausdrücke  der  trans- 
formirten  Moduln  gegeben  sind.  Die  Differentialgleichungen  der 
Transformation  nebst  den  Coefficienten  und  die  linearen  Relationen 
zwischen  den  Perioden  der  gegebenen  und  der  transformirten 
Integrale  werden  durch  das  Studium  der  Riemann'schen  Flächen 
gefunden. 

Im  zweiten  Capitel  behandelt  der  Verfasser  die  Frage  nach 
den  linearen  Transformationen  der  6'Functionen  und  der  ultra- 
elliptischeii   Functionen.     Die   Function    ® /(,,  qn  K»  t?, ;  d)  wird 

durch   die   Reihe    J^'p,  2^p,c2«'CP'*''+'''^>+*f^«'P')  definirt.    Nachdem 

— ao      — X 

fQr  jede  Transformation  die  Argumente  und  die  Periodieitätsmoduln 
der  0-Functionen  gefunden  sind,  welche  dem  ursprünglichen  und 
dem  transformirten  System  der  Gleichung  entsprechen,  giebt  die  Her- 
mite'sche  Methode  die  Relationen  zwischen  den  Functionen  selbst, 
und  die  allgemeine  Transformationsformel  der  ^-Functionen  wird 
in  einer  sehr  einfachen  Form  gefunden.  Die  beiden  Gruppen 
(reelle  und  imaginäre)  der  linearen  Transformationen  werden 
umständlich  behandelt,  und  jede  derselben  wird  durch  das  ur- 
sprüngliche und  das  transformirte  System  der  ultraelliptischen  Glei- 
chungen, durch  die  Relationen  zwischen  den  Argumenten  und 
Moduln  und  durch  die  Ausdrücke  der  transformirten  Functionen 
in  den  gegebenen  charakterisirt. 

Das  dritte  Capitel  ist  den  Transformationen  zweiten  Grades 
gewidmet,  speciell  den  beiden  hauptsächlichen  Transformationen, 
welche  den  beiden  Landen'schen  Transformationen  der  elliptischen 
Integrale  analog  sind. 

Das  vierte  Capitel  behandelt  die  entsprechenden  Transfor- 
mationen der  ^-Functionen.  Die  successive  Anwendung  der  zwei 
Transformationen   führt   zur  Verdoppelung   der  Argumente   der 
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O-FuDctionen,  und  der  Verfasfier  giebt  die  einfachen  Formeln  zur 
Verdoppelung. 

Das  fünfte  Capitel  endlich  ist  der  wesentlichsten  Frage  der 
Theorie  der  Transformationen  zweiten  Grades  gewidmet:  es 
werden  gefanden  die  algebraischen  Relationen  zwischen  den 
Grenzen  der  Integrale  des  urspr&nglichen  und  des  transformirten 
Systems  und  die  quadratischen  Gleichungen,  welche  in  dem  AbeV- 
schen  Theorem  ihren  Ursprung  haben.  Wi. 


J.  ÜoLBNiA.      Remarques   sur  la   th^orie  des   fonctioDs 
ab^liennes.    Nonv.  add.  (3)  x.  478-502. 

Die  vorliegende  Abhandlung  schliesst  sich  an  den  vierten 
Abschnitt  der  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  von  Clebsch 
und  Gordan  (Leipzig  1866)  an.  Im  ersten  Artikel  werden  zwei 
UQlfssätze  aufgestellt  und  bewiesen;  der  zweite  Artikel  unter- 
sucht mit  llQlfe  derselben  die  zwischen  den  Periodicitätsmoduln 
zweier  von  einander  unabliängigen  Aberschen  Integrale  der  ersten 
Gattung  bestehenden  Relationen.  Kr. 


F.  ScHOTTKY.      Theorie  der  elliptisch  -  hyperelliptischen 
Functionen  von  vier  Argumenten,      J.  ffir  Math,    cviii. 

U7-178,  193-255. 

Die  aus  dem  Jacobi'schen  Umkehrproblem  für  g  =  4  ent- 
springenden Tbetafunctionen  sind  bekanntlich  nic|)t  die  allge- 
meinsten Tbetafunctionen  von  vier  Veränderlichen,  sondern  sie 
sind  durch  eine  bestimmte  vom  Verfasser  mit  J  =  0  bezeichnete 
Relation  charakterisirt.  Sind  ausserdem  noch  die  Nullwerte  von 
zwei  geraden  Tbetafunctionen  Null,  so  hat  man  es  mit  dem  hjper- 
clliptischen  Falle  zu  thun.  Die  letzteren  Relationen  können  aber 
auch  erfüllt  sein,  ohne  dass  die  erstere  es  ist;  und  das  ist  der 
vom  Verfasser  behandelte  Fall. 

Unter  einer  „particulären  Lösung  der  Tbetarelationen''  ver- 
steht der  Verfasser  ein  System  algebraischer  Functionen  von 
einer  oder  mehreren  Veränderlichen,  welche,  statt  der  Theta  in 
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die  Relationen  eingesetzt,  dieselben  sämtlich  befriedigen.  Die 
Argumente  selbst  werden  dann  Integrale;  die  Anwendung  der 
Additionstbeoreme  fttbrt  von  der  partieulären  Lösung  zur  allge- 
meinen. In  den  §§  1,  2  zeigt  der  Verfasser,  wie  die  herkömm- 
liche Theorie  der  Thetafunctionen  von  zwei  und  drei  Argumenten 
dieser  Auffassungsich  unterordnet;  ausserdem  giebt  er  noch  eine 
Skizze  einer  anderen  Bebandlungsweise  des  Falles  ^  =  3,  welche 
zwei  Thetafunctionen  gleich  0  annimmt,  um  eine  particuläre 
Lösung  zu  erhalten.  Von  §  3  an  wendet  sich  der  Verfasser  zu 
dem  eingangs  genannten  Spccialfalle  ^  =  4  und  leitet  (§3-8)  zu- 
nächst die  erforderlichen  Relationen  zwischen  den  Constanten  ab. 

Der  zweite  Abschnitt  wendet  sich  dann  den  Thetafunctionen 
selbst  zu.  In  der  „partieulären  Lösung^  erscheint  zunächst  eine 
Anzahl  von  Thetaquotienten  als  rationale  Functionen  der  Coor- 
dinaten  der  Punkte  einer  Raumcurve  vom  Range  1,  also  als 
elliptische  Functionen  eines  Argumentes  u  (§9-11).  Indem 
eine  weitere  Thetarelation  noch  zu  Hülfe  genommen  wird,  er- 
scheinen sämtliche  Thetaquotienten  als  elliptische  Functionen 
zweier  Argumente  tr,  tr',  bezw.  sie  lassen  sich  algebraisch  durch 
solche  Functionen  ausdrücken  (§  12-20). 

Der  dritte  Abschnitt  geht  vermittelst  des  Additionstheorems 
von  dieser  partieulären  Lösung  zur  allgemeinen  über.        Bdt. 


H.  8.  White.  Abel'sche  Integrale  auf  singularitäten- 
freieo,  eijifach  Überdeckten,  vollständigen  Schnittcurven 
eines  beliebig  ausgedehnten  Raumes.      Nova  Acta  Leop.- 

CaroL  Akad.  LVII,   41-128. 

Die  vorliegende  Arbeit  schliesst  sich  eng  an  die  von  Herrn 
F.  Klein  in  Math.  Ann.  XXXVI.  veröffentlichte  Abhandlung  an: 
„Zur  Theorie  der  Abel'schen  Functionen"  (vgl.  F.  d.  M.  XXIL 
1890.  498),  indem  sie  zwei  dort  allgemein  charakterisirte  alge- 
braische Formen  unter  speciellen  Voraussetzungen  wirklich 
aufstellt. 

Ein  Integral  dritter  Gattung    lässt   sich    nämlich  (nach  §  8 
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der  citirten  Abhandlang)  in  der  Form  darstellen: 

WO  die  t<,  t?  beliebige  Grössen,  die  jk^,  is,,  ...,  s«  und  die 
^j  Cs9  •••*  ^n  homogene  Coordinaten  der  beiden  veränderlichen 
Curvenpunkte  2,  ^  sind.  'F  ist  dann  eine  algebraische  Form 
auf  der  Curve,  die  nur  zum  Teile  bestimmt  ist. 

Soll  nun  dieses  so  definirte  Integral  im  Sinne  des  Herrn 
Klein  normirt  werden,  so  ist  V  an  der  im  Räume  Rn-i  von 
n— '1  Dimensionen  gelegenen  Gurve  womöglich  als  rationale  Co- 
Variante  zu  definiren.  Dies  war  bisher  in  den  beiden  einfachsten 
Fällen  durchgeführt,  nämlich  1)  durch  Herrn  Pick  (Wien.  Ber. 
XCIV,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  424)  fflr  die  sogenannten  binomi- 
schen Gebilde,  die  sich  analytisch  darstellen,  indem  man  das 
binäre  Gebiet  «j :  2,  zu  Grunde  legt  und 


m 


adjungirt,  und  2)  bei  den  ebenen  Curven  /*(«,,  a?,,  x^)  =  0  ohne 
Doppelpunkt  von  demselben  Autor. 

Die  erste  Aufgabe,  welche  sich  nun  die  vorliegende  Arbeit 
stellt,  besteht  darin,  die  Bestimmung  der  Form  W  auch  für  die- 
jenigen Curven  durchzuführen,  welche  im  (n  — l)-dimensionalen 
Baume  (Bn^i)  die  singularitätenfreien  vollständigen  Schnitte  der 
n— 2  algebraischen  Flächen 

fn-2(^ii  a?„  ...,  a?,)  =  0 

ausmachen,  wobei  diese  Curven  als  einfach  überdeckt  aufgefasst 
werden.  Der  Verfasser  nennt  solche  Curven  elementare  Curven 
und  findet,  dass  es  immer  möglich  ist,  eine  Form  V  anzu- 
geben, welche  eine  simultane  ganze  Covariante  der  Grundformen 

fn  /»>  •  •  «j  fn—i  ist. 

Sind  ferner  irgend  p  linear  unabhängige  Integrale  erster 
Gattung  w^J  to„  ...,  tOp  und  ein  beliebiges  Integral  dritter  Gat- 
tung auf  einer  elementaren  Curve  in  der  Form 

=  f\vi?)du>,   (v  =  1,  2,  . . .,  p);      Pf?  =y  Vdtt?, 


wV* 


1 
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gegeben,  dann  ist  durch  die  Determinante: 


?>p(0,    9>p(0>    •..,    9>p0^0 


=  Alg.(a?,  y;  <,<',...,  <0»), 


wo  tj  i\  ...,  <^^  p  +  1  beliebige  Punkte  der  Curve  sind,  eine 
algebraische  Function  von  x^  y  gegeben.  Da  dieselbe  als  Func- 
tion von  X  (beziehungsweise  y)  an  jeder  der  p  +  1  Stellen  i^^ 
einfach  algebraisch  unendlich  wird,  sonst  aber  überall  endlich 
bleibt,  so  ist: 

X{x,  y;  I,  t\  ...,  i^p\  (ii,  ©))  =  /7<{(wa:«K0  — «fCO^'OCwy  V)--^y^(o)} 

XAlg.  (aj,y;  t,  t\  ...,  <^>) 

eine  ttberall  endlich  bleibende  homogene  Function  (p+l)^°  Crra- 
des  in  x^  beziehungsweise  y.  Diese  Function  X  nennt  fler  Ver- 
fasser Reductionsform  und  stellt  sich  als  zweite  Aufgabe  (die 
bisher  noch  nicht  vollständig  behandelt  ist),  diese  Reductionsform 
in  allen  den  Fällen  zu  bilden,  in  welchen  nunmehr  das  W  be- 
kannt ist,  d.  h.  also  für  die  elementaren  Gurven  einschliesslich 
der  ebenen  Gurven.  Die  Untersuchung  der  Frage  giebt  dann 
das  Resultat,  dass  X  eine  rationale,  ganze  Govariante  der  Grund- 
formen der  Gurve  ist.    Ihre  Bildungsweise  giebt  der  Verfasser  an. 

Bezüglich  der  Methode,  die  zur  Gewinnung  der  Formen  V 
und  J  verwendet  wird,  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  der 
Verfasser  aus  der  Art  und  Weise,  wie  Herr  Pick  a.  a.  0.  für 
die  elementaren  Gurven  der  Ebene  die  Formen  V  und  X  bildet, 
ein  empirisches  Verfahren  für  die  Bildung  der  entsprechenden 
Formen  in  höheren  Räumen  ableitet  und  ähnlich  bei  der  Dar- 
stellung der  X  verfährt. 

Dieser  kurze  Ueberblick,  der  der  Einleitung  der  vorliegen- 
den Arbeit  entnommen  ist,  muss  genügen,  da  ein  genaueres  Ein- 
gehen in  die  Einzelheiten  der  Arbeit  wegen  der  hierzu  nötigen 
Formeln  unmöglich  ist.  Bm. 
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H.  BuRKHARDT.     Untersuchungen    aus   dem  Gebiete  der 
byperelliptischen  Modulfunctionen.     Zweiter  Teil.  Math. 

ADD.  XXXVIII.  161-224. 

Bei  BesprechuDg  dieser  Arbeit  mQssen  wir  uns,  wie  bei  dem 
Referate  Ober  den  ersten  Teil  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  488),  aus 
den  dort  angeführten  Gründen  wieder  auf  eine  gedrängte  In- 
haltsangabe der  fünf  neuen  Abschnitte,  die  sie  enthält,  be- 
schränken. 

Der  Abschnitt  VIII  giebt  eine  allgemeine  Theorie  der  hyper- 
elliptischen  Xaß  (also  „eigentlicher"  hyperelliptischer  Functionen) 
für  p  =  2.  Diese  von  Herrn  F.  Klein  in  seinen  Vorlesungen 
eingeführten,  den  elliptischen  Xa  entsprechenden  Jaeobi'schen 
Functionen  besitzen  neben  anderen  besonders  die  wichtige  Eigen- 
schaft, dass  sie  bei  linearer  Transformation  der  Perioden  lineare 
und  homogene  Substitutionen  mit  constanten  CoefQcienten  er- 
fahren. *  Dieselben  sind  zwar  schon  von  Herrn  Witting  (Math. 
Ann.  XXIX,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  501)  behandelt  worden;  da 
jedoch  dessen  Darstellung,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  nicht  frei 
von  Unrichtigkeiten  ist  und  auch  mehrfach  vereinfacht  werden 
kann,  so  hat  sich  derselbe  entschlossen,  im  Vorliegenden  eine 
vollständige  Theorie  dieser  Functionen  zu  entwickeln. 

Aus  diesen  Xaß  werden,  gerade  wie  im  elliptischen  Falle, 
gerade  und  ungerade  Jacobi'sche  Functionen  abgeleitet,  näm- 
lich die 

iC«*+l)  Functionen  Y^ß  =  i{Xaß  +  X^a-fi) 
und  die 

i(«'  — 1)  Functionen  Zaß  =  X«^— X-«-;»; 

im  Falle  einer  geraden  Charakteristik  sind  die  Yaß  gerade  und 
die  Zaß  ungerade  Functionen,  während  im  Falle  einer  ungeraden 
Charakteristik  das  Umgekehrte  stattfindet.  Bei  linearer  Perioden- 
transformation  erfahren  die  Y  ^iV,  die  Z  dagegen  JV  lineare 
Substitutionen,  wobei  N  =  (»*— l)n*(w'— 1)»  ist.  Da  die  Gruppe 
der  Z' Substitutionen  für  n  =  3  schon  von  den  Herren  Witting 
und  Maschkc  (Math.  Ann.  XXXIII.  317,  F.  d.' M.  XXI.  1889. 
142)  ausführlich  untersucht  worden,  so  beschränkt  sich  der  Ver- 
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fasser  auf  die  Untersuchung  der  Gruppe  der  Y  für  den  Fall 
n  =  3,  welcher  der  IX.  Abschnitt  gewidmet  ist. 

För  n  =  3  ergeben  sich  fünf  Functionen  Yaß^  und  diese  er- 
fahren bei  denjenigen  linearen  Transformationen  der  Perioden, 
welche  die  Charai^teristiken  in  sich  ttberfQhren,  eine  Gruppe  G 
von  ^N  =  25920  linearen  homogenen  Substitutionen.  Die  Unter- 
suchung dieser  Gruppe  wird  nach  zwei  Richtungen  durchgeführt. 
Einmai  werden  die  Untergruppen  und  dann  die  luvarianten  von 
G  aufgestellt,  d.  h.  solche  rationale  ganze  Functionen  der  F, 
welche  bei  allen  Operationen  von  G  in  sich  übergehen.  Dabei 
werden  die  Invarianten  von  G  aus  den  Invarianten  ihrer  Unter- 
gruppen aufgebaut,  wobei  die  Y  als  homogene  Coordinaten  eines 
Punktes  in  einem  vierdimensionalen  Räume  gedeutet  und  die 
linearen  Substitutionen  der  Y  als  Gollineationen  dieses  Raumes 
aufgefasst  werden.  Die  Untersuchung  von  G  ergiebt  fünf  Arten 
von  Untergruppen,  von  denen  vier  bereits  für  die  Gruppe  der 
Z  von  Herrn  Witting  aufgestellt  wurden. 

Der  X.  Abschnitt  enthält  die  bereits  erwähnte  Ableitung 
der  Invarianten  der  Gruppe  G.  Es  ergeben  sich  zunächst  fünf 
Invarianten  J^,  /,,  J^^,  J^,,  J^^  (die  Zahlenindices  bedeuten  die 
Grade);  dazu  kommt  eine  ungeraden  Grades  J^^,  deren  Quadrat 
eine  ganze  Function  der  fünf  zuerst  angeführten  ist,  und  ausser- 
dem noch  eine  besondere  Invariante  40"**°  Grades  F^^,  die  sich 
ebenfalls  durch  die  ersten  fünf  darstellt.  Den  Schluss  des  Ab- 
schnittes bildet  der  Beweis  für  die  Vollständigkeit  des  erhal- 
tenen Formensystems. 

Der  XI.  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  dem  ,,Formenproblem^ 
der  K,  d.  h.  mit  der  Aufgabe,  die  Y  zu  berechnen,  wenn  die 
Werte  der  Invarianten 

und  ausserdem  noch  J^^  =  f,  natürlich  in  Uebereinstimuiung  mit 
der  erwähnten  Relation,  gegeben  sind.  Dieses  Problem  besitzt 
25920  Auflösungen,  die  sämtlich  aus  einer  von  ihnen  durch  An- 
wendung der  Substitutionen  der  Gruppe  G  hervorgehen.  An- 
schliessend an  die  gewonnenen  Untergruppen,  werden  schliesslich 
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die  ÄDfangsterine   einer  Resolvente  36"^°   und  einer  Resolrente 
40»*«°  Grades  aufgestellt. 

Der  XII.  und  letzte  Abschnitt  steht  wieder  in  engem  Zu- 
sammenhange mit  den  Untersuehungen  des  ersten  Teiles,  indem 
der  Verfasser  die  im  zweiten  Teil  gewonnenen  Resultate  auf 
die  in  jenem  behandelte  Multiplicatorgleichung  anwendet,  und 
zwar  in  der  Weise,  dass  er  die  Identit&t  der  eben  erwähnten 
Resolvente  40»'«°  Grades  (in  T)  für  den  Fall  ©,  =  r,  =  0  (r, 
und  V,  sind  die  Argumente  der  Thetafunctionen)  mit  jener  Multi- 
plicatorgleichung nachweist  Bm. 


W.  Wirtinger.     Zur  Theorie  der  Aberschen  Functionen 

vom   Gescblechte    3.      Monatsh.  f.  Math.  II.  55-60. 

Diese  kurze  Notiz  knüpft  an  die  Arbeiten  der  Herren  F.  Klein 
und  Pagcal  an  (Math.  Ann.  XXXVI,  F.  d.  M.  XXII.  1890.  498 
und  Annali  di  Mat.  (2)  XVII  u.  XVII I,  F.  d.  M.  XXI.  1889. 
506  u.  XXII.  1890.  491),  in  welchen  die  Reihenentwickelungen 
für  die  64  Sigmafunctionen  dreier  Argumente  nach  ganzen,  posi- 
tiven Potenzen  der  Integralsummen  erledigt  werden,  und  giebt 
in  kurzen  Zügen  einen  Weg  an,  auf  welchem  es  gelingt,  voo 
den  (j-Functionen  zur  Lösung  des  Umkehrproblems  überzugehen, 
d.  h.  für  diejenigen  rationalen  symmetrischen  Functionen  der 
oberen  Grenzen  in  den  (viergliedrigen)  Integralsumm en,  welche 
gleichzeitig  Functionen  der  Integralsummen  selbst  sind,  Reihen- 
entwickelungen anzugeben,  deren  Goefficienten  dem  Rationalitäts- 
bereich der  lö  Goefficienten  jener  ebenen  singularitätenfreien  C^ 
angehören,  die  als  algebraisches  Gebilde  zu  Grunde  gelegt  ist. 
Eine  ausführliche  Darlegung  und  Begründung  der  Resultate  wird 
für  später  versprochen.  Bm. 


A.  Krazbr  und  F.  Prtm.  Neue  Grundlagen  einer 
Theorie  der  allgemeinen  Thetafunctionen.  Kurz  zu- 
sammengefasst    und    herausgegeben    von    A.   Krazer. 

Leipzig  (1892).  B.  Q.  Teabner.  XIT  a.  134  S.  4^ 
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Die  vorliegende  Arbeit  besteht  aus  zwei  Teilen,  von  denen 
der  erste  den  Titel:  ;, Theorie  der  Thetafanctionen  mit  rationalen 
Charakteristiken",  der  zweite  den  Titel:  „Theorie  der  Transfor- 
mation der  Thetafanctionen"  ffihrt.  lieber  die  Entstehung  und 
Bedeutung  des  ersten  Teiles  mag  hier  das  Folgende  bemerkt 
werden. 

Die  Verfasser  waren  schon  in  ihren  frtlheren  Arbeiten  über 
Thetafanctionen  bestrebt,  durch  Auffindung  allgemeiner  Formeln 
die  bis  dahin  bekannten  speciellen  Thetaformeln  gruppenweise 
zasammenzufassen  und  dadurch  eine  Uebersicht  über  die  Voll- 
ständigkeit der  vorhandenen  Formelsysteme,  über  ihre  gegen- 
seitigen Beziehungen  und  über  die  inneren  Gründe  ihrer  Existenz 
zu  erhalten.  In  diesem  Sinne  wurde  zunächst  in  der  ersten  der 
fünf  unter  dem  Titel:  „Untersuchungen  über  die  Riemann'sche 
Thetaformel  und  die  Biemann'sche  Charakteristikentheorie"  (Leip- 
zig 1882,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  419)  zusammengefassten  Ab- 
handlungen die  Riemann'sche  Thetaformel  mitgeteilt,  welche,  wie 
in  der  fünften  dieser  Abhandlungen  und  für  den  Fall  p  =  2  aus- 
führlich in  der  Arbeit:  „Theorie  der  zweifach  unendlichen  Theta- 
reihen  auf  Grund  der  Riemann'schen  Thetaformel"  (Leipzig  1882, 
vergl.  dieses  Jahrb.  a.  a.  0.)  gezeigt  wurde,  die  Quelle  aller 
Relationen  zwischen  jenen  2^^  Thetafunctionen  ist,  deren  Charak- 
teristiken aus  halben  Zahlen  bestehen,  und  die  dem  entsprechend 
die  zum  Falle  r  =  2  gehörigen  genannt  werden.  Das  weitere 
Bestreben  der  Verfasser  war  dann,  eine  Thetaformel  aufzufinden, 
welche  die  gleiche  Bedeutung  für  die  zu  beliebigem  r  gehörigen 
Thetafunctionen  hat  Die  Untersuchung  des  Falles  r  =  3  in  der 
Abhandlung:  „lieber  Thetafunctionen,  deren  Charakteristiken  aus 
Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind"  (Math.  Ann.  XXII.  416,  vergl. 
dieses  Jahrb.  a.  a.  0.)  zeigte  den  Weg  zu  dieser  Formel,  und 
es  wurde  dieselbe  sodann  für  bdiebiges  r  in  der  Abhandlung: 
«lieber  die  Verallgemeinerung  der  Riemann' sehen  Thetaformel 
(Acta  Math.  IIL  240,  vergl.  dieses  Jahrb.  a.  a.  0.)  aufgestellt. 

Indessen  hatte  sich  schon  bald  gezeigt,  dass  die  Riemann'sche 
Thetaformel  und  ihre  soeben  erwähnte  Verallgemeinerung  für 
beliebiges  r  selbst  nur  ganz  specielle  Fälle  weit  allgemeinerer 
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Tbetaformeln  sind.  £ine  solche  allgemeine  Formel  wurde  schon 
in  der  zweiten  der  oben  erwähnten,  1882  erschienenen  fünf  Ab- 
handlangen und  bald  darauf,  nachdem  sich  für  die  Herstellung 
derselben  bessere  Hülfsmittel  dargeboten  hatten,  in  allgemeinerer 
Form  in  der  Abhandlung:  ,, Ableitung  einer  allgemeinen  Theta- 
formeP  (Acta  Math.  III.  216,  vergl.  dieses  Jahrb.  a.  a.  0.)  mit- 
geteilt. 

Die  in  der  letzten  Arbeit  angewandten  Hfllfsmittel  bestanden 
in  der  Einführung  neuer  Summationsbuchstaben  in  der  das  Pro- 
duct  der  Thetafunctionen  darstellenden  np-fach  unendlichen  Reihe 
vermittelst  einer  linearen,  dort  speciell  orthogonalen  Substitution, 
verbunden  mit  der  Einschiebung  eines  passend  gewählten  dis- 
continuirlichen  Factors  mit  den  Werten  1  und  0  zur  Beseitigung 
der  zunächst  vorhandenen  Beschränkung  in  der  Summation  nach 
den  neuen  Summationsbuchstaben.  Diese  Methode  der  Umfor- 
mung unendlicher  Reihen,  die  in  ihrer  Anwendbarkeit  durchaus 
nicht  auf  die  Thetareihen  beschränkt  ist,  lässt  sich,  von  allem 
Zufälligen  befreit,  folgendermassen  darstellen. 

In  der  ^-fach  unendlichen  absolut  couvergenten  Reihe: 

(F)  H^  =  ""^f  ""VCmJ.-lm,), 

deren  allgemeines  Glied  f(ff>i|***|mj  ausser  den  Summationsbuch- 
staben m,,  . . .,  mq  noch  beliebige  andere  Grössen,  Gonstanten 
und  Variabein,  enthalten  möge,  und  bei  der  die  Summation  so 
auszuführen  ist,  dass  jede  der  q  Grössen  m,  unabhängig  von  den 
übrigen,  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen  von  —  3o  bis  +oo  durch- 
läuft, fnbre  man  an  Stelle  der  Summationsbuchstaben  m^^  . . .,  m, 
mit  Hülfe  der  Substitution: 

(S)  rm^  =  2!  c^yny  (^  =  li  2,  . . .,  g), 

bei  der  r  eine  positive  ganze  Zahl,  die  c  ganze  Zahlen  mit  nicht 
verschwindender  Determinante  sind,  neue  Summationsbuchstaben 
ftp  ...,  Uq  ein.  Man  erhält  dann,  wenn  man  den  Ausdruck,  in 
den  das  allgemeine  Glied  f(mj**-|fit,)  durch  Einführung  der 
Grössen  n  übergeht,  mit  yCnJ-*!»,)  bezeichnet  und  die  in  der 
vorliegenden  Arbeit  pag.  18  u.  f.  und  pag.  70  u.  f.  angegebenen 
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Schl&sse  darchführt,  für  W  die  neue  Gleichung: 

(G)      rP.W=    £        2-       S      e»«r(«,  +  ^|...|«,  +  -§-), 

?U-^fg         ^X'i^^^q        *»l»—»»5  ^  t/  \j    ^ 

2m   "=?/ 


<;p  = 


in  der  zur  Abkürzung: 


.'S  ('*''+"&)''''' 


Qr  =  r  JS  7fipQyi      Cy  =  2!  CfjyO^  (y  =  1,  2,  . . .,  ^) 

gesetzt  ist,  bei  der  ferner  C  die  Determinante  der  q^  Zahlen  c, 

C  den  absoluten  Wert  von  C  und  y^y  die  Adjuncte  von  c^y  in 
dieser  Determinante  bezeichnet,  bei  der  endlich  s  die  Anzahl 
der  Normallösungen  des  Congruenzsystenis: 

u=q 

r  JS  yuyXf,  =  OCmod.C)  (v  =  1,  2,  . . .,  q) 

vertritt. 

Die  im  Vorstehenden  in  allgemeinster  Weise  zum  Ausdruck 
gebrachte  Umformung  einer  unendlichen  Reihe  durch  Einführung 
neuer  Summationsbuchstaben  vermittelst  einer  linearen  Sub- 
stitution, die  hinsichtlich  ihrer  Gültigkeit  nur  an  die  Bedingung 
geknüpft  ist,  dass  auch  die  neu  auftretenden  g-fach  unendlichen 
Reihen  absolut  convergent  sind,  konnte  nun  sofort  zur  Gewinnung 
weiterer,  allgemeinerer  Thetaformeln  verwandt  werden,  wenn 
man  die  bisherige  Beschränkung,  nur  Thetafunctionen  mit  den 
nämlichen  Parametern  in  den  Kreis  der  Betrachtung  zu  zieheu, 
fallen  liess.  Die  Verf.  gingen  dem  entsprechend  bei  den  Unter- 
suchungen des  ersten  Teils  der  vorliegenden  Arbeit  von  einem 
Producte  von  n  p-fach  unendlichen  Thetareihen  mit  verschiedenen 
Parametern  aus,  legten  der  linearen  Substitution  (S),  vermittelst 
welcher    an    Stelle    der    bisherigen    np    Summationsbuchstaben 

/.=  1,  2,   ..,«N 

I*  V  =  1)  2,  . . .,  p/ 

i>f>  neae  SummationsbuchstabeD 

>  V  =  1,  2,  ...,p>' 
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eiogefflhrt  wurden,  von  vorne  berein  freiwillig  die  Besebränkang 
auf,  dass  sie  in  jeder  ihrer  Gleicbungen  nur  Grössen  m  und  n 
mit  demselben  unteren  Index  enthalte,  und  stellten  sieb  die  Auf- 
gabe, diese  Substitution  (S)  in  allgemeinster  Weise  so  zu  be- 
stimmen, dass  durch  sie  das  vorgelegte  Thetaproduet  in  eine 
Summe  von  Thetaproducten  Qbergeffihrt  werde.  Es  zeigte  sieb 
dabei,  dass  diese  Aufgabe  identisch  ist  mit  der  Aufgabe,  eine 
Form: 

durch  eine  Substitution: 

der  angegebenen  Art  in  eine  Form: 


(S)     r,x;r>  =  !>¥;>      (;ij;2;:::;p 


überzufuhren,  und  es  ergab  sich,  dass  dieses  Verlangen  nicht 
nur  Bedingungen  fttr  die  Coefficienten  der  Substitution  (S),  son- 
dern auch  Beziehungen  zwischen  den  Grössen  a(f2,i   den  Para- 

metern  der  ursprünglichen  Thetafunctionen,  nach  sich  zieht. 
Nachdem  diese  arithmetische  Grundlage  der  gestellten  Aufgabe 
im  zweiten  Abschnitte  entwickelt  ist,  wird  im  dritten  Abschnitte 
die  der  allgemeinsten  derartigen  UeberfUhrung  einer  Form  A 
in  eine  Form  B  entsprechende  Thetaformel  (6)  pag.  20  aufge- 
stellt. Diese  „Fundamentalformel  für  die  Theorie  der  Theta- 
functionen mit  rationalen  Charakteristiken^  bildet  den  Mittelpunkt 
des  ersten  Teiles.  Mit  ihrer  Aufstellung  (1884)  war  wieder  ein 
bedeutender  Schritt  in  der  Gewinnung  allgemeiner  Thetaformeln 
geschehen,  da  sie  nicht  nur  alle  von  den  Verf.  selbst  früher  an- 
gegebenen Thetaformeln  als  specielle  Fälle  umfasst,  sondern 
auch  darüber  hinaus  solche  Formeln,  welche  zwischen  Theta- 
functionen mit  verschiedenen  Parametern  bestehen  (z.  B.  Schröter'- 
sche  Formeln);  zugleich  aber  hatte  die  durchgeführte  Untersuchung 
das  bemerkenswerte  Resultat  zu  Tage  gefordert,  dass  jeder  der- 
artigen  Thetaformel   die  UeberfUhrung   einer  Form  A   in   eine 
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Form  B  durch  eine  Substitution  (S)  zu  Gründe  liegt,  und  dadurch 
die  Gewinnung  specieller  Thetaformeln  auf  die  rein  arithmetische 
Aufgabe  zurQckgefdhrt,  Bpecielle  Formenpaare  A^  B  von  der 
Beschaffenheit  anzugeben,  dass  die  Form  Ä  durch  eine  Substi- 
tution (S)  in  die  Form  B  übergeht.  Die  in  den  folgenden  Ab- 
schnitten des  ersten  Teils  durchgeführten  Untersuchungen  können 
als  Musterbeispiele  für  die  derartige  Gewinnung  speciellerer  Theta- 
formeln angesehen  werden.  — 

Zum  zweiten  Teile  der  Arbeit,  welcher  die  Transformations- 
tbeorie  der  Thetafunctionen  behandelt,  sei  das  Folgende  bemerkt 
Die  bisherigen  Methoden  zur  Zusammensetzung  einer  Transfor- 
mation aus  einfachen  konnten  einerseits,  da  sie  zur  Ausführung 
dieser  Zusammensetzung  die  Kenntnis  der  Zahlenwerte  der  4p' 
Transformationszahlen  voraussetzen,  nicht  zur  Herstellung  einer 
allgemeinen  Transformationsformel  benutzt  werden;  sie  erwiesen 
sich  aber  andererseits,  von  ganz  speciellen  Fällen  abgesehen, 
auch  dann,  wenn  die  Transformationszahlen  gegeben  vorlagen, 
wegen  der  grossen  Anzahl  der  auftretenden  einfachen  Transfor- 
mationen als  ungeeignet  zur  Gewinnung  der  Transformations- 
formel. Die  Verf.  erkannten,  dass  diese  Uebelstände  durch  das 
Verlangen  der  Ganzzahligkeit  der  Transformationszahlen  bedingt 
seien,  und  dass  nur  nach  Aufhebung  dieser  Beschränkung  ein 
wesentlicher  Fortschritt  in  der  Behandlung  der  Transformations- 
theorie gemacht  werden  könne.  Nicht  also  der  Wunsch,  die 
Transformationstheorie  durch  Zulassung  gebrochener  Transfor- 
mationszahlen willkürlich  zu  verallgemeinern,  sondern  die  Ueber- 
Zeugung,  dass  nur  durch  diese  Verallgemeinerung  für  die  Lösung 
des  Transformationsproblems  neue  Wege  erschlossen  werden 
könnten,  bestimmte  die  Verf.,  den  Begriff  der  Transformation 
durch  Zulassung  beliebiger  rationaler  Zahlen  als  Transformations- 
zahlen  zu  erweitern. 

Da  eine  beliebige  nichtlineare  Transformation  nunmehr  aus 
einer  linearen  und  zwei  ganz  speciellen  nichtlinearen  Transfer- 
mationen  zusammengesetzt  werden  kann,  so  liegt  der  Schwer- 
punkt der  von  den  Verf.  geschaffenen  Transformationstheorie  in 
der  linearen  Transformation.    Bezüglich  dieser  werden  im  2.,  3. 

Fortaehr.  d.  IfftOi.  XXIII.  1.  32 


498  ^n.  Absohnitt.    FnootioDeotfaeorie. 

und  4.  Abschnitte  durch  directe  Umformung  der  Thetareihe  drei 
TransformatioDsformeln  (I),  (II),  (IIU^i))  abgeleitet  und  die  durch 
sie  dargestellten  linearen  Transformationen  als  die  drei  „elemen- 
taren linearen  Transformationen"  eingeführt.  Aus  ihnen  kann, 
wie  im  5.  Abschnitte  gezeigt  wird,  jede  lineare  Transformation 
zusammengesetzt  werden,  und  zwar  übersteigt  die  Anzahl  der  bei 
der  Zusammensetzung  einer  Transformation  auftretenden  elemen- 
taren Transformationen  niemals  die  Zahl  sechs.  Durch  Verbin- 
dung der  diesen  elementaren  linearen  Transformationen  ent- 
sprechenden Thetaformeln  wird  sodann  im  6.  Abschnitte  die 
Formel  für  die  allgemeine  lineare  Transformation  gewonnen.  Es 
mussten  zwar  für  die  Durchführung  der  Untersuchungen  des  5. 
und  6.  Abschnitts  bezüglich  des  Verhaltens  der  Transformations- 
zahlen ß  vier  Fälle  unterschieden  und  gesondert  behandelt  wer- 
den; doch  gelang  es  schliesslich,  die  auf  diese  Weise  erhaltenen 
vier  verschiedenen  Formeln  in  eine  einzige  Formel  (L)  pag.  118 
zusammenzufassen.  Im  7.  Abschnitte  wird  dann  endlioh  aus 
dieser  Formel  und  jenen  beiden  Formeln,  welche  den  oben  er- 
wähnten, bei  der  Zusammensetzung  einer  nichtlinearen  Trans- 
formation auftretenden,  zwei  speciellen  nichtlinearen  Transfor- 
mationen entsprechen,  die  allgemeinste  Transformationsformel 
zusammengesetzt. 

Man  ersieht,  dass  durch  die  von  den  Verf.  eingeführte  Er- 
weiterung des  Transformationsbegriffs  in  der  That  eine  von  der 
bisherigen  durchaus  verschiedene  Behandlung  der  Transformations- 
theorie ermöglicht  wurde;  aber  nicht  nur  zu  der  von  den  Verf. 
durchgeführten  Herstellung  einer  allgemeinen  Transformations- 
formel, sondern  auch  zur  Gewinnung  specieller  Transformations- 
formeln bietet  die  entwickelte  Theorie  die  geeigneten  Hülfsmittel. 

Was  den  Umfang  der  Arbeit  angeht,  so  war  der  Herans- 
geber bestrebt,  nicht  nur  die  Resultate  der  von  Herrn  Prym  und 
ihm  angestellten  Untersuchungen  vollständig  mitzuteilen,  sondern 
auch  stets  die  Methoden,  welche  zu  diesen  Resultaten  geführt 
haben,  klar  erkennen  zu  lassen;  an  Litteraturangaben  finden  sich 
in  der  Einleitung  jene  Abhandlungen  zusammengestellt,  denen 
die  Verf  Anregung  bei  ihren  Arbeiten  verdankt  haben.        Kr. 
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E.  HuEBNSB.     üeber  die  Umformung  unendlicher  Reihen 
und    Produete    mit   Beziehung    auf   die   Theorie    der 

elliptischen   Functionen.     Pr.  (No.lO)  RDeiphöf.  Gymn.  Königs- 
berg i.  Pr.  41  8.  40. 

Wenn  man  in  einer  n-fach  unendlichen,  absolut  convergenten 
Reihe  an  Stelle  der  bisherigen  Summationsbuchstaben  m^,  ...,  mn^ 
die  anabhängig  von  einander  alle  ganzzahligen  Werte  von  —00 
bis  -^oo  annehmen,  neue  Summationsbuchstaben  m[^  ...,  m^  mit 
Hfllfe  Biner  linearen  Substitution  einführt,  so  erhebt  sich  die 
Frage,  in  welcher  Weise  über  die  neuen  Grössen  m'  zu  sum- 
miren  ist.  Der  Verf.  behandelt  diese  Frage  in  der  yorliegenden 
Abhandlung  und  unterzieht  insbesondere  die  Fälle  n  =  1,  2,  3 
einer  eingehenden  Untersuchung.  Es  hätte  erwähnt  sein  sollen, 
dass  das  Princip,  die  Summation  nach  den  m'  von  einer  ihr  an- 
haftenden Beschränkung  durch  Einschiebung  eines  discontinuir- 
liehen  Factors  mit  den  Werten  1  und  0  zu  befreien,  von  Herrn 
Prym  herrührt  und  schon  im  Jahre  1882  von  ihm  angewandt 
wurde  (Acta  Math.  IIL  199  und  216,  F.  d.  M.  XIV.  1882. 
419).  Inzwischen  ist  die  Frage  nach  der  Umformung  einer 
mehrfach  unendlichen  Reihe  durch  Einführung  neuer  Summa- 
tionsbuchstaben vermittelst  einer  linearen  Substitution  von  Herrn 
Prym  und  dem  Ref.  in  allgemeinster  Weise  behandelt  worden 
(Krazer  und  Prym,  Neue  Grundlagen  einer  Theorie  der  allge- 
meinen Thetafunctionen,  Leipzig  1892,  vergl.  das  vorangehende 
Referat).  Kr. 

F.  VON  Dalwigk.     Beiträge  zur  Theorie  der  Thetafunc- 
tionen  von  p   Variablen.    Nova  Acta  Leop.-GaroI.Akad.  LVII. 

221-263;  Dias.  Marbarg.  4°. 

Die  Abhandlung  besteht  aus  zwei  selbständigen  Teilen.  Im 
ersten  Teile  werden  folgende  auf  Thetafunctionen  beliebig  vieler 
Variabein  bezügliche  Fragen  erörtert.  §  1  und  §2  behandeln 
die  Darstellung  der  allgemeinen  Thetafunctionen  n^'  Ordnung 
durch  fi^  specielle  unter  ihnen,  wie  sie  in  allgemeinster  Form 
schon  Herr  Prym  (Untersuchungen  über  die  Riemann'sche  Theta- 

32* 
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formel  etc.  p.  28,  Leipzig  1882,  F.  d.  M.  XIV.  1882.  419)  mit- 
geteilt hat  §  3  beschäftigt  sich  mit  dem  Convergenzbeweise 
fQr  die  p-fach  unendliche  Thetareihe  und  giebt  zwei  Beweise 
an,  Yon  denen  der  erste,  ebenso  wie  der  Beweis  von  Riemann 
(Gesammelte  Werke  p.  452)  und  der  von  Herrn  Thomae 
(Schlömilch  Z.  XXV.  43,  vergl.  F.  d.  M.  XII.  1880.  364),  die 
p-fach  unendliche  Thetareihe  durch  gruppenweise  Zusammen- 
fassung ihrer  Glieder  mit  einer  einzigen  einfach  unendlichen 
Reihe,  der  zweite,  ebenso  wie  der  Beweis  von  Rosenhain  (M6m. 
s.  1.  fonct.  de  deux  variables  etc.  H6m.  präs.  XI.  388)  und  der 
von  Herrn  Prym  und  dem  Ref.  (Neue  Grundl.  e.  T.  d.  allgem. 
Thetaf.  p.  3.  Leipzig  1892),  dieselbe  mit  dem  Producte  von  p 
einfach  unendlichen  Reihen  vergleicht.  §  4  enthält  die  bekannten 
Grundformeln  für  die  Thetafunotionen.  §  5  stellt,  wesentlich 
nach  den  von  Herrn  C.  Neumann  in  der  zweiten  Auflage  seiner 
Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie  der  Aberschen  Integrale 
(Leipzig  1884,  F.  d.  M.  XVI.  1884.  336)  angegebenen  Ge- 
sichtspunkten, die  Lehre  von  dem  Verschwinden  der  Theta- 
function  dar.  §  6  endlich  handelt  von  den  Normalintegralen 
zweiter  und  dritter  Gattung  und  ihrer  Darstellung  durch  Theta- 
funotionen. —  Der  zweite  Teil  beschäftigt  sich  mit  dem  Um- 
kehrproblem im  Falle  p  =  2.  Er. 


B.  Igel,      üeber  die  Parameterdarstellung  der  Verhält- 
nisse    der    Tbetafunctionen     zweier    Veränderlichen. 

Monatsh.  f.  Math.  II.  157-176. 

Herr  Staude  hat  (Math.  Ann.  XXIV.  281,  F.  d.  M.  XVL 
1884.  431)  die  vierten  Potenzen  der  aus  den  Nullwerten 
der  10  geraden  Tbetafunctionen  gebildeten  Quotienten  rational 
durch  die  sechs  Verzweigungswerte  des  zu  Grunde  liegenden 
hyperelliptisohen  Gebildes  ausgedrückt;  der  Verf.  stellt  analoge 
Ausdrücke  für  die  aus  den  Nullwerten  der  Derivirten  der  sechs 
ungeraden  Tbetafunctionen  gebildeten  Quotienten  auf  und  giebt 
an,  dasB  diese  Ausdrücke  die  gleichen  seien,  ob  «man  nach  der 
ersten  oder  nach  der  zweiten  Variable  differentiirt. 
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Herr  Boiza  hat  (Diss.  Göttingen  1886,  F.  d.  M.  XVIII. 
1886.  407)  den  Fall  behandelt,  dass  für  die  Thetafunctionen 
zweier  Veränderlichen  der  Parameter  t„  den  Wert  ^  besitzt,  in 
welchem  Falle  die  zugehörigen  Functionen  mit  den  Parametern 
4t, j,  4t, „  4t„  in  Producte  zweier  einfach  unendlichen  Theta- 
reihen  zerfallen.  Der  Verf.  beschäftigt  sich  mit  den  Relationen, 
welche  dann  zwischen  den  aus  den  Nullwerten  der  ursprüng- 
lichen Thetafunctionen  gebildeten  Ausdrücken  p,  g,  r  bestehen. 

Der  Ref.  kann  die  in  der  Einleitung  ausgesprochene  An- 
sicht über  die  Arbeit  des  Herrn  Staude  nicht  teilen;  auch  war 
es  ihm  nicht  möglich,  sich  von  der  Richtigkeit  der  io  den  bei- 
den Teilen  der  Arbeit  mitgeteilten  Resultate  zu  überzeugen. 

Kr. 

J.  Thomae.     lieber   Thetafunctionen,   deren  Argumente 
einem  System  von  Drittelperioden  gleich  sind.     Scbiö- 

milch  Z.  XXXVI.  41-44. 

Soll  eine  Thetafunction  mehrerer  Veränderlichen  verschwin- 
den, wenn  für  die  Argumente  ein  System  von  Drittelperioden 
gesetzt  wird,  so  muss  zwischen  den  Moduln  der  Thetafonction 
eine  Beziehung  statthaben.  Diese  Beziehung  wird  von  dem 
Verf.  in  der  vorliegenden  Note  für  den  Fall  der  Thetafunctionen 
zweier  Veränderlichen  aufgestellt.  Kr. 


H.  SiEVBRT.      üeber   Thetafunctionen,   deren    Charakte- 
ristiken aus  Fünfteln  ganzer  Zahlen  bestehen.    Pr.Neaes 

Gymo.  NüfDberg.  31  S.  8<>. 

Der  Referent  hat  (Math.  Ann.  XXII.  416,  F.  d.  M.  XIV. 
1882.  419)  die  Beziehungen  zwischen  jenen  Thetafunctionep 
einer  Veränderlichen  nntersucht,  deren  Charakteristiken  aus 
Dritteln  ganzer  Zahlen  gebildet  sind.  Die  dort  angewandten 
Methoden  sind  von  dem  Verf.  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
auf  den  Fall  der  Thetafunctionen  einer  Veränderlichen,  deren 
Charakteristiken  aus  FQnfteln  ganzer  Zahlen  bestehen,  über- 
tragen worden.     Die  mit  ihrer  Hülfe  erhaltenen  Resultate  können 
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kurz  80  ausgesprochen  werden.    Setzt  man: 

X^fe-<i](t))^b-2a](D)  =  »\q,  cj}(i>), 

80  giebt  es  im  ganzen  25  versebiedene  Functionen  9*\Q\(f>)  und 
30  versebiedene  Functionen  &\q^  o\(v).  Diese  55  Functionen 
werden  als  Grundfunctionen  eingefübrt  In  Artikel  5  werden 
die  zwiscben  ihren  Nullwerten  bestehenden  Relationen  ein- 
gebend untersucht;  im  Artikel  6  werden  durch  fQnf  Functionen 

&  \mß,  a](v),  m  =    '  /'    '      in  Artikel  7  und  8  durch  fünf  Func- 

0    12 
tionen  ^^{ij-f  iiio}(o),  m  =    '    '    '^    die   50  jedesmal   ftbrigen 

Grundfunctionen  mit  HUlfe  von  Constanten,  die  sich  aus  den 
Nullwerten  der  55  Grundfunctionen  und  fflnften  Einbeitswurzeln 
rational  zusammensetzen^  linear  ausgedrückt.  Kr. 


E.  WiLTHBiss.      Die    partiellen    Differentialgleichungen 
der    Aberscben    Thetafunctionen    dreier    Argumente. 

Math.  Ann.  XXXYIII.  1-23. 

Der  Verf.  stellt  das  Ergebnis  seiner  Untersuchung  im  Scbluss- 
paragraphen  selbst  folgendermassen  zusammen. 

Die  Curve  vierter  Ordnung,  welche  den  AbeVschen  inte- 
gralen vom  Range  III  zu  Grunde  liegt,  sei: 

und  werde  symbolisch  mit  ai  =  bi  =s  d  =  ei  bezeichnet.  Wenn 
man  nun  unter  EinfQhrung  eines  willkttrlichen  Variabelnsystems 
iTj,  tr„  fr,: 

g{abcy(abey[cuC^eue„+  clel]-'b{abcyelet,  =  L, 

setzt,  wenn  man  ferner  das  Operationszeichen 

^  =  2!  2!  -4^/1,4-2-^  -^-^ 


1 
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einf&hrt,  so  genfigen  die  sämtlichen  64  Thetafunctionen: 

welche  zu  der  Curve  f  gehören,  der  Differentialgleichung: 

Diese  Differentialgleichung  bat  die  Inyarianteneigenschaft.  In 
derselben  sind  sechs  einzelne  Differentialgleichungen  zusammen- 
gefasst,  welche  sich  daraus  ergeben  dadurch,  dass  die  Coef- 
ficienten  der  to,,  ir,,  te;,  einzeln  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Kr. 

J.  Schröder.  Bemerkung  über  das  zweite  Glied  der 
Potenzentwickelung  der  durch  fi  =  0  cbarakterisirten 
hyperelliptischen  a -Functionen.    Hamb.  Mitt.  iii.  7-ii. 

Die  Integration  der  Differentialgleichung  für  dlogt^(0, 0, ..  .,0) 
erfordert,  dass  der  Wert  des  zweiten  Gliedes  /*,(«?!,  tr„  ...,  Wp) 
der  zugehörigen  a-Ent Wickelung  fOr  die  besonderen  Argument- 
werte (tr,,  fc„  . . .,  iDp)  =  (*f~\  fc^~^  '  ")  hi)^  wo  *;i  einen  Ver- 
zweigungspunkt der  zwei  blättrigen  Fläche  bezeichnet,  festgestellt 
wird.  Bezeichnet  man  mit  ^tpyf,(fi)  die  zweite  Ueberschiebung 
der  beiden  Partialformen  ^pJ+\  V?^S  io  welche  zur  Bildung  der 

Torliegenden  a- Function  die  Grundform  /^+^  zerspalten  wurde, 

80  war  der  in  Rede  stehende  Wert  schon  frfiher  auf  anderem 
Wege  als: 

ermittelt  worden.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  dieses 
Resultat  direct  aus  der  von  Herrn  Klein  gegebenen  allgemeinen 
Definitionsgleichung  der  a- Functionen  abgeleitet.  Er. 


F.  Caspary.  Sur  deux  systfemes  d'^quations  diflf^ren- 
tielles  dont  les  fonctions  hyperelliptiques  de  premifere 
espfece  forment  les  integrales,    c.  R.  oxii.  1305-1308. 

Auf  Grund  des  von  dem  Verf.   (C.  R.  CXI.  225,    F.  d.  M. 
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XXII.  1890.  487)  mitgeteilten  Satzes,  dass  die  fünfzehn  hyper- 
elliptischen  FuDOtionen  erster  Ordnung  den  fttnfzehn  Elemen- 
ten Omn^  Pa,  Vk  (m^n^  h  =  1,  2,  3)  eines  orthogonalen  Systems 
proportional  sind,  folgen  aus  den  Beziehungen  zwischen  den 
Grössen  a^m  Pa»  «a  zahlreiche  Differentialgleichungen  und  alge- 
braische Relationen  zwischen  den  genannten  Functionen.  Eine 
Reihe  solcher  Gleichungen  wird  in  der  vorliegenden  Note  auf- 
gestellt. Kr. 

F.  Caspary.  Sur  une  mdthode  616mentaire  pour  ^tablir 
las  dquations  diff^rentielles  dont  les  fonctions  thSta 
forment  les  integrales.    C.  R.  cxii.  1120-1123. 

Herr  Caspary  hat  sich  wiederholt  mit  den  altbekannten  Be- 
ziehungen zwischen  orthogonalen  Substitutionen  und  elliptischen 
Functionen  beschäftigt,  ohne  jedoch  zu  wesentlich  neuen  Resul- 
taten zu  gelangen.  Von  grosserer  Bedeutung  sind  seine  Unter- 
suchungen über  den  Zusammenhang  zwischen  den  Elementen 
eines  orthogonalen  Systems  und  den  Thetafunctionen  mehrerer 
Argumente;  denn  sie  liefern,  wie  hier  gezeigt  wird,  eine  elegante 
Methode  zur  Aufstellung  von  Differentialgleichungen,  deren  Inte- 
grale solche  Thetafunctionen  sind.  St. 


F.  Caspart.  Sur  les  deux  formes  sons  lesquellee  s'ex- 
priment,  au  moyen  des  fonctions  th^ta  de  deux  argu- 
ments,  les  coordonn^es  de  la  surface  du  quatri^me 
degr^,  d^crite  par  les  sommets  des  c6ne8  du  second 
ordre  qui  passent  par  six  points  donn^s.      0.  R    CXir. 

1356-1359. 

Herr  Schottky  hatte  gezeigt,  dass  die  Coordinaten  eines 
Punktes  der  Fläche  vierter  Ordnung,  welche  von  den  Spitzen 
der  Kegel  zweiter  Ordnung  beschrieben  wird,  die  durch  sechs 
gegebene  Punkte  des  Raumes  gehen,  proportional  sind  Producten 
aus  vier  Thetafunctionen  zweier  Variabein,  von  denen  drei  un- 
gerade sind.    Her  Caspary  hat  eine  zweite  Darstellung  der  Coor- 
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dinaten  gefunden,  bei  weloher  sie  den  Produeten  auB  drei  Theta- 
foBctionen  proportional  Bind,  von  denen  eine  einzige  ungerade 
ist  (yergl.  das  folgende  Referat).  St. 


R  Caspary.  Nouvelle  manifere  d'exprimer,  au  moyen 
des  fonctions  hyperelliptiques  de  premi^re  esp^ce,  las 
coordoQD^es  d'un  point  de  la  surface  du  quatri&me 
degr^  d^crite  par  les  sommets  des  cönes  du  second 
ordre  qui  passent  par  six  points  donn^s.     Darboux  Ball. 

(2)  XV.  308-317. 

Herr  Schottky  hat  zuerst  gezeigt  (J.  fOr  Math.  CV.  1889. 
238),  dass  sieh  die  Coordinaten  eines  Punktes  jener  Fläche  vierten 
Grades,  welche  der  Ort  der  Spitzen  aller  Kegel  zweiter  Ordnung 
ist,  die  durch  sechs  gegebene  Punkte  des  Baumes  gehen,  durch 
Thetafunctionen  zweier  Argumente  ausdrücken  lassen,  und  zwar, 
dass  diese  Coordinaten  den  Produeten  von  je  vier  Thetafunctionen 
proportional  sind,  von  welchen  immer  drei  ungerade  sein  müssen. 
Der  Verfasser,  welcher  in  G.  R.  GXII.  1356.  gezeigt  hatte,  dass 
man  diese  Coordinaten  auch  durch  Producte  von  je  drei  Theta- 
functionen darstellen  kann,  von  denen  immer  eine  ungerade  ist, 
zeigt  in  der  vorliegenden  Note,  dass,  wenn  man  statt  der  passend 
transformirten  Thetafunctionen  hyperelliptische  Functionen  erster 
Gattung  einführt,  eine,  elegante,  äusserst  einfache  Darstellung 
dieser  Coordinaten  sowohl  wie  der  Flächengleichung  erreicht 
wird.  Diese  Darstellung  erhält  er  durch  alleinige  Benutzung 
zweier  bekannten  Relationen  zwischen  den  hyperelliptischen  Func- 
tionen erster  Ordnung  und  zeigt  dann  die  Identität  derselben  mit 
der  aus  dem  Theorem  von  Pappus  abgeleiteten  Gleichungsform 
der  Fläche.  Der  Auftatz  enthält  auch  eine  vollständige  Litteratur- 
angäbe  über  diese  interessante  Fläche  vierter  Ordnung,  welche 
geeignet  scheint,  einesteils  wichtige  Relationen  zwischen  den 
byperelliptischen  Functionen  aufzudecken,  während  andernteils 
aus  des  Verfassers  Darstellung  wieder  interessante  geometrische 
Folgerungen  gezogen  werden  können.  Bm. 
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E.  Pascal.  Sulle  sesticbe  di  contatto  alla  saperficie 
dl  Kummer,  (Memoria  VII.)  Annan  di  Mat.  (2)  xix.  159-176. 
Die  vorliegende  Abhandlang  bildet  die  Fortsetzung  jener 
Untersuchungen  des  Verf.  (Annali  di  Mat.  (2)  XVIII.  131  und 
227,  F.  d.  M.  XXU.  1890.  492),  welche  sich  im  Anschlüsse 
an  die  Vorlesungen  des  Hrn.  F.  Klein  (ausgearbeitet  von  H. 
Burkhardt.  Math.  Ann.  XXXV.  198,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  496) 
mit  den  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung  und  speciell 
mit  der  Darstellung  der  Eummer'schen  Fläche  durch  dieselben 
beschäftigen.  Er. 

G,  Langb.  Ueber  die  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen, denen  die  Periodicitätsmoduln  Abel'scher 
Integrale  genügen  für  den  Fall,  dass  die  Irrationalität 
dritten  Grades  ist.    Dies.  Halle.  8«. 


W.  F.  Osgood.     Zur   Theorie    der    zum    algebraischen 
Gebilde  y*"  =  R(x)  gehörigen  AbeFschen  Functionen. 

DIbb.  Erlangen.  61  S.  8^  (1890.) 


D.    Kugel-  und  verwandte  Functionen. 

6.  Lejbumb  Dirichlet.  On  the  series  whose  general 
term  involves  two  angles  and  which  serves  to  represent 
an  arbitrary  fanction  between  given  limits.  Tokio  Math. 

Qes,  IV.  9-32. 

Englische,  von  Herrn  Fujisawa  gelieferte  Uebersetzung  der 
Abhandlung  aus  J.  für  Math.  XVII.  35-56.  Lp. 


A.  Masing.     Die  Anwendung  des  Princips  der  höchsten 
und  kleinsten  Exponenten  zur  Bestimmung  der  Form 

der   Kugelfunctionen.    Mosk.  Math.  Samml.  XVI.  173-176. 
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Es  wird  das  ganze  Integral  der  Gleichung 

nach  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  und  Exponenten 
ermittelt.  Wi. 


R.  FujiSAWA.      Note    on    a    new    fortnula   in    spberical 

barmouics.     Tokio  Math.  Qes.  lY.  7-8,  Mess.  (2)  XXI.  40-41. 

Bezeichnet  Pn{(iOBy)  den  bekannten  Coefficienten  in  der  Ent- 
Wickelung  von  (1— 2acosy+a')  %  und  setzt  man  Qn  =  ^PiPn-i^ 
80  ist  (?,  — 0,-2  =  2cosiiy.  R.  M. 


F.  Caspary.     Sur  las  fonctions  sphöriques.     S.  m.  f.  Bull. 

XIX.  11-18. 

Der  Verfasser  reproducirt  zunächst  Tcrschiedene  auf  die 
Kugelfunctionen  bezügliche  Recursionsformeln  und  leitet  aus 
denselben  durch  Differentiation  und  Combination  mehrerer  der- 
selben die  Gleichung  ab: 

Darin  ist  Pn  die  einfache  Kugelfunction,  die  oberen  Indices  an 
P«  sind  Differentiationsindices ,  und  die  Constante  C  hat  den 
Wert 

(2)        C  =  (n-^)...(n-Ai+iX»i+iU~i  +  l)...(ii+iti-fl) 

(i  =  0,  1,  2,  ...,  ia),    Gu  =  0,  1,  2,  ...,  n-1). 

Aas  Gleichung  (1)  ergeben  sich  mehrere  Verallgemeinerungen 
bekannter  Formeln,  so  z.B.  fllr  A  =  ^  eine  Verallgemeinerung 
der  Differentialgleichung  der  Kugelfunctionen,  fQr  ;i  =  fi— 1  und 
durch  Anwendung  einer  Beltrami'schen  Formel  fttr  {x^ — l)i^ 
eine  Verallgemeinerung  der  letzteren.  Endlich  lassen  sich  aus 
(1)  auch  die  Formeln  von  Rodrigues  und  Jacobi  herleiten. 

Weiter  wird  durch  Differentiation  der  vorher  erwähnten 
Beltrami'schen  Formel  eine  Formel  gewonnen,  die  man  als  Ver- 
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allgemeineruDg  einer  Hermite'Bchen  Formel  ansehen  kann,  die 
aber  ohne  erhebliches  Interesse  ist.  Die  zam  Schlnss  ge- 
machte Bemerkung,  dass  sich  alle  fUr  die  P»  abgeleiteten  For- 
meln mittels  des  Neumann'schen  Integralausdrucks  auf  die  Qn 
übertragen  lassen,  findet  sich  schon  bei  Neumann.  Wn. 


O.  Callandrbau.     Sur  le  calcul  des  polynömes  ^(co8t9) 
de  Legendre  pour  las  gri^ndes  valeurs  de  n.       Darbonx 

Bull.  (8)  XV.  12M24. 

Aus  der  Darstellung  der  Kugelfanction  Xn  einerseits  und 
der  Besserschen  Function  J  (in  der  gewöhnlichen  Bezeichnung 
Jq)  andererseits  durch  bestimmte  Integrale  ergiebt  sich  folgende 
Beziehung  zwischen  beiden  Functionen: 

(1)         X„(co8^)  =  -pA-^f  e-''^'^»J(x%m»)oifdx. 


II 


Darin  ist  O^&^n  zu  nehmen.  Setzt  man  auf  der  rechten 
Seite  von  (1)  für  die  Function  J  die  bekannte  semiconvergente 
ReihCf  so  erhält  man  fttr  Xn  eine  zuerst  von  Hrn.  Darboux  (cf.  F.  d. 
M.  X.  1878.  279)  aufgestellte  Reihe,  die  eine  Verallgemeinerung 
des  Laplaoe'schen  Näherungswertes  von  Xn(eos  9)  bildet  und  zur 
angenäherten  Berechnung  dieser  Function  fttr  grosse  n  benutzt 
werden  kann. 

Ferner  erhält  man  aus  dem  feestgliede  der  Entwickelung 
von  J,  das  sich  nach  einer  frttheren  Untersuchung  des  Verfassers 
(cf.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  523)  als  Doppelintegral  darstellen  lässti 
eine  neue  Form  des  Restes  der  Darboux'schen  Reihe.  Durch 
Discussion  des  neuen  Restgliedes  (dasselbe  hat  die  Form  eines 
dreifachen  Integrals)  folgt,  dass  der  Rest  der  Reihe  für  l«(cos  9)^ 
absolut  genommen,  kleiner  ist  als  das  erste  nicht  berOcksich- 
tigte  Glied  der  Reihe.  Ferner  lässt  sich  in  gewissen  Fällen 
auch  das  Vorzeichen  des  Restes  bestimmen.  Wn. 
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M.  Lerch.      Demonstration   älömentaire    de    la    formule 
asymptotiqne    relative    anx    polynömes    de   Legendre. 

Prag.  Akad.  Yerh.  I^.  149-158.  (Böbmtsch  mit  fraDsoBisohem  R68am6.) 

Die  durch  die  GleichuDg 

definirten  Fanctionen  Z«  nehmen  fKr  sehr  grosse  Werte  von  n 
die  Form  an 


Z.  = 


^     Vx — I 


wo 

limfin  =  0 


n=sr  X 


ist    Damit  die  vorstehende  Form  gQltig  sei,  muss 

sein;  ferner  ist  unter  der  §1^"  Potenz  der  Hauptwert  derselben 
zu  verstehen.  Für  f4  =  ^  ergiebt  sich  der  asymptotische  Wert 
der  Eugelfunctionen. 

Das  Resultat  wird  noch  dahin  erweitert,  dass  die  durch  die 
Gleichung 


definirten  Functionen  Yn  für  grosse  n  den  asymptotischen  Wert 


Q'i 


hi::^ 


inn  o=»2  '   Qi  —  Qa 
haben.    Hierin  ist  —  der  absolute  Wert  der  kleinsten  Wurzel 

der  Gleichung 

l+r,a  +  r,a'H +r,o'^  =  0, 

während  die  Qa  die  reciproken  Werte  der  tlbrigen  Wurzeln  die- 
ser Gleichung  sind.  Wn. 

J.  Perhy.     Tables  of  spherical  harmonicsy  with  examples 
of  tbeir  practical  use.    Natare  XLIII.  Ii8«ii9. 
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Bericht  über  einen  Vortrag  in  der  Londoner  PhyBikalischen 
Gesellschaft.  Der  Verfasser  definirt  die  fragliche  Function  als 
eine  homogene  Function  von  x,  y,  s,  welche  der  Gleichung  genügt: 

Die  Anwendungen  beziehen  sich  auf  Beispiele  aus  der  Potential- 
theorie. Lp« 

J.  Pbrry.  Table  of  zonal  spherical  harmonics,  calca- 
lated  by  Messrs.  C.  E.  Holland,  P.  R.  Jones,  and 
C.   6.   Lamb.      With  a  short   explanation   and  some 

illustrations   of  itS    USes.      Phil.  Mag.  (5)  XXXII.  512-523. 

Bezeichnet  man  die  betreffende  Function  mit  P«(gos0),  so 
giebt  die  Tafel  die  Werte  von  P,  für  n  =  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  Ton 
d  =  0^  bis  0  =  90°,  von  Grad  zu  Grad  auf  vier  Decimalstellen. 
Einige  elementare  Beispiele  ihres  Gebrauchs  sind  zugefügt. 

Gbs.  (Lp.) 

E.  W.  HoBSON.     Systems  of  spherical  harmonics.      Lond. 

M.  8.  Proc.  XXU.  431-449. 

Der  Verfasser   erweitert   den  Begriff  der  Kugelfunctionen, 

indem  er  an  folgende  bekannte  Eigenschaft  anknOpft:  Sind  r,  ^,  <p 

^  räumliche  Polarcoordinaten,  so  erhält  man  die  allgemeinste  Engel- 

function   n^'  Ordnung   [in   der   bei   uns   üblichen   Bezeichnung 

r"  Jn(^)  (p)]  dadurch,  dass  man  —  nach  n  beliebigen  Richtungen 

differentiirt  und  dann  mit  f^"+^  multiplicirt  (vergl.  z.  B.  Thomson 
und  Tait,  Theoret.  Phys.  I,  Zusatz  B;  Maxwell,  Electricitj  and 
Magnetism,  Vol.  I,  part.  I,  Cap.  IX).    Speciell  ist 


r^Pn(cos»)  =  (—ly 


r 


2n^l 


falls  z  die  Axe  des  Polarcoordinatensystems  ist.    Die  fragliche 
Erweiterung  besteht  nun  darin,    dass  man  von  der  erwähnten 
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Eigenschaft  als  Definition  ausgeht,  dabei  aber  an  Stelle  von  — 

eine  andere  Ldsang  der  Gleichung  JV  =  0  setzt,  und  zwar  eine 
solche,  die  in  Bezug  auf  r  vom  Grade  -—1  ist.  Die  allgemeinste 
Lösung  von  z/F  =  0,  die  diese  Eigenschaft  hat,  ist: 

(a)  4'*'f^''Stgi^±tg)], 

oder,  wenn  man  rechtwinklige  Goordinaten  statt  der  Polarcoor- 
dinaten  einführt: 

Je  nach  der  Wahl  der  willkürlichen  Function  f  erhält  man  auf 
diese  Weise  verschiedene  Systeme  von  Eugelfunctionen. 

Es  wird  nun  zunächst  gezeigt,  dass  man  die  Differentiation 
des  Ausdrucks  (b)  nach  einer  beliebigen  Richtung  durch  eine 
Differentiation  eines  anderen  Ausdrucks  derselben  Form  nach  der 
Axe  2  ersetzen  kann,  so  dass  die  allgemeine  Eugelfunction  die 
Form  hat 

ÖS»   Ir  '\  r+»  /J ' 
oder  auch 


K^)]- 


Sodann  werden  einzelne,  aus  speciellen  Annahmen  über  f  sich 
ergebende  Functionen  untersucht.  Nimmt  man  in  dem  Ausdruck 
(a)  für  F  eine  lineare  Function,  so  erhält  man  die  gewöhnlichen 
Eugelfunctionen  zweiter  Art  (der  Verfasser  nennt  dieselben  line- 
hannonics,  während  die  Eugelfunctionen  erster  Art  point-har- 
monics  genannt  werden).    Speciell  wird 


Daraus  ergiebt  sich  fttr  Qn  eine  Formel,  die  der  Verfasser  für 
neu  hält,  die  indessen  schon  früher  von  Hermite  und  Beltrami 
abgeleitet  ist  (cf.  F.  d.  M.  XVI.  1884.  452;  XIX.   1887.  507). 
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Uebrigens  mag  bemerkt  werden,  dass  der  Verfasser,  abweichend 
von  der  üblichen  Definition,    in  den  Gleichungen  för  P«(co8^) 

und  (?«(co8^)  rechts  den  Factor   -j^  hinzufOgt;   hier  ist  jener 

Factor  fortgelassen. 

Die  zugeordneten  Functionen  erster  und  zweiter  Art  gewinnt 
der  Verfasser  durch  n-fache  Differentiationen  nach  2  aus  folgen- 
den Ausdrücken: 


^  "-        1     resp.     — [(Ä  +  rr  +  (Ä--r)«]logy-^. 

Er  untersucht  weiter  noch  kurz  die  aus  der  Differentiation  der 
Functionen 


-^arotg^-,    resp.    larctg(|-).Iog|Ag: 


2 
Z 

hervorgehenden  Functionen,  die  er  circulatory  harmonics  nennt, 
dehnt  die  Untersuchungen  auf  die  Cylinderfunctionen  aus  i^nd 
leitet  zum  Schluss  für  die  allgemeinste  von  q>  unabhängige  Kugel- 
function  (d.  h.  für  die  allgemeinste  von  q>  unabhängige  Losung 
der  Gleichung  JV  =  0)  den  Ausdruck  ab: 

f^^fi^  +  iyx*+y^(i0sxp)dip  +  f   F[z  +  tV^'+y'coshiildii 

ü  .    u 

(cosh  ist  der  hyperbolische  Cosinus),  sowie  die  entsprechenden 
Ausdrücke  für  den  Factor  von  cosmqp  (resp.  sinnt 9))  in  der  Ent- 
Wickelung  von  V  nach  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  yon  q>. 

Der  Verf.  erwähnt,  dass  die  Idee  der  hier  betrachteten  Ver- 
allgemeinerung schon  von  Donkin  (Philos.  Trans.  1857)  ausge- 
sprochen, dass  der  von  diesem  aufgestellte  Ausdruck  fbr  die 
allgemeine  Eugelfunction  indessen  zu  complicirt  ist,  um  daraus 
weitere  Schlüsse  zu  ziehen.  Wn. 


L.  Gkqenbäüer.     üeber  die  Ringfunctionen.   Wien.  Ber.  c. 

745-766. 

Um  Ton  den  Eugelfunctionen  auf  die  sogenannten  Ring- 
functionen, d.  h.  die  Functionen,  die  bei  dea  Potentialaufgabea 
eines  Kreisrings  auftreten  (vgl.  über  dieselben  u.  a.  F.  d.  M.  XIV. 
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1882.  799,  XXI.  1889.  515),  zu  gelangen,  muss  man  dem  Index 
der  Kugelfunctionen  andere  als  ganzzahlige  Werte  beilegen. 
Macht  man  dasselbe  mit  der  vom  Verfasser  früher  (cfr.  F.  d.  M. 

XVI.  1884.  462)  untersuchten  Function  Cn{x)^  die  sich  als  Coef- 
ficlent  von  a"  bei  der  Entwickelung  von 

(l-2ax+a'n 
ergiebt,  und  welche  daher  als  eine  verallgemeinerte  Kugelfunc- 
tioo  angesehen  werden  kann,  so  gelangt  man  zu  einer  naturge- 
mässen  Erweiterung  des  Begriffs  der  Ringfunctionen.  Diese 
verallgemeinerten  Ringfunctionen  bilden  den  Gegenstand  der  vor- 
liegenden Untersuchung.  Der  Verfasser  gebt  bei  derselben  in- 
dessen nicht  von  der  vorher  erwähnten  Function  Cn(x)  aus,  son- 
dern von  der  in  seiner  früheren  Arbeit   ebenfalls   untersuchten 

Function  Dn(x)j  dem  zweiten  particulären  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung, der  C^C«)  genügt.  Die  für  D^x)  geltende, 
nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  behält 
noch  einen  Sinn,  wenn  der  untere  Index  n  nicht  mehr  eine  po- 
sitive ganze  Zahl  ist;  diese  Reihe  wird  daher  zur  Definition 
der  Function  D  für  beliebige  untere  Indices  benutzt.  Von  den 
80  definirten  Functionen  D  bieten  ein  besonderes  Interesse  dar 

die  Functionen  Di+y^^{x)^  wo  n  eine  ganze  Zahl,  q  und  v  be- 
beliebig sind.    Für  diese  gilt  nämlich  die  Gleichung: 

eine  Gleichung,    die  erkennen  lässt,    dass  gerade   die  Function 

Dl+,-^(x)  eine  naturgemässe  Verallgemeinerung  der  Ringfunction 
zweiter  Art  bildet.     Diese   Function    wird    daher   im    folgenden 

mit  Rt^^ix)  bezeichne!,  und  für  dieselbe  werden  verschiedene 
lotegraldarstellungen  mitgeteilt,  von  denen  nur  die  eine  hier 
angeführt  werden  möge: 

Darin  ist  J  die  BesseFsche  Function  mit  dem  Index  n  -|-  v.  So- 
dann werden  mehrere  recurrente  Relationen  mitgeteilt,  die  zwi- 

FoitMhr.  d.  Math.  XXIII.  1.  33 
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sehen    den   R   mit   Tcrschiedenen   oberen   und   unteren   Indiees 
bestehen.     Aus  ihnen   ergiebt   sieh    weiter,   dass  die   Function 

R^2  der  Differentialgleichung 

(2)        (l-a;')»"'-(2e  +  l>y'+[(n+v)'-^^y  =  0 

genügt.    äS,2  geht  daher  für  die  speciellen  Werte  ^  =  i,  v  =  0 
in  die  gewöhnliche  Ringfunction  über. 

Die  Differentialgleichung  (2)  besitzt  die  beiden  particnlären 
Integrale 

/-*  sin^g-^(tOd< 

und 

J^  (a:+l/i^*=Tcos9))"+*""^8in^p->dy, 

und  zwar  ist  das  erste  derselben,  von  einem  constanten  Factor 

abgesehen,  gleich  R^2>    Das  zweite  Integral   bildet   daher  die 
Verallgemeinerung  der  Ringfunctionen  erster  Art  und  wird,  mit 

einem  gewissen  constanten  Factor  multiplicirt,  AS^i  genannt. 

Auch  für  die  Functionen  ß^li  werden  mehrere  Recursions- 
formeln  abgeleitet,  ferner  verschiedene  Beziehungen  zwischen 
Reihen,  die  nach  den  Functionen  R  oder  nach  Producten  der- 
selben fortschreiten,  und  Integralen.  Endlich  wird  ftlr  die  in 
Rede  stehenden  Functionen  das  folgende  Additionstheorem  auf- 
gestellt.    Es  ist 

1  1 

=  Ia,Ri-^^\x,)Rlf^\x,)(x]^iy  (x]-iy  C?-*(co89)), 

wo  die  ax  gewisse  Constanten  bezeichnen.     Eine  ähnliche  Glei- 
chung  gilt  für  ßS;5.  .  Wn. 

S.    PiNCHERLE.      Una    nuova    estensione    delle    funzioni 

sferiche.    Bologna  Mem.  (5)  I.  337-3G9. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  durch  die  Gleichung 
(l)  ^      -^  =   J  /« PJx) 


r 
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definirte  Funetion  Pn(jD).  PnCp)  ist  eine  ganze  rationale  Function 
von  X,  die  der  Differenzengleicbung 

(2)  2(«+l)i^(ii+l)-3(2fi+l)a:F(fi)  +  (2n-l)F(n-2)  =  0 

genügt,  und  zwar  ist  P-2  =  0,  P_i  =0,  P^  =  1.  Der  Differenzen- 
gleichung  (2)  genUgen  ausser  Pn  noch  zwei  andere  Functionen  Qn 
und  Rnj  die  bei  passender  Fortsetzung  von  0_i,  Ooi  Oj»  R-i» 
ßflj  Ä,  ganze  Functionen  von  a?  vom  Orade  n — 1,  resp.  n— 2  sind. 

Der    Differenzengleicbung  (2)  genügt   auch   das  elliptische 
Integral 

(3)  wn(x)  =  -    /^ v=ü:  =--, 

wo  e,  die  absolut  grösste  Wurzel  der  Gleichung 

(4)  i{x)  =  t'—3tx  +  l  =0 

ist.  (On  muss  sich  daher  durch  P»,  Onj  Rn  ausdrücken  lassen,  und 
zwar  ergiebt  sich 

(5)  «,  (x)  =  p^ix)  f  ^  -  :kn  Qn(x)  +  cü  fi,(x), 

falls  p(u)  die  Weierstrass'sche  Function  ist,  w  und  ij  die  Perioden 
der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 

Neben  dem  elliptischen  Integrale  (3)  spielt  für  die  weitere 
Untersuchung  noch  das  folgende  eine  Rolle: 


(6)  <^n    =^    / 


„        l//»-3te+l  ' 

in  dem  e^  die  absolut  kleinste  Wurzel  der  Gleichung  (4)  ist. 
a,  genfigt  der  Differenzengleichung 

(7)     (2n+  l)F(fi  +  l)-  3x(2n-l)F(ii-l)  +  2(n~l)FC«-2)  =  0. 

Die  drei  von  einander  unabhängigen  Lösungen  von  (7)  seien 
^«(*)»  ^n(x)^  ^n(x)]  dieselben  sind  bei  passender  Bestimmung 
von  A^j  A^J  il,,  Äj,  B,,  Äj,  Cq,  Cp  C,  ganze  Functionen  von  x  von 

den  Graden   -o  — 1>   "o-j   "ö — ^    för   gerade  n,   resp.  von  den 


33 
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Graden      ^     ,    — -. — ,    —  ^ —  för  ungerade  n,    Mittels  derselben 

lässt  sieh  das  Integral  (6)  folgendermassen  ausdrüeken: 

(8)  a„(x)  =  ^(a:)  +  Ä,(a:).a,  +  Cn(a:).a,. 

Zwischen  den  Integralen  der  Differenzengleichungen  (2)  und 
(7)  finden  min  recurrente  Relationen  statt,  von  denen  folgende 
hier  Platz  finden  mögen.     Es  ist 

(9)  A.  =  (-1/  3X^~)-(«-e--0,«»-,), 

umgekehrt  wird 

(9-)  P.  =  (_i)-l:^J^^iI(B,c,+,-(7.B.^..), 

und  ähnliche  Gleichungen  bestehen  fllr  0«,  C«,  Q^  A». 

Nach  einem  Excurs  über  die  Wurzeln  der  Gleichung  (4) 
und  dem  Nachweise,  dass  die  Function  aj^x)  sich  für  gerade  x 
in  eine  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreitende  Beihe  ent- 
wickeln lässt,  deren  Anfangsglied  -^^  ist,  wendet  sich  der  Ver- 
fasser den  Reihen  zu,  die  nach  den  Functionen  ?h(x\  resp.  Q^ix) 
fortschreiten.  Die  Grundlage  fQr  die  Entwickelung  einer  Function 
in  eine  derartige  Reihe  bildet  die  Gleichung: 

(10)  ^  =  4l(2n  +  l)anW^nW- 

Aus  derselben  ergiebt  sich,  dass  jede  in  der  Nähe  von  o;  =  0 
reguläre  Function  sich  iu  eine  Reihe  der  Form 

(11)  Hx)  =  2tt»P.(aj) 

entwickeln  lässt,  die  innerhalb  einer  einfach  zusammenhängenden, 
von  einer  gewissen  Curve  0^  begrenzten  Fläche  convergirt,  und 
deren  Coefficieuten  durch  die  Gleichung 

(11»)  a.  =  _-^(2«  +  l)  fan{z)mdi 

bestiuiiut  sind.  Dagegen  Iftsst  sieb  jede  in  der  Umgebung  roo 
2  =  oc  reguläre  Function  in  eine  Reihe  von  der  Form 

(12)  f(«)    -    SKOni*) 
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entwickeln,  die  in  dem  Teil  der  compleien  Ebene  convergirt, 
\     der   ausserhalb    einer   gewissen    geschlossenen   Cnrve  C^  (ohne 
Doppel-    oder   mehrfache  Punkte)   liegt.     Die  Coefficienten   der 
Reihe  (12)  sind 

(12-)  K  =  --^^^^^  /f(x)P,(x)dx. 


^9 


Es  werden  noch  die  Bedingungen  der  Convergenz  der  be- 
sprochenen Reihen,  insbesondere  der  Reihe  (10)  erörtert,  und 
sodann  wird  zum  Schluss  gezeigt,  dass  die  Functionen  Pn(x)  und 
a«(x)  je  einer  linearen  DiflFerentialgleichung  dritter  Ordnung  ge- 
nQgen,  und  zwar  den  folgenden: 

4(4aj'-l)P;"+96a:'P:'-a;(12n»+24n~91)n 

-n(2»  +  3)(2n  +  9)Pn  =  0, 

4(4x'-l)a;"+144aj"(i:-a:(12n'~24n-291)a; 

-  (fi  -  3)(2«  -  7)(2ii  +  b)an  =  0. 
_       __  Wn. 

W.  D.  NiVKH.     Oll  ellipsoidal  harmonics,  Lond.  Phii.  Trane. 

CLXXX[I(A).  231-278. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  man  die  Theorie  der  Lam^'- 
schen  Functionen  („ellipsoidal  hai-monics")  gewöhnlich  auf  Lö- 
sungen der  Laplace'schen  Gleichung  gründet,  indem  man  die- 
selben auf  passende  Weise  durch  Glieder  mit  elliptischen  Coor- 
dinaten  als  unabhängigen  Variabein  ausdruckt,  und  dass  diese 
von  Lamö  eingeführte  Darstellungsart  des  Gegenstandes  die 
Tollstftndigste  Ausbildung  durch  die  Hand  von  Heine  in  seinen 
«Kugelfanctionen*  erhalten  hat  und  wahrscheinlich  die  directeste 
und  wirksamste  für  alle  praktischen  Zwecke  ist.  Nichts*dcsto- 
weniger  scheinen  ihm  jedoch  die  Cartesischen  Gestalten  dieser 
Functionen  manche  Vorteile  hinsichtlich  der  Klarheit  und  Ver- 
ständlichkeit zu  besitzen;  auch  ist  er  durch  das  Lesen  der 
öreen'schen  Abhandlung  Über  Ellipsoide  von  veränderlicher 
Dichte  und  duTch  die  Untersuchung  von  Thomson  und  Tait  über 
die  Kugelfunctionen  dazu  geführt  worden,  die  Entwickclung  des 
Gegenstandes  durch  Cartesische  Processe  zu  versuchen. 
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Indem  der  Verf.  sich  mit  dem  allgemeinen  dreiaxigen  EUip- 
soide  beschäftigt,  betrachtet  er  zuerst  die  Fälle,  welche  die  auf 
das  Innere  des  Ellipsoids  anwendbaren  Formen  betreffen,  danach 
die  fQr  das  Aeussere  brauchbaren  Formen.  Vermittelst  gewisser 
zwischen  den  Lam^'schen  und  manchen  Eugelfunctionen  aufge- 
stellten Beziehungen  ist  es  in  erster  Stelle  möglich,  die  Cartesi- 
schen  Formen  der  Lamä'schen  Functionen  zu  erhalten  und  dem- 
nächst in  Lam^'schen  Functionen  eine  Entwickelung  zu  bestimmen, 
die  an  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  willkürlich  vorgegebene 
Werte  hat.  Als  ein  besonderer  Fall  wird  der  vorgegebene  Wert 
als  eine  homogene  Function  der  Goordinaten  x,  y,  z  angenommen, 
und  es  ist  leicht,  von  da  zu  dem  Falle  einer  beliebigen,  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  x,  y,  s  entwickelbaren  Function 
tiberzugehen.  Der  Verfasser  hat  auch  den  reciproken  Abstand 
zwischen  zwei  Punkten  entwickelt,  von  denen  einer  auf  der 
Oberfläche  liegt. 

Der  massgebende  Satz  für  äussere  Functionen,  auf  den  viele 
Entwickelungen  der  Arbeit  sich  stützen,  bezieht  sich  auf  den  Aus- 
druck dieser  Functionen  mit  Hülfe  von  Differential -Operationen 
an  dem  Potential  in  einem  äusseren  Punkte  für  ein  EUipsoid 
mit  veränderlicher  Dichte.  Der  angezogene  Satz  wird  in  ähn- 
licher Art  gefunden,  wie  bei  Clerk  Maxwell,  als  er  eine  physi- 
kalische Deutung  einer  Kugelfunction  ermittelte. 

Zur  Erläuterung  betrachtet  der  Verfasser  das  Problem  des 
in  einem  Körper  von  ellipsoidischer  Gestalt  inducirten  Magne- 
tismus; ferner,  in  einem  äusseren  Punkte  das  Potential  einer 
dünnen  von  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  EUipsoiden  be- 
grenzten Schale,  deren  Dichte  dem  Abstände  von  einem  festen 
Punkte  umgekehrt  proportional  ist;  endlich  einen  Satz  über  elek- 
trische Capacität. 

Der  spätere  Teil  der  Abhandlung  enthält  Untersuchungen 
über  verschiedene  innere  und  äussere  Formen  der  betrachteten 
Functionen,  verwendbar  für  verlängerte  und  abgeplattete  Sphä- 
roide.  Es  wird  gezeigt,  wie  die  Functionen  des  verlängerten 
Sphäroids  auf  diejenigen  des  Ereiscjlinders  und  auf  die  des 
Umdrehungs  -  Paraboloids   zurückkommen.     Der  Schlussteil   be- 
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scbäftigt  sich  mit  Beweisen  der  Additionstheoreme  für  Latn6'- 
sehe  Fanctionen,  ffir  Kagelfunctionen  zweiter  Art  und  für  Bessel'- 
sehe  Functionen.  Cly.  (Lp.) 

M.  BöcHER.      Ueber   die   Reihenentwickelungen    der  Po- 
tentialtheorie.   Gekrönte  Preisschrift.    Göttingeo.  DieteHch'- 

Bche  ÜDiYersitäts-BacbdrQckerei.  (W.  Fr.  Raestuor.)  IV +66  8.  4°. 

Siehe  Abschnitt  X,  Capitel  5. 


A.  Sommerfeld.      Die   willkürlichen  Functionen  in   der 
mathematischen  Physik,    dibb.  Königsberg  i.  Pr.  75  8.  8°. 

Die  Arbeit  betrifft  die  Darstellung  willkürlicher  Functionen 
durch  Fourier'sche  Reihen  und  Integrale,  sowie  durch  Beiben, 
die  nach  Cylinder-  oder  Kugelfunctionen  fortschreiten.  Zur  Ab- 
leitung  der  Sätze  über  die  Darstellbarkeit  einer  Function  durch 
eine  der  in  Rede  stehenden  Reihen  betrachtet  der  Verfasser  jene 
Reihen  als  Orenzfälle  allgemeinerer  Reihen.  Letztere  werden 
dadurch  gewonnen,  dass  die  einzelnen  Olieder  der  üblichen 
Reihen  mit  gewissen,  von  einer  neu  eingeführten  HOlfsvariable 
/  abhängigen  Factoren,  Gonvergenzfactoren  genannt,  multiplicirt 
werden.  Durch  passende  Wahl  dieser  Factoren  kann  man  es 
erreichen,  dass  1)  die  Terallgemeinerten  Reihen  für  beliebige 
positive  Werte  von  t  oonvergiren,  und  dass  dieselben  2)  für 
t  =  0  in  die  üblichen  Reihen  übergehen.  Es  bleibt  dann  zu 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  bei  dem  letzteren  Grenz- 
übergang die  Convergenz  erhalten  bleibt.  Dies  die  leitende 
Idee,  zu  der  der  Verfasser  dadurch  geführt  ist,  dass  in  der 
mathematischen  Physik  gerade  Darstellungen  von  der  Art  der 
verallgemeinerten  Reihen  auftreten. 

Zuerst  wird  das  Fourier'scbe  Integral  besprochen,  und  zwar 
wird  unter  dem  Integralzeichen  der  Factor  e-^'*  hinzugefügt. 
Bs  wird  also  die  Function 

(1)       (p(/)  =—  f  e-^'^dX  rf(a)coBl(x-a)da 

0  a 
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betrachtet  und  gezeigt,  dasa,  falls  a<.x  <.b  und  f(x)  eine  inner- 
halb des  Interyalls  a  ...b  stetige  Function  ist, 

(2)        lima)(0  =  f(a?) 

ist.  Der  Beweis  wird  dadurch  geführt,  dass  in  (1)  die  Reihen- 
folge der  Integration  vertauscht  und  das  Integral  nach  l  ausge- 
führt wird.  Von  dem  entstehenden  einfachen  Integral  ver- 
schwinden beim  Uebergang  zu  f  =  0  alle  Bestandteile  mit  Aus- 
nahme der  unmittelbar  bei  a  =  x  liegenden.  Es  bleibt  also 
nur  der  Wert  von 

lim  -^  /  f{a)e    "*'    da 

zu  ermitteln.  Wählt  man  die  kleinen  Grössen  d  und  d'  so,  dass 
-^  für  kleine  t  sehr  gross  wird,    so  lässt  sich  das  letzte  Inte- 

gral  durch  Einführung  einer  neuen  Integrationsvariable  auf 
eine  Form  bringen,  die  den  Grenzübergang  auszufQhren  ermög- 
licht. Nachdem  noch  gezeigt  ist,  dass  das  Resultat  für  belie- 
bige integrable  Functionen  f(x)  zwischen  beliebigen  reellen 
Grenzen  richtig  bleibt,  wird  ein  dem  Integral  (1)  analoges  Inte- 
gral untersucht,  bei  dem  nur  c*"^'  an  Stelle  von  e"^''  steht.  Auch 
dieses  zweite  Integral  wird  gleich  f(x)  für  t  =  0,  und  zwar 
unter  den  gleichen  Bedingungen  ftlr  die  Function  f. 

Entsprechende  Sätze   gelten    für  die   Fourier'schen    Reihen. 
Die  Reihe 

OD  • 

(3)        u  =  ^e-"  '(^„cosfia:  + Besinn«), 

(j 

in  der  An  und  Bn  sich  in  bekannter  Weise  durch  f(x)  ausdrücken, 
lässt  sich  vermittelst  einer  aus  der  Theorie  der  Theta  -  Reihen 
bekannten  Formel  transformiren,  wodurch  sich 

l/^'-'„ 

ergiebt.  Beim  Grenzübergang  für  <  =  0  verschwinden  rechts 
alle  Glieder  ausser  dem  für  «  =  0.  Der  Wert,  den  letzteres 
annimmt,  ergiebt  sich  aus  den  bei  den  Fourier'schen  Integralen 
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abgeleiteten  Resultaten,  und  man  erhält 

(5)  Hm  II  =  füxX 

fc=Ü 

ein  schon  von  Harnack  (Schlömilch  Z.  XXXII,  cf.  F.  d.  M.  XIX. 
1887.  1190)  abgeleitetes  Resultat.  Auch  diese  Untersuchung  wird 
auf  die  Reihe  ausgedehnt,  die  den  Convergenzfactor  e^"'  statt 

e-«''  hat. 

Das  zweite  Gapitel  beschäftigt  sich  mit  der  Darstellung  will- 
kürlicher Functionen  durch  Cylinderfunctionen.  Die  Grundlage 
der  Entwickelung  bildet  hier  folgende,  schon  von  Hankel  (Math. 
Ann.  VIII.  470,  cf.  F.  d.  M.  VII.  1875.  301)  aufgestellte  Formel: 

(6)  /*  e-^'U,(Xx)Jn(Xa)ldl  =  ^  e'  ^  J«(^:^). 

FQr  diese  Formel  wird  hier  zunächst  ein  neuer,  sehr  einfacher 
Beweis  gegeben,  der  darauf  beruht,  dass  in  der  Gleichung 

(7)  -^    f^^^^   f   *rf/A«"^**"^^'^'cos;i(a;-cf)co8^(y-/J) 

—00  — » 

1  (x-a)'-Ky-/g)' 


C  ♦' 


4/ 

an  Stelle  von  a?,  y,  a,  /J,  X,  ^  Polarcoordinaten  r,  i/;,  r',  \^\  ^, 
9)  eingeführt  und  dann  beide  Seiten  nach  Cosinus  der  Vielfachen 
Yon  tp—tp'  entwickelt  werden.  Aus  (6)  folgt,  dass  an  der  Grenze 
för  « ==  0  das  auf  der  linken  Seite  von  (6)  stehende  Integral 
gleichmässig  stetig  in  die  Function 


1 


4( 


2ytax7i 

Qbergeht,  falls  x  und  a  reelle  positive  Zahlen  sind,  dagegen  in 
die  Function 


a' 


1       -  — 

e    *'      resp.     -^r-e    *' 


2t  ^  *"      2/ 

falls  X  resp.  a  gleich  0  ist  und  gleichzeitig  n  =  0,  während  fttr 
*  =  0  oder  a  =  0  und  n  >  0  der  Grenzwert  des  Integrals  0  ist. 
Auf  diese  vorbereitenden  Resultate  gestützt,  beweist  der  Verfasser 
durch  ähnliche  Ueberlegungen  wie  im  ersten   Capitel   die  Glei- 
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chuDg: 
(8)  lim  /    c^^'ldk  r f{a)Jn{lx)Jn{kd)ada  =  f{x). 


'=^  0 


Dario  sind  a  und  6  positive  Zahlen,  i  ist  ein  positiver  Parameter, 
n  eine  positive  ganze  Zahl  (incl.  0),  während  f{x)  in  dem  Inter- 
vall a<x<fc  stetig  ist.  Die  Gleichung  (8)  gilt  noch,  wenn 
man  a  nach  0  ausdehnt  und  a?  =  0  setzt,  für  den  Fall  n  =  0; 
sie  gilt  für  a  =  0,  «  =  0  nicht  mehr,  wenn  n  >  0,  vielmehr  wird 
dann  die  rechte  Seite  von  (8)  gleich  0. 

Ferner  wird  bewiesen,  dass  die  Gleichung  (8)  noch  richtig 

bleibt,  wenn  links  c~^'  an  Stelle  von  c""^*'  gesetzt  wird.  Dazu 
wird  die  folgende  Hülfsformel  benutzt: 

(9)  J"  e'-^Un{Xx)J^{Xix)Xdk  =  ^(^-)  /i(9. 

Darin  ist  PJL  die  zugeordnete  Kugelfunction  mit  dem  Hauptindex  \ 
ferner 

^  =  A 

Zur  Ableitung  von  (9)  wird  ein  der  linken  Seite  von  (7)  ana- 
loges Doppelintegral  betrachtet,  in  dem  nur  ^A'+^u*  an  Stelle 
von  X'-f  ^'  steht,  und  dies  Doppelintegral  wird  nach  Einführung 
von  Polarcoordinaten  auf  doppelte  Weise  nach  Cosinus  der  Viel- 
fachen von  tp  —  ip'  entwickelt. 

Wesentlich  andere  Convergenzfactoren  als  in  den  bisherigen 
Fällen  treten  bei  der  Entwickelung  einer  Function  nach  Kugel- 
functiouen  auf,  die  den  Inhalt  des  dritten  (Schluss-)  Capitels 
bildet.  Durch  Untersuchung  des  dreifachen  Integrals,  das  dem 
in  (7)  auftretenden  Doppelintegral  analog  ist,  gewinnt  der  Verf , 
indem  er  in  jenem  dreifachen  Integral  räumliche  Polarcoordinaten 
einführt  und  einmal  das  Integral,  sodann  den  durch  Ausführung 
der  Integration  sich  ergebenden  Wert  in  eine  Reihe  entwickelt, 
folgenden  Hülfssatz:     Es  ist 


t 
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Darin  hat  der  Convergenzfactor  C"(0  den  Wert: 

(11)        cr,(t)  =  i-y-ie~-^y,+,(-7-). 

Wie  in  den  beiden  ersten  Capiteln  zwei  Convergenzfactoren, 
e~*''  und  c~^'  zu  den  gleichen  Resultaten  führten,  so  existirt  auch 
hier  neben  dem  Factor  C^(/)  ein  anderer 

dO\i+\) 


(12)  C"(0  =  -2( 


dt 


wo,  wie  üblich,   0"  die  Kugelfunction  zweiter  Art  bezeichnet; 
uod  68  ist 


(13)  i:^^P\^o,y)C:{i)   =      ^  ' 


n      4n  ^      -r/     iv/  271    (Z  +  l-cosy)' 

Aus  den  erwähnten  Hülfssätzen  folgt,  dass,  wenn  i  ein  positiver 
Parameter,  /*(^,  q>)  eine  stetige  Function, 

cosy  =  cos^co85"'4'8in^8in^'co8(y  — qp') 

ist, 

(U)     lim  J-^^-C;(0    f''B\u&'d&'    r^"  drf'f(^&'qi')F\cosy) 

0  1) 

ist.  Darin  bezeichnet  Ca(t)  einen  der  Factoren  (11)  oder  (12). 
Zum  Schluss  wird  darauf  hingewiesen,  dass  man  fttr  die 
Entwickelung  nach  Kugelfunctionen  noch  andere  Convergenz- 
factoren  finden  kann.  So  folgt  z.  B.  durch  Betrachtungen  der 
Potentialtheorie,  dass  (1  —  0"  ein  solcher  Factor  ist. 

Wn. 


Druckfehler. 

S.  14«)  Gl.  (2)  statt  lim  lese  man  lim. 

.  U7  Zeile  2  von  oben  statt  (sn)W*-^)  lose  man  (2;i)Ka-0. 

7     ,     aoten  statt  i/'nC«)  lese  man  »/'(.v;  und  ihrer  Ableitungeu. 

2     ,         „  f,      ^V{8)  lese  man  i/'C«). 

•  '^4^^      „    16     n     oben  statt  <P(a)  lese  man  Q{a). 


« 


Ächter  Abschnitt 

Keine,  elementare  und  synthetische 

Geometrie* 

Capitel  1. 

Principien  der  Geometrie. 
C.  Segrk.     8u  aicuni  indirizzi  neue  investigazioni   geo- 

metriebe.      Rivista  di  Mat.  T.  42-66. 

G.  Peano.     Oaservazioni  suirarticolo  precedente.    Rivista 

di  Mat.  I.  66-69. 

C.  Segrb.      üna   dichiarazione.       6.    Peano.      Risposta. 

Rivista  di  Mat.  I.  154-159. 

Der  Aufsatz  des  Herrn  Segre  besteht  aus  einer  Sammlung 
von  Bemerkungen  und  Ratschlägen,  welche  er  für  seine  SchQler 
bestimmt  und  bescheiden  als  nützlich  nur  für  Anfänger  bezeichnet. 
Nachdem  er  an  die  völlige  Umgestaltung  erinnert  hat,  welche  die 
Geometrie  in  unserem  Jahrhunderte  erfahren  hat,  empfiehlt  er 
im  §  I  seiner  Arbeit  (und  auch  anderswo)  der  mathematischen 
Jugend,  jene  zu  leichten  Untersuchungen  zu  meiden,  zu  denen 
die  heutige  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaften  fUhren 
kann.  Um  wirklich  wichtige  Forschungen  kennen  zu  lernen, 
giebt  er  (§  II)  den   Anfängern  den  Rat,    die  Klassiker  der  ex- 
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aeteo  Wissenschaften  zu  studiren  und  ihre  mathematischen  Ge- 
danken   zu   verarbeiten.      Einen    mächtigen    Antrieb   zu   mathe- 
matischer Forschung  findet  er  in  der  Anwendung  unserer  Wissen- 
seiiaft    auf  die  Erklärung  physikalischer  Erscheinungen  (§  III); 
ferner    eine    Methode,    um   die  Kräfte   zu   üben,    solche   Unter- 
äuchua^^en    durchzuführen,    in   der   gleichzeitigen  Beschäftigung 
mit  der  Analyse  und  der  Geometrie  (§  IV).   Das  führt  natürlich 
den  Verfasser  auf  die  Bemerkung,  dass,  wenn  man  dem  Anfange 
unseres  Jahrhunderts  die  Schöpfung  der  reinen  (analytischen  und 
geometrischen)  Methoden  verdankt,  jetzt  sich  die  Ueberzeugung 
Terbreitet,  dass  es  ausserordentlich  nützlich  ist,  beide  Methoden 
wechselweise   zu   brauchen   (§  V).     Der  Verfasser  spricht  nach- 
her (§  VI)   von    den    nicht  ganz  strengen  Methoden,   mit  denen 
man   bei    einigen   geometrischen  Untersuchungen   sich  vorläufig 
begnügen  muss,    und  setzt  sehr  klar  aus  einander,    in  welchen 
Fällen  und  in  welchem  Masse  denselben  ein  Platz  in  der  Wissen- 
schaft  eingeräumt   werden  kann.      Der   nächste  Paragraph    ist 
der  Aufzählung   der   vornehmsten  Aufgaben   gewidmet,    welche 
von   der    Transformationstheorie  ihre  Auflösung  erwarten.     Die 
drei    letzten    Paragraphen    behandeln    die   n-dimensionale    Geo- 
metrie.   Im  §  VIII    lernt   man  die  drei  verschiedenen  Gesichts- 
pankte    kennen,  von  denen    aus   dieselbe    betrachtet   wird;    im 
§  IX  werden  die  wichtigsten  Aufgaben  genannt,  welche  sie  auf- 
lösen niQss;  im  §  X  endlich   wird   auf  verschiedene  Weisen  be- 
wiesen,   dass   der   Baum   ohne  Rücksicht   auf  die  Zahl    seiner 
Dimensionen  von  nun  an  das  Gebiet  sein  muss,  in  welchem  die 
geometrischen  Gebilde  betrachtet  werden. 

Der  Segre'sche  Aufsatz  enthält  mehr,  als  man  aus  den 
wenigen  Zeilen  ersehen  kann,  auf  die  wir  der  Kürze  wegen  uns 
beschränken  mussten;  wir  empfehlen  seine  Leetüre  allen  denen, 
welche  als  Geometer  schon  arbeiten  oder  zu  arbeiten  wünschen. 
Einige  der  in  den  §§  VI  und  VIII  dargelegten  Ideen  haben  zwi- 
schen dem  Verfasser  und  dem  Leiter  der  „Rivista^^  eine  Po- 
lemik veranlasst,  über  die  zu  berichten  wir  für  unnötig  er- 
achten. La. 
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Edwabd    T.    Dixon.       The     foundations    of    geometry. 

Cambridge.  Deighton,  Bell  and  Co.  VII +  143.  [Natare  XLIII.  554-5Ö5.] 

Dieses  Werk  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  ist  es  wert, 
sorgfältig  gelesen  zu  werden.  Der  I.  Teil  „fiber  den  logischen 
Stand  der  Wissenschaft  der  Geometrie  **  hat  psychologische  Trag- 
weite, ist  aber  mit  dem  übrigen  Werke  eng  verbunden.  Im 
II.  Teile  entwickelt  der  Verf.  seine  „subjective  Theorie  der  Geo- 
metrie, abgeleitet  aus  den  beiden  Grundvorstellangen  der  Lage 
und  der  Richtung''.  Folgendes  ist  die  „implicite  Definition  der 
Richtung":  a)  Eine  Richtung  kann  durch  die  Nennung  zweier 
Punkte  angegeben  gedacht  werden,  als  die  Richtung  von  dem 
einen  zu  dem  anderen,  b)  Wenn  ein  Punkt  sich  von  einer  ge- 
gebenen Lage  beständig  in  einer  gegebenen  Richtung  bewegt, 
so  giebt  es  nur  einen  Weg  oder  eine  Folge  von  Lagen,  die  er 
durchlaufen  kann.  (Solcher  Weg  kann  ein  ,,directer  Weg''  heissen, 
und  eine  stetige  Folge  von  Punkten,  die  solche  Lagen  einnehmen, 
eine  „gerade  Linie".)  c)  Wenn  die  Richtung  von  A  nach  B  die- 
selbe ist  wie  die  von  B  nach  C,  so  ist  die  von  A  nach  C  die 
nämliche  Richtung,  d)  Wenn  zwei  unbegrenzte  gerade  Linien, 
die  sich  schneiden,  beide  von  einer  dritten  Geraden  in  zwei 
unterschiedlichen  Punkten  geschnitten  werden,  so  schneidet  jede 
unbegrenzte  Gerade,  welche  sich  nach  derselben  Richtung  er- 
streckt wie  diese  letzte,  und  welche  die  eine  der  beiden  ersten 
schneidet,  auch  die  andere.  Diese  Definition,  sowie  die  „implicite 
Definition  der  Lage"  (die  thatsächlich  Oberhaupt  nicht  eine  Defi- 
nition zu  sein  scheint)  und  drei  andere  Axiome,  von  denen  das 
dritte  lautet,  der  Raum  könne  von  jeder  Lage  aus  in  ihm  als 
nach  drei  und  nur  nach  drei  unabhängigen  Richtungen  sich  aus- 
dehnend vorgestellt  werden,  bilden  die  hauptsächlichen  Grund- 
lagen der  subjectiven  Geometrie.  Die  Entwickelung  der  Theo- 
reme, welche  den  Namen  der  grundlegenden  in  der  Geometrie 
erhalten  können,  wird  sehr  sorgfältig  durchgeführt.  Der  dritte 
Teil  des  Buches  beschäftigt  sich  mit  der  „Anwendbarkeit  der 
vorangehenden  subjectiven  Geometrie  auf  die  Geometrie  des 
materiellen  Raumes".  Der  Referent  ist  nicht  im  Stande  gewesen, 
mit  der  Kritik,   welcher  er  dieses  Buch  unterziehen  wollte,  zu 
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einem  ihm  genfigendeo  Abschlüsse  zu  kommen;  daher  begnügt 
er  sieh  damit,  die  Aufmerksamkeit  auf  das  Werk  zu  lenken,  da 
es  ein  sorgfältiges  Studium  von  allen  verdient,  welche  ein  Inter- 
esse an  den  Hypothesen  besitzen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde 
Hegen.  Gbs.  (Lp.) 

E.  Study.      Von    den    Bewegungen    und    [Jralegungen. 

(I.    U.    II.    Abhandlung.)      Math.  Ann.  XXXIX.  44151)«). 

Die  vorliegende  Arbeit  hat  den  Zweck,  eine  möglichst  voll- 
ständige und  systematische  Theorie  der  Ortsver&nderungen  eines 
geometrischen  Gebildes  zu  geben.  Je  nachdem  das  Gebilde  in 
ein  congruentes  oder  ein  symmetrisches  ttbergeftthrt  wird,  handelt 
es  sich  hierbei  um  eine  „Bewegung"  oder  eine  ^^Umlegung*'. 
Die  Gliederung  des  Stoffes  ergiebt  sich  zunächst  aus  der  Behand- 
Inngsweise,  die  in  der  ersten  Abhandlung  synthetisch,  in  der 
zweiten  analytisch  ist,  unter  Benutzung  rechtwinkliger  Parallel- 
Coordinaten.  In  zweiter  Linie  kommen  die  verschiedenen  Gebiete:  ' 
Gerade,  Ebene  und  Raum  in  Betracht,  innerhalb  deren  die  Orts- 
verändernngen  stattfinden,  in  dritter  Linie  die  verschiedenen  Arten 
der  Bewegungen  selbst,  wozu  auch  der  Unterschied  zwischen ' 
endlichen  und  unendlich  kleinen  Bewegungen  zu  rechnen  ist.  — 
Durch  die  bisherigen  Einzelarbeiten  auf  diesem  Gebiete  ist  be- 
sonders die  Theorie  der  Bewegungen  bevorzugt  und  gefördert 
worden,  während  die  Theorie  der  Umlegungen,  namentlich  im 
Gebiete  des  Raumes,  in  der  Entwickelung  zurttckgeblieben  ist. 
Doch  dflrfte  diesen  letzteren  Untersuchungen  die  Arbeit  des  Hrn. 
Goursat  über  die  Anwendung  der  orthogonalen  Substitution 
(F.  d«  M.  XXI.  1889.  530)  um  so  mehr  zuzurechnen  sein,  da 
Dicht  nur  die  Wirkung  der  dort  angewandten  Operationen  in 
Bewegungen  und  Umlegungen  von  Gebilden  besteht,  sondern 
aach,  ganz  im  Geiste  des  Verfassers  der  vorliegenden  Arbeit, 
Ton  dem  wichtigen  HQlfsmittel  der  Transformationsgruppen  um- 
fangreiche Anwendung  gemacht  wird.  Mit  Recht  bemerkt  näm- 
lich der  Verfasser,  dass  diese  Theorie,  nebst  denjenigen  Methoden, 
welche    die    nichteuklidische   Geometrie   und   die    Systeme   der 
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höheren  eomplexen  Zahlen  liefern,  mit  dem  von  ihm  behandelten 
Gegenstände  in  naher  Beziehung  stehen,  und  es  werden  denn 
auch  diese  Methoden  ausgiebig  und  erfolgreich  von  ihm  ver- 
wendet. 

Im  ersten  Abschnitt  werden  die  Chasles'schen  Untersuchungen 
über  Bewegung  neu  dargestellt  und  durch  Discussion  gewisser 
Ausnahmefälle  vervollständigt;  Bewegungen  und  Umlegungen 
werden  in  je  zwei  Transformationen  von  bestimmter  Art  zerlegt, 
wobei  für  die  Gebiete  mit  verschiedener  Dimensionenzahl  charak- 
teristische Verschiedenheiten  hervortreten,  ein  analoges  Fort- 
schreiten aber  nur  zwischen  zwei  Gebieten  von  n**'  und  (»4-2)***^ 
Stufe  zu  beobachten  ist.  Zur  Formulirung  der  Transformation 
dient  die  von  Hrn.  H.  Wiener  angewandte  Bezeichnung.  Von 
besonderem  Nutzen  erweist  sich  für  räumliche  Betrachtungen 
der  vom  Verfasser  neu  eingeführte  Begriff  der  „Umschraubung^, 
der  eine  „Umwendung"  (Drehung  um  2%)  und  eine  Verschiebung 
in  der  Bichtung  der  Umwendungsaxe  in  sich  schliesst  ond  dazu 
dient,  congruente  Raumgebilde  zur  Deckung  zu  bringen.  Schrau- 
bungen (um  andere  Winkel),  Drehungen  und  Schiebungen  werden 
in  ihren  Combinationen,  ihren  Wirkungen  auf  Baumgebilde  und 
im  Zusammenhange  mit  den  ihnen  entsprechenden  geometrischen 
Transformationen  betrachtet,  ebenso  ganze  Gruppen  von  Bewe- 
gungen, die  in  einem  charakteristischen  Merkmal  übereinstimmen. 
Wird  ein  Gebilde  durch  eine  Bewegung  in  ein  anderes  über- 
geführt, so  bilden  die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  den 
„Sehnencomplex^  der  Bewegung.  Diese  Definition  führt  weiter 
auf  den  von  Möbius  gefundenen  Zusammenhang  zwischen  linearen 
Complexen  und  unendlich  kleinen  Bewegungen,  sowie  mit  Hülfe 
der  Darstellung  von  Kräften  durch  Linienteile  (im  Sinne  Grass- 
mann's)  auf  die  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Bewegungen. 
Es  folgt  die  Zerlegung  der  Umlegungen  in  Spiegelungen,  der 
Bewegungen  in  Umlegungen,  ferner  die  „Bewegungen  im  Strah- 
lenbündel^,  wobei  die  Strahlen  oder  Ebenen  eines  Punktes  als 
Kaumelemente  auftreten,  und,  vermöge  des  Zusammenhanges  der 
Strahlenbündel  mit  der  nichteuklidischen  Geometrie,  sich  das 
Resultat   ergiebt,    dass   die  Theorie    der  Bewegungen    und  Um- 
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legnngen  im  Räume  als  Orjenzfall  der  Theorie  der  Bewegungen 
im  Strahlenbündel  angesehen  werden  kann. 

« 

Im  zweiten  Abschnitte  wird  gezeigt,  wie  den  die  Bewegungen 
im  Räume  darstellenden  Transformationen  acht  homogene  Para- 
meter eindeutig  umkehrbar  zugeordnet  werden  können.  Diese 
Zuordnung  wird  dann  auf  die  Umlegungen  ausgedehnt,  wobei 
auch  die  einschlägigen  Untersuchungen  Euler's  berQcksichtigt 
werden.  Von  abkürzender  Wirkung  auf  die  Rechnungen  erweist 
sich  die  Theorie  der  höheren  complexen  Einheiten,  insbesondere 
die  Quatemionenrechnung.  Drei  Sätze,  deren  einer  bereits  von 
Rodrignes  gefunden  war,  handeln  von  den  Goefficienten  der  oben 
genannten  Transformationen,  die  als  sehr  einfache  lineare  Func- 
tionen von  sieben  unabhängigen  Verhältnisgrössen  dargestellt 
werden.  Auch  hier  wird  wieder  eine  einfache  geometrische  und 
mechanische  Deutung  gewisser  Parameter  mit  den  Mitteln  der 
Aasdehnungslehre  erzielt.  Im  ganzen  werden  in  diesem  zweiten 
Abschnitt  die  gleichen  Gegenstände  behandelt  wie  im  ersten, 
jedoch  im  Interesse  der  EOrze  mit  verschiedenen  Einschränkungen, 
und  im  Interesse  der  Abwechselung  so,  dass  die  räumlichen 
Untersuchungen  den  auf  die  Ebene  bezQglichen  vorangehen.  Ein 
specielleres  Eingehen  auf  die  inhaltreiche  Arbeit  ist  an  dieser 
Stelle  nicht  möglich.  Hinzuzufügen  ist  nur  noch,  dass  auch  zahl- 
reiche Litteraturangaben  den  Leser  über  den  Umfang  dessen, 
was  auf  diesem  Gebiete  früher  schon  geleistet  worden,  Orientiren. 

Schg. 

W.  KiLLiNG.    üeber  die  CHfford-Klein'scben  Raumformen. 

Matb.  Aqd.  XXXIX.  257-278. 

Von  den  hier  betrachteten  Raumformen  ist  eine  specielle, 
zweidimensionale  Art  zuerst  von  Clifford  angegeben,  allgemein 
sind  sie  dann  von  Hrn.  F.  Klein  behandelt  worden.  Sie  besitzen 
die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  sie  nur  bei  speciellen  Be- 
wegungen eines  Teiles  als  Ganze  in  sich  bewegt  werden  können. 
Ausserdem  haben  sie,  ebenso  wie  die  vom  Verf.  als  Polarform 
des  Riemann'schen  Raumes  bezeichnete  elliptische  Raumform, 
mehrfachen  Zusammenhang.     Der  Verfasser  leitet  ihre  rein  geo- 

Fortactir.  d.  Math.  XXIU.  9.  34 
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metrische  Bereebtigang  aus  den  allgetneiaen  Gkesetsen  der  Be- 
wegung ab,  und  gelangt  fQr  positives  constaates  KrQmmnngs- 
mass  zar  Aufstellung  aller  möglichen  F&Ue  dieser  Baumformen, 
die  übrigens  nur  für  angerade  Dimensianenxahl  existiren.  Für 
verschwindendes  und  negatives  KrQmmnngsmass  wird  dieses 
Problem  einstweilen  nur  analytisch  formulirt  Hinsichtlich  der 
Mechanik  dieser  Raumformen  wird  bemerkt,  dass  dieselbe  nur 
teilweise  mit  der  des  euklidischen  Raumes  übereinstimmt;  aas 
der  erwiesenen  geometrischen  Berechtigung  jener  Formen  könne 
aber  auf  die  Möglichkeit  geschlossen  werden,  auch  eine  einwand- 
freie Mechanik  für  sie  zu  begründen.  Schg. 


F.  PiETZKBR.     Die  Gestaltung  des   Raumes.     Kritische 
Untersuchungen   über  die  Grundlagen  der  Geometrie. 

Braunachweig.  0.  Salle.  ¥11  + HOS.  8o. 

Der  Titel  lässt  auf  eine  objective  Prüfung  der  bisherigen 
Forschungsergebnisse  hinsichtlich  der  modernen  Ranmtheorien 
Bchliessen.  Dem  entspricht  aber  der  Inhalt  nicht.  Der  Verfasser 
nimmt  von  vorn  herein  gegenüber  allem,  was  über  die  euklidische 
Geometrie  und  ihren  Anschauungskreis  hinausgeht,  oder  ihr 
zuwiderläuft,  einen  ablehnenden  Standpunkt  ein.  Er  glaubt, 
sich  auf  eine  Kritik  der  grundlegenden  Arbeiten  von  Hdmholtz, 
Riemann  und  Beltrami  beschränken  zu  dürfen,  and  gdangt  anf 
Grund  der  in  diesen  Arbeiten  von  ihm  entdeckten  Mängel  zu 
dem  Resultate,  dass  es  nur  eine  einzige  selbständige,  aus  der 
Natur  des  Raumbegriffs  selbst  herzuleitende  Geometrie  gebe, 
nämlich  die  euklidische.  —  Dass  an  der  Verbesserung  solcher, 
einer  neuen  schwierigen  Theorie  naturgemäss  anhaftenden  Mängel 
zahlreiche  bedeutende  Mathematiker  seit  langer  Zeit  mit  Erfolg 
beschäftigt  gewesen  sind  und  noch  sind,  dass  keiner  von  allen 
denen,  die  gründlich  auf  diesem  Gebiete  gearbeitet  haben,  zn 
dem  Verdict  des  Verfassecs  gelangt  ist,  dass  im  Gegenteil  auch 
in  den  streitigen  Fragen  bereits  Wesentliches  für  die  Klämng 
geleistet  ist,  dass  endlich  die  Kenntnis  jener  grundlegenden 
Arbeiten,  wie  derjenigen,  welche  sich  unmittelbar  auf  dieselben 
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bestehen,  gegenwärtig  nickt  entfernt  ausreieht,  um  eine  zu  einem 
eompeCenten  Urteil  befähigende  Uebersicht  Aber  die  ganze  Theorie 
SU  erlangen,  das  alles  wird  ignorirt,  ein  Umstand,  der  sich  nnr 
dareh  die  im  Vorwort  eingestandene  Unvollständigkeit  der  dem 
Verf.  bekannten  Fachlitteratur  erklärt.  Das  Geheimnis  des  Er- 
folges der  modernen  Ranmtheorien  erklärt  sich  der  Verf.  in  einer 
für  seine  mathematischen  Zeitgenossen  recht  beschämenden,  wenn 
sQch  einfaehen  Weise,  indem  er  sagt,  dureh  die  Autorität  so 
grosser  Männer  (wie  die  yorgenannten)  sei  die  Herrschaft  des 
Irrtums  begünstigt  worden.  -^  Wie  fern  der  Verfasser,  hei  aller 
anerkennenswerten  Bemühung  hinsichtlich  des  von  ihm  sUidirten 
Ausschnittes  der  Fachlitteratur,  dem  eigentlichen  Wesen  der  von 
den  Mathematikern  auf  diese  Theorie  verwendeten  geistigen 
Arbeit  steht,  zeigt  sich  am  besten  an  den  seine  Polemik  durch- 
setzenden Miss  Verständnissen,  z.  B.  hinsichtlich  der  Tragweite 
and  Bedeutung,  welche  der  in  Rede  stehenden  Theorie,  wie  den 
zu  ihrer  Versinnlichung  dienenden  Hülfsmitteln  von  den  Autoren 
gelbst  beigelegt  wird,  sowie  in  der  gelegentlichen  Bekämpfung 
von  Hypothesen,  die  entweder,  wie  die  der  vierten  Dimension 
des  Erfahrungsraumes,  abgethan,  oder,  wie  die  der  positiven 
Krümmung  dieses  Raumes,  und  der  realen  Existenz  mehrdimen- 
sionaler Räume,  als  noch  nicht  spruchreif  anerkannt  sind.  Diesen 
Hypothesen  geht  überhaupt  ein  rein  matbematSsches  Interesse 
völlig  ab,  und  verständiger  Weise  sollte  kein  Fachmann  als  solcher 
sieh  darüber  aufregen.  —  Mathematiker,  welche  mit  den  modernen 
Raomtheorien  vertraut  sind,  werden  vielleicht  in  den  Angriffen 
des  Verfassers  Anregungen  zu  Verbesserungen  in  der  Darstellung 
finden,  welche  künftige  Angriffe  und  Missdeutusgen  aussefaliessen; 
in  den  Kreisen  der  übrigen  aber  ist  die  Schrift  eher  Verwirrung 
als  Aufklärung  zu  verbreiten  geeignet  Schg. 


Max  Simon.     Zu  den  Grundlagen  der  nicht-euklidischen 

Geometrie.        Fr.    (Nr.  ÖI2)   Lyceum    Strassbarg   i.  Eis.    32  S.    4<>. 
(1  Flg.- Tat) 

Die  Arbeit   enthält  historische  und  kritische  Bemerkungen 

34* 


532    VIII.  Abschnitt    Reine,  elementare  n.  synthetische  Geometrie. 

über  EntwickeluDg  und  Stand  der  (im  allgemeinsten  Sinne  yer- 
standenen)  nichtenklidischen  Geometrie,  wobei  besonders  die 
streitigen  oder  streitig  gewesenen  Fragen  berücksichtigt  werden. 
Es  werden  u.  a.  einige  irrige  Angaben  bezw.  Missverständnisse 
Erdmann's  berichtigt  und  die  Verdienste  Bolzano's  in  das  rechte 
Licht  gestellt.  Hinsichtlich  des  Zustandekommens  der  Ranmyor- 
Stellungen  entwickelt  der  Verf.  seine  eigene,  im  Grundgedanken 
nur  mit  Mach  übereinstimmende  Ansicht,  wonach  der  Sitz  der 
Seelenthätigkeit  in  das  gesamte  Protoplasma  verlegt,  eine  stufen- 
weise EntwickeluDg  des  Bewusstseins  angenommen  und,  analog 
mit  den  in  historischer  Zeit  beobachteten  Verfeinerungen  in  den 
Sinnes  Wahrnehmungen,  die  Möglichkeit  aufgestellt  wird,  dass 
auch  eine  Aenderung  unserer  Raumvorstellungen  eintreten  könne, 
welche  dieselben  mit  den  Gesetzen  eines  nicht  ebenen  Baumes 
in  Einklang  bringe.  Es  folgen  physiologische  und  psychologische 
Erörterungen  über  die  geometrischen  Grundgebilde  und  das  Zu- 
standekommen der  Dimensions- Vorstellungen,  wobei  auch  auf  die 
inneren  Gründe  für  die  Richtung,  welche  die  Raumforschung  in 
neuerer  Zeit  genommen  hat,  interessante  Streiflichter  fallen. 
Den  Arbeiten  von  Riemann  und  Helmholtz  ist  ein  besonderer 
Abschnitt  gewidmet,  in  welchem  berechtigte  und  unberechtigte 
Angriffe  gegen  diese  Arbeiten  scharf  gesondert  und  die  Resultate, 
zu  welchen  die  Kritik  derselben  geführt  hat,  mit  grosser  Klarheit 
dargelegt  werden.  Sodann  werden  die  elementarsten  Sätze  der 
Geometrie  des  ebenen  vierdimensionalen  Raumes  vorgeführt,  die 
Versuche,  die  Möglichkeit  eines  solchen  Raumes  zu  widerlegen, 
in  ihrer  Hinfälligkeit  dargelegt,  ebenso  die  bekanntesten  Versuche, 
das  Parallelenaxiom  zu  beweisen,  wobei  die  Gleichberechtigung 
der  drei  Geometrien  betont,  aber  für  die  Geometrie  des  endlichen 
Raumes  der  Elein*schen  Auffassung  der  Vorzug  vor  der  Riemann'- 
sehen  gegeben  wird.  Die  Schrift  im  ganzen  ist  gründlich  und 
bei  aller  Knappheit  der  Darstellung  trefflich  orientirend. 

Sehg. 

M.  R6thy.     Endlich -gleiche  Flächen.    Math.  Ann.  xxxviii. 

405-428. 
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Zwei  Flächenstücke  sind  nach  Bolyai's  Bezeichnung  endlich- 
gleich, wenn  sie  dnrch  additiye  Aneinanderreihung  paarweise 
congroenter  Flftchenstttcke  entstehen.  Hierüber  hatte  Bolyai  fol- 
gende Sätze  aufgestellt: 

1)  Zwei  geradlinige  Polygone  Ton  gleichem  Flächeninhalt 
sind  endlich-gleich. 

2)  Die  nicht  gemeinsamen  Teile  zweier  sich  teilweise  decken- 
den congrnenten  Flächen  sind  endlich-gleich.. 

3)  Schneidet  man  aus  zwei  congrnenten  Flächen  beliebige 
gegenseitig  congruente  Stücke  heraus,  so  sind  die  Reste  endlich- 
gleich. 

Herr  B.  beanstandet  die  Herleitung  des  zweiten  Satzes  und 
bemüht  sich  seinerseits,  einen  unanfechtbaren  Beweis  zu  geben. 
Nachdem  er  in  §  1  den  Satz  1  nochmals  erwiesen  bat,  stellt 
Herr  R.  den  Satz  auf:  „Zur  endlichen  Gleichheit  zweier  flächen- 
gleicher ebener  Systeme  ist  es  notwendig  und  hinreichend,  dass 
die  krummlinigen  Bogen  ihrer  Begrenzungen  gegenseitig  endlich- 
gleich und  die  Krümmungen  congruenter  Stücke  (relativ  zum 
Innern  der  Fläche)  von  gleichem  Sinne  seien,  —  von  Stücken  der 
Begrenzungen  abgesehen,  die  auf  demselben  System  ebenso  oft 
vorkommen  mit  positivem  als  mit  negativem  Erümmungssinn.^ 
Zam  Beweise  soll  für  nach  aussen  convexe  gleiche  Bogen  beider 
Figuren  derselbe  eingeschriebene,  für  gleiche  nach  innen  convexe 
Bogen  derselbe  umgeschriebene  Polygonzug  substituirt  werden. 
Ist  dies  geschehen,  so  bleiben  allerdings  zwei  flächengleiche,  und 
deshalb  endlich-gleiche  Polygone  übrig.  Allein  man  braucht  nur 
den  Fall  zweier  von  innen  einander  berührenden  Kreise  zu  be- 
trachten, um  einzusehen,  dass  solche  Polygone  von  endlicher 
Seitenzahl  keineswegs  immer  möglich  sind. 

Im  §  2  giebt  Herr  R.  eine  Verbesserung  des  Bolyai'schen 
Verfahrens  zur  Zerlegung  der  Restgruppen  zweier  congruenten 
Figuren  A  und  B  mit  dem  gemeinsamen  Flächenstück  K  in  con- 
gruente Teile.  Im  gleichen  Sinne  congruente  Flächen  gehen  durch 
Drehung  um  den  Winkel  q>  um  einen  festen  Punkt  0  in  einander 
über;  sind  nun  A^  B  und  K  einfach  zusammenhängend,  und  liegt  0 
ausserhalb   beider,   so   unterwirft   Herr  R.  das  Flächenstück  K 
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den  DrebiiDgen  ^,  2^,  Sy,  .-.,  nnd  — %  — 2y,  *^^Vi  •••!  l>^i 
denen  es  noch  snm  Teil  auf  A  oder  £  liegt^  und  verzeichnet  in 
jeder  Lftge  seine  Kontaren  auf  diesen  Flächen.  Dadurch  zerfallen 
die  Restflächen  in  dieselbe  endliche  Anzahl  fläohengleicher  Stflcke. 
Dieses  Verfahren  wird  nun  auf  den  Fall  mehrfach  zusammen- 
hängender Flächen,  innere  Lage  des  Drehpunktes,  etc.,  sowie  auf 
entgegengesetzt  eongruente  Fignren  ausgedehnt.  Die  Zurdckfah- 
rang  des  dritten  Satzes  auf  den  zweiten  wird  gezeigt 

E.  K. 


H.  Wiener.     Ueber  Grundlagen  und  Aufbau  der  Geo- 
metrie.    Nfttarf.  Ges.  Halle  LXIV.  8-9. 


O.  Stolz.     Ueber  das  Axiom  des  Archimedes.  Math.  Add. 

XXXIX.  107-112. 

Herr  Stolz  (Zur  Geometrie  der  Alten,  insbesondere  Aber  das 
Axiom  des  Archimedes,  Math.  Ann.  XXII.  504-520;  F.  d.  M. 
XV.  1883.  22)  hat  bewiesen,  dass  in  jedem  stetigen  Grössen- 
Systeme  das  Archimedische  Axiom  erf&Ut  ist  Herr  Veronese 
(II  continuo  rettilineo  e  Tassioma  Y  d'Archimede,  Rom.  Acc.  L. 
Mem.  (4)  VI.  603-624;  F.  d.  M.  XXII.  1890.  541)  hat  dagegen 
eingewandt,  dass  man  stetige  Systeme  bilden  kann,  welche  dem 
Archimedischen  Axiom  nicht  gehorchen,  nnd  dass  dieses  in  dem 
Ton  Hrn.  Stolz  betrachteten  Systeme  nnr  darum  nicht  geschieht, 
weil  die  Annahmen,  auf  welchen  nach  ihm  die  Stetigkeit  beruht, 
das  Archimedische  Axiom  in  sich  umfassen.  Herr  Stolz  erkennt 
die  Richtigkeit  des  Einwandes  an,  indem  er  beweist,  dass  eine 
der  von  ihm  zu  Grunde  gelegten  Annahmen  mit  dem  Archime- 
dischen Axiom  gleichbedeutend  ist.    Es  ist  dies  die  folgende: 

Findet  in  dem  betrachteten  Systeme  eine  Lttcke  (P,,  P,)  statt, 
so  kann  man  zu  jeder  gegebenen  Grösse  D  des  Systems  zwei 
Grössen  P,,  P,  derart  bestimmen,  dass  P, — Pj  <  jD  ist. 

Vi. 
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P.  Mansion.     Relation  entre  les  distances  de  cinq  points 
en  gdom^trie  non-euclidienne.    Brux.  8.  bc.  xva.  8-ii. 

1)  Die  Ueberlegungen  Legendre's  in  der  zweiten  Note  seiner 
„Elements  de  gäom^trie"  führen  zu  der  euklidischen  und  zu  der 
nichteuklidischen  Geometrie,  wenn  man  sie  streng  macht.  2)  Die 
euklidische  Beziehung  zwischen  den  Abständen  von  5  Punkten 
und  die  entsprechende  nichteuklidische,  von  Schering  herrührende 
Beziehung,  in  die  symbolische  Form  (12345)  =  0  gebracht,  be- 
sitzen die  folgende  Eigenschaft:  Wenn  man  hat: 

(12345)  =  0,    (12346)  =  0,    (12356)  =  0, 
so  kann  man  daraus  ableiten 

(23456)^=0,    (13456)  =  0,    (12456)  =  0. 
Beweis  dieses  Satzes,  genannt  „Theorem  der  sechs  Punkte". 

Mn.  (Lp.) 

P.  MaN8I0N.     Notes  snr  la  g^om^trie  enclidienne  et  sur 
la  g^om^trie  non-euclidienne.    Mathesis  (2)  i.  Sappi.  i.  3d  s. 

Abdruck  aus  Brux.  S.  sc.  XIII  A.  57-61  (F.  d.  M.  XXI. 
1889.  525),  XIV  B.  35-59  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  44),  XV  A. 
8-11  (vgl.  das  vorangehende  Referat).  Mn.  (Lp.) 


M.  Simon.     Ueber  daa  Parallelenaxiom.     Naturf.  Oes.  Halle 

L.XIV.  6.  

W.  Fr.  Schüler.     Der  Satz   von  der  Winkelsumme  im 
Dreieck,  oder  das  XL  Axiom  des  Euklid.    Müncheo.  im 

Selbfltyerlage  des  Verf.  (Autogr.)  30  8.  4°.  (1893.)*) 

Die  vorliegende  Schrift  ist  veranlasst  durch  das  in  F.  d.  M. 
XXIL  1890.  543  gegebene,  vom  Verf.  als  „unrichtig"  bezeichnete 
Referat  über  seine  Arbeit  „Ueber  das  Axiom  von  der  Winkel- 
summe im  Dreieck".  —  Der  Verf.  sucht  in  den  vier  ersten 
Abschnitten  dieses  Axiom  mit  Hülfe  eines  Fundamentalsat^es  zu 
beweisen  I  welchen  er  als  ein  Postulat  unserer  räumlichen  An- 


*)  Wegen  des  ÄDgriifea  auf  den  Bericht  im  vorigen  Jahrgänge  schon 
jetxt  referirt.    Red. 
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schaauDg  bezeichnet.  Derselbe  lautet:  „In  jedem  stampf-  oder 
rechtwinkligen  Dreiecke  sind  die  Ecktransyersalen  an  die  Seiten 
(d.  h.  an  „eine^  der  Seiten.  Ref.),  welche  den  stumpfen  oder 
rechten  Winkel  einschliessen,  sämtlich  von  einander  verschieden **• 
Allein  dieser  Satz  sagt  nur  mit  anderen  Worten  dasselbe  wie 
der  Satz:  „Von  einem  in  einer  Ebene  ausserhalb  einer  Geraden 
liegenden  Punkte  können  nur  je  zwei  gleich  lange  Strecken  nach 
Punkten  der  Geraden  gezogen  werden^,  ein  Satz,  den  die  eukli- 
dische Geometrie  mit  HQlfe  des  Satzes  von  der  Winkelsumme 
des  rechtwinkligen  Dreiecks  beweist.  Ein  fbr  allemal  kann  be- 
merkt werden,  dass  von  derjenigen  Gruppe  von  Sätzen,  welche 
nur  für  die  euklidische  Geometrie  gelten,  jeder  beliebige  mit 
mehr  oder  weniger  Grund  als  Postulat  unserer  räumlichen  An- 
schauung aufgestellt,  und  jeder  andere  mit  mehr  oder  weniger 
Muhe  daraus  abgeleitet  werden  kann.  Jeder  Versuch,  von  einem 
anderen  Ausgangspunkte  zu  dieser  Gruppe  zu  gelangen,  man 
mag  sich  drehen  und  wenden,  wie  man  will,  muss  scheitern, 
oder,  wenn  er  gelungen  scheint,  einen  Zirkelschluss  in  sich 
bergen.  —  Nicht  besser  steht  es  mit  dem  Versuche  des  Verfassers, 
die  vom  Kef.  bemängelte  Methode  des  Kreisbogendreiecks  dadurch 
zu  verbessern,  dass  der  Punkt,  in  welchem  die  Summirung  der 
Winkel  vollzogen  wird,  aus  dem  ins  Unendliche  rfickenden 
Punkte  0  (dem  gemeinsamen  Schnittpunkte  der  drei  Kreise)  in 
die  HalbiruDgspunkte  der  Seiten  des  Kreisbogendreiecks  verlegt 
wird,  und  dass  der  Punkt  0  innerhalb  der  Ebene  dieses  Dreiecks 
ins  Unendliche  rücken  soll  Der  Verf.  sucht  freilich  „Begriff  und 
Anschauung"  dadurch  zu  vereinigen,  dass  er  verlangt,  man  solle 
bei  diesem  Uebergange  sein  Augenmerk  nur  auf  diese  Halbirungs- 
punkte  richten,  während  man  dem  Punkte  0  gegenüber  ein  Auge 
zudrückt.  Dieser  Uebergang  selbst  ist  aber  einfach  unmöglich, 
da  sonst  die  aus  den  Kreisen  entstehenden  Dreiecksseiten  in  diesem 
Punkte  0  einen  gemeinsamen  unendlich  fernen  Punkt  besitzen, 
d.  h.  parallel  sein  mttssten.  Ref.  muss  daher  in  diesem  seinem 
Schlusswort  zur  Sache  die  Beweisführung  des  Verf.  auch  diesmal 
für  nicht  überzeugend  erklären.  Schg. 


Oapitel  1.    PriDoipien  der  Qeometrie.  537 

E.  V.  Schmidt.      Euklid's    11.  Axiom  durch   eine    neue 
Definition  der  geraden  Linie  bewiesen.    Moakan.  J.  Deub- 

ner.  24  8.  8«. 

Der  Referent  kann  sich  den  AasfQhrungen  des  Verfassers 
keineswegs  anschliessen.  Selbst  wenn  man  die  Schlüsse  dessel- 
ben als  richtig  anerkennen  würde,  wäre  doch  nur  bewiesen, 
dass  zwei  Linien,  die  gegen  eine  dritte  gleich  gerichtet  sind, 
auch  gegen  einander  gleich  gerichtet  sind  und  sich  daher  nicht 
begegnen.  Zu  beweisen  wäre  aber,  dass  zwei  Linien,  die  nicht 
gleich  gerichtet  gegen  eine  dritte  sind,  sich  wirklich  begegnen. 

E.  K. 


Gaston  Tabry.     G^omdtrie  gön^rale.     Le  cercle  et  la 

trigonomötrie.       Assoc.  FraD9.  Marseille  XX.  90-117. 

In  zwei  Abhandlungen,  über  die  wir  ausführlich  referirt 
haben  (cf.  F.  d.  M.  XXL  1889.  527,  XXII.  1890.  544),  hatte 
der  Verfasser  eine  Theorie  des  Imaginären  aufgestellt,  bei  der 
jeder  Punkt  durch  zwei  reelle  Punkte  (Componenten)  dargestellt 
wurde.  In  diesem  neuen  Abschnitt  geht  Herr  T.  zur  Ereislehre 
und  Trigonometrie  über.  Da  der  Begriff  der  Entfernung  zweier 
Punkte  bereits  eingeführt  wurde,  kann  der  Kreis  auch  in  dem 
erweiterten  Gebiet  als  Ort  der  Punkte  definirt  werden,  die  von 
einena  Centrum  dieselbe  Entfernung  haben.  Es  wird  an  zahl- 
reichen Beispielen,  z.  B.  an  dem  Satze  vom  Peripheriewinkel,  dar- 
gethan,  dass  die  im  Reellen  geltenden  Eigenschaften  erhalten 
bleiben.  Von  besonderer  Wichtigkeit  erscheint  der  Satz,  dass 
der  Kreis  zwei  Punkte  mit  jeder  Geraden  gemein  hat,  welche 
nicht  eine  Tangente  desselben  ist.  Die  Definition  der  trigono- 
metrischen Functionen  geschieht  dem  Reellen  vollkommen  analog 
mit  Hülfe  von  Quotienten  aus  Strecken.  E.  E. 


F.  MoLENBROEK.     Sur  la  reprdsentation  gdomötrique  des 
points  imaginaires  dans  l'espace.     Nony.  Add.  (3)  x.  434-458. 

Bereits  Laguerre  hatte  den  Gedanken  ausgesprochen,   zur 
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DarstellaDg  eines  imaginären  Ponktes  den  reellen  Kreis  zu  be- 
nutzen,  der  von  ihm  aus  in  den  unendlich  fernen  Kugelkreis 
projieirt  wird;  zur  Trennung  zweier  conjugirten  Punkte  kann 
man  die  beiden  Umlaufssinne  verwenden,  die  sich  auf  dem  er- 
wähnten reellen  Kreise  ergeben.  Dieser  Gedanke  wird  hier  vom 
analytischen  Gesichtspunkte  aus  durchgeführt.  Genauere  Behand- 
lung erfahren  die  Kreis-Mannigfaltigkeiten,  auf  welche  die  ima- 
ginäre Ebene  und  das  Ellipsoid  f&hren.  E.  K. 


E.   K.  Spaczinski.      Postulata    der   Elementargeometrie. 

Spaczinski's  Bote  der  Experimentalphysik  u.  elementaren  Mathematik 
No.  121  n.  131.  1891.  (RaBsisch.) 


Felix  Klein.     Consid^rations   comparatives  sur  les  re- 
cherches  g^omätriqnes  modernes.      Traduction   de  M. 

H.    Pad6.      Ann.  de  rfic.  Norm.  (3)  VIIL  87-102,  173-199. 

Französische  Uebersetzung  des  Programms  zum  Eintritt  in 
die  philosophische  Facultät  und  den  Senat  der  Universität  zu 
Erlangen.    (Vergl.  F.  d.  M.  IV.  1872.  229-231,  XXL  1889.  529.) 

Lp. 

J.  G.  Veronesb.     Fondamenti  di  geometria  a  piü  dimen- 
sioni  e  a  piti  specie  di  unitk  rettilinee  esposti  in  forma 

.     elementare.    Padoya.  Tip.  del  Seminaria.  XLVIII  +  628S. 

G.  Prang.     Lettera  aperta  al.  Prof.  G.  Veronese. 
Die  Referate  erfolgen  im  nächsten  Jahrgänge.      E.  K. 


J.  LiMANowsKt.     Neue  Grundlagen    der  Geometrie. 

Warschau  1891.  181 S.  S^  (Polnisch.) 

Die  Vorstellungen  des  Verfassers  sind  nicht  neu,  sie  sind 
nämlich  mit  denen  des  Indivisibilienwerkes  von  Gavalieri  (1635) 
identisch,  die  Behandlung  mangelhaft  und  mehrere  Sätze  darin 
ganz  nutslos.  .  Dn. 
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J.  J.  IsELiN.  Die  Grundlagen  der  Geometrie  ohne  spe- 
cielle  Grundbegriffe  und  Grundsätze  mit  Einschluss 
einer  vollständigen    Darstellung    der   reinen    Sphärik 

einheitlich    dargestellt.    Bern.  K.  J.  Wyee.  246  8.4«. 

Der  Titel,  den  der  Verf.  seiner  Schrift  giebt,  muss  jeden 
Eondigen  Wunder  nehmen;  denn  eine  Geometrie  ohne  Grund- 
begriffe und  Grundsätze  ist  unmöglich.  So  zeigt  sich  denn  auch, 
dass  die  wissenschaftlichen  Arbeiten  über  die  Axiome  der  Geo- 
metrie dem  Verf.  durchaus  fremd  geblieben  sind.  Eine  Be- 
ziehung der  euklidischen  Geometrie  zur  sphärischen  und  pseudo- 
sphftrischen  Geometrie  findet  sich  nirgends.  Näher  auf  die 
Vorstellungen  des  Verf.  einzugehen,  erseheint  deshalb  mit  der 
Aufgabe  dieser  Zeitschrift  nicht  vereinbar.  Sehn. 


Capitel  2. 

Continuitätsbetrachtungen  (Analysis  situs, 

Topologie). 

E.  Fkdorow.     Symmetrie  auf  der  Ebene,     st.  Petersburg. 

1891.  1-45.  (Rassisch.} 

Diese  Abhandlung,  der  ein  Bäsumä  in  franzosischer  Sprache 
folgt,  bietet  eine  Ergänzung  der  Abhandlungen  desselben  Ver- 
fassers: „Symmetrie  der  endlichen  Figuren^  und  „Symmetrie  der 
regulären  Systeme  ron  Figuren*'  und  enthält  entsprechende  Aus- 
einandersetzufigen  beettglicb  der  Ebene.  Im  ersten  der  beiden 
sie  bildenden  Teile  wird  gezeigt,  dass  als  Elemente  der  Symmetrie 
der  ebenen  Figuren  nur  Axen  der  Symmetrie  bleiben  (es  giebt 
weder  Symmetrie^ Ebenen,  noch  zusammengesetzte  Symmetrie). 
Alle  Arten  der  Symmetrie  gruppireu  sich  in  eine  unendliche  Reihe 
von  Systemen,  deren  Gleichungen  in  der  Arbeit  gegeben  sind« 
Es  wird  bemerkt,  dass  einige  der  in  der  Arbeit  des  Herrn  Goursat 
(Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (3)  IV.  169,   F.  d.  M.  XIX.  1887.  781) 
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gegebenen  Gleichungen  die  yon  diesem  Geometer  ihnen  zage- 
schriebene  Allgemeinheit  nicht  besitzen.  —  Im  zweiten  Teile 
werden  alle  regulären  Systeme  der  ebenen  Figuren  gegeben. 
Ihre  Anzahl  (17)  ist  von  der  Sohncke'schen  Zahl  13  (J.  flir  Math. 
LXXVII,  F.  d.  M.  V.  1873.  511)  verschieden:  Hr.  Sohncke  hat 
vier  Systeme  Ips^  2ps,  3p«  und  Ipa  übersehen.  Dieselben  Systeme 
sind,  als  besondere  Fälle,  in  der  bemerkenswerten  Arbeit  von 
Hrn.  C.  Jordan  (Annali  di  Mat.  (2)  II)  enthalten,  der  nur  ein 
System  übersehen  hat.  Si. 


A.  BoGUSLAWSKi.     Algebra  der  Ebene  und  des  Raumes. 

Ans  Mosk.  Math.  Samml.  XIV-XYI.  1891.  (Bassisch.) 

Das  Referat  über  dies  Buch ,  dessen  IV.  Capitel  den  Titel 
yyAnalysis  situs"  trägt,  findet  sich  später  in  Abschnitt  IX,  Cap.  1. 


6.  Lechalas.     Quelques  th^or&mes   de   g^om^trie    ^1^- 
meutaire.     Nouv.  add.  (3)  x.  527-545. 

Die  Arbeit  steht  im  engsten  Zusammenhang  mit  Entwicke- 
luDgen  von  Calinon  flber  die  Grundlagen  der  Geometrie.  Sie 
knüpft  an  einen  Galinon'schen  Beweis  des  Satzes  an,  dass  eine  in 
sich  congruente  Fläche  entweder  unbegrenzt  ist,  und  dass  dann 
zwei  geodätische  Linien  sich  nur  in  einem  Punkte  begegnen,  wäh- 
rend durch  je  zwei  Punkte  eine  solche  bestimmt  wird,  oder  be- 
grenzt ist,  wo  dann  zwei  geodätische  Linien  zwei  Punkte  mit 
einander  gemein  haben. 

Im  Anschluss  daran  beweist  Herr  L.  auf  Grund  vorange- 
stellter Hulfssätze,  dass  auf  einer  unbegrenzten  sich  selbst 
congruenten  Oberfläche  jede  in  sich  zurückkehrende  Ourve  ein 
Flächenstück  (aire)  einscbliesst.  Hierzu  ist  nach  Herrn  L.'s  Aus- 
führungen zweierlei  erforderlich.  Erstens  müssen  zwei  Gebiete  ent- 
stehen, aus  deren  einem  man  in  das  andere  auf  stetige  Weise 
nur  durch  Ueberschreitung  der  Curve  gelangen  kann.  Ausser- 
dem aber  muas  eines  der  Gebiete  durch  stetige  Veränderung  einer 
Linie  entstehen,   die  einen  festen  Punkt  der  Gurre  mit  einem 
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bewegliehen  verbindet,  der  yon  ihm  aus  die  Gurve  yolUtändig 
darcbläuft.  Für  Anfangs-  und  Endlage  mnss  sieh  die  Hülfslinie 
auf  einen  Punkt  redueiren.  -Der  Beweis  wird  zuerst  für  Dreiecke 
und  Polygone  aus  geodätischen  Linien  geführt.  Eine  Folge  des 
Satzes  ist,  dass  eine  geodätische  Linie,  die  keine  Ecke  eines 
Polygons  enthält,  dasselbe  in  einer  geraden  Anzahl  von  Punk- 
ten trifft.  Zum  Schluss  wird  auf  die  entsprechenden  Sätze  bei 
begrenzten,  in  sich  congruenten  Flächen  hingewiesen. 

E.  K. 


A.  Cayley.     On  the  partitions  of  a  polygon.   Lond.  m.  S. 

Froc.  XXII.  237-262. 

Es  handelt  sich  um  die  Frage,  auf  wieviel  yerschiedene 
Arten  ein  r-Eck  durch  k—l  Diagonalen  in  k  Teile  zerlegt  werden 
kann.     Kirkman  hatte  fflr  die  bezügliche  Zahl  den  Wert 

r.r  +  l...r  +  fe— 2.r-3.r-4...r~-ifc  +  l 

gefanden,    ohne  jedoch    einen    vollständigen  Beweis    dafür  zu 
geben. 

Hr.  Cayley  giebt  für  *  =  2,  3,  4,  5  eine  Verification  der  For- 
mel durch  wirkliche  Abzahlung,  d.  h.  er  bestimmt,  auf  wie  viele 
Arten  sich  die  Polygonseiten  auf  die  einzelnen  Teile,  in  die  das 
Polygon  zerfällt,  verteilen  lassen.  Ein  zweites  Verfahren  besteht 
darin,  die  mögliche  Zahl  der  entstehenden  Dreiecke,  Vierecke 
u.  8.  w.  durch  Abzahlung  zu  ermitteln.  Man  stösst  dabei  auf  ein 
einfaches  Recursionsverfahren  vom  r-Eck  auf  das  (r — 1)-Eck;  nach 
dieser  Methode  werden  die  Zahlen  für  r  =  3  bis  10  bestimmt. 

Den  Hauptinhalt  der  Arbeit  bildet  ein  analytischer  Beweis 
der  Kirkman'schen  Formel.  Ist  X  eine  beliebige  Function  von  rc, 
80  kann  man  die  Identität  beweisen: 

(1)  ^x'+^(X7+-||l(xr+- 


=  {x+-|-(x7  +  |]-(xr+-|'- 
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Setzt  maa  nun 


(2) 


X    ^«.^,  .,  X 


u,  =  xx,     F.  =  -^(^7,    p.  =  ^(^'y,  • 

•  ~"    2!       '      '  —  "31"  *  —  "4!~  ' 


•> 


Bo  dass 

BO  genügen  die  (/<  und  Vi  der  Gleiohnng 

und  es  folgen  aus  ihr  die  Belationen 

(8)        F,  =  £//,     F,  =  2t^,r„     F,  =2r,ü,  +  ü.% 
Setzt  man  nun  im  besonderen 


l^x' 

so  sindy  wie  die  AusrechDung  lehrt,  die  Coefficienten  von  df  in 
^11  ^s9  ^f)  •*•)  ^k  genau  die  Eirkman'schen  Zahlen. 

Man  bezeiehne  jetzt  die  Zahl  der  möglichen  Teilungen  des 
r-Ecks  in  resp.  1,  2,  3,  ^..  Teile  resp.  mit  Ar^  Br^  Cr^  ...,  bilde 
die  Functionen 

und  bestimme  dazu  nach  den  Gleichungen  (2)  die  Functionen 
V,,  r,,  v^,  ...,  so  bestehen,  wie  fllr  den  Fall  r  =  6  nach  einer 
auf  atigemeines  r  ausdehnbaren  Methode  nachgewiesen  wird, 
zwischen  den  Coefficienten  der  «•  und  f?,-,  resp.  zwischen  den 
Functionen  selbst  genau  die  Gleichungen  (3);  d.  h.  die  Functionen, 
deren  Coefficienten  die  gesuchten  Teilnngszahlen  sind,  ergeben 
sieh  nach  den  Gleiehungen  (3)  aus  derjenigen  Function  ti^,  deren 
Coefficienten  die  Teilnngszahlen  fttr  kssl  eind.  Alle  Ar  haben 
aber  offenbar  den  Wert  1,  d.  L  ea  ist  ti,  s  (/^^  «ad  danU  iat 
auch  ujt  ^  (/*. 

Es  folgen  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Aufgabe,  auf 
wieviele  Arten  ein  r-Eck  in  gegebene  p-Ecke  zerlegt  werden  kann. 

Sfs. 
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L.  Hkpftbr.     Ueber  das   Problem  der  Nacfabargebiele. 

Math.  ADD.  XXXVIII.  477-508. 

Die  Arbeit  knOpft  an  das  kürzlich  von  Kempe  nnd  Heawood 
behandelte  Yierfarbenproblem  an  (F.  d.  M.  XXI F.  1890.  562). 
Mit  ihm  wesentlich  identiseh  ist  das  Problem  der  Nachbargebiete, 
d.  h.  solcher  Gebiete  auf  einer  Fläche,  von  desen  jedes  längs 
einer  Linie  an  alle  anderen  grenzt.  Die  Fläche  wird  als  Ober- 
fläche von  beliebigem  Zusammenhang  vorausgesetzt;  es  wird  für 
sie  der  Minimalwert  des  Geschlechts  bestimmt,  wenn  die  Zahl 
der  Nachbargebiete  gegeben  ist,  resp.  der  Maximalwert  der  Nach- 
bargebiete, wenn  das  Geschlecht  gegeben  ist. 

Der  Verfasser  führt  zu  diesem  Zwecke  eine  neue,  für  Ober- 
flächen charakteristische  Zahl  ein,  nämlich  die  grösste  Zahl  s 
der  geschlossenen  CurveUf  die  man  durch  einen  Punkt  der  Fläche 
so  auf  ihr  ziehen  kann,  dass  keine  zwei  noch  einen  weiteren 
Punkt  gemein  haben.    Sie  genügt  den  Relationen 

s  =  Ä  — r-)-l    und    s  =  2p+l, 

in  denen  z  die  Zusammenhangszabl,  r  die  Zahl  der  Randcurven 
und  p  das  Geschlecht  bedeutet.  Es  reicht  aus,  geschlossene 
Flächen  der  Betrachtung  zu  unterwerfen.  Ist  pn  das  Geschlecht 
einer  Fläche,  die  n  Nachbargebiete  gestattet,  so  ist  stets 

^    ^    (fi-3)(ij— 4)  +  2a. 


*% 

1 


wo  2fl(w  die  kleinste  positive  ganze  Zahl  ist,  die  bewirkt,  dass 
der  Zähler  durch  12  teilbar  wird.  Ist  n  ^  12,  so  gilt  in  dieser 
Formel  ausschliesslich  das  Gleichheitszeiehen;  alsdann  ist  also 
der  Zusammenhang  von  n  und  p  durch  die  Gleißhaag 

^"^  -  12 

beeiinmt,  womit  pn  durch  n  und  Up  durch  p  ausdrflekbar  wird. 
Es  wird  dann  noch  im  besonderen  die  Fra^e  erörtert,  wann 
aof  einer  Fläche  eine  gpecielle  regelmässige  Anordnung  der 
Naehbftrgebiete  vorkommen  kann,  die  der  Verfasser  als  eyklisch 
bezeichnet.  Notwendige  Bedingung  hierfür  ist,  dass  n  die  Form 
12A-f  7    hat.     Für   zwei  speeieUe  Werte  von  k   wird  die  ent- 
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sprechende  cyklische  Einteilung    der  Fläehe  in  Naehbargebie 
wirklich  ansgeflihrt. 

Das  Problem  ist  auch  einer  dualen  Fassung  fthig;  dab 
handelt  es  sich  um  diejenige  Zahl  von  Punkten  auf  einer  Fläeh 
deren  jeder  mit  allen  anderen  durch  zwei  sich  eicht  schneideo 
Linien  verbunden  werden  kann.  Sfs. 


A.  GuTZMBR.      Eine    geometrische  Frage.     IL       N»tar 

Wochenscbr.  VI.  143. 

Ein   strengerer  Beweis   des  Satzes,    den    der  Verfassar 
Bd.  Y,  40  veröffentlicht  hatte.  Sf& 


L.  Lävy.    Sur  les  pavages  k   Taide   de  polygones  rif 

Hers.      Soc.  Philom.  Ball.  (8)  III.  46-50. 

Einige  Bemerkungen  Qber  regelmässige  Teilung  einer  Ebeo 
in  reguläre  Polygone  verschiedener  Art.  E»  wird  ein  elemes 
tarer  Beweis  gegeben,  dass  eine  Combination  von  Stempoh 
gonen  und  convexen  Polygonen  unzulässig  ist;  daran  schliesst 
sich  einige  Beispiele  von  Ebenenteilungen,  in  denen  regalar 
Sechsecke,  Quadrate  und  Dreiecke  auftreten.  Dass  das  groppec 
theoretische  Problem,  das  der  Aufgabe  zu  Grunde  liegt,  bereit 
erledigt  ist,  scheint  dem  Verfasser  unbekannt  zu  sein. 

Sfs. 


V.  Eberhard.     Zur  Morphologie  der  Polyeder.    Leipii« 

B.  G.  Tenbner.  IV-h245  8.  mit  2  Fig.-Taf.  8«. 

Ein  Werk  von  grundlegender  Bedeutung,  das  die  Lefar 
von  den  Gestalten  der  Polyeder  ein  erhebliches  Stfick  vorwärti 
bringt;  reich  an  neuen  Gedanken,  die  sowohl  in  der  Stellung 
wie  in  der  Behandlung  der  Probleme  zu  Tage  treten. 

Gegenstand  der  Untersuchung  sind  die  allgemeinen  cod 
vexen  Polyeder,  d.  h.  diejenigen,  bei  denen  in  jeder  Ecke  drei 
Grenzflächen  zusammenstossen.  Stossen  auch  nur  in  einer  Ecke 
mehr  als  drei  Grenzflächen  zusammen,   so   heisst  das  Polyede/ 
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Dgal&r;    die  singolSren  Polyeder  bleiben  von  der  Betrachtung 
usgesehloBsen. 

Der  erste  Teil  der  Schrift  giebt  die  Definitionen  und  lehrt 
ie  Herstellang  der  Polyeder.  Zwei  n- flächige  Polyeder  heissen 
'omorph,  wenn  die  Ebenen  des  einen  durch  a,,  a„  ...,  On  und 
ie  Ebenen  des  anderen  in  irgend  einer  Reihenfolge  so  durch 
,f /?,,  ...,/}«  bezeichnet  werden  können,  dass  jeder  Ecke 
^cfftoO  ^^^^  Ecke  (ßißkßi)  entspricht;  sie  stimmen  also  in  der 
iah]  der  Eksken,  in  der  Zahl  und  Lage  der  Kanten,  sowie  in 
er  Zahl,  der  Art  und  der  Reihenfolge  der  Flächen  ttberein. 
'on  diesen  Polyedern  wird  bewiesen,  dass  sie  durch  stetige 
Deformation,  unter  Erhaltung  ihres  morphologischen  Charakters, 
D  einander  flbergefflhrt  werden  können;  sie  stellen  daher  nur 
nne  Polyederart  vor,  und  jede  Polyederart  ist  durch  eines  ihrer 
Individuen  charakterisirt 

Die  erste  Methode,  alle  convexen  Polyeder  aufzustellen,  ist 
noe  mechanische.  Man  kann  ein  ebenes  n-Eck  dadurch  bilden, 
lass  man  von  einem  (n— 1)-Eck  eine  Ecke  durch  eine  n^  Seite 
ibschneidet.  Das  Analoge  gilt  fQr  die  Polyeder.  Enthält  näm- 
lich das  Polyeder  unter  seinen  Grenzflächen  x^  Dreiecke^  x^  Vier- 
ecke, ...,  «n,  m-Ecke,  so  kann  man  zeigen,  dass  ^,+^4  +  ^5 
mindestens  den  Wert  4  besitzt;  unter  den  Grenzflächen  sind 
daher  mindestens  vier  vorhanden,  die  weniger  als  sechs  Seiten 
blitzen.  Hieraus  schliesst  man,  dass  jedes  n- Flach  aus  einem 
(n — 1)-Flach  durch  ebene  Schnitte  entsteht,  die  entweder  eine 
Eleke,  oder  eine  Kante,  oder  zwei  sich  in  einer  Ecke  treffende 
Kanten  abschneiden,  und  zwar  ist  die  Schnittfigur  resp.  ein  Drei- 
eck, ein  Viereck  oder  ein  Fünfeck.  Man  kann  daher  jedes 
convexe  Polyeder  durch  derartige  Schnitte  aus  einem  Tetraeder 
ableiten. 

Diese  Methode  setzt  voraus,  dass  man  die  (n—l)- Flache 
kennt,  wenn  man  die  «-Flache  herstellen  will;  es  wird  daher 
noch  eine  zweite  generelle  Methode  entwickelt.  Es  giebt  näm- 
lich f&r  jedes  Polyeder  ein  System  gestaltlich  unabhängiger 
Grenzflächen,  die  das  Polyeder  unzweideutig  bestimmen.  Ein 
solches  System  heisst  ein  Stammsystem;   es  ist  bestimmt,  wenn 
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man  die  Zahl,  die  Form  und  den  Zusammenhang  der  bezfiglichen 
Grenzflftchen  kennt,  und  zwar  betrifft  der  Zusammenhang  die 
Art,  auf  die  die  Ecken  der  Grenzflächen  mit  einander  yerbunden 
sind.  Der  Verfasser  leitet  die  Kriterien  dafflr  ab,  wann  ein 
Flächensystem  ein  Stammsystem  ist,  und  zeigt,  dass  man  durch 
eine  endliche  Zahl  von  Processen  alle  Flächencombinationen  auf- 
stellen kann,  die  das  Stammsystem  eines  n- Flachs  bilden  kön- 
nen. Als  Beispiel  wird  die  Aufstellung  aller  Heptaeder  durch- 
geführt. 

Hieran  schliesst  sich  eine  Untersuchung,  die  lehrt,  wie  sich 
die  Polyeder  nach  der  Art  des  Flächenzusammenhangs  unter- 
scheiden. Nennt  man  zwei  Flächen  Scheitelflächen,  wenn  es 
Kanten  giebt,  die  je  eine  Ecke  der  einen  mit  je  einer  Ecke  der 
andern  verbinden,  und  bestimmt  zu  irgend  drei  in  einer  Ecke 
zusammenstossenden  Flächen  die  Scheitelflächen,  zu  diesen  wie- 
der die  Scheitelflächen,  und  so  fort,  so  können  drei  Fälle  ein- 
treten. Entweder  fallen  alle  drei  Scheitelflächensysteme  in  ein 
einziges  zusammen  (z.  B.  Tetraeder),  oder  es  coincidiren  nur  zwei 
Systeme  (z.  B.  Pentaeder),  oder  es  verlaufen  alle  drei  Systeme 
getrennt  (z,  B.  Würfel). 

Der  zweite  Teil  ist  der  gehaltvollste;  er  beschäftigt  sich 
mit  dem  organischen  Zusammenhang  der  verschiedenen  Polyeder- 
formen und  ihrer  Einteilung  in  Familien,  Stämme  und  Bereiche. 

Zwischen  den  oben  genannten  Zahlen  a;,,  x^^  ...  besteht 
die  leicht  zu  erweisende  Hauptgleichung 

(1)        3a?, +2a?4+ir8— a?,--2a?a— 3a?, (n— 7)a?^_i  =  12; 

die  linke  Seite  ist  also  ftir  alle  Polyeder  eine  numerische  Inva- 
riante.   Diese  Gleichung  lässt  sich  zerfallen  in 

r9^  j3a?,  -|-  2a?^  -f  a?^  — 12  =  m    und 

^^  (  a?,  +  2a?3+3a?, -1-...  =  m, 

wo  m  notwendig  eine  positive  ganze  Zahl  ist  In  allen  diesen 
Gleichungen  tritt  die  Zahl  a?,,  d.  h.  die  Zahl  der  Grenzsechsecke 
des  Polyeders  nicht  auf.  Rechnet  man  nun  alle  Polyeder,  die 
zu  demselben  Werte  von  m  gehören,  in  einen  Bereich,  und  teilt 
man  die  Polyeder  eines  Bereiches  nach  den  Werten  von 
x„  a?^,  x^,  ...  in  Polyederstämme,  so  ergeben  sich  sofort  folgende 
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Fragen:  1)  Gehört  zu  jeder  ganzen  positiven  Zahl  m  ein  Polyeder- 
bereicb?  2)  Definirt  jedes  ganzzahlige  Lösangssystem  x^^  x^^  x^^ ... 
der  obigen  Hauptgleichung  einen  Polyederstamm?  Und:  3)  In 
welcher  Abhängigkeit  steht  die  Zahl  x^  der  Grenzsechsecke  von 
den  anderen  Grenzflächen?  Dies  sind  die  drei  Hauptprobleme, 
die  in  dem  Buche  ihre  Erledigung  finden. 

Zunächst  wird  das  dritte  behandelt.  Da  die  Zahl  x^  auf 
die  Zugehörigkeit  eines  Polyeders  zu  einem  Polyederstamm  ohne 
EinfluBS  ist,  so  liegt  es  nahe,  zu  vermuten,  da8s  sich  die  Polyeder 
mit  Sechsecken  aus  anderen  Polyedern  desselben  Stammes  durch 
Einfllgung  der  bezüglichen  Sechsecke  geometrisch  ableiten  lassen. 
Dies  wird  folgendermassen  untersucht.  Ein  aus  Polyederkanten 
gebildetes  Polygon,  welches  das  Polyeder  in  zwei  einfach  be- 
randete  FlächenstQcke  zerteilt,  soll  ein  einfaches  oder  einteiliges 
Kantenpolygon  heissen.  Von  zwei  isomorphen  Kantenpolygonen 
lässt  sich  wieder  zeigen,  dass  sie  unter  Erhaltung  ihres  morpho- 
logischen Charakters  stetig  in  einander  deformirt  werden  können, 
and  daraus  folgt  nun,  dass  sich  zwei  einfach  berandete  polye- 
drische  Flächen,  deren  Randpolygone  isomorph  sind,  durch  stetige 
Deformation  und  unter  Wahrung  ihrer  Gestalt  zu  einem  einzigen 
Polyeder  vereinigen  lassen.  Hierauf  beruht  der  wichtige  Begriff 
der  rednciblen  und  irreduciblen  Polyeder.  Ein  Polyeder  S  heisst 
reducibel,  wenn  man  aus  ihm  einen  oder  mehrere  Flächengttrtel 
oder  Flächenstreifen  so  ausschalten  kann,  dass  die  restirenden 
StQcke  iSj,  S„  S,,  ...  mittels  stetiger  Deformation  wieder  zu 
einem  Polyeder  S*  vereinigt  werden  können.  Bedingung  hierfür 
ist  natürlich,  dass  S^,  S„  ...  paarweise  isomorphe  Randpolygone 
besitzen.  Das  Polyeder  S  wird  das  enthaltende,  S*  das  enthaltene 
genannt.  Polyeder,  die  derartige  Ausschaltungen  nicht  zulassen, 
heissen  irreducibel  oder  Stammpolyeder;  solche  sind  z.  B.  das 
Tetraeder,  das  Pentaeder,  das  Hexaeder,  überhaupt  alle,  deren 
Grenzflächen  nur  Dreiecke,  Vierecke  und  Fünfecke  sind.  Der 
Verfasser  zeigt  andererseits,  dass  man  auf  jedem  Polyeder  Kanten- 
polygone angeben  kann,  längs  deren  sich  Flächengürtel  in  un- 
begrenzter Zahl  einschalten  lassen.  Jedes  auf  dem  Polyeder 
verlaufende  Netz  von  Kantenpolygonen,  das  hierzu  geeignet  ist, 

36* 
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heisst  ein  Erweiterangsnets.  Ist  y*  die  Ziüil  der  inBeitigen  Grenz- 
flächen des  Einscbaltangssystems,  so  besteht  die  Gleiehang 

3y,+2y4+»i-yr-2y,-...  =  o. 

Das  einfachste  Lösangssjstem  dieser  Gleiehang  wird  dareh 

yi  =  y4  =  *•  =  yr  =  »8  =  •  •  •  =  0 

gegeben;  ihm  entspricht  ein  Einschaltongssystem,  das  aus  lauter 
Sechsecken  besteht*  Eine  derartige  Erweitening  des  Polyeders 
wird  eine  Elenientarerweiternng  genannt,  and  das  bezfiglicbe 
Erweiterungsnetz  ein  Netz  von  Elementarpolygonen  oder  ein 
Elementarnetz.  Die  einfachste  Elementarerweiterung  eines  Poly- 
eders besteht  in  der  Spaltung  längs  eines  einzigen  Polygons  und 
in  der  Einschaltung  eines  aus  einer  einfachen  Reihe  von  Sechs- 
ecken bestehenden  Elementarstreifens.  Polygone,  die  eine  solche 
Erweiterung  zulassen,  werden  Normalpolygone  genannt.  Von 
ihnen  wird  gezeigt,  dass  sie  auf  jedem  Polyeder  existiren ;  es 
gilt  nämlich  der  Satz,  dass  es  zu  jeder  Polyederkante  ein  links- 
seitiges und  ein  rechtsseitiges  Normalpolygon  giebt,  längs  dessen 
sich  je  ein  Elementarstreifen  in  die  Oberfläche  des  Polyeders 
einschalten  lässt. 

Durch  das  Vorstehende  gewinnen  die  aus  lauter  Seobsecken 
bestehenden  polyedrischen  Flächen  eine  besondere  Bedeutung. 
Der  Verfasser  nennt  sie  Hexagonoide  und  widmet  ihnen  eine 
eingehende  Untersuchung.  Ein  auf  einem  Hexagonoid  H  verlau- 
fendes Eantenpolygon  hat  höchstens  fttnf  auf  einander  folgende 
Kanten,  die  in  einer  Ebene  liegen.  Zerschneidet  man  das  Hexa- 
gonoid längs  des  Eantenpolygons  P  in  zwei  Teile  Ä  und  £,  so 
ist  das  Eantenpolygon  Randpolygon  von  A  und  B.  In  erster 
Hinsicht  möge  die  Zahl  seiner  A-kantigen  ebenen  ZQge  mit  Ck 
bezeichnet  werden,  ebenso  sei  bj,  die  entsprechende  Zahl,  wenn 
wir  P  als  Randpolygon  von  B  betrachten.  Alsdann  soll  der  ab- 
solute Wert  C  der  DiflFerenz  a,  +  2if^  +  3a5— (6,4-264 -f36J  die 
Charakteristik  des  Polygons  heissen ;  sie  dient  dazu,  geometrische 
Kriterien  dafOr  zu  schaffen,  wann  ein  Kantenpolygon  ein  Ele- 
mentarpolygon ist.    Dies  wird  folgendermassen  ausgeftlhrt 

Denkt  man  sich  in  einem  Eantenpolygon  diejenigen  Kanten, 
die   einer   Grenzfläche    angehören,   durch   den  complementären 
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Kantenzog  der  n&mlichen  Grenzfläcbe  ersetzt,  so  entsteht  ein 
neues  Kaotenpolygoiii  das  der  Verfasser  ein  Nachbarpolygon 
des  ersten  nennt.  Zwei  Naehbarpolygone  eines  Hexagonoides 
haben  die  nämliche  Charakteristik,  die  Charakteristik  hat  daher 
auch  f&r  die  beiden  Randpolygone  eines  Hexagonoides  denselben 
Wert.  Dies  giebt  Anlass,  diejenigen  Hexagonoide  Hc  za  studiren, 
deren  eines  Kandpolygon  ein  ebenes  c- kantiges  Polygon  ist. 
Die  anf  ihm  verlanfenden  Kantenpolygone  haben  die  Charak- 
teristik c  oder  6,  je  nachdem  sie  mit  der  Grnndfläche  einen 
Gürtel  beranden  oder  nicht;  ftlr  c  =  6  existirt  unter  ihnen  minde- 
stens eins,  das  einem  beliebig  gegebenen  Polygon  der  Charakte- 
ristik 6  isomorph  ist;  allerdings  muss  es  überdies  „irreducibel^ 
sein.  Ist  n&mlich  im  besonderen  c  =-  6c',  so  kann  von  zwei  auf  dem 
Hexagonoid  Bc  verlaufenden  Eantenpolygonen  der  Charakteristik 
6c'  keines  einen  Eantenzug  enthalten,  der  dem  gesamten  anderen 
Kantenpolygon  isomorph  ist.  Ein  Eantenpolygon  dieser  Ä.rt, 
Ton  dem  also  nicht  bereits  ein  Teil  isomorph  auf  ein  geschlossenes 
Kantenpolygon  eines  Hexagonoides  mit  ebener  Grundfläche  von 
der  gleichen  Charakteristik  c  =  6c'  abgebildet  werden  kann,  wird 
irreducibel  genannt 

Die  einfachsten  Hexagonoide  sind  diejenigen,  deren  Charak- 
teristik Null  ist,  die  sich  also  z.  B.  durch  beiderseitige  Elementar- 
erweiternng  eines  Polygons  von  der  Charakteristik  Null  ergeben. 
Sie  werden  als  Elementarhexagonoide  He  bezeichnet.  Jedes  irre- 
ducible  Kantenpolygon  der  Charakteristik  6c'  ist  mindestens  einem 
Polygon  eines  Hexagonoides  ffec  isomorph;  im  besonderen  sind 
die  Elementarpolygone  stets  den  Polygonen  eines  gewissen  Ele- 
mentarhexagonoides  isomorph.  Es  folgt  daraus,  dass  jedes  Ele- 
mentarpolygon die  Charakteristik  Null  hat  Umgekehrt  ist  auch 
jedes  irreducible  Kantenpolygon,  das  die  Charakteristik  Null  hat, 
ein  Elementarpolygon.  Im  Anschluss  an  diese  Sätze  kann  die 
Aufgabe,  die  Elementarpolygone  eines  Polyeders  zu  bestimmen, 
erledigt  werden.  Auf  jedem  convexen  Polyeder  giebt  es  minde- 
stens ein  derartiges  Polygon;  für  das  Tetraeder,  Hexaeder  und 
Pentagondodekaeder  werden  sie  vollständig  bestimmt 

Fflr  die  Beziehung  der  enthaltenden  und  enthaltenen  Poly- 
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eder  zu  einander  erfibrigt  n^ch  die  Frage,  welches  die  Elementar- 
erweiterangen  Bind,  die  längs  eines  Elementarpolygons  oder  eines 
Elementarnetzes  in   ein  Polyeder  eingeschaltet  werden  können. 
Man  hat  wieder  reducible  und  irreducible  Erweiterungen  zu  unter- 
scheiden,  und  zwar  sind  diejenigen  reducibel,  aus  denen  sieh, 
ebenso  wie  bei  den  Polyedern,   elementare  Fl&chengQrtel   oder 
Flächenstreifen  ausschalten  lassen.    Nur  die  irreduciblen  bedürfen 
der    Untersuchung.     Es   zeigt   sich,    dass  zu  jedem  Elementar- 
polygon oder  Elenientarnetz  eines  Polyeders  nur  eine  endliche 
Zahl    von   irreduciblen  Einschaltungsflächen   existirt;   sie  lassen 
sich  durch  eine  endliche  Zahl  von  Processen  bestimmen.     Zwei 
Arten  der  Elementarerweiterung  sind  besonders  einfach;  sie  sind 
fUr  alle  Polyeder  zulässig.     Bei  der  einen  werden  alle  Ecken, 
bei  der  anderen  alle  Kanten  abgeschnitten,  und  die  Polyeder  so 
deformirt,   bis  die  neuen  Grenzflächen,  d.  b.  die  Dreiseite  resp. 
Vierseite,  in  Sechsecke  übergehen.    Dem  ersten  Process  entspricht 
eine  irreducible,  dem  zweiten  eine  reducible  Einschaltungsfläcbe. 
Der  Schluss  des  Buches  beschäftigt  sich  mit  den  Polyeder- 
stämmen  und  Polyederbereichen.    Zu  jeder  Zahl  m  der  obigen 
Gleichung  (2)  gehört  ein   Polyederbereich.     Es  handelt  sich  im 
wesentlichen  darum,   die  Existenz  des  Bereiches  B^   für  m  =  0 
zu   zeigen;    die  Existenz  der  Polyederbereiche  B^  folgt  daraus, 
dass  man  aus  einem  irreduciblen  Polyeder  des  Bereiches  B^  durch 
geeignete    Umformungsprocesse   irreducible  Polyeder  jedes   Be- 
reiches  Bm   ableiten    kann.     Ferner   definirt  jedes   ganzzablige 
Lösungssystem   der  Gleichung  (1)  wirklich  einen  und  nur  einen 
Polyederstamm.     Die  Zahl  der  Stämme  des  Bereiches  B„  ist  da- 
her gleich  dem  Producte  der  ganzzahligen  positiven  Lösungen  der 
beiden  Gleichungen  (2);   sie  können  bekanntlich  durch  ein  ein- 
faches Recursionsverfahren  gefunden  werden.    Zu  jedem  Polyeder- 
stamm  gehören   im   allgemeinen   verschiedene    irreducible  Poly- 
eder; es  wird  gelehrt,  wie  man  sie  aus  der  gegebenen  Zahl  der 
Grenzflächen,  zu  denen  noch  beliebig  viele  Sechsecke  kommen 
können,  zu  construiren  hat.     Uebersteigt  die  Zahl  dieser  Sechs- 
ecke eine  gewisse  Grenze,  so  wird  das  Polyeder  reducibel;  die 
Zahl  der  irreduciblen  Polyeder  eines  Stammes  ist  daher  endlich. 
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Rechnet  man  noch  alle  Polyeder,  die  aus  einem  Stammpolyeder 
durch  Elementarerweiterungen  entstehen,  in  eine  Polyederfamilie 
and  beachtet,  dass  bei  Elementarerweiterungen  Bereich  und  Stamm 
unverändert  bleiben,  so  resultirt  schliesslich  folgende  Einteilung 
aller  Polyeder:  Zu  jedem  m  gehört  ein  Bereich,  in  ihm  giebt  es 
eine  endliche  Zahl  von  Stämmen,  in  jedem  Stamm  eine  endliche 
Zahl  von  Familien  und  in  jeder  Familie  eine  unendliche  Zahl 
Ton  allomorphen  Individuen. 

Einige  der  vorstehenden  Resultate  werden  auch  auf  singulare 
Polyeder  ausgedehnt         ^  Sfs. 

E.  Cesaro.  ConditioDs  n^cessaires  et  süffisantes  pour 
qu'un  poly^dre  seit  superposable  ä  son  image  vue 
dans  un  miroir  plan,  etc.    Belg.  Bull.  (3)  Xll.  226-247. 

De  Tilly.     Rapport,    ibid.  195-197. 

Der  Verf.  löst  die  Frage  vollständig.  Ausser  den  Polyedern, 
welche  eine  Symmetrieebene  oder  ein  Symmetriecentrum  haben, 
findet  er  eine  dritte  Lösung,  nämlich  die  Polyeder,  welche  eine 
Symmetrieaxe  gerader  Ordnung  haben,  sobald  die  zu  derselben 
senkrechten  Schnitte  paarweise  gleich  und  gegen  einander  um 
ein  gerades  Submultiplum  von  zwei  Rechten  gedreht  sind. 

Mn.  (Lp.) 

N.  SoKOLOW.     Theorie  der  symmetrischen  Polyeder. 

Kiew.  Nachr.  1891.  XI.  1-22.  (RoBsisch.) 

Eine  ganz  elementare  Auseinandersetzung  der  Grundlagen 
der  Theorie,  nach  der  Absicht  des  Verfassers  bestimmt,  als  Ein- 
leitung zur  Substitutionentheorie  zu  dienen.  Si. 


E.  CiANi.     Sul  pentaedro  completo.     Rom.  Acc.  l.  Beod.  (4) 

Vn,.  209-216. 

Fasst  man  von  den  fünf  Ebenen  des  Fttnfflachs  die  Ebenen 
1,  2,  3  als  Seitenflächen  einer  dreiseitigen  Ecke  auf  und  be- 
trachtet die  Ebenen  4  und  5  als  Schnittebenen,  so  entstehen  in 
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ihnen  zwei  perspectiviBche  Dreiecke.  Verbindet  man  je  zwei 
Paare  entsprechender  Dreiecksecken  Aber  Kreuz,  so  erhält  man 
drei  Punkte  Ä,  £,  C,  von  denen  bekanntlich  der  Satz  gilt,  dass 
sie  in  einer  durch  den  Schnitt  von  4  und  5  gehenden  Ebene 
liegen,  die  zu  den  Ebenen  4  und  5  und  zur  Ecke  123  harmonisch 
ist.  Dieser  Satz  ist  die  Grundlage  der  vom  Verfasser  abgelei- 
teten Resultate.  Sie  knüpfen  sich  an  die  Diagonalelemente  des 
vollständigen  FflnfQachs.  Eine  jede  Ebene  des  Ffinfflachs  wird 
von  den  vier  anderen  Ebenen  in  einem  vollständigen  Vierseit 
geschnitten;  seine  Diagonalen  sind  ^ie  Geraden,  die  als  Dia- 
gonalgeraden erster  Art  bezeichnet  werden,  und  deren  Schnitt- 
punkte geben  wieder  die  Diagonalpunkte  erster  Art.  Als  Dia- 
gonalebenen werden  die  Verbindungsebenen  der  Ecken  mit  den 
gegenüber  liegenden  Kanten  eingeführt.  Eine  solche  ist  z.  B.  die 
Ebene,  welche  die  Ecke  123  mit  der  Schnittgeraden  45  verbindet, 
während  schliesslich  die  oben  genannte  Ebene,  die  zur  Diagonal- 
ebene und  den  Ebenen  4  und  5  harmonisch  liegt,  harmonische 
Ebene  des  FünfBachs  genannt  wird. 

Es  gilt  nun  der  Satz,  dass  das  von  den  zehn  Diagonal- 
ebenen gebildete  vollständige  Zehnflach  45  verschiedene  Kanten 
besitzt,  durch  welche  je  zwei  der  zehn  Ebenen  hindurchgehen; 
15  von  ihnen  sind  die  Diagonalgeraden  erster  Art;  die  übrigen 
30  werden  als  Diagonalgeraden  zweiter  Art  bezeichnet.  Die 
letzteren  treffen  sich  zu  je  vier  in  den  15  Diagonalpunkten 
erster  Art,  zu  je  drei  in  den  zehn  Ecken  des  Fünfflachs  und  za 
je  zwei  in  20  weiteren  Punkten,  die  Diagonalpunkte  zweiter  Art 
genannt  werden.  Diese  20  Diagonalpunkte  zweiter  Art  sind 
identisch  mit  den  Ecken  il,  £,  C  der  oben  erwähnten  Dreiecke, 
und  die  Seiten  dieser  Dreiecke  sind  wieder  die  Diagonalgeraden 
zweiter  Art.  Hieraus  folgt  schliesslich  das  interessante  Resultat, 
dass  die  10  harmonischen  Ebenen  sich  zu  je  dreien  in  10  Geraden 
schneiden  und  zu  je  sechs  in  5  Punkten  zusammentreffen;  sie 
bilden  also  die  10  Flächen  eines  vollständigen  räumlichen  Fünf- 
ecks, dessen  Eigenschaften  denen  des  ursprünglichen  durchaus 
reciprok  zur  Seite  stehen. 

Zum  Schluss  wird  noch  gezeigt,  dass  in  jeder  Diagonalebene 
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die  sechs  Diagonaljmnkte  erster  Art  und  die  sechs  Diagonalen 
zweiter  Art,  die  in  ihr  liegen,  eine  Figur  bilden,  die  zugleich 
ein  Pascarsches  und  ein  Brianchon'sches  Sechseck  ist,  und  dass 
die  15  Diagonalpunkte  erster  Art  sämtlich  auf  einer  Fläche 
zweiter  Ordnung  enthalten  sind.  Sfs. 


V.  Schlegel,  üeber  die  verschiedenen  Formen  von 
Gruppen,  welche  r  beliebige  Punkte  im  w-dimensio- 
nalen  Raum  bilden  können.    Hoppe  Arcb.  (2)  X.  2Ba-299. 

Im  n-dimensionalen  Raum  haben  n+l  beliebige  Punkte, 
die  nicht  etwa  in  einem  Raum  niederer  Dimension  liegen,  stets 
die  gleiche  Lage  zu  einander;  so  bestimmen  z.  B.  vier  solche 
Punkte  des  gewöhnlichen  Raumes  immer  ein  Tetraeder.  F&r 
ff-f2  Punkte   sind   bereits   mehrere  Lagen   möglich;   ihre  Zahl 

beträgt  -^^  oder  —5—»   jö  nachdem  n  ungerade  oder  gerade 

iat.  So  bilden  vier  Punkte  einer  Ebene  (von  speciellen  Fällen 
abgesehen)  entweder  ein  convexes  Viereck,  oder  ein  Dreieck, 
das  den  vierten  Punkt  umschliesst,  und  fünf  Punkte  des  Raumes 
sind  entweder  die  Ecken  eines  aus  zwei  Tetraedern  bestehenden 
Hexaeders,  oder  der  fttnfte  Punkt  wird  von  dem  Tetraeder  der 
Tier  andern  umschlossen.  Den  allgemeinen  Satz  fbr  r  Punkte 
des  n-dimensionalen  Raumes  in  allgemeiner  Lage  gewinnt  der 
Verfasser  nach  einer  Methode,  die  sich  für  die  Ebene  folgender- 
massen  darstellt.  Man  wähle  zunächst  zwei  Punkte  \  und  A^ 
60  aus,  dass  alle  übrigen  Punkte  auf  derselben  Seite  der  Geraden 
i,  i,  liegen.  Alsdann  kann  man  von  A^  nur  eine  Gerade  ziehen, 
die  noch  einen  weiteren  Punkt  enthält,  während  alle  übrigen 
Punkte  innerhalb  des  von  beiden  Geraden  gebildeten  concaven 
Winkels  liegen.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  schliesslich  zu 
einem  convexen  Polygon,  das  alle  übrigen  Punkte  umschliesst. 
Mit  ihnen  verfährt  man  analog  und  gelangt  so  zu  folgendem 
Satz:  Man  zerlege  die  Zahlen  r,  r — 1,  r-~2  auf  alle  Arten  in 
Sammanden,  deren  jeder  >,  3  ist,  und  permutire  die  Summanden 
auf  alle  möglichen  Arten ,   so  giebt  die  Zahl  der  Permutation^u 
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die  gesuchte  Anzahl.    Analog  lautet  der  Satz  f&r  den  n-dimen- 
sionalen  Raum. 

Uebrigens  ist  zu  bemerken,  dass  der  für  n 4-2  und  der  f&r 
r  Punkte  abgeleitete  Satz  formal  nicht  im  Einklang  stehen,  weil 
das  Kriterium  daftlr,  wann  zwei  Punktgruppen  als  identiseh  zu 
betrachten  sind,  nicht  in  beiden  Fällen  das  gleiche  ist 

Sfs, 


V.  Schlegel,     lieber  congruente  Raumteilnngen.     Hoppe 

Arch.  (2)  X.  154-168. 

Die  Aufgabe,  den  Raum  durch  Flächen  constanter  ErQm- 
mung  in  congruente  Teile  zu  zerlegen,  die  f&r  Räume  positiver 
Krümmung  bereits  von  Hrn.  Hossfeld  (F.  d.  M.  KVIII.  1886. 
456),  fQr  Räume  negativer  Krümmung  von  Hrn.  Dyck  eine  Losung 
gefunden  hat  (F.  d.  M.  XV.  1883.  110),  wird  hier  nach  anderer 
Methode  noch  einmal  behandelt.  Der  Verfasser  benutzt  hierzu 
die  früher  von  ihm  abgeleiteten  regelmässigen  Zellkörper  des 
vierdimensionalen  Raumes  und  construirt  mit  ihrer  Hülfe  die 
gesuchten  Teilungen  auf  dieselbe  Weise,  auf  die  man  die  ge- 
wöhnliche Kugelteilung  mittels  der  dreidimensionalen  regulären 
Körper  bestimmen  kann.  Den  Ausgangspunkt  bildet  stets  die 
Teilung  in  solche  Fundamentalbereiche,  in  welche  die  einzelnen 
Körper  durch  alle  ihnen  eigentümlichen  Symmetrieebenen  u.  s.  w. 
zerfallen  (Hauptteilung);  aus  ihnen  werden  die  andern  durch 
Zusammenfassung  einzelner  Fundamentalbereiche  abgeleitet  Für 
die  Räume  negativer  Krümmung  werden  jedoch  nicht  alle  Ge- 
bietsteilungen angegeben.  Sfs. 

A.  ScHöNPLiBS.     Krystallsysteme    und    Krystallstructur. 

Leipzig.  Teobner.  Xn  +  638  8.  gr.  8^ 

Die  krystallisirte  Materie  unterscheidet  sich  bekanntlich  da- 
durch von  den  übrigen  festen  Körpern,  dass  ihr  physikalisches 
Verhalten  längs  verschiedener  Richtungen  im  allgemeinen  ver- 
schieden ist.  Nennt  man  alle  Richtungen,  in  denen  sich  ein 
Krystall    in  jeder  Beziehung,  gleichartig    verhält,   gleichwertige 
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RicttangeD,  und  denkt  man  sich  von  irgend  einem  Punkte  0  des 
Krystalles  ans  eine  Gerade  g  und  alle  mit  ihr  gleichwertigen 
Geraden  ^^,  ^,,  ...  gezogen,  so  ist  die  Lage  dieser  iV  Geraden, 
wie  die  Erfahrung  lehrt,  durch  bestimmte  Symmetrieeigenschaften, 
wie  Symmetrieaxen,  Symmetrieebenen  u.  s.  w.,  ausgezeichnet.  Die 
Symmetrieeigenscbaften  der  N  Geraden  g,  ^^,  ^,,  ...  sind  davon 
unabhängig,  wie  die  Ausgangsrichtung  g  innerhalb  der  Krystall- 
masse  angenommen  wird;  sie  erhalten  sich  überdies  während 
der  wechselnden  physikalischen  Zustände,  in  denen  sich  der  Ery- 
stall  befinden  kann.  Diese  Tbatsache  kann  als  das  „definirende 
Grundgesetz  der  krystallisirten  Materie^  betrachtet  werden  und 
wird  vom  Verfasser  zweckmässig  als  „Symmetriegesetz''  be- 
zeichnet. 

Die  Thatsache,  dass  die  Zahl  der  einzelnen  Symmetrieeigen- 
schaften, welche  in  den  Erystallen  vorkommen,  nur  eine  geringe 
ist,  und  dass  sie  in  wechselnder  Verbindung  die  Gesamtsymmetrie 
eines  jeden  Krystalles  constituiren ,  hat  schon  in  früher  Zeit  zu 
Versuchen  angeregt,  selbständig  solche  Verbindungen  der  ge- 
nannten Symmetrieelemente  auszudenken,  welche,  wenn  auch  noch 
nicht  beobachtet,  so  doch  theoretisch  möglich  sind.  Man  kann 
aber  die  Symmetrieeigenschaften  eines  Krystalles  nicht  beliebig 
vorschreiben;  vielmehr  sind  sie  durch  bestimmte  geometrische 
Gesetze  mit  einander  verbunden.  Hier  ist  der  Punkt,  wo  die 
mathematische  Untersuchung  einsetzt.  Augenscheinlich  handelt 
es  sich  darum,  alle  überhaupt  möglichen  Verbindungen  von 
Symmetrieeigenschaften  zu  ermitteln,  welche  in  den  Krystallen 
auftreten  können.  Dabei  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  Zahl 
dieser  Symmetrieeigenschaften  für  jeden  Krystall  nur  eine  be- 
grenzte ist,  und  dass  von  Symmetrieaxen  nur  zwei-,  drei-,  vier- 
oder  sechszählige  auftreten. 

Wie  der  Marburger  Krystallograph  Hessel  zuerst  gezeigt 
hat,  beträgt  die  Gesamtheit  aller  krystallographischen  Symmetrie- 
klassen 32.  Ihrer  Ableitung  ist  der  erste  Teil  des  Werkes  ge- 
widmet Es  werden  zunächst  diejenigen  Krystallabteilungen  er- 
mittelt, welche  nur  Symmetrieaxen  besitzen,  und  dann  fQr  jede 
von  ihnen  die  ausserdem  noch  mit  Symmetrieebeneu  u.  s.  w.  be- 
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hafteten  Klassen  abgeleitet.  Von  hier  ans  ist  es  sodann  leicht^ 
diejenige  Anordnung  aller  32  Krystallklassen  zu  treffen,  welche 
der  gewöhnlichen  Systematik  entspricht 

Lässt  man,  wie  es  der  rein  geometrischen  Fragestellung  ent- 
sprechen wflrde,  beliebige  n-zählige  Symmetrieaxen  zu,  so  ist  die 
Zahl  aller  möglichen  Symmetrieklassen  unbegrenzt  gross.  Von 
ihnen  stellen  die  32  Krystallklassen  diejenigen  dar/  deren  Axen 
nur  zwei-,  drei-,  vier-  oder  sechsz&hlig  sind.  Die  Beschränkung 
auf  derartige  Axen  kann  als  eine  Folge  des  Gesetzes  von  den 
rationalen  Indices  betrachtet  werden.  Die  dednctiye  Ableitung 
der  32  möglichen  Krystallklassen  ist  daher  nur  auf  Grund  „zweier 
empirisch  gewonnenen  Gesetze*'  möglich;  das  eine  ist  das  fnn- 
damentale  Symmetriegesetz,  das  andere  ist  das  Gesetz  der  ratio- 
nalen Indices.  Die  „Structurtheorien"  sind  hierin  glücklicher; 
sie  vermögen  die  Gesetze,  welche  die  Symmetrie  der  Krystalle 
betreffen,  einzig  und  allein  aus  einer  allgemeinen  moleenlaren 
Hypothese  zu  begründen,  ohne  dass  es  nötig  wäre,  auf  eines 
jener  beiden  Gesetze  zu  recurriren. 

Die  Structurtheorien  knüpfen  bekanntlich  an  die  fundamen- 
tale Hypothese  an,  dass  die  moleculare  Eigenart  der  Krystalle 
ihren  Ausdruck  in  der  regelmässigen  Anordnung  der  Krystall- 
bausteine  findet,  und  zwar  prägt  sich  die  Regelmässigkeit  darin 
aus,  dass  alle  diese  Bausteine  von  gleicher  Art  sind,  und  dass 
jeder  von  ihnen  von  den  benachbarten  Bausteinen  auf  gleiche 
Weise  umgeben  ist.  Diese  Vorstellung  ist,  seitdem  ihr  Haüy, 
wenn  auch  in  unvollkommener  Weise,  zuerst  Ausdruck  gegeben, 
ununterbrochen  in  Geltung  geblieben.  Der  Verfasser  beweist, 
dass  sie  in  ungezwungener  Weise  das  moleculare  Verständnis 
der  fundamentalen  Gesetze  der  Krystallsubstanz  vermittelt;  er 
zeigt ^  dass  das  oberste  Grundgesetz  der  krystallisirten  Materie, 
nämlich  das  Symmetriegesetz,  als  eine  an  der  Spitze  der  Theorie 
stehende  Consequenz  von  principieller  Bedeutung  erscheint,  dass 
sich  auch  die  speciellen  Gesetze,  welche  die  Einteilung  nach  der 
Symmetrie  betreffen,  als  natürliche  Folgerungen  der  Ausgangs- 
hypothese ergeben,  und  dass  sie  endlich  auch  eine  einfache 
Deutung  des  Gesetzes  der  rationalen  Indices  gestattet     Die  auf 
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keine  andere  Weise  erklärbare  Beschränkung  auf  die  zwei-,  drei-, 
vier-  and  sechszähligen  Symmetrieasen,  sowie  die  Einteilung  in 
die  32  Klassen  wird  auf  Grund  dieser  Hypothese  Oberhaupt  erst 
begreiflieh. 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  lassen  erkennen,  welches 
die  Aufgaben  sind,  die  in  der  oben  genannten  Schrift  zu  lösen 
waren*  Zunächst  handelt  es  sich  darum,  die  Natur  eines  regel- 
mässigen Molekelhaufens  genauer  zu  studiren  und  zu  zeigen,  dass 
ihm  in  dem  nämlichen  Sinn  ein  bestimmter  Symmetriecharakter 
beizulegen  ist,  wie  dem  Erystall,  welchen  er  darstellen  soll.  Die 
Einteilung  aller  Molekelhaufen  nach  der  Symmetrie,  sowie  die 
Ableitung  aller  überhaupt,  existirenden  regelmässigen  Molekel- 
häufen  ist  die  zweite  Aufgabe,  die  zu  behandeln  war.  Die  Unter* 
sQchnng  gipfelt  in  dem  Resultat,  dass  im  ganzen  230  krystallo- 
graphisch  verwendbare  regelmässige  Molekelhaufen  vorhanden 
sind,  und  dass  sie  rttcksichtlich  der  Symmetrie  in  die  nämlichen 
32  Klassen  zerfallen,  zu  welchen  die  von  dem  Symmetriegesetz 
and  dem  Gesetz  der  rationalen  Indices  ausgehende  Deduction 
hinfahrt  FOr  jede  dieser  32  Klassen  sind  sämtliche  Molekel- 
haufen gleicher  Symmetrie  genau  angegeben  worden;  die  Auf- 
gabe, einen  Krystall  von  bestimmter  Symmetrie  durch  einen  ge- 
eigneten Molekelhaufen  darzustellen «  kann  daher  an  der  Hand 
der  genannten  Schrift  unmittelbar  erledigt  werden.  Die  grösste 
Zahl  von  Molekelhaufen  verschiedener  Art,  welche  einer  einzelnen 
Krystallklasse  entsprechen,  beträgt  30;  die  bezögliche  Erystall- 
klasse  ist  die  Holoedrie  des  rhombischen  Systems.  Hingegen  tritt 
auch  eine  Krystallklasse  auf,  deren  Symmetrie  nur  in  einer  ein- 
sigen Art  von  Molekelhaufen  verkörpert  ist,  nämlich  die  mit  drei- 
zähliger  Axe  versehene  Tetartoedrie  des  hexagonalen  Systems. 
Es  ist  mithin  die  Möglichkeit  gegeben,  innerhalb  jeder  der  32 
Erystall klassen  wieder  eine  grössere  oder  geringere  Zahl  von 
Unterabteilungen  zu  statuiren,  je  nach  der  Art  des  Molekelhaufeos, 
durch  welchen  die  Krystallsnbstanz  zu  ersetzen  ist. 

Der  specifische  Symmetriecharakter  eines  regelmässigen  Mole- 
kelhaufens hängt  augensoheinlich  von  zwei  Factoren  ab,  nämlich 
von  der  räumlichen  Anordnung  der  Molekeln  und  von  ihrer  Qua- 


558    VIII.  AbBchnitt.    Beioe,  elementare  u.  synthetiache  Geometrie. 

lität,  d.  h.  von  ihrer  Form,  ihrer  physikalischen  Wirkungsweise, 
ihrer  chemischen  Beschaffenheit  u.  s.  w.     Hierüber  sind  die  ver- 
schiedensten Annahmen  möglich,  und  dementsprechend  kann  die 
Symmetrie  eines  Molekelhaufens  auf  mannigfaltige  Weise  begrfln- 
det  werden.     Die  Gesetze,  welche  hierfür  massgebend  sind,  sind 
in  der  genannten  Schrift  in  ausführlicher  Weise  abgeleitet  worden. 
Im  besondern  wird  erörtert,   wie  viele  verschiedene  Structuraaf- 
fassungen  auf  Grund  der  Hypothese  von  der  regelmässigen  An- 
ordnung der  Molekeln  überhaupt  möglich  sind,  und  in  welchem 
Verhältnis  die  einzelnen  Structurauffassungen  zu  einander  stehen. 
Unter  allen  Structurauffassungen  giebt  es  zwei,   welche  als 
die  beiden  Extreme  betrachtet  werden  können.     Die  eine  drückt 
sich  in  der  Bravais'schen  Gittertheorie  aus,  die  andere  knüpft 
an  Wieper  und  Sohncke  an.    Bravais  nimmt  bekanntlich  an,  dass 
die  Schwerpunkte  aller  Molekeln  ein  Raumgitter  bilden.    Setzt 
man  in  jeden  dieser  Eckpunkte  je  eine  gleichartige  Molekel  so 
ein,   dass  alle  Molekeln  parallel   zu  einander  stehen,  so  erhUt 
man  einen  Bravais'schen  Molekelhaufen.     Durch  geeignete  Wahl 
des  Raumgitters  und  der  Molekel  kann  man  bewirken,  dass  die 
Symmetrie  des  zugehörigen  Molekelhaufens  mit  der  Symmetrie 
irgend  einer  der  32  Krystallklassen  übereinstimmt.     Die  Raam- 
gitter   zerfallen    nämlich  rücksichtlich  der  Symmetrie  in  sieben 
Klassen,  welche  genau  den  sieben  Erystallsystemen  entsprechen. 
Soll  nun  für  einen  Krystall,   der  irgend  einer  Abteilung  eines 
Krystallsystems  angehört,   die  ihm  entsprechende  Structur  her- 
gestellt  werden,   so   benutzt  man  ein  Raumgitter,   welches   die 
Symmetrie  des  Krystallsystems  besitzt,  und  stellt  in  jeden  Gitter- 
punkt eine  Molekel,  deren  Symmetrie  genau  mit  derjenigen  der 
bezüglichen  Unterabteilung  übereinstimmt.   Die  Bravais'sche  Struc- 
turauffassung  läuft  daher  darauf  hinaus,  den  Molekeln  dieselbe 
Symmetrie  beizulegen,  welche  der  Krystall  besitzt;  er  stattet  die 
kleinsten  Teilchen  genau  mit  denjenigen  Eigenschaften  aus,  deren 
Vorkommen  erklärt  werden  soll;  ein  Verfahren,  das  oftmals  den 
ersten  Versuch    darstellt,   um  die  physikalischen  Eigenschaften 
unserem   Verständnis    näher  zu  bringen.     Dem  gegenüber  sind 
Wiener  und  Sohncke  davon  ausgegangen,  für  die  Erklärung  der 
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^y^lmetrie  allein  die  AnordnuDg  der  individuellen  .Bausteine  ins 
Auge  zu  fassen.  Dieser  Forderung  kann,  wie  der  Verfasser 
nachweist,  im  vollsten  Umfange  genügt  werden;  für  jede  der  32 
Krystallklassen  giebt  es  Holekelhaufen,  welche,  wie  auch  immer 
die  Molekel  beschaffen  sein  mag,  die  Symmetrie  der  bezüglichen 
Krystallklasse  besitzen.  Diese  Molekelhaufen  sind  gerade  die- 
jenigen 230,  deren  Existenz  oben  bereits  angeführt  wurde.  Für 
die  Stroctarauffassung,  welche  von  ihnen  ausgeht,  unterliegt  die 
Molekel  weder  nach  Form  noch  Wirkungsweise  irgend  einer 
positiven  Bestimmung. 

Die  Möglichkeit,  zwischen  die  beiden  vorstehend  genannten 
Structartheorien  noch  eine  Reihe  anderer  Structurauffassungen 
einzuordnen,  beruht  darauf,  dass  sich  die  Gesamtsymmetrie  eines 
Krystalles  im  allgememen  so  in  zwei  Teile  zerlegen  lässt,  dass 
einer  Ton  beiden  der  Molekel  aufgeprägt  wird,  während  sich  der 
andere  in  der  Anordnung,  d.  h.  in  der  Art  des  Aufbaues  darstellt. 
Jeder  derartigen  Zweiteilung  der  Erystallsynimetrie  entspricht 
eine  andere  Structurvorstellung;  je  höher  die  Symmetrie  eines 
Krystalles  ist,  um  so  mannigfaltiger  ist  daher  im  allgemeinen 
die  Art,  auf  welche  die  Zweiteilung  ausgeführt  werden  kann. 
Welche  Structurauffassung  in  jedem  speciellen  Fall  am  zweck- 
mässigsten  zu  Grunde  gelegt  wird,  ist  eine  Frage,  deren  Ent- 
scheidung dem  Erystallographen  überlassen  bleiben  muss.  Von 
mathematischer  Seite  könne  es  sich,  wie  der  Verfasser  bemerkt, 
nur  darum  handeln,  die  Gesamtheit  aller  überhaupt  möglichen 
Structurauffassungen  anzugeben  und  zu  kennzeichnen.        Sfs. 


V^.   Martinetti.      Sopra    un    gruppo    di    conßgnrazioni 
regolari  coDtenute  nell'esagrammo  di  Pascal.      Atti  del- 

TAcc.  Gioeoia  di  Sc.  Dst.  in  Catania.  (4)  III.  20  S. 

Betrachtet  man  unter  allen  Pascal'schen  Sechsecken,  die  sich 
aus  sechs  Punkten  einer  C,  ableiten  lassen,  vier  solche,  welche 
dieselben  Paare  von  Punkten  zu  Gegenecken  haben,  so  bilden 
die  Sechseckseiten  mit  den  vier  Pascarschen  Geraden  eine  Con- 
figuration,    von  der  man  zeigen  kann,   dass  sie  regelmässig  ist. 
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and  dass  sie  mit  der  von  Hrn.  de  Vries  betrachteten  Configaration 
(12^,  16^) B  identisch  ist;  d.  h.  ihre  12  Punkte  liegen  auf  einer  C, 
und  sind  conjugirte  Punktepaare  zu  den  sechs  Punkten  eines 
der  C,  einbeschriebenen  voUstftndigen  Vierseits.  Diese  sechs 
Punkte  sind  bekanntlich  ihrerseits  conjugirte  Punktepaare  zu  den 
drei  Punkten  einer  Geraden,  welche  die  zweite  Begleiterin  einer 
jeden  der  16  Gonfigurationsgeraden  ist.  Geht  man  umgekehrt  von 
einer  solchen  Geraden  aus,  so  lassen  sich  zu  ihr  96  yerschiedene 
Gonfigurationen  (12«,  16,)J3  auf  der  C,  angeben. 

Herr  de  Vries  hatte  gezeigt,  dass  die  Gonfiguration  12  Steiner'- 
sehe  Achtecke  enthält,  deren  Seiten  abwechselnd  durch  zwei  feste 
Punkte  laufen.  Der  Verfasser  fOgt  hinzu,  dass  in  ihr  noch  12 
andere  Steiner'sche  Achtecke  mit  vier  festen  Punkten  und  96 
Sechsecke  mit  drei  festen  Punkten  existir^n;  andere  Steiner'sche 
Polygone  sind  in  ihr  nicht  vorhanden. 

Unter  den  12  Gonfigurationspunkten  giebt  es  vier  verschie- 
dene Gruppen  von  sechs  Punkten ,  die,  wie  die  sechs  Ausgangs- 
punkte, auf  einem  Kegelschnitte  liegen  und  die  im  Eingang  an- 
gegebene Erzeugung  zulassen« 

Verbindet  man  endlich  noch  diejenigen  Punkte  mit  einander, 
die  als  Gonfigurationspunkte  von  einander  getrennt  sind,  so 
schneiden  die  Verbindungsgeraden  die  C,  in  12  neuen  Punkten, 
von  denen  der  interessante  Satz  gilt,  dass  sie  ebenfalls  eine 
Gonfiguration  (12«,  16 J0  bilden.  Sfs.    ' 


J.  DE  Vries.     Sur  les  coDfigurations  planes  dont  chaqae 

point  Supporte   deux   droites.     Palermo  Rend.  V.  221-226. 

Die  bezdglichen  Gonfigurationen  lassen  sich  dadurch  her- 
stellen, dass  man  von  den  s&mtlichen  Schnittpunkten  eines  voll- 
ständigen m-Seits  auf  jeder  der  m  Geraden  je  p  Punkte  beibe- 
hält. Jedes  vollständige  m-Seit  zerfällt  dadurch  in  zwei  Gon- 
figurationen der  betrachteten  Art,  die  der  Verfasser  complementäre 
Gonfigurationen  nennt.  Durch  jeden  Punkt  einer  solchen  Gon- 
figuration gehen  nur  zwei  Gerade,  während  die  Zahl  der  Punkte, 
die  auf  einer  Geraden  liegen,  unbegrenzt  wachsen  kann. 
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'  Der  Verfasser  beschäftigt  sich  im  wesentlichen  mit  den  Gon- 
fignrationen  (3ii„  2n,)  und  weist  nach,  dass  man  sie  aus  den 
Confignrationen  (3(«-l)„  2(ii— 1),),  resp.  (3(it~2)„  2(n— 2),) 
durch  Hinzuftigung  gewisser  Punkte  und  Geraden  ableiten  kann. 
Solcher  Processe  giebt  es  drei.  Die  Configuration  mit  kleinster 
Panktezahl  ist  das  yollständige  Vierseit  (6,,  4,).  Von  Gonfigu- 
rationen  (9,,  6,)  giebt  es  bereits  zwei  verschiedene;  aus  ihnen 
erh&lt  man  fünf  Gonfigurationen  (12,,  8,),  19  Gonfigurationen 
(15„  10,)  u.  8.  w. 

Analog  können  die  Gonfigurationen  (2if,,  nj  aus  den  Gon- 
figurationen (2(ii  — 1)„  (n— 1)J  und  (2(ft — 5),,  (h— 5)J  durch 
Erweiterungsprocesse  abgeleitet  werden.  Den  Ausgangspunkt 
bildet  hier  das  yollständige  Ffinfseit  als  Gonfiguration  (10,,  5^). 
Man  gelangt  zu  einer  Gonfiguration  (12„  6J,  zwei  Gonfigurationen 
(14,,  7J  u.  s.  w.  Sfs. 


J.  DE  Vries.     üeber  räumliche  Con6garationen,  welche 
sich  ans  den  regelmässigen  Polyedern  herleiten  lassen. 

Wien.  Ber.  0.  822-842. 

Jeder  der  einfachen  regelmässigen  Körper  bildet  in  seinen 
Ecken,  Kanten  und  Ebenen  eine  regelmässige  räumliche  Gon- 
figuration. Dies  bleibt  bestehen,  wenn  man  hierzu  die  Dia- 
gonalen, die  Kantenmitten,  sowie  die  sie  verbindenden  Geraden 
and  Ebenen  fOgt.  Dies  sind  die  Gonfigurationen,  von  denen  der 
Verfasser  ausgeht,  und  aus  denen  er  durch  Weglassen  einzelner 
Gruppen  von  Punkten,  Linien  und  Ebenen  eine  grosse  Zahl 
weiterer  Gonfigurationen  ableitet.  Die  meisten  von  ihnen  waren 
bisher  nicht  bekannt.  Von  bekannten  Gonfigurationen  treten 
ausser  den  vierfach  perspectiven  (desmischen)  Tetraedern,  die  schon 
Hr.  Reye  am  Würfel  und  Oktaeder  aufgefunden  hat,  die  Kum- 
mer'sche  Gonfiguration  auf,  sowie  die  zuerst  von  Möbius  entdeckte 
Figur  der  beiden  einander  zugleich  ein-  und  umgeschriebenen 
Tetraeder.  Diese  bilden  bekanntlich  eine  Gonfiguration  (8^  8^), 
d.  b.  -acht  Punkte  und  acht  Ebenen  von  der  Art,  dass  jede  Ebene 
vier  Punkte  enthält,  und  durch  jeden  Punkt  vier  Ebenen  gehen. 

FortMlir.  d.  Math.   XXIII.  3.  36 
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Uebrigens  zeigt  der  Verfasser,  dass  es  noch  eine  zweite  Con- 
figaration  dieser  Art  giebt  Von  Einzelresultaten  sei  noch  er- 
wähnt, dass  nicht  weniger  als  nenn  geometrisch  verschiedene 
Gonfigurationen  (12',  12,)  auftreten,  d.  h.  12  Punkte  und  12  Ebe- 
nen, so  dass  jeder  Punkt  in  vier  Ebenen  liegt,  und  jede  Ebene 
vier  Punkte  enthält.  Sfs. 


Jan  de  Vribs.  Sur  une  groupe  de  configarations  planes 
r^guli^res  et  quelques  configurations  planes  connexes, 
de  points  et  de  courbes.   Arch.  Nderl.  xxv.  33-56. 

Uebersetzung  der  Abhandlung:  Amst.  Versl.  en  Meded.  (3) 
VII.  75-96  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  560).  Mo. 


Jan  de  Vries.     Sur  uue  configuration  plane  de  vingt- 
quatre  points  et  de  dix-huit  droites.     Arch.  Nöerl.  XXV. 

57-69. 

Fast  ganz  eine  Uebersetzung  der  Abhandlung:  Amst.  Versl. 
en  Meded.  (3)  VII.  177-191  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  560). 

Mo. 


H.  ScHROBTER.     Die  Hesse'sche  Conßgoration  (12«,  I63). 

J.  fär  Math.  GYIII.  269-312. 

Die  Hesse'sche  Configuration  (I24, 16,)  ist  die  Configuration 
solcher  12  Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  C„  die  als  Tan- 
gentialquadrupel zu  den  drei  Schnittpunkten  der  C^  mit  einer 
Geraden  gehören.  Diese  Configuration  ist  kürzlich  von  Herrn 
de  Vries  eingehend  untersucht  worden  (vgl.  F.  d.  M.  XX.  1889. 
589  u.  591);  die  von  ihm  gefundenen  Eigenschaften  werden 
hier  in  elementarer  Form  nochmals  abgeleitet. 

Schröter  erzeugt  die  Configuration,  indem  er  von  zwei  per- 
spectiven Dreiecken  ausgeht  und  deren  Ecken  wechselweise 
tlber  Kreuz  verbindet;  dadurch  entsteht  ein  drittes  Dreieck,  und 
diese  drei  Dreiecke  bilden  mit  den  drei  Punkten  der  gemeinsamen 
Perspectivitfttsaxe  eine  Figur,  die  —  was  übrigens  bereits  Bri- 
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anebon  bekannt  war  —  eine  Configuration  (124, 16J  darstellt. 
Aas  dieser  Erzeugung  lassen  sich  die  weiteren  Eigenschaften 
einfach  ableiten.  Zunächst  wird  die  Existenz  der  „associirten^ 
Configuration  (12^,16,)  bewiesen;  es  folgt  die  Auflösung  der  Con- 
figuration in  zwei  einander  ein-  und  umbeschriebene  Sechsecke 
und  ihre  Zerlegung  in  drei  Vierecke,  von  denen  je  zwei  vierfach 
perspectivisch  liegen;  sodann  werden  die  Eigenschaften  der  den 
beiden  associirten  Configurationen  gemeinsamen  neun  Diagonal- 
punkte  erörtert,  d.  h,  der  dreimal  drei  Diagonalpunkte,  die  in 
den  eben  genannten  Vierecken  auftreten,  u.  s.  w.  Neu  sind  die 
Sätze,  dass  diese  neun  Diagonalpunkte  in  drei  perspectivische 
Dreiecke  zerfallen,  die  mit  den  drei  Punkten  ihrer  gemeinsamen 
Perspectiyitätsaxe  selbst  eine  (12^,  16,)  bilden,  und  dass  vier 
Seiten  des  einen  Vierecks  mit  vier  Seiten  eines  zweiten  Vierecks 
acht  Tangenten  eines  Kegelschnitts  bilden;  solcher  Achtecke, 
resp.  solcher  Kegelschnitte  giebt  es  neun.  Zum  Schluss  wird 
gezeigt,  /lass  jede  der  beiden  associirten  Configurationen  auf  je 
einer  0,  liegt,  dass  diese  beiden  C,  sich  überdies  in  den  neun 
gemeinsamen  Diagonalpunkten  schneiden,  und  dass  die  12  Con- 
figurationspunkte  die  drei  Tangentenquadrupel  von  den  drei 
Schnittpunkten  einer  C,  mit  einer  Geraden  sind,  womit  die  Iden- 
tität der  Configuration  mit  der  Hesse'schen  Configuration  erwie- 
sen ist. 

Herr  de  Vries  hatte  gezeigt,  dass  es  noch  eine  zweite  Con- 
figuration (12^,  16,)  giebt,  die  ebenfalls  mit  den  C,  zusammen- 
hängt. Sie  besteht  aus  sechs  Paaren  conjugirter  Punkte,  und 
die  sechs  Tangential  punkte,  die  zu  jedem  Punktepaar  gehören, 
sind  die  sechs  Punkte  eines  der  C,  einbeschriebenen  vollständigen 
Vierseits.  Auch  diese  Configuration  erzeugt  Schröter  aus  zwei 
perspectivischen  Dreiecken  und  leitet  hieraus  die  eben  genannte 
Beziehung  zu  den  0,  ab.  Ersetzt  man  die  beiden  Dreiecke  im 
besonderen  durch  die  Schnittpunkte  zweier  Geraden  mit  der  C,, 
so  entsteht  diejenige  specielle  Configuration  (12^,  16,),  auf  die 
Hr.  Hurwitz  bei  Gelegenheit  eines  Schliessungsproblems  aufmerk- 
sam gemacht  hat  (vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  657).  Sfs. 

36' 
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P.  Skrret.     8ur  une  propri^t^  d'involution,  commune  k 
an  groupe  plan   de  cinq  droites  et  k  an  Systeme  de 

neuf  plans.      0.  B.  GXHI.  326-828.  347-349. 

Der  Verfasser  beweist  die  folgenden  zwei  Sätze:  1)  Sind 
Pij  Pa»  Ptj  P4?  p5  die  fünf  Seiten  eines  beliebigen  ebenen  Fünf- 
ecks, und  ist  dj  der  Durchmesser,  der  allen  dem  Viereck  p,,  p,, 
p^,  p,  eingeschriebenen  Kegelschnitten  gemeinsam  ist,  u.  s.  w., 
so  sind  die  fUnf  Paare  von  Richtungen  d,-,  p,-  conjugirte  Richtungen 
derselben  Involution.  Es  giebt  also  einen  Kegelschnitt,  bezüglich 
dessen  jede  Gerade  d,  den  Sehnen  von  der  Richtung  p,  conjagirt 
ist,  nämlich  den  aus  den  fünf  Geraden  p,-  kubisch  ableitbaren 
Kegelschnitt. 

2)  Sind  Pj,  p,,  ...,  p,  neun  Ebenen,  die  den  neun  gemein- 
samen Tangentenebenen  von  zwei  Kegeln  dritter  Klasse  parallel 
sind,  und  ist  d^  derjenige  Durchmesser,  der  allen  den  acht 
Ebenen  p,,  p,,  . . .,  p^  einbeschriebenen  Flächen  zweiter  Ordnung 
gemeinsam  ist  u.  s.  w.,  so  sind  die  neun  Durchmesser  di  wiederum 
bezüglich  einer  und  derselben  Fläche  zweiter  Ordnung  den  Ebenen 
von  der  Richtung  p,  conjugirt.  Diese  Fläche  ist  die  aus  den 
Ebenen  p,  kubisch  ableitbare  Fläche.  Sfs. 


K.  A.  ÄNDRBJEW.     Zur  Frage  über  die  Configurationen. 

Charkow  Ges.  Mitt.  (2)  II.  94-107.  (Rassisch.) 

Es  wird  hier  auf  einen  Specialfall  der  von  Hrn.  Th.  Reye 
(Geom.  d.  Lage,  II.  Aufl.  1877  S.  4,  J.  für  Math.  LXXXIV. 
209-213,  Acta  Math.  I.  93-96)  zuerst  betrachteten  und  von  einigen 
anderen,  besonders  von  Hrn.  S.  Kantor  untersuchten  geometrischen 
Gebilde  hingewiesen.  Da, die  einfachste  dieser  Configurationen 
schon  Möbius  bekannt  war  (Werke  B.  I.  S.  439-446),  so  nennt 
der  Verfasser  sie  Möbius'sche  Configurationen.  Sie  sind  vom 
Typus  Cf(fi,  w)[2"-\  2"-^].  Jeder  Fläche  zweiter  Ordnung  kann 
man  eine  Möbius'sche  Gonfiguration  beliebiger  Ordnung  ein-  und 
umschreiben.  Si. 
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A.  ScHöNFLiKS.  Ueber  Configorationen,  welche  sich  aus 
gegebenen  Raumelementen  durch  blosses  Schneiden 
und  Verbinden  ableiten  lassen.     Natarf.  Ges.  Halle.  LXIV. 

12-13. 


P.  A.  MacMahon.     Yoke-chains  and  multipartite  com- 
positions  in  connexion  with  the  analytical  forms  called 

trees.      Lood.  M.  S.  Proc.  XXII.  330-346. 

Bericht  auf  S.  132  dieses  Bandes. 


Capitel  3. 

Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Trigonometrie, 

Stereometrie). 

H.  Schotten.     Inhalt  und  Methode  des  planimetrisohen 
Unterrichts.     Eine  vergleichende  Planimetrie.     Leipzig. 

Teabner.  Bd.I:  IV-+-370S.,  Bd.  II:  IV4-410S.  8»  (1890-93.) 

Wer  als  juDger  Lehrer  nach  abgelegter  OberlefaYerprüfung 
zum  ersten  Male  den  geometrischen  Unterricht  übernehmen 
musste,  war  bisher  fQr  seinen  Beruf  sehr  wenig  vorbereitet.  Das 
Studiam  der  Mathematik  auf  der  Universität  setzt  die  auf  der 
Schule  gelehrten  Kenntnisse  voraus,  geht  aber  auf  den  Inhalt 
der  Elementar-Mathematik  höchstens  mit  einigen  Streifblicken 
ein.  Ob  durch  die  Einrichtung  des  Seminarjahrs  hierin  Wandel 
geschaffen  wird,  muss  abgewartet  werden.  Meistens  stellte  sich 
bisher  die  Sache  so,  dass  der  Candidat  die  Erinnerungen  an 
seine  Schulzeit  auffrischte,  wenn  er  zu  unterrichten  anfing,  dass 
er  sich  femer  an  das  von  ihm  zu  benutzende  Lehrbuch  eng  an- 
schlosB  und  erst  allmählich  von  weiteren  Anschauungen  und  Me- 
thoden Kenntnis  erhielt,  falls  er  nämlich  seinem  Unterrichtsgegen- 
Stande  wirklich  Interesse  entgegenbrachte  und  sich   deshalb   um 
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die  Bestrebungen  anderer  kQmmerte.  Mancher  aber  auch  blieb 
an  dem  ihm  vorliegenden  Lehrbuche  haften  and  erfuhr  nichts 
von  entgegenstehenden  Auffassungen.  Es  ist  eben  unbequem, 
die  betreffende  Litteratur  zusammen  zu  suchen,  und  es  erfordert 
viele  eigene  Arbeit,  unter  den  sich  bekämpfenden  Ansichten  die 
für  richtig  zu  haltende  auszuwählen. 

Daher  ist  es  nun  ein  glQcklicher  Gedanke  des  Hrn. H.Schotten 
gewesen,  diese  Arbeit  seinen  Gollegen  zu  erleichtern  und  die  Er- 
gebnisse seiner  mtlhevoUen  Thätigkeit  in  einem  mehrbändigen 
Werke  zu  veröffentlichen.  Das  Buch  „soll  dazu  dienen,  rasch 
und  sicher  über  die  einschlägige  Litteratur  sich  zu  orientiren 
und  nach  den  ausführlich  gegebenen  Gitaten  ans  den  verschieden- 
artigsten Werken  über  einen  bestimmten  Gegenstand  ein  Urteil 
sich  bilden  zu  können^. 

Dem  ersten  Bande,  welcher  die  geometrischen  Grundbegriff'e 
erörtert,  ist  ein  einleitender  Abschnitt  über  die  Reformbestrebnn- 
gen  auf  dem  Gebiete  des  planimetrischen  Unterrichtes  voraus- 
geschickt.. Danach  werden  in  den  einzelnen  Gapiteln  behandelt: 
L  Der  Raum.  IL  Die  Geometrie.  IIL  Die  Raumbegriffe  (Körper, 
Fläche,  Linie,  Punkt).  IV.  Die  Gerade.  V.  Die  Ebene.  —  Nach 
einer  Kennzeichnung  der  Fragen,  um  welche  es  sich  handelt, 
führt  der  Verfasser  die  Stellen  wörtlich  vor,  in  denen  die  ein- 
zelnen Schriftsteller  ihre  Gedanken  über  den  Gegenstand  aus- 
sprechen, und  giebt,  meistens  in  Noten  unter  dem  Texte,  eine 
kritische  Beleuchtung  dieser  Ansichten. 

Im  zweiten  Bande  werden  in  eben  derselben  Weise  Rich- 
tung und  Abstand  als  Grundlage  der  einleitenden  Betrachtungen 
erledigt,  und  zwar:  I,  §  1.  Richtung.  §  2.  Abstand.  §  3.  Lagen- 
und  Massuntersuchungen.  II.  Der  Winkel.  III.  Die  Lehre  vom 
Parallelismus.  IV.  Anwendungen  zur  Winkel-  und  Parallelen- 
lehre. —  An  Stelle  der  im  ersten  Bande  gewählten  alphabeti- 
schen Reihenfolge  der  Autoren  der  Gitate  ist  im  zweiten  die 
chronologische  eingeführt.  Weil  der  Umfang  des  Materials  stär- 
ker geworden  ist,  als  erwartet  war,  so  sind  von  den  ursprüng- 
lich beabsichtigten  Abschnitten  nur  drei  veröffentlicht  worden; 
die  am  Schlüsse  des  ersten  Bandes  angekündigten  beiden  Gapitel 
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Aber  Hflifsbegriffe  und  die  Methode  bleiben  einem  weiteren  Bande 
Torbehalten. 

Es  ist  erstaunlich,  wie  viele  wissenschaftlichen  Werke,  Lehr- 
bfieher  und  Programm-Abhandlungen  vom  Verfasser  zu  Bäte  ge- 
zogen worden  sind.  Dass  trotzdem  manche  Lücken  vorhanden 
sind,  wird  im  Vorworte  selbst  zugegeben  und  durch  die  Schwie- 
rigkeit der  Beschaffung  dieser  Schriften  in  einer  Provinzialstadt 
(Schmalkalden)  ohne  öffentliche  Bibliothek  entschuldigt.  Wün- 
sebenswert  wäre  es  gewesen,  dass  nicht  bloss  die  deutsche  Litte- 
ratur  Berücksichtigung  gefunden  hätte.  Die  französischen  Lehr- 
bücher haben  ja  vielfach  den  deutschen  als  Vorbild  gedient,  und 
in  Italien  ist  die  Neugestaltung  des  geometrischen  Unterrichts 
seit  einem  Jahrzehnt  nicht  von  der  Tagesordnung  abgesetzt  wor- 
den. Unter  den  hervorragenden  deutschen  Lehrbüchern  ver- 
misst  Ref.  ungern  die  Gallenkanip'schen,  welche  durch  Origina- 
lität der  Anordnung,  durch  Schärfe  im  Ausdruck  und  in  der  Be- 
we'sf&hrnng,  sowie  durch  Ausbau  der  heuristischen  Methode  aus- 
gezeichnet sind.  —  Obwohl  Bef.  mit  den  kritischen  Ausführun- 
gen des  Verfassers  nicht  immer  übereinstimmt,  einige  (z.  B.  Bd.  I; 
S.  186)  für  irrig  hält,  so  werden  dieselben  doch  dem  Leser  viel- 
fache Anregungen  bieten. 

Die  Benutzung  der  vorliegenden  Bände  ist  dadurch  erschwert, 
dass  kein  Sachverzeichnis  beigegeben  ist.  Das  am  Schlüsse 
jedes  Bandes  für  die  einzelnen  Gapitel  gegebene  alphabetische 
Register  der  Autoren,  denen  die  Citate  entnommen  sind,  oder 
deren  Ideen  einer  kritischen  Darstellung  unterliegen,  ersetzt 
zwar  teilweise  ein  Sachverzeichnis,  genügt  aber  nicht  immer, 
wie  Ref.  sich  überzeugt  hat,  wenn  er  eine  Stelle  wieder  auf- 
suchen wollte,  die  gelesen  zu  haben  er  sich  erinnerte. 

Wenn  der  Verf.  in  der  Vorrede  zum  zweiten  Bande  darüber 
klagt,  dass  das  Interesse  der  Fachgenossen  sich  seinem  Buche 
nur  in  verschwindendem  Masse  zugewendet^  zu  haben  scheine, 
sodass  der  ideale  Zweck,  dem  die  Arbeit  gewidmet  ist,  eine 
Umschau  des  Geleisteten  zu  geben  und  die^Facbgenossen  über 
neuesten  Stand  wie  Entwickelung  der  Planimetrie  nach  Inhalt 
und  Methode   zu   orientiren,    bisher  nur   in   sehr   bescheidenen. 
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Grenzen  sich  verwirklicht  habe,  so  muss  Bef.  den  Wunseh  ans- 
sprechen,  dass  das  verdienstliche  Werk  des  Hrn.  Schotten,  ebenso 
wie  Reidt's  Anleitung  zum  mathematischen  Unterricht  an  höheren 
Schulen  (F.  d.  M.  XVIIL  1886.  44),  in  jeder  Bibliothek  einer 
höheren  Lehranstalt  zu  finden  sein  möge.  Dann  wird  auch  die 
vis  inertiae,  welche  in  jener  beklagten  Erscheinung  bekundet 
ist,  allmfthlich  überwunden  werden.  Lp. 


J.  Blaikib  and  W.  Thomson.  A  textbook  of  geometrical 
deductions.     Book  I,  corresponding  to  Euclid, .  Book  I. 

London.  Longmans,  Green,  and  Co.  VIII  + 138  S.  [Natnre  XLIII.  487.] 

R.  C.  J.  Nixon.  Supplement  to  „Euclid  Bevised^,  being 
an  introduction  (within  the  limits  of  EuclidiaD  geo- 
metry)  to  the  Lemoine  and  Brocard  points,  linea,  and 

circles.     Oxford.  Clarendon  Press.  S.  378-426. 

W.  J.  Macdonald.  Higher  geometry,  containing  an 
introduction  to  modern  geometry  and  elementary  geo- 
metrical COnics.     Bdinborgh.  James  Thin.  184  S. 

Das  erste  dieser  Bücher  enthält  einen  recht  ausgiebigen  Vor- 
rat von  Ableitungen,  die  sich  auf  das  Buch  I  des  Euklid  stQtzen. 
Die  Methoden,  welche  man  einzuschlagen  hat,  wenn  man  Be- 
weisführungen  aufsucht,  werden  systematisirt,  soweit  dies  mög- 
lich scheint,  und  Schüler,  die  trotz  der  Einübung  der  Vorschrif- 
ten dieses  Buches  dennoch  ratlos  sind,  wenn  sie  eine  beliebige 
innerhalb  seines  Bereiches  liegende  Aufgabe  lösen  sollen,  können 
unbedenklich  als  hoffnungslos  aufgegeben  werden.  Es  ist  in- 
dessen kaum  verständlich^  dass  ein  Lehrer  Zeit  genug  zur  Ver- 
fügung haben  sollte,  um  das  Werk  durchzugehen,  es  sei  denn, 
dass  er  eine  geschickte  Auslese  zu  halten  im  Stande  ist 

Der  Hauptgegenstand  der  zweiten  Schrift  ist  durch  ihren 
Titel  genügend  angedeutet  (vgl.  F.  d.  M.  XVIIL  1886.  459); 
die  Behandlung  ist  sorgfältig  und  hält  sich  streng  an  die  Metho- 
den der  Euklidischen  Elemente. 

Das   dritte  Buch  ist   eine  kurze  Einleitung  in   die   neuere 
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Geometrie;  es  erledigt  bfindig  and  klar  die  L#ehre  der  Trans- 
Tcrsalen ,  harmonischen  Gebilde,  Doppelverhfiltnisse,  Inversion, 
Linien  gleicher  Tangenten  und  der  elementaren  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte.  Obgleich  es  ein  Register  enthält,  besitzt  es 
seltsamer  Weise  kein  Inhaltsverzeichnis,  eine  recht  verkehrte 
Massregel.  6bs.  (Lp.) 

A.  Samnia    ed    £.  d'Ovidio.      Elementi    di    Geometria. 
8*  edizione  riveduta  e  corretta.    Napoii. Peiierano.  x V-+-654  s. 

Diese  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  vorigen,  über  die 
wir  (F.  d.  M.  XX.  1888.  525-26)  schon  berichtet  haben,  durch 
einige  Verbesserungen,  deren  Angabe  wir  fQr  flberflflssig  halten. 
Doch  wollen  wir  ausdrücklich  bemerken,  dass  das  historische 
Versehen  verschwunden  ist,  auf  welches  wir  am  o.  a.  0.  auf- 
merksafti  machten.  Wir  hoffen,  dass  die  Verfasser  in  einer 
Dftehsten  Auflage  alle  historischen  Nachrichten  einer  eingehenden 
Revision  unterziehen  werden,  weil  sie  dem  gegenwärtigen  Stand- 
punkte der  Geschichte  der  Mathematik  nicht  mehr  entsprechen. 

La. 

J.  Petersen.     Lehrbuch    der    elementaren    Planimetrie. 
Deutsch  von  R.  von  Fischer  -  ßenzon.     Zweite  Auflage. 

Kopenhagen.  A.  F.  Host  &  Son.  108  S.  B<>. 

Die  neue  Auflage  dieses  kurzen  und  eigenartigen  Lehr- 
buches (F.  d.  M.  XIIL  188L  433)  unterscheidet  sich  von  der 
ersten  hauptsächlich  nur  durch  den  kurzen  Anhang,  in  welchem 
der  Verfasser  durch  eine  genauere  Definition  der  Ebene  den 
Satz  16  des  Lehrbuches  von  der  Summe  der  Aussenwinkel  eines 
Polygons  exact  zu  fuhren  sucht.  Lg. 


J.  BoTH.     Einführung  in  die  Planimetrie.    Fr.  Gymn.  Jever. 

19  8.  i9.  (1  Fig.-Taf.) 

Im  Vorwort  erklärt  der  Verfasser,  dass  für  den  Unterricht 
nicht  der  abstract  logische,  sondern  der  psychologische  Gesichts- 
punkt massgebend  sein  muss.    Darum  soll  der  Schüler  möglichst 
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früh  zur  Selbstthätigkeit  geführt  werden;  dies  ist  aber  beim  ge- 
wöhnlichen Lehrgange  schwierig,  da  eine  Reihe  von  Lehrsätzen 
nnvermeidlich  ist,  ehe  die  Lösung  von  Constructionsaufgaben 
vorgenommen  werden  kann.  In  gegenwärtiger  Arbeit  wird  nan, 
abweichend  von  der  gewöhnlichen  Darstellung,  eine  EinfUhrung 
in  die  Elemente  der  Planimetrie  gegeben,  bei  der  die  Lehrsätze, 
insbesondere  die  Congruenzsätze,  als  Ergebnisse  von  Constroc- 
tionen  auftreten.  Mz. 

E.  Glinzer.     Lehrbuch  der  Elementar-Geometrie.  Erster 
Teil:  Planimetrie.     4.  Aufl.    Dresden.  G.  Kuhtmann.  122 S.  8^. 

Ueber  die  früheren  Auflagen  dieses  ftkr  Gewerbeschulen  be- 
stimmten, vielleicht  aber  auch  ftlr  Realschulen  recht  geeigneten 
Lehrbuchs  ist  in  den  F.  d.  M.  XIL  1880.  417,  XVL  1884.  476, 
XIX.  1887.  524  referirt.  Durch  Vermehrung  der  Aufgaben  zur 
Construction  von  Dreiecken,  sowie  der  praktischen  Berechnungs- 
Aufgaben  hat  das  Buch  in  dieser  vierten  Auflage  an  Brauchbar- 
keit wesentlich  gewonnen.  Seht 


J.  H.  KOhl.     Grundriss  der  Geometrie.     Ein  Leitfaden 
für   den  Unterricht.     I  Planimetrie.     II  Stereometrie. 

III   Trigonometrie.       Dresden.   G.  Kähtmann.    IV-hd4S.,    IV -H 
135  8.,  149  8.  80. 

Diese  drei  Bücher  enthalten  dasjenige,  was  im  allgemeinen 
den  Inhalt  des  geometrischen  Unterrichts  auf  höheren  Schulen 
bildet.  Die  Darstellung  ist  klar  und  fasslich,  entbehrt  auch  nicht 
der  nötigen  Gründlichkeit.  Zahlreiche  Aufgaben  und  eingestreute 
Fragen  regen  zu  weiterer  Ausführung  des  Gebotenen  an.  Die 
Planimetrie  ist  bis  zur  Ereisberechnung  einschliesslich  geführt; 
die  Trigonometrie  enthält  zuletzt  auch  die  Berechnung  schief- 
winkliger sphärischer  Dreiecke,  die  Stereometrie  endet  mit  einigen 
Sätzen  von  den  Kegelschnitten  am  Kegel  und  am  Cylinder.  Der 
Druck  ist  sehr  gut  und  die  Figuren  in  grosser  Zahl  (besonders 
auch  in  der  Stereometrie)  sehr  deutlich  und  vortrefflich  ausge- 
führt. Mz. 
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G.  Rbcknagbl«  Ebene  Geometrie;  Lehrbuch  mit  sjste* 
matisch  geordneter  Aufgabensammlung  fQr  Schulen 
und  zum  Selbststudium.     4.  Aufl.   MfincheD.  Tb.  AokermanD. 

V11H-214S.  8». 

Der  Inhalt  dieses  Baehes  ist  im  wesentlichen  derselbe  wie 
io  andern  Bflchem,  die  dem  gleicheD,  im  Titel  angegebenen 
Zwecke  dienen.  Deutlichkeit,  Ausführlichkeit  und  Vollständig- 
keit im  Dargebotenen  sii;d  anzi^erkennen.  Das  für  den  Unter- 
richt Wichtigere  ist  vor  dem  Uebrigen  durch  den  Druck  hervor- 
gehoben; auch  ist  eine  grosse  Zahl  von  Gonstructionsaufgaben, 
anter  andern  das  Problem  des  Apollonius,  erledigt.  Ferner  sind 
isoperimetrische  Sätze  und  Einiges  aus  der  neueren  Geometrie 
gegeben.  Mit  Sorgfalt  ist  auch  die  Berechnung  des  Kreises  be- 
bandelt. (Vergl.  die  Anzeige  der  dritten  Auflage  in  F.  d.  M. 
XVII.  1885.  528.)  Mz. 

H.  Seegbr.     Leitfaden  fQr  den  ersten  Unterricht  in  der 

Geometrie.      5.   Aufl.    Wismar.  Hinstorff.  24  8.  mit  1  Fig.-Taf.  S». 

In  diesem  Büchelchen  sind  die  Anfangsgründe  der  Geometrie 
gegeben:  Punkt,  gerade  Linie;  Strecke,  Kreis,  Kreisbogen,  Winkel; 
Centriwinkel,  Lehre  von  den  Parallelen,  Polygon,  Dreieck,  con- 
gruente  Systeme;  symmetrische  Systeme,  Parallelogramm.  Die 
Beweise  sind  nicht  angegeben,  sondern  nur  die  Thatsachen  er- 
wähnt Immerhin  bietet  der  Leitfaden  in  knapper  Form  sehr 
reichhaltiges  Material  für  den  Unterricht.  Nur  scheint  dem  Re- 
ferenten die  Betrachtung  ganzer  Punktsysteme  für  den  ersten 
Unterricht  etwas  weit  zu  gehen.  '    Mz. 


Weitere  Lehrbücher. 

Ch.  Ernst  und  L.  Stoltb.  Lehrbuch  der  Geometrie 
zum  Gebrauche  an  Gymnasien,  Realschulen  und  an- 
deren höheren  Lehranstalten.  I.  Teil.  Planimetrie, 
nebst    einer    Sammlung    von    Aufgaben.     2.  Auflage. 

Strassburg.  Drackerei  a.  Yerlagsaost.  109  S.  8<>. 
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H.  Fknknbb.  Lehrbuch  der  Geometrie  für  ddn  mathe- 
matischen Unterricht  an  höheren  Lehranstalten.  1.  Teil: 
Ebene  Geometrie.    2.  Aufl.   Brannschweig.  Salie.  xil  +  i78S. 

gr.  8«. 

E.  FiscHBR.  Systematischer  Grundriss  der  Elementar- 
Mathematik.  2.  Abteilang:  Die  Geometrie  (Raum- 
lehre).    Für  den  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten 

bearbeitet.    Berlin.  O.  Dnnoker.  Y  +  266  S.  gr.  ^. 

M.  FocKB  und  M.  Krass.  Lehrbuch  der  Geometrie 
zum  Gebrauche  an  Gymnasien,  Realgymnasien  und 
anderen  höheren  Lehranstalten.  1.  Teil:  Planimetrie, 
nebst  einer  Sammlung  von  Aufgaben  und  einer  syste- 
matischen Anleitung  zur  Lösung  derselben.    10.  Aufl. 

Maneter.  Goppenrath.  VIII  +  131  S.  8^. 

M»  FocKB  und  M.  Krass.  Lehrbuch  der  Geometrie. 
2.  Teil:  Stereometrie.     5.  Aufl.      Muneter.   Goppenrath.  iv 

-f-  92  S.  8«. 

G.  GussBROW  und  L.  Lbvt.  Abriss  der  Trigonometrie. 
Geometrisch  bearbeitet.     2.  Aufl.    Berlin.  Poiytechn.  Bnchh. 

61  S.  8°. 

J.  Henrici  und  P.  Treutlbin.  Lehrbuch  der  Elementar- 
Geometrie.  1.  Teil:  Gleichheit  der  Gebilde  in  einer 
Ebene.      Abänderung    ohne   Massänderung.      2.  Aufl. 

Leipzig.  Teabner.  Vlll  + 146  S.  gr.  8^ 

F.  HoÖBVAR.  Manuale  di  geometria  pel  ginnasio  infe- 
riore.     Traduzipne   de   F.    Postet.      Leipaig.    Freitag.    Vl-f- 

129  S.  8». 

W.  Jahn    und    B.   Stieblkr.      Schule    der    Geometrie. 

7.  Heft.     2.  Aufl.     Leipzig.  Klinkhardt.  28  8.  8». 

L.  Kamblt.  Die  Elementar-Mathematik,  für  den  Schul- 
unterricht bearbeitet.  1.  Teil:  Arithmetik  und  Algebra. 
33.  Aufl.  III 4-122  8.  2.  Teil:  Planimetrie.  90.  bis 
92.  Aufl.     IV 4-112 8.      4.  Teil:     Stereometrie.     Nebst 

Uebungsaufgaben.      21.  Aufl.     IV  +  718.  mit  4Taf.    Breal&a. 
Ferd.  Hirt  S®. 
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J.  Menqbr.  Grundlehren  der  Geometrie.  Ein  Leitfaden 
für  den  Unterricht  in  der  Geometrie  und  im  geome- 
trischen Zeichnen  an  Realschulen.  4.  Aufl.  Wien.  Hol- 
der. VI  4-  140  S.  80. 

C.  Meter.  Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien  und 
andere  Lehranstalten.  Herausgegeben  von  H.  C.  E. 
Martus.     L  Teil:    Planimetrie.     15.  Aufl.     Leipsig.  0.  a. 

Koch.  VIII +  188  8.  80. 

J.  Sachs.     Lehrbuch   der  ebenen  Elementar -Geometrie 

(Planimetrie).     4.  Teil:    Die  Lehre   vom  Kreis.     Die 

geometrischen  Oerter   und   die  merkwürdigen  Punkte 

des  Dreiecks.     Bearbeitet  nach  System  Kleyer.      Stutt- 
gart J.  Maier.  VIII  +  264  8.  gr.  8». 

L.  Schemann.  Die  wichtigsten  Formeln  aus  der  Stereo- 
metrie und  Planimetrie.    Alzey.  Medicas.  8  S.  s^. 

L.  Schemann.  Die  wichtigsten  Formeln  aus  der  Gonio- 
metrie und  ebenen  Trigonometrie.    Aizey.  Medicas.   US. 

gr.  160 

O.  ScHLöMiLCH.  Elementi  di  geometria  metrica.  Prima 
versione  italiana  dei  professori  D.  Gambioli  e  V.  Ber- 

nardi.    Torino.  O.  B.  Paravia  e  Comp.  [Periodico  di  Mat.  VL  110.] 

Wiegand's  Lehrbuch  der  Planimetrie.  2.  Cursus.  IL  Aufl. 

Bearbeitet  von  Frdr.  Meyer.     Halle,    h.  w.  Schmidt.   v  + 
100  S.  8». 

Dasselbe,  1.  u.  2.  Cursus.  22.  Aufl.    Ausgabe  in  öster- 
reichischer Orthographie.    Ebenda.  VI +200  S.  8°. 

Th.   Wittstein.     Lehrbuch  der  Elementar  -  Mathematik. 

1.  Band.     2.  Abt.:     Planimetrie.     15.  Aufl.      Haonover. 

HahD'sche  Bachh.  VII  +  211  S.  8o. 

Th.    Wittstein.     Lehrbuch  der  Elementar- Mathematik. 

2.  Band.  2.  Abt.:  Stereometrie.     8.  Aufl.  Hannover. Hahn'- 

■ehe  Bachh.  VIII  +  191S.  S^. 

R.  Dbakin.     Rider  papers  on  Euclid.     Books  I-II. 

London.  Macmillan  and  Co.  [Nainre  XLIV.  76.] 
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H.  Deighton.     The  elements   of  Eaclid.     Books  I  and 

IL      New   edition,   revised.      Cambridge.  Deighton,  Bell,  and  Co. 
(1891).  [Natore  XLIII.  127.] 

J.  M.  EusTACE.     Notes  on  trigonometry  and  logarithms. 

Longmans,  Green,  and  Go.  (1890).  [Natare  XLIIL  55.J 

A.  G.  Layng.      Euclid'ß   elements  of  geometry.     London. 

Blaokie  and  Son.  (1890).  [Natnre  XLIII.  343,  XLY.  149.] 

R.  H.  PiNKERTON.  Elementary  text  -  book  of  trigono- 
metry. New  edition.  London.  Blackie  and  Son.  (1890).  [Natare 
XLIII.  7-8.] 

H.  M.  Taylor.     Eoclid's  elements  of  geometry«     Books 

III  and   IV.     Cambridge.  University  Press.  [Natare  XLIII.  607.] 

J.  ToDHüNTER.  Plane  trigonometry  for  the  use  of  Col- 
leges and  schools.     Revised  by  R.  W.  Hogg.    London. 

Macmilian  and  Co.  [Natare  XLIV.  342] 

L.  Bernardi.  Euclide.  Libro  primo  con  nnmerosi 
esereizi  e  relativi  indirizzi  alle  solnzioni  dei  medesimi. 
Appendice  sui  metodi  di  dimostrazione  e  soluzione  dei 
teoremi  e  problemi.    üdine.  Tip.  Bardasco. 

A.  Carrozzinl     Sette  lezioni  di  trigonometria  dal  punto 

di  vista  delle  coordinate  cartesiane.   Lecce.  Tip.  Saleotina. 

F.  GiuDiCB.     Oeometria  piana  ad  oso  dei  ginnasi  e  licei. 

Palermo.  R.  Sandron.  (1890.) 

F.  GiUDiCE.     Geometria  solida  ad  uso  dei  ginnasi  e  licei. 

Palermo.  R.  Sandron.  (1891.) 

G.  Lazzeri  e  A.  Bassani.  Elementi  di  geometria.  Libro 
di  testo   per  la  R.  Accad.  Navale.      Li?orno.    B.  Ginsti. 

[Periodico  di  Mat.  VI.  165;  Rivista  di  Mat.  I.  160.] 

MüCCHi.     Geometria  elementare  per  le  Scuole  Tecniche. 

Torino.  Paravia. 

Nannel     Elementi  di  geometria.    Parte  1*:  Planimetria. 

Milano.  F.  Vallardi. 

E.  Sandri.  Element!  di  geometria  ad  uso  della  5^  ele- 
mentare e  delle  preparatorie  alla  normale.     Parte  IL 

Parma.  Battei. 
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Gr.  M.  Testi.  Element!  di  geometria,  con  una  raccolta 
di  510  esercizi  e  problemi,  ad  uso  delle  Scuole  tec- 
Diche  e  Dormali,  secondo  gli  ultimi  programmi  gover- 

nativi.      II  ediz.     Liyorno.  R.  Oiasti. 


G.  Hopfmann.  Anleitung  znr  Lösung  planimetriscber 
Aufgaben  mit  Uebungsbeispielen  fOr  Schulen  höherer 

Lehranstalten.      3.  Aufl.     Leipzig.  ReiBland.  XV+210S.  8^ 

E.  R  Müller.  Lehrbuch  der  planimetrischen  Construc- 
tionsaufgaben,  gelöst  durch  geometrische  Analjsis. 
2.  Teil:  Aufgaben,  gelöst  mit  Anwendung  der  Propor- 
tionenlehre.  ,  Bearbeitet  nach  System 'Kley er.     stattgart 

J.  Maier.  VlH- 160 S.  gr.  8^. 

G.  Pastorb.  Avviamento  alla  risoluzione  delle  questioni 
geometriche,  9id  uso  degli  aspiranti  airAccademia 
militare,  navale  ed  alla  Scuola  di  guerra.    Modeoa.  Sarasioo. 

G.  Pastore.     Avviamento  alla  risoluzione  delle  questioni 

geometriche.     Bologna.  0.  Civelli. 

Thteme.  Raccolta  di  problemi  e  teoremi  di  stereome- 
tria.  Versione  italiana  dei  professori  D.  Gambioli  e 
V«  Bernardi. 

ToDHUNTBR.  Escrcizi  di  geometria  coUe  loro  soluzioni 
tratti  dagli  Element!  di  Euclide.  Versione  dei  pro- 
fessori D.  Gambioli  e  V.   Bernardi. 


K.   ScHWERiNG.      100  Aufgaben   aus   der  niederen  Geo- 
metrie nebst  vollständigen  Lösungen.    Freibnrg  i.  Br.  Her- 

der.  IX-hl54S,  8^ 

Dieses  Bach  ist,  wie  der  Verfasser  im  Vorwort  bemerkt, 
für  die  drei  oberen  Klassen  höherer  Lehranstalten  bestimmt  und 
soll  bei  einer  vollständigen  Wiederholung  des  ganzen  Lehrstoffs 
als  Fflbrer  dienen,    indem  es  eine  grössere  Zahl   von  Aufgaben 
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mit  ihren  TollBtftndigen  Lösungen  als  Masterbeispiele  enthält  Es 
zerfällt  in  zwei  Teile:  der  erste  mit  60  Aufgaben  ist  der  Plani- 
metrie gewidmet.  Einige  der  Aufgaben  mögen  genannt  werden: 
Die  Malfatti'sche  Aufgabe,  die  des  Apollonius,  ferner  Constructionen 
von  Kreisen  und  Dreiecken  unter  gegebenen  Bedingungen;  allerlei 
Maximal-  und  Minimal- Aufgaben,  z.  B.:  In  einem  Dreieck  den 
Punkt  D  zu  finden,  dessen  Abstände  von  den  Ecken  eine  mög« 
liebst  kleine  Quadratsumme  haben.  Es  findet  sich  hierbei  auch 
manches,  was  vom  Verfasser  selbst  herrührt. 

In  dem  zweiten  Teile  befinden  sich  40  der  Stereometrie  an- 
gehörige  Aufgaben,  z.  B.:  Man  bestimme  f&r  eine  durch  ihre 
sechs  Kanten  gegebene  dreiseitige  Pyramide  die  Winkel  der 
Gegenkanten.  Wann  sind  diese  Winkel  rechte?  Oder  eine 
andere  Aufgabe:  Man  bestimme  eine  Kugel,  welche  durch  drei 
gegebene  Punkte  geht  und  eine  gegebene  Ebene  berührt.  Femer 
auch  Maximalaufgaben,  z.  B. :  Welcher  ist  der  grösste  einer  Kugel 
eingeschriebene  Kegel?  Auch  die  Pappus*- Guldin 'sehe  Regel 
findet  Anwendung,  und  manches  Sonstige  ist  hier  noch  erwähnt. 

Das  Buch  ist  jedenfalls  für  Lehrer  und  Schüler  ein  überaus 
nützliches,  da  es  mancherlei  Anregungen  und  sehr  beachtens- 
werte, sowohl  wissenschaftliche  wie  pädagogische  Winke  giebt, 
und  ist  aus  diesem  Grunde  sehr  zu  empfehlen.  Als  Anhang  hat 
der  Verfasser  noch  eine  kurze  Darstellung  der  imaginären  Grössen, 
und  einiger  Reihen,  z.  B.  «*  u.  s.  w.,  beigefügt.  Ein  alphabeti- 
sches Sachregister  erleichtert  ferner  das  Auffinden  irgend  welcher 
Yorkommenden  Gegenstände.  Druck,  Figuren  und  Ausstattung 
sind  lobenswert.  Mz. 


A.  Gr^vy.      Compositions    donn^es    depuis    1872    aux 
examens  de  Saint-Cyr,     Algfebre  et  Göomötrie  (Enon- 

C^S   et  Solutions).    Paris.  Gaathier-Villari  et  Fils.  94  S.  gr.  8«. 

Aus  jedem  der  19  Jahre  Yon  1872 — 90  liegen  die  beiden  Prfi- 
fungsaufgaben  Yor.  Sie  sind  dem  Gebiete  der  Elementarmathe- 
matik entnommen  und  erfordern  zu  ihrer  Bearbeitung  etwa  die  ma- 
thematischen Kenntnisse  unserer  Gymnasialabiturienten.  Doch  wer- 
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den  keine  Zahlenrechnnngen  verlangt,  wohl  aber  sehr  genaue 
Erörterungen  der  Bedingungen  der  Lösungen.  Nach  dieser  Rich- 
tung hin  ist  die  Sammlung  auch  unseren  Lehrern  zu  empfehlen. 
Bei  näherer  Durchsicht  fand  Bef.  u.  a.,  dass  in  der  geometri- 
schen Aufgabe  von  1882  (S.  45)  die  abgedruckte  Figur  nicht  zu 
der  gegebenen  Lösung  passt.  Lp. 


R.  Bbttazzi.   Sairinsegnamento  deila  geometria  dei  Lieei. 

Periodico  di  Mat.  VI.  113-116. 

Bemerkungen  und  Vorschläge,  welche  die  Verteilung  des 
Sto£fs  bei  dem  Unterrichte  der  Mathematik  in  den  drei  Klassen 
der  italienischen  Lyceen  betreffen;  die  Vorschläge  verfolgen  den 
Zweck,  die  Verschmelzung  der  Planimetrie  mit  der  Stereometrie 
möglich  zu  machen.  La. 

S.  ScHATüNOVSKY.      üeber    Auflösungen    der    Aufgaben 

ohne  Hülfe  des   Lineals.     Spaczinski's  Bote  No.  125.  (RasBiBch.) 

Es  wird  gezeigt,  dass  jede  Aufgabe  der  Elementargeometrie, 
welche  mit  Hülfe  des  Lineals  und  des  Zirkels  aufgelöst  werden 
kann,  allein  mit  dem  Zirkel  lösbar  ist.  Dies  folgt  daraus,  dass 
man  die  Schnittpunkte  einer  durch  zwei  ihrer  Punkte  gegebenen 
Geraden  mit  einem  gegebenen  Kreise  und  zweier  gegebenen  Ge- 
raden unter  einander  ohne  Hülfe  des  Lineals  construiren  kann. 
(Seit  Mascheroni's  „Gebrauch  des  Zirkels''  bekannt.  Vergl. 
Steiner,  Gesammelte  Werke  I.  463.  Lp.)  Si. 


H.    Simon.      Geometrische  Constructionen    ohne    Zirkel. 

HoffmaDD  Z.  XXII.  81-90. 

Anschliessend  an  die  Gedanken  Mascheroni's  und  Steiner's 
über  die  Vermeidung  des  Lineals,  bezw.  Vermeidung  des  Zirkels, 
sobald  ein  Kreis  gezeichnet  vorliegt,  stellt  sich  der  Verfasser  die 
Fragre,  ob  es  gelingt,  alle  mit  Zirkel  und  Lineal  ausführbaren 
CoDstractionen  mit  alleiniger  Benutzung  des  „Mess- Lineals^  vor- 
zunehmen,   auch  wenn    kein  Kreis   gezeichnet   vorliegt.     Unter 

PorUcttr.  d.  Hsth.   XXUI.  3.  37 
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Mess-Lineal  versteht  der  Verfasser  ein  Lineal,    das  durch  eine 
grosse,  theoretisch  unendlich  grosse  Menge  von  Teilstrichen  ge- 
stattet, nicht  allein,  zwei  Punkte  durch  eine  gerade  Linie  zu  ver- 
binden,  sondern  auch   eine  Strecke  zu  messen  und   auf  einen 
anderswo  gelegenen  Strahl  zu  übertragen.    Wiederholt  hat  Bef. 
darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  es  didaktisch  besser  sei,  nicht 
zwei,  sondern  fünf  Postulate  anzunehmen,  nämlich:    „1)  Auffin- 
dung des  Strahls,  der  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht,  2)  Auf- 
findung des  Kreises  um  ein  gegebenes  Centrum  mit  gegebenem 
Radius,  3)  Auffindung  des  Schnittpunktes  zweier  Strahlen,  4)  Auf- 
findung der  Schnittpunkte  von  Strahl  und  Kreis,   5)  Auffindung 
der  Schnittpunkte  von  Kreis  und  Kreis."     Von  diesen  Postulaten 
sollen  also  1),  3)  und    eine  Verquickung   von    1)  und  2),    das 
Postulat  des  Mess-Lineals,  allein  als  ausführbar  betrachtet  wer- 
den;  2)  wird  als  gelöst  betrachtet,   wenn  das  Gentrum  und  ein 
Punkt  der  Peripherie  des  Kreises  construirt  ist.    Es  handelt  sich 
also    darum,  ob  bei  den  erlaubten  Hülfsmitteln  4)  und  5)  lösbar 
sei.     Der  Verfasser  führt  aber  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
nur  5)    auf  4)   zurück    und  fragt  an,    wer  5)  auf  1),  3)    und 
das  Mess-Lineal  zurückführen  kann.  Seht. 


0.  Herweg.      Kleinigkeiten    aus    dem    matbematischeD 

Unterricht.      IL  Teil,   2.  Hälfte.     Pr.  (No.  38)  Gymn.  Neustadt 
i.  Westpr.  12  S.  4P.  (1  Fig.-Taf.) 

In  dieser  Arbeit  werden  Gonstructionsaufgaben  vom  didak- 
tischen Standpunkte  aus  besprochen  -,  es  werden  die  Momente  er- 
wähnt, auf  die  beim  Unterricht  zu  achten  ist,  also:  Analysis, 
Construction,  Beweis,  Determination.  Als  Muster  werden  dann 
ein  paar  Aufgaben  eingehend  behandelt.  Am  Schluss  wird  noch 
auf  die  Construction  von  Figuren  mit  Hülfe  ähnlicher  Piguren 
und  auf  algebraische  Losungen  eingegangen.  Mz. 


Friedr,  Meyer.     Mitteilungen  aus  dem  mathematisclien 
Lehrplane  des  Gymnasiums.     Pr.  (No.  230}  Stadtgymn.  Halle 

B.  S.  35  8.  49,  (1  Fig.-Taf.) 
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Nach  einer  Einleitung,  die  allgemeine  Gesichtspunkte  des 
Unterrichts  enthält,  geht  der  Verfasser  zur  Darlegung  des  mathe- 
matischen Unterrichts  über.  Er  bespricht  eingehend  die  wichtig« 
8ten  mathematischen  Begriffe,  ihre  Behandlungsweise  im  Unter- 
richt, hierauf  den  weiteren  Lehrgang;  am  Schlüsse  giebt  er 
mehrere  recht  brauchbare  Beweise  von  Sätzen,  so  unter  anderen: 
Das  arithmetische  Mittel  zwischen  n  positiven  Zahlen  ist  grösser 
als  das  geon^etrische.  Unter  allen  isoperimetrischen  Dreiecken 
hat  das  gleichseitige  den  grössten  Inhalt  Etwas  schärfer  als 
sonst  wird  auch  der  Satz  bewiesen,  dass  von  allen  einem  Drei- 
eck eingeschriebenen  Dreiecken  dasjenige,  dessen  Ecken  die 
Höbenfusspunkte  des  ersten  sind,  den  kleinsten  Umfang  hat. 
Zum  Schluss  wird  noch  der  bekannte  Satz  bewiesen,  dass  der 
durch  die  Seitenmitten  eines  Dreiecks  gehende  Kreis  die  vier 
Berührungskreise  dieses  Dreiecks  berührt.  Der  Verfasser  giebt 
zuerst  einen  eigenen  Beweis  und  dann  den  von  Schröter,  den 
er  für  den  Schulunterricht  etwas  modificirt  hat.  Mz. 


A.  Frhr.  von  Mantey-Dittmer.     Angewandte  Aufgaben 
zum  Unterricht  in  der  Mathematik.      Pr.  Gymn.  Kempten 

(Bayern).  44  S.  8°. 

Eine  grosse  Zahl  von  Aufgaben  (140),  von  welchen  jede 
auf  eine  ganz  bestimmte  praktische  Frage  (aus  der  Astronomie, 
mathematischen  Geographie,  Topographie  oder  aus  der  Maschinen- 
technik)  hinauskommt.  Bei  einer  jeden  sind  schliesslich  Zahlen- 
resultate zu  ermitteln.  Diese  sind  auch  angegeben,  dagegen  ist 
die  Losung  dem  Leser  überlassen.  Wenn  dem  Schüler  hierbei 
die  nötige  Anleitung  gegeben  wird,  so  können  allerdings  der- 
artige Aufgaben  wesentlich  dazu  beitragen,  sein  Interesse  an  der 
Mathematik  zu  steigern.  Mz. 

Solutions  de  qnestions.    Nony.  Ann.  (3)  x.  2*-5i* 

Eine  grosse  Zahl  von  Aufgaben  und  Sätzen  aus  der  Qeo- 
metrie  ist  hier  unter  28  Nummern  von  verschiedenen  Geometern 
bebasdelt.    Einige  der  Fragen,  elementaren  Inhalts,  lassen  sich 

37* 
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recht  gut  beim  Unterricht  yerwerten;  andere,  weniger  elementar, 
aber  doch  nicht  alba  schwer  zag&nglich,  sind  teils  wegen  ihres 
Inhalts,  teils  wegen  ihrer  gefälligen  and  kurzen  Losung  inter- 
essant, so  dass  die  Leetüre  dieser  kleinen  Arbeiten  unbedingt 
empfohlen  werden  kann. 

Einiges  von  dem  hier  Dargebotenen  möge  erwähnt  werden: 
Ein  Dreieck  abc  sei  gegeben;  durch  a  gehe  ein  Kreis,  der  ac  in 
b'  und  ab  in  c'  trifft;  dann  lege  man  durch  b  und  c'  einen  Kreis, 
der  bc  in  a!  trifft;  dieser  zweite  Kreis  treffe  den  ersten  ausser 
in  &  noch  in  •;  dann  liegen  die  Punkte  «,  a\  c,  V  auf  dem- 
selben Kreise.  Man  nehme  nun  in  der  Ebene  von  abc  den 
Punkt  0  beliebig;  die  Gerade  Oa  treffe  den  durch  a  gehenden 
Kreis  in  a,  Ob  treffe  den  durch  b  gehenden  Kreis  in  /?,  Oe  treffe 
den  durch  c  gehenden  Kreis  in  y]  dann  liegen  0,  a,  /9,  y^  i  auf 
demselben  Kreise. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte,  die  eine  Be- 
rührung dritter  Ordnung  in  einem  festen  Punkte  eines  gegebenen 
Kegelschnitts  mit  diesem  Kegelschnitt  haben,  ist  eine  gerade 
Linie  (älterer  Satz,  Beweis  von  Brocard).  Ferner:  Die  Krüm- 
mungsradien q\  und  Q^  in  den  Endpunkten  A  und  B  einer  Sehne 
eines  Kegelschnitts  verhalten  sich  wie  die  Kuben  der  Abstände 
Cil,  CB  dieser  Punkte  A  und  B  vom  Pole  C  der  Sehne  AB  (Be- 

dr 
weis  von  de  CrÄs  mittels  der  Formel  ^  =  r^;    auch   von   an- 
deren bewiesen). 

Gegeben  ein  fester  Kreis  um  A  mit  dem  Radius  b  und  eine 
Gerade,  die  durch  den  festen  Punkt  O  geht;  ein  veränderlicher 
Kreis  mit  festem  Radius  c  berührt  den  Kreis  und  die  Gerade; 
man  soll  den  Ort  des  Berührungspunktes  finden,  den  der  ver- 
änderliche Kreis  mit  der  veränderlichen  Geraden  hat  M  sei  ein 
Punkt  des  Ortes;  OJIf  =  ^,  <  MOA  =  co,  a  ==  OA]  dann  elimi- 
nire  man  6  aus  den  beiden  Gleichungen: 

^»+c«  =  a'-l-(6-J-c)'  +  2a(fe  +  c)oosÖ; 
a  =  ^cosctf-i-csinco — (b-\'C)cosd. 

Nimmt  man  X  auf  der  Verlängerung  von  OA  über  J,  und  ist  C 
Mitte    des    veränderlichen  Kreises    mit    dem   Radius  c,    so    ist 
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<  CAX  =  6.  Weiterbin  ist  folgender  Satz  gegeben :  Es  sei  ABC 
ein  grosstes  Dreieck,  das  einer  Ellipse  E  eingeschrieben  ist; 
dann  haben  die  Erümmungskreise  in  den  Ecken  dieses  Drei- 
ecks, ferner  der  dem  Dreieck  ABC  umgeschriebene  Kreis  und 
die  Ellipse  E  einen  Punkt  P  gemein.  Ist  nun  P  der  Gegen- 
punkt von  P  für  die  Ellipse,  so  umhüllen  FA,  P'B,  PC  eine 
Ellipsenevolute. 

Der  Ort  der  Punkte,  von  denen  Tangenten  an  eine  Ellipse 
geben,  die  einen  gegebenen  Winkel  einschliessen,  ist  bekanntlich 
eine  Curve  vierten  Grades;  man  soll  nun  beweisen:  Wenn  man 
von  einem  Punkte  dieser  Curven  die  4  Normalen  an  die  Ellipse 
zieht,  und  JVj,  iV,,  iV,,  N^  die  Längen  dieser  bis  zu  ihren  resp. 
Fusspunkten  gerechneten  Normalen  sind,  ferner  ^j,  ^,,  ^3,  q^  die 
Krümmungsradien  in  diesen  Fusspunkten,  so  ist 

Der  Beweis  wird  analytisch   geführt,    indem   f&r   die  Strecken 
iV,,  iV„  ...,  ^,,  (>,...  ihre  Projectionen  auf  OX  substituirt  werden. 

Der  Krümmungsradius  in  einem  Punkte  M  der  Bernoulli'- 
scben  Lemniskate  r^  =  a^cos2d  ist  gleich  dem  Drittel  der  Nor- 
male in  Mj  welche  durch  das  auf  OM  in  M  errichtete  Lot  be- 
grenzt ist. 

Die  orthogonalen  Trajectorien  einer  Kugel  von  constantem 
Radius  zu  finden,  deren  Centrum  eine  Gerade  durchläuft.  Ist 
OX  diese  Gerade,  und  (a?--o)'+y'+»'  =  Ä'  die  Gleichung  der 
beweglichen  Kugel,   so  sind 

dx         dy        da 

x—a        y         55 

die  Differentialgleichungen  der  orthogonalen  Trajectorien. 

Man  soll  den  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen  finden,  die 
von  einem  gegebenen  Punkte  P  an  die  Kegelschnitte  eines 
Bosch  eis  sich  construiren  lassen.  Lösung:  Eine  Gurve  vierten 
Grades  durch  die  4  Basispunkte  des  Büschels,  den  Punkt  P,  die 
drei  Centra  der  Geradenpaare,  die  im  Büschel  enthalten  sind, 
welche  ferner  die  unendlich  entfernte  Gerade  in  den  Kreispunk- 
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ten  und  den  beiden  Parabelpunkten   trifft  (analytisch  und  sjn- 
tbetisch  nachgewiesen). 

In  Betreff  noch  mancher  anderen  Dinge,  die  hier  nicht  er- 
wähnt worden  sind,  aber  sehr  wohl  Berücksichtigung  verdienen, 
möge  auf  die  Zusammenstellung  selbst  verwiesen  werden. 

Mz. 

Z.  6.  DB  Galdeano.     Las  equivalencias  y  sustituciones 
en    los    teoremas    y    en    los    problemas    geomätricos. 

Progreso  mat.  I.  36-39,  70-72. 


H.  Gbrlach.     Zur  Definition  des    Winkels.     Hoffmann  z. 

XXII.  1-9. 

Schmitz.    Zar  Definition  des  Winkels.  Hoffmann  z.  xxii.  13. 

„Die  gebrochene  Linie  als  Träger  für  die  Vorstellung  der 
Form  eines  Sectors  heisst  Winkel.  Der  Winkel  kann  als  (inten- 
sive) Grösse  gedacht  werden.''  Kürzer:  „Der  Zweistrahl  als 
lineare  Grosse  heisst  gebrochene  Linie,  als  intensive  Grösse  heisst 
er  ein  Winkel.** 

Die  zweite  Notiz  hält  den  Winkel  fttr  undefinirbar.     Lp. 


G.  Razzolino.      Somma    degli    angoli    di    un    poligono 

piano.     Periodieo  di  Mat.  VI.  64-67. 

Der  Verf.  erläutert  und  verbessert  die  Methode,  welche 
Kurze  (Elemente  der  Geometrie  der  Ebene)  fttr  die  Berechnung 
der  Summe  der  Winkel  eines  ebenen  Polygons  gelehrt  hat,  and 
macht  auf  einige  damit  zusammenhängende  Fragen  aufmerksam. 

La. 

A.  BiNZ.      Die   einfachste   Construction    zur   Errichtung 
einer  Senkrechten  auf  einer  geraden  Linie.      fioffmann 

Z.  XXII.  91-92,  341-342. 

Sehr  bekannt.  Lp. 
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HiLDA  Hudson.     Simple  proof  of  Euolid  II,    9  and  10. 

Natnre  XLV.  189. 

Aus  London  Math«  Soc.  Lp. 


P.  A.  Larsbn.     Eq  geometrisk  Satning.    NytTidss.  forMath. 

IIA.  113. 

Beweis  für  den  Satz: 

ABCD  ist  ein  Viereck.  Von  den  Mittelpunkten  von  AB^  AD, 
AC  sind  Senkrechte  auf  die  Geraden  CD^  CB  und  BD  gezogen. 
Diese  drei  Senkrechten  schneiden  sich  in  einem  Punkte.      V. 


A.  Tafelmacher.  Eine  alte,  aber,  wie  es  scheint,  noch 
recht  unbekannte  Construction  der  Seiten  des  regu- 
lären Fünf-  und  Zehnecks.    HoffbaDD  z.  xxii.  95,  341-342. 

Wie  eine  Zuschrift  von  Hrn.  Haassengier  angiebt,  schon  in 
einem  Werke  von  1685  angegeben.  Lp. 


B.  F.  FiNKEL,  J.  J.  Barniville,  J.  Betens.     Inscribe  a 
regulär  17-gon  in  a  circle.     Ed.  Times  LiY.  28. 


A.  LuGLi.  Problem!  relativi  alla  divisione  di  un  poli- 
gono  convesso  in  parti  proporzionali  a  piü  segmenti 
dati,  da  far  parte  di  un  corso  di  disegno  geometrico. 

Periodieo  di  Mat.  VI.  93-97. 

Die  Hauptaufgaben,  welche  Herr  L.  auflöst,  können,  wie 
folget,  zusammengefasst  werden:  Man  soll  ein  gegebenes  convexes 
ebenes  Polygon  in  Teile  zerlegen,  welche  zu  gegebenen  Strecken 
proportional  sind;  die  Querlinien  sollen  Gerade  sein,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  oder  eine  gegebene  Rich- 
tung haben.    Die  Auflösungen  sind  einfach  und  klar.        La. 
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J.  J.  Barniville,  D.  Biddlb.     Solution  of  question  10715. 

Ed.  Times  LV.  73-74. 

Die  Aufgabe,  eine  Gerade  zu  findeo,  welche  zwei  der  Lage 
nach  gegebene,  im  übrigen  beliebige  Dreiecke  hälftet,  führt  auf 
eine  ungefügige  biquadratische  Gleichung.  Hr.  Biddle  führt  ihre 
Lösung  auf  eine  ziemlich  einfache  Weise  rein  cons^uetiv  durch, 
indem  er  ein  „nicht  im  Euklid  zu  findendes  Postulat''  zu  Hülfe 
nimmt.  Lp. 

A.  PouLAiN.      Sur   les  centres  de  similitude.     J.  de  Math. 

8p6c.  (3)  V.  193-197. 

Bemerkungen  über  die  beiden  Arten  der  Lage,  welche  Steiner 
durch  die  Namen  des  inneren  und  äusseren  Aehnlichkeitspunktes 
gekennzeichnet  hat,  und  die  als  „direct^  und  „symmetrisch^  ähn- 
lich unterschieden  werden.  Lp. 


Atanasio  Lasala.     Un  teorema  geometrico.  Progresomat 

I.  254-256,  285-290. 

Der  Verf.  erörtert  die  Folgerungen  aus  dem  Satze:  Wenn  drei 
Gerade  PA,  PB,  PC,  die  durch  den  Punkt  P  gehen,  die  Transversalen 
abCj  a'Vc'  in  den  Punkten  a,  6,  c  und  a',  6',  c'  schneiden,  so  ist 

ha  J^  _  Va^     P^ 

bc'  Pc    ■"   6'c'  '  P&     ^'  ®-  ^- 

Tx.  (Lp.) 

J.  EuLBR.     Aus  der  Theorie  der  harmonischen  BUscheL 

Spaczinski's  Bote  No.  124.  (Rassisch.) 

Wenn  in  zwei  harmonischen  Strahlenbüscheln  zwei  Paare 
entsprechender  Strahlen  parallel  sind  und  ein  Paar  sich  schnei- 
det, so  schneidet  sich  auch  das  dem  letzteren  conjugirte  Strahlen- 
paar.    Si. 

Demonstration    ^l^mentaire    du    th^or&me    de    Fr^gier. 

J.  de  Math.  616in.  (3)  V.  50-51. 

Mit    Benutzung    der    Inversion    wird    der    Satz    bewiesen : 
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Schneidet  ein  Kreis  durch  den  Scheitel  S  eines  inyolotorisohen 
BüBchels  die  Strableopaare  aa\  bb\  cc\  . . .  zum  zweiten  Mal  in 
AA\  BB\  CC\  . . . ,  dann  gehen  die  Geraden  AA\  BB\  CC',  . . . 
alle  durch  einen  festen  Punkt  P.  Lg. 


R.  E.  ÄLLARDiCB.     Some  georoetrical  theorems.   Bdinb.M. 

S.  Proc.  IX.  11-13. 


R.  E.  Allardicb.     Od  some  properties  of  a  triangle  of 
given  shape  inscribed  in  a  given  triangle.    Edinb.  M.  8. 

Proc.  IX.  39-48. 

Dieser  Aufsatz  enthält  Beweise  von  Eigenschaften  eines 
Dreiecks  von  gegebener  Gestalt,  das  einem  gegebenen  Dreiecke 
eingeschrieben  ist;  einige  derselben  sind  bekannt,  andere  an- 
scheinend neu.  Die  Methode  der  Behandlung  ist  in  mancher 
Hinsicht  frisch  und  interessant.  Gbs.  (Lp.) 


K.  TsüRUTA.     On  an  extension  of  a  problem  of  Pappus's. 

J.    MizuHARA.     Note  on  a  geometrical  problem. 

R*  FüJiSAWA.     Note  on  the  preceding  paper  of  Mr.  Miza- 

bara.      Tokio  Math.  Qes.  IV.  183,  346-348,  349-350. 

Gegeben  zwei  Gerade  und  ein  Punkt  in  derselben  Ebene; 
darch  den  Punkt  einen  Strahl  zu  ziehen,  sodass  die  gegebenen 
Geraden  auf  ihm  ein  Stück  von  gegebener  Länge  abschneiden. 
Von  den  drei  obigen  Mitteilungen  begnügen  sich  1)  und  8)  mit 
analytischen  Lösungen,  2)  zeigt  auf  elementarem  Wege,  dass 
bei  den  im  allgemeinen  Torhandenen  vier  Lösungen  die  Mittel- 
punkte der  ausgeschnittenen  Stücke  auf  einem  Kreise  liegen. 

B.  M. 

Andb.  Müller,     üeber  die  einem  Dreiecke  ein-  und  an- 
geschriebenen Kreise  und  Kegelschnitte.   Hoppe  Arch.  (2) 

X.  300-309. 

Fortsetzung  und  Erweiterung   der  Abhandlungen   in   dieser 


586    VIII.  AbBchnitt.    Reine,  elementare  n.  synthetische  Geometrie. 

Zeitschrift  (2)  VIII.  337flf.   und  IX.  113ff.   (cf.  F.  d.  M.  XXII. 

1890.  719).    Bestimmt  man  drei  Gerade  durch  die  Gleichungen 

Ä'C  =  r.BC+s.CA  +  t.ÄB,     CA*  =  s,BC+t.CA+r.AB, 

A'ff  =  t.BC  +  r.CA  +  i.AB, 
in  welchen  r,  «,  I  die  Entfernungsverhältnisse  der  Ecken  des 
Dreiecks  ABC  von  den  Geraden  B'C\  CA\  A'B'  bedeuten,  ferner 
die  Ecktransversalen  AL^  BM^  CN^  welche  die  Gegenseiten  nach 
dem  Verhältnis  p  :  q  teilen,  dann  liegen  die  Schnittpunkte  von 
AL  mit  FC,  BM  mit  C'A\  CN  mit  A'B'  in  einer  Geraden;  die- 
selbe umhQllt  einen  dem  Dreieck  A*B'C  eingeschriebenen  Kegel- 
schnitt, im  Specialfalle  den  ein-  oder  die  angeschriebenen  Kreise. 
Die  Gonstruction  dieser  Kegelschnitte  wird  angegeben.        Lg. 


F.  W.  Fbankbnbach.     Die  dem  Dreieck  einbeschriebenen 

Kreise.     Pr.  (No.220)  Höhere  Bfirgersohnle  Liegnitc.  28  S.  8o. 

Unter  einbeschriebenen  Kreisen  werden  hier  diejenigen  ver- 
standen, welche  man  erhält,  wenn  man  an  den  Inkreis  die  Tan- 
gente B'C  parallel  zu  BC  legt,  in  AB*C'  wieder  den  Inkreis 
zeichnet  u.  s.  f.  Die  Summen  der  Radien,  Durchmesser  und 
Flächen  werden  auf  verschiedene  Weisen  ausgedrQckt  und  einige 
die  Bestimmungsstttcke  des  Dreiecks  betreffende  Folgerungen 
gezogen.  Lg. 

W.  J.  Barton,    E«  Lampb.     Solution  of  questioa  9406. 

Ed.  Times  LIV.  46-47. 

Hr.  Barton  hatte  einen  möglichst  elementaren  Beweis  des 
Satzes  verlangt,  dass  ein  Dreieck  gleichseitig  ist,  wenn  der  Ra- 
dius des  Umkreises  doppelt  so  gross  wie  der  des  Inkreises  ist. 
Ref.  giebt  zwei  solche  Beweise.  Lp. 


E.    Lemoinb,    Anderson,    Chakrivarti.      Solution    of 

question    10469.      Ed.  Times  LIV.  53. 

Sind  /,  /a,  /&,  Ic   die  Mittelpunkte   des  Inkreises   und   der 
Ankreise   eines    Dreiecks  ABC,   femer  T,  T«,  T^,  Tc   die   Treff- 
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punkte  der  VerbiDdungsliDien  von  Ä^  jB,  C  mit  den  Berührungs- 
punkten dieser  Kreise  und  der  Gegenseiten,  so  gehen  /T,  laTa^ 
hTi,^  IcTc  durch  einen  und  denselben  Punkt,  dessen  Dreiecks- 
coordinaten  gefunden  werden.  Lp. 


6.  DB  LoNGCHAMPS.     Sur   Ics   points   et  les   droites  de 

Feuerbach.     J.  de  Math.  616m.  (3)  V.  106-108,  134-135. 

Es  werden  die  Schwerpunktscoordinaten  der  Berttbrnngs- 
pnnkte  des  Feuerbach'schen  Kreises  mit  den  BerQhrungskreisen, 
sowie  die  Gleichungen  der  Tangenten  in  diesen  Punkten  ange- 
geben. —  Zuschriften  der  Herren  Lemoine  und  Boutin  veran- 
lassen später  einen  Rückblick  auf  frühere  Arbeiten.  Lg. 


OscBBR  Ber.     Some  theorems  in  elementary  geometry. 

London  M.  S.  Proc.  XXII.  34-37. 

L  Ein  aus  drei  Quadraten  bestehendes  Rechteck  wird  in 
zwei  congruente  Trapeze  und  zweimal  zwei  congruente  Dreiecke 
zerschnitten,  so  dass  sich  aus  den  Stücken  wieder  ein  Quadrat 
zusammensetzen  lässt.  IL  Der  Kreissector,  welcher  von  den 
beiden  gleichen  Diagonalen  einer  Ecke  des  regulären  Sechsecks 
begrenzt  wird^  ist  gleich  der  Hälfte  des  umgeschriebenen  Kreises. 
nL  Das  ausserhalb  dieses  Sectors  über  dem  Bogen  liegende 
Stück  «des  Sechsecks  ist  gleich  dem  krummlinig  begrenzten  Drei- 
ecke, welches  man  erhält,  wenn  man  durch  die  Ecken  eines  Be* 
stinsmungsdreiecks  mit  der  Seite  als  Radius  nach  innen  Kreis- 
bogen zeichnet.  Lg. 

]^.   GoLLiONON.      Sur  certaines   s^ries  de  triangles  et  de 

quadrilat&res.     Assoc.  Fran^.  Marseille  XX.  38-66. 

Ueber  den  Seiten  eines  gegebenen  Dreiek^  A^B^C^  construire 
man  nach  aussen  die  Quadrate;  deren  Mittelpunkte  A^^  B^^  C^  bil- 
des  .ein  neues  Dreieck  A^B^C^,  dessen  Höhen  die  Linien  A^A^j 
B^B^^  C^jCj  sind,  und  für  welches  die  Beziehungen  A^A^  =  B,Ci, 
B^B^  =  Cjilj,   C^C^  =  iljB,  gelten.     Beide   haben    den  Schwer- 
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punkt  gemeinsam.  Man  wiederhole  für  das  Dreieck  A^B^C^  die- 
selbe Construction  und  setze  diese  Operation  »-mal  fort.  Sind 
On^  bnj  Cn  dio  Seiten  des  n^  Dreiecks  AnBnCn^  Sn  sein  Inhalt, 
Tn  =  al  +  bl  +  ci,  so  findet  man,  wenn  8^  der  Inhalt  des  ge- 
gebenen Dreiecks  mit  den  Seiten  a^,  6^,  c^  ist,  und  wenn  zur  Ab- 
kürzung 

gesetzt  wird: 

nebst  den  entsprechenden  Formeln  für  fr^,  cl.  Das  Dreieck 
AnBnCn  uähcrt  sich  mit  wachsendem  n  stetig  dem  gleichseitigen 
Dreiecke. 

Macht  man  dieselben  Constructionen  an  einem  gegebenen 
Vierecke,  so  erhält  man  neue  Vierecke  von  folgenden  Eigen- 
schaften :  1)  Der  Schwerpunkt  gleicher  Massen  in  den  vier  Ecken 
eines  beliebigen  dieser  Vierecke  ist  ein  und  derselbe  Punkt 
(gültig  für  beliebige  Vielecke).  2)  Die  Diagonalen  AnCn^  B^Da 
sind  gleich  und  schneiden  sich  rechtwinklig.  3)  Die  Ecken  An 
und  Cn^  Bn  und  Z>«  liegen  ftlr  ungerade  Werte  von  n  auf  zwei 
festen,  zu  einander  senkrechten  Geraden,  für  gerade  n  auf  den 
Winkelhalbirenden  jener  beiden  Geraden.  4)  Dem  Vierecke 
A^  jBj  C,  Dj  entspricht  eine  unendliche  Schar  von  Vierecken 
AqB^CqD^;  aber  alle  diese  Vierecke  besitzen  dieselbe  „Excentri- 
cität",  d.  h.  denselben  Abstand  zwischen  den  Mitten  der  Diago- 
nalen AnCn^  BnDn]  dicsc  Mlttcu  liegen  auf  einem  und  demselben 
Kreise,  der  den  Schwerpunkt  G  zum  Mittelpunkte  bat  und  durch 
den  Schnittpunkt  der  rechtwinkligen  Diagonalen  geht.  Die  sich 
folgenden  Vierecke  nähern  sich  einem  Quadrate  (^A^B^C^D^  ist 
schon  ein  Quadrat,  wenn  A^B^Cf^D^  ein  Parallelogramm  ist).  Ist 
Sn  der  Inhalt,  T«  die  Summe  der  Quadrate  der  Seiten  für  das 
»*•  Viereck,  so  ist 

wenn  f  die  allen  Vierecken  der  Reihe  gemeinsame  „Excentrici- 
tat''  ist.  Lp. 
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P.  AuBERT.     8ur  un  Heu  gdomötrique.    Edinb.  m.  s.  Proc. 

IX.  25-27. 

A.  J.  Pbessland.     Note  on  the  preceding  locus.     Edinb. 

M.  S.  Proc.  IX.  28. 

Das  folgende  Problem  wird  behandelt:  Durch  einen  festen 
Punkt  A  einer  gegebenen  Kreislinie  zieht  man  zwei  Sehnen  AB 
und  AC^  deren  Produet  den  constanten  Wert  m'  hat,  und  ver- 
bindet B  mit  C.  1)  Den  Ort  des  Schnittes  D  der  Winkelhälf- 
tenden AD  des  Winkels  A  mit  BC  zu  finden.  2)  Den  Ort  des 
Mittelpunktes  für  den  Inkreis  und  Umkreis  des  Dreiecks  ABC 
zu  finden.  Gbs.  (Lp.) 

W.  PoLTAvzEW.     Zur  Theorie  der  ein-  und  umgeschrie- 
benen  Vierecke.      Spaczioski's  Bote  No.  106.  (Bnsaisch.) 

Es  handelt  sich  um  den  Beweis  der  folgenden  bekannten 
Sätze:  In  einem  Tangenten  Vierecke  eines  Kreises  treffen  sich  die 
beiden  Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  des  Kreises  mit 
den  Gegenseiten  und  die  beiden  Diagonalen  in  einem  und  dem- 
selben Punkte.  Der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist  der  Höhenschnitt 
des  durch  die  drei  Diagonalen  gebildeten  Dreiecks.  Der  Mittel- 
punkt des  Kreises  und  die  Halbirungspunkte  der  Diagonalen 
liegen  auf  einer  Geraden. 

Ans  diesen  Sätzen  leitet  der  Verfasser  die  Auflösung  der 
Aufgabe  her:  Aus  den  gegebenen  Halbmessern  der  ein-  und 
umgeschriebenen  Kreise  eines  Vierecks  die  Entfernungen  der 
Mittelpunkte  dieser  Kreise  zu  bestimmen.  Si. 


F.  SwESCHNiKow  u.  8,  Kritschevsky.  Ueber  Brenn- 
punkte des  FtlnfseitS.  SpacziDski's  Bote  No.  111  a.  112.  (Bus- 
aisch.) 

Brennpunkt  eines  Vielseits  ist  ein  solcher  Punkt,  von  welchem 
die  auf  die  Seiten  gefällten  Lote  ihre  Fusspunkte  auf  einem  Kreise 
haben.  Ein  Fünfseit  hat  einen  oder  zwei  solcher  Punkte.  Viel- 
seite mit  mehr  als  fünf  Seiten  haben  nicht  immer  Brennpunkte. 
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Es  werden  die  Eigenschaften  dieser  Punkte  elementar-geometrisch 
untersucht  und  Methoden  zu  ihrer  Construction  gegeben. 

Si. 


J.  A,  Kleiber.      Verdichtung    bei    der    Verteilung    der 
Kreise  verschiedener  Halbmesser  in  Reihen.  Spaczinski's 

Bote  No.  103,  104  u.  106.  (RoBsisch.) 

Werden  tn  Kreise  vom  Halbmesser  a  und   n  Kreise   vom 

Halbmesser- b fa  >  b  > -j-J    so    eingerichtet,    dass    zuerst    alle 

a- Kreise  und  dann  alle  b- Kreise  der  Reihe  nach  auf  einander 
folgen  und  eine  und  dieselbe  Gerade  berühren,  so  wird  die  ge- 
meinschaftliche Ausdehnung  gleich 

[2(m-l)a]  +  [a  +  2Vöb  +  b]  +  [2(n— l)b]. 
Jede  Permutation  zweier  verschiedenen  Kreise  giebt  die  elemen- 
tare Verdichtung  =  (|/a — V^Y- 

Es  werden  dann  die  Fälle  betrachtet,  wo  -r-  ^  (V^  +  l)'i 

und  k  eine  ganze  Zahl  ist.  Die  grösste  Verdichtung  findet  bei 
den  einfachen  Verhältnissen  der  Anzahlen  der  gemischten  Kreise 
statt.  Si. 


H.  Cranz.  Das  Apollonische  Berttbrungsproblem  und 
verwandte  Aufgaben.  Sammlung  von  163  gelösten 
und  analogen  ungelösten  Aufgaben  und  200  Figuren. 

stattgart.  J.  Maier.  232  S. 

Auch  wer  sich  nicht  mit  dem  hier  befolgten  System  Kleyer 
befreunden  kann,  wird  doch  sein  VergnQgen  haben  an  dieser 
Sammlung,  in  welcher  die  BerQhrungsaufgaben  möglichst  voll- 
ständig gelöst  und  die  Constructionen  an  musterhaften  Figuren 
durchgeführt  werden  sowohl  nach  der  alten  Vieta'schen  Methode 
als  auch  nach  derjenigen  der  neueren  Geometrie.  Der  Verfasser 
„hat  sich  nicht  auf  die  Lösung  der  bekannten  10  Hauptaufgaben 
des  BerQhrungsproblems  beschränkt,  welche  in  den  Geometrie- 
lehrbQchern  vorzugsweise  behandelt  werden,  sondern  nach  unten 
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und  oben  über  diesen  engen  Rahmen  binausgegriffen.  Im  Inter- 
esse desjenigen,  welcber  nur  zu  Zwecken  des  praktischen  Zeich- 
nens mit  Ereisberührungsaufgaben  zu  thun  hat,  wurden  auch  die 
elementaren  Aufgaben,  namentlicb  diejenigen,  bei  welchen  der 
Halbmesser  des  gesuchten  Kreises  gegeben  ist,  ausführlich  dar- 
gestellt und  dann  in  einem  besonderen  Abschnitt  gezeigt,  wie 
man  durcb  methodisches  Probiren  Kreise  zeichnen  kann,  welche 
gegebene  Bedingungen  erfüllen.  Sodann  wurden  auch  diejenigen 
Aufgaben  in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen,  welche  sich 
mit  dem  Schnitt  von  Kreisen  nach  Sehnen  von  gegebener  Länge, 
unter  rechtem  Winkel  oder  unter  dem  Durchmesser  befassen. 
Die  beiden  Scblusscapitel  enthalten  im  wesentlichen  eine  Repro- 
duction  der  beiden  schönen  Abhandlungen  Steiner's  im  I.  Band 
von  Crelle's  Journal.  Durch  den  eleganten  Schröter'schen  Be- 
weis für  die  Steiner'sche  Lösung  des  Malfatti'schen  Problems 
(J.  für  Math.  LXXVII,  F.  d.  M.  VI.  1874.  325)  ist  das  letztere 
neuerdings  mehr  in  den  Vordergrund  getreten.  Möge  das  vor- 
lieg^ende  Büchlein  dazu  beitragen,  das  Interesse  nicht  nur  für 
dieses  Problem,  sondern  auch  für  die  übrigen  reizvollen  Bezie- 
hungen zwischen  Berflhrungskreisen,  welche  Steiner  in  der  er- 
wähnten Abhandlung  nachgewiesen  hat,  in  weitere  Kreise  zu 
tragen.^  Referent  glaubte  das  Werk  nicht  besser  als  mit  diesen 
eigenen  Worten  des  Verfassers  anzeigen  zu  können.       Lg. 


A.  Ma8DEa.     Nota  sulla  costruzione   di  un  cerchio  tan- 

gente   a   tre   altri.     (Ohne  Datam  und  VerlagBort.) 

Vereinfachung  der  bekannten  Gergonne'schen  Construction 
eines  Kreises,  welcher  drei  andere  berührt,  durch  Benutzung  des 
folgenden  vom  Verf.  analytisch  bewiesenen  Satzes:  Sind  C,,  C,, 
C3  drei  Aehnlichkeitscentra  der  Kreise  0^,  0,,  O3,  welche  auf 
derselben  Aehnlichkeitsaxe  liegen,  ferner  c,,  c\  die  Polaren  von 
C,  in  Bezug  auf  die  Kreise  0,  und  0„  u.  s.  w.,  so  gehen  die 
Diagonalen,  welche  die  gegenüberliegenden  Ecken  des  Sechsseits 
</, c', c'/ c',' c'/ V,"  verbinden,  durch  das  Radicalcentrum  der  drei 
gegebenen  Kreise.  La. 
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V.  Hioux.     Cercle  tangent  ä  trois  cercles  donn^s. 

Noa\r.  Ann.  (3)  X.  399-406. 

Das  Beröhrungsproblem  wird  hier  zurückgefUhrt  auf  die 
Aufgabe:  Einen  Kreis  zu  zeichnen,  welcher  zwei  andere  aus  den 
gegebenen  herzuleitende  Kreise  rechtwinklig  schneidet  und  einen 
der  gegebenen  berührt.  Lg. 

• 

W.  S.     Das  Theorem  von  Stewart.    Spaezinskfs  Bote  No.  128. 

(Basflisch.) 

Es  werden  einige  Folgerungen  dieses  Satzes  gegeben,  wie 
z.  B.  der  Beweis  des  Satzes  von  Ptolemaeus  u.  a.  Si. 


K.  KoTELNiKOw.     Verallgemeinerung  der  Aufgabe  von 

Apollonius.    Spaozinskys  Bote  No.  107.  (RassiBch.) 

Es  handelt  sich  um  die  von  Miquel  gegebene  Verallgemeine- 
rung der  bekannten  Aufgabe.  Si. 


Chr.  Wolpp.     Das  Princip  der  reciproken  Radien. 

Pr.  Gymn.  Briangen.  39  8.  8».  (2  Fig.-Taf.) 

Die  kleine  Schrift  ergänzt  den  grössten  Teil  der  Planimetrie- 
Schulbflcher  dadurch,  dass  sie  das  im  Titel  genannte  Princip  fQr 
die  Auffindung  von  Eigenschaften  von  Kreisen  und  Kreis-Systemen 
und  für  die  Lösung  von  Kreis-Aufgaben  in  elementarster  Weise 
verwendet.  Beispielsweise  werden  so  die  Eigenschaften  der  drei 
Kreise  abgeleitet,  welche  die  Oerter  der  Punkte  sind,  die  von 
B  und  C,  von  C  und  A^  von  Ä  und  B  beziehungsweise  die  Ent- 
fernungs- Verhältnisse  9 : r,  r : p,  p:q  haben.  Seht 


R.  CüRTis,  W.  J.  Greenstreet,  G.  B,  M.  Zerr.    Solu- 
tion of  question  10957.     Ed.  Times  LV.  111. 

Die  Bedingung  daf&r,   dass  vier  Kreise  S,,  5,,  5,,  S^    von 
einem  fünften  berührt  werden,  lässt  sich  in  der  Form  angeben: 

12.34  +  23.14±31.24  =  0, 
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wo  12  die  LäDge  der  gemeiDschaftlichen  Tangenten  von  S^  und 
S^  18t.    Ueberführung  in  einzelne  besondere  Fälle^  Lp. 


E.  Grossbtetb.  Agr^gatioD  des  sciences  math^matiques 
(concours  de  1889).  Solution  de  la  question  de  ma- 
th^matiques  ölämentaires.     Noov.  Ann.  (3)  x.  201-203. 

Lösung  der  Aufgaben: 

Gegeben  sind  zwei  sich  schneidende  Geraden  OA  und  OB 
und  ein  Punkt  P  in  ihrer  Ebene; 

1)  auf  OA  einen  Punkt  M  so  zu  finden,  dass  die  beiden 
Kreise,  welche  durch  P  und  itf  gehen  und  OB  berühren,  sich 
unter  einem  gegebenen  Winkel  schneiden; 

2)  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  der  Schnittwinkel 
beider  Kreise  sich  ändert,  wenn  M  die  Gerade  OA  durchläuft; 

3)  wenn  Q  und  Q*  die  beiden  anderen  Schnittpunkte  der 
beiden  Kreise  mit  der  Geraden  OA  sind,  zu  beweisen,  dass  der 
dem  Dreieck  PQQ'  umbeschriebene  Kreis  eine  Gerade  berührt, 
welche  von  der  Lage  des  Punktes  M  auf  OA  unabhängig  ist. 

F. 

DiEDERiCHS.     Die  RectificatioD  des  Kreises  in  der  Schale. 

Fr.  (No.  228)  Domgymo.  Halberstadt.  8  S.  40. 

In  4er  Einleitung  hebt  4er  Verfasser  die  Schwierigkeiten 
herTor,  die  das  im  Titel  genannte  Problem  beim  Unterrichte 
bietet,  und  legt  dann  sein  beobachtetes  Verfahren  dar.  Er  geht 
von  dem  Grundsätze  aus,  dass  der  Bogen  grösser  als  die  zuge- 
hörige Sehne,  aber  kleiner  als  die  Summe  der  beiden  durch  seine 
Endpunkte  gezogenen  Tangenten  ist,  und  beweist  nach  einigen 
Folgerungen  hieraus  den  Satz,  dass  der  Unterschied  zwischen 
den  Umfangen  gleichvielseitiger  regelmässiger  um-  und  einge- 
schriebener Vielecke  von  doppelter  Seitenzahl  kleiner  ist,  als  die 
Hälfte  des  Unterschieds  zwischen  den  Umfangen  der  betreffenden 
Vielecke  von  einfacher  Seitenzahl.  Daraus  ergiebt  sich  dann 
leicht,  dass  die  Peripherie  des  Kreises  gleich  dem  Umfange  eines 
(um-  oder  eingeschriebenen)  regelmässigen  Vielecks  von  unend- 

FortMhr.  d.  Math.  XXIU.  9.  38 
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licher  Seitenzahl  iBt.    Zum  Schluss  wird  noch  die  Quadratur  des 
Kreises  in  Kürze  besprochen.  Mz. 


F.  Chicouras.     l^tude   sur  la  Solution   da  problfeme  de 
la  quadrature  du  cercle.    Montpellier.  39  8.  8^ 


A.  H.  RussKLL.     Mechanical  trisection  of  any  angle. 

Natnre  XLIII.  547.548. 

Um  einen  Punkt  0  eines  festen  Lineals  OA^  =  2a  drehe 
sich  ein  bewegliches  Lineal  OA  =  2a.  Im  Halbirangspunkte  H 
von  OA  sei  an  OA  unter  rechtein  Winkel  ein  neues  Lineal  BI 
nach  der  Drehungsrichtung  hin  befestigt.  Ist  auf  dem  festen 
Lineale  noch  OA^  =  OA^  gemacht,  so  triflft  eine  zwischen  A,  und 
A  gezogene  Gerade  (im  Instrumente  ein  zwischen  A^  und  A  ge- 
spannter Oummifaden)  den  Ansatz  HI  in  einem  Punkte  P,  so 
dass  Z.  POA  =  iPOA^.  Der  Ort  des  Punktes  P  hat  zur  Polar- 
gleichung rcos^g)  =^  a  oder  in  Cartesischen  Goordinaten 

y'  (x  +  3a)  =  (2a  +  xy(a-x), 
hat  also  in  A^  einen  Doppelpunkt.  Lp. 


H£RMBS.     Wissenschaftlich  •  praktiscbe  Lösung  der  Win- 
keldrittelung  (Trisection)   auf  Grund    der  Kreislehre. 

Hoffmann  Z   XXII.  401-409. 

Zwei  congruente  Kreise  liegen  so,  dass  die  Peripherie  des 
einen  durch  den  Mittelpunkt  des  anderen  geht.  Nimmt  man  auf 
der  gemeinschaftlichen  Seoante  beider  Kreise  einen  Punkt  If  als 
Mittelpunkt  eines  neuen  Kreises  an,  der  durch  die  beiden  Mittel- 
punkte Jlfj  und  Jlf,  der  gegebenen  Kreise  geht,  und  den  ersten 
Kreis  in  ii,,  den  zweiten  in  A^  schneidet,  so  ist 

/L  A^MM^  =  MJaM^  =  M^MA^y 
d.  h.  der  Winkel  A^MA^  ist  gedrittelt     Die   ganze  Figur   wird 
nun  durch  einen  passenden  Mechanismus  ersetzt.  Lp. 
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A.  Pegrassi.      Della  trisezione  delPangolo  quale  opera- 

zione   grafica.      (Antographirt.)      Ref.  in  Schlomilch  Z.  XXXVIII. 
Biet   lit.  Abt.,  S.  37. 


Ä.  Emmerich.  Die  Brocard'schen  Gebilde  und  ihre  Be- 
ziehungen zu  den  verwandten  merkwürdigen  Punkten 
und  Kreisen  de»  Dreiecks.     Berlin,  o.  Reimer,  xiv  + 153  s. 

mit  1  Pig-Taf.  8«. 

Schon  in  der  Programmarbeit  vom  Jahre  1889  hat  der  Ver- 
fasser als  einer  der  emsigsten  Mitarbeiter  auf  dem  Gebiete  der 
neueren  Dreiecksgeometrie  ein  specielles  Capitel  derselben  histo- 
risch-didaktisch bearbeitet  and*  damit  Vorarbeiten  zu  dem  vor- 
liegenden ausfflhrlicheren  Werke  geliefert.  Dasselbe  behandelt 
von  denselben  Gesichtspunkten  aus  das  ganze  Capitel  der  Bro- 
card'schen  Gebilde,  Soweit  es  sich  wenigstens  mit  den  elementaren 
Sätzen  der  Planimetrie  und  Stereometrie  beherrschen  lässt.  Auch 
ohne  die  Beziehungen  zu  den  Kegelschnitten  ist  der  Inhalt  des 
Buches  ein  so  reicher,  dass  er  sowohl  jtingeren  Mathematikern 
beim  Eintritt  in  das  Studium  der  immer  mehr  anschwellenden 
Litteratur  ein  sicherer  Ftihrer,  als  auch  den  Fachcollegen  im  Schul- 
amt eine  Fundgrube  fflr  ihren  Unterricht  in  den  oberen  Klassen 
sein  wird.  Mit  besonderem  Vergnügen  hat  Referent  die  jedem 
Capitel  vorangeschickten  Einleitungen  gelesen,  in  welchen  der 
Verfasser  mit  der  ihm  eigentümlichen  Klarheit  das  zu  behandelnde 
Thema  umschreibt,  den  Zusammenhang  mit  dem  vorhergehenden 
angiebt  und  Ausblicke  auf  später  zu  Erörterndes  eröffnet;  hier- 
durch wird  dem  Leser  das  Verständnis  erleichtert  und  sein  Inter- 
esse wach  erhalten.  Die  einzelnen  Capitel  behandeln:  I.  die 
Brocard'schen  Winkel,  II.  die  Brocard'schen  Punkte,  III.  die 
Lemoine'schen  Kreise,  IV.  die  Tucker'schen  Kreise  und  den 
Taylor'schen  Kreis,  V.  die  Beikreise,  VI.  den  Brocard'schen 
Kreis,  VII.  gleichbrocardische  Dreiecke,  VIII.  die  Neuberg'schen 
und  die  McCay'schen  Kreise.  Auf  eine  weitere  Erörterung  des 
Inhalts  muss  hier  verzichtet  werden;  bemerkt  sei  nur  noch,  dass 
dem  Buche  eine  Uebersicht  der  benutzten  Quellen  vorgedruckt 

38* 
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uad  ausaerdem  die  Urheberschaft  fQr  die  wichtigeren  S&tse  und 
Formeln  an  den  betreiFenden  Stellen  kenntlich  gemacht  ist 
Durch  Druck,  Papier  und  Ausstattung  hat  auch  die  bekannte 
Verlagsfirma  das  ihre  gethan,  dem  Leser  das  Buch  angenehm 
zu  machen.  Lg. 

E.  Lemoinb.      Trois    tb^or^mes    sur    la    g^om^trie    du 

triangle.      Revoe  de  Math6ni.  sp^c.  6S. 

Sind  r,  q^  ^q,  ^6,  q^  ',  ^  die  Radien  des  Umkreises  und 
der  BerQhrungskreise,  der  halbe  Umfang  und  der  Inhalt  eines 
Dreiecks  mit  den  Seiten  a,  fr,  c,  so  lauten  die  drei  hier  bewiesenen 
Sätze: 

I.     Die  beiden  Ausdrücke 
und 
sind  jeder  gleich  Null  oder  gleich  einem  vollständigen  Quadrat 

2a\a+öXa+c)(a'-b+2cXa-c+2b)  =  16-^^+2^.)'- 

IlL  Ist  D  der  Berührungspunkt  des  Feuerbaeh'sc^i^n  and 
des  Inkreises,  D'  der  Punkt,  in  welchem  die  Tangente  in  D  an 
den  Inkreis  die  Steiner'sche  Ellipse  berührt,  so  ist 

(6-c)(c— a)Ca--6) 


DD*  =  -i 


a*+6'+c* — bc—ca—ab  Lg. 


E.  Lbmoine.     Sur  une  transformation  relative  k  la  g^o- 
mötrie  du  triangle.    8.  M.  P.  Bull.  xix.  133-135. 

Es  weiHien  die  Sätze  bewiesen:  Wenn  von  einem  Ori^ecke 
der  Umkreis  und  der  Inkreis  fettliegen,  so  ist  der  geometrische 
Ort  für  den  Orebe'schen  Punkt  eine  Ellipse,  der  Ort  ffür  die 
Punkte  von  O^rgonne  uaA  Nagel  je  ein  Kreis.  Lg. 
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E.  LsMOiNE.     Sur  la  transformation  continue.  s. MF. Ball. 

XIX.  136-Ul. 

Durch  Drehung  gewinnt  der  Verfasser  folgendes  naheliegende 
PriDcip:  „Aus  jeder  sifgemeinen,  auf  ein  Dreieck  bezüglichen 
Forsiel  gewinnt  man  immer  eine  neue  Formel,  wenn  man  o,  6,  c, 
5,  «  — a,  «  — fr,  «  —  c,  J,  r,  ^,  Qa^  Qt^  Qc^  a,  ß^  y  beziehungsweise 
ersetzt  durch:  a,  —fr,  — c,  —  (* — a),  — s,  j—c,  «—6,  —  J,  — r, 
^«,  ^,  — ^o  — Qh  ~ö»  ^"^A  ^ — y»  wo  o,  6,  c  die  Seiten,  <  den 
halben  Umfang,  J  den  Inhalt,  r  den  Radius  des  Umkreises, 
^1  ^oi  ^»9  9c  die  Radien  der  vier  BerQhrungskreise,  a,  /9,  ^  die 
Winkel  bedeuten^  (vgL  das  folgende  Referat).  Seht. 


E.  Lbmoin£.  I.  Sar  les  transformations  syst^matiqües 
des  formales  relatives  au  triangle.  Transformation 
eontinne.     IL  Dirers  r^nltats  concernant  la  geomötrie 

du   triangle.     Assoc.  Fran^.  Marseille  XX.  118-130,  130-159. 

I.  Die  Analogie  zwischen  vielen  Drei ecksform ein  legt  die 
Frage  nahe,  wie  man  streng  und  gesetzmäasig  aus  einer  gege- 
benen Formel  die  übrigen  ableiten  kann.  Herr  L.  teilt  folgende 
ihm  von  Hrn.  Laisant  gegebene  Lösung  mit:  Man  bezeichne  mit 
BC=  a  Grösse  und  Richtung  einer  Seite,  mit  ß  und  y  die  Winkel, 
welche  die  anderen  Seiten  mit  der  positiven  Richtung  von  BC 
bilden,  dann  sind  die  Dreieckswinkel  Ä  =  y—ß,  B  =i  ß^  C  =  n—y 

und    die   Seiten   6  =  --t—z — —- ,    c  =  — :— 7 — ^^  •     Mit  diesen 

sin(y-/9)  8in(y-/?) 

Werten  wird  jede  Dreiecksformel  zu  einer  Identität  q>(ja^  ß^  y)  =  0, 
welche  für  alle  Werte  von  a,  /?,  /  gilt  Ersetzt  man  hierin, 
ohne  a  zu  ändern,  ß  durch  n—ß  und  y  durch  n—y^  so  folgt, 
dass  man  in  den  entsprechenden  Formeln  a,  6,  c,  A^  B,  C  durch 
0,  —fr,  — c,  — il,  n — Bf  Ti'-C  zu  ersetzen  bat.  Dadurch  ver- 
wandeln sich  z.  B.  $j  «  — a,  «  —  6,  *  — c  in  — («  — a),  —  *,  s — 5, 

f—c,  ferner  r  in  — r,  ^=  -^sinC  in   —J  etc.     Diese  „trans- 

formatioB  eontinne  en  il^  liefert  in  den  meisten  Fällen  neue  For- 
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mein;  z.  B.: 

a(9—a)  +  b(8—b)-{-c($—c)  ==  2^(4r  +  p) 
giebt 

a«  +  6(*  — c)  +  c(«  — 6)  =  2pa(4r  — ^a), 

und  kann  daher  mit  Vorteil  sowohl  zur  AbkOrzung  bei  Beweisen 
als  auch  zur  Auffindung  neuer  Sätze  dienen,  wie  an  Beispielen 
gezeigt  wird  (vgl.  das  vorangehende  Referat). 

II.  Es  werden  für  die  wichtigsten  merkwürdigen  Punkte 
die  Abstände  zusammengestellt  und  ftlr  einige  die  Construction 
gegeben,  z.  B.  die  folgende  flir  den  Berührungspunkt  des  Feuer- 
bacfa*schen  Kreises  mit  dem  Inkreis:  Man  schneide  die  Linie, 
welche  den  Schwerpunkt  und  das  Inkrfeiscentrum  verbindet,  mit 
den  Seiten  des  Mittendreiecks  in  A^^B^^C^^  ebenso  BC  mit  AA^ 
in  Aqj  CA  mit  BB^  in  B^,  dann  trifft  das  Lot  vom  Inkreiscentrum 
auf  il^Bo  diese  Linie  im  gesuchten  Berührungspunkte.  —  Andere 
Bemerkungen  betreffen  verschiedene  schon  bekannte  Punkte  des 
Dreiecks,  geometrische  Oerter  derselben  u.  s.  w.  Lg. 


A.  LuGLi.      Alcuni   teoremi  della  recente  geometria  del 

triangolo.     Penodico  di  Mat.  VI.  23<d4. 

Elementare  Darstellung  der  wichtigsten  Sätze  über  die  neuere 
Dreiecksgeometrie;  als  Quellen  benutzte  der  Verf.:  Casey,  „A 
sequel  to  Euclid'',  ferner  „Syllabus  of  modern  plane  geometry  issued 
by  the  Association  for  the  improvement  of  geometrical  teaching^ 
und  die  Programm- Abhandlung  von  Emmerich:  „Der  Brocard'sche 
Winkel  des  Dreiecks".  La. 


D.  Jkfremow.      Ueber  reciproke   Punkte    des    Dreiecks. 

Spaczinski'B  Bote  No.  116.  (RassiBcb.) 

Construirt  man  denjenigen  dem  gegebenen  Dreiecke  einge- 
schriebenen Kegelschnitt,  welcher  einen  gegebenen  Punkt  als 
Brennpunkt  hat,  so  wird  sein  zweiter  Brennpunkt  der  dem  ge- 
gebenen reciproke  Punkt  genannt.  Es  werden  hier  elementare, 
von  den  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  unabhängige  Gonstruc- 
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tioQen  des  dem  gegebenen  Punkte  reciproken  Punktes  und  eine 
Untersuchung  ihrer  Eigenschaften  gegeben.  Si. 


P.  SwBSCHNiKOW.     üeber  Brocard'sche  Punkte.  Spaczinski's 

Bote  No.  107.  (Rassisch.) 

Es  wird  das  Theorem  bewiesen:  ^In  jedem  Dreiecke  sind 
die    beiden  Brocard'schen   Winkel    einander   gleich",    ohne   die 

« 

Aehnlichkeit  der  Figuren  zu  benutzen,  was  dem  Verfasser  ein- 
facher und  elementarer  scheint  als  der  gewöhnliche  Beweis. 

Si. 


J.  J.  Plamenevsky.     Charakteristische   Eigenschaft  der 
Transversale    durch    einen    merkwürdigen   Punkt  des 

Dreiecks.      Arbeiten  der  VIII.  Vers.  rass.  Naturf.  u.  Aerzte,  Abt.  I. 
55-58.  (Bassisch.) 

Sind  x,  y,  z  die  Abstände  des  Punktes  Jlf  von  den  Seiten 
des  Dreiecks;  ferner  fi,  r,  u>  Entfernungen,  gemessen  parallel  der 
Secante,  und  a,  6,  c  die  Längen  der  Seiten,  so  haben  wir 


als  fundamentale  Gleichung  des  Punktes  M,  Sie  ermöglicht  dem 
Verfasser,  eine  Tabelle  der  Gleichungen  aller  bis  jetzt  betrach- 
teten merkwürdigen  Punkte  des  Dreiecks  aufzustellen. 

Si. 


Cl.  Thiry.    Distances  des  points  remarquables  du  triangle. 

Belg.  BolL  (3)  XXI.  471-482,  Mathesis  (2)  I.  Soppl.  III.  8  S. 

E.  Catalan  et  C.  Le  Paige.     Rapport,    ibid.  4n-4i6. 

Der  Verfasser  findet  eine  allgemeioe  Formel  fär  den  Abstand 
eines  beliebigen  Punktes  von  dem  Schnittpunkte  der  von  den 
Ecken  eines  Dreiecks  ausgehenden  Strahlen,  welche  die  Gegen- 
seiten in  dem  Verhältnisse  der  fi'®°  Potenzen  der  anliegenden 
Seiten  teilen,  und  leitet  daraus  eine  Menge  Resultate  bezüglich 
der  neueren  Dreiecksgeometrie  her.  Mn.  (Lp.) 
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Bern^is.       Transformation     par    Inversion     sym^trique. 

J.  de  Math.  616m.  (3)  V.    121-127,   145-148,    175-lHl,   197-207,  217-224, 
244-252,  265-273. 

Ein  ttber  der  Seite  BC  eines  Dreiecks  ABC  als  Sehne  be- 
schriebener Kreis  treffe  eine  durch  die  Ecke  A  gezogene  belie- 
bige Transversale  in  M  und  iV,  so  heissen  M  und  N  ^jisocyklisch*' 
in  Bezug  auf  BC  und  A.  Wenn  ferner  zwei  Punkte  P  und  P' 
in  der  Dreieeksebene  so  liegen,  dass  die  Geraden  PA,  PB^  PC 
bezw.  mit  den  Seiten  AC,  BAy  CB  ebenso  grosse  Winkel  bilden 
wie  P'A,  P'Ä,  P'C  bezw.  mit  AB,  BC,  CA,  so  heissen  P  und  P' 
„isogonal".  Unter  den  Winkelcoordinaten  eines  Punktes  P  in 
in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  werden  die  Winkel  verstanden, 
unter  welchen  die  Seiten  BC,  CA,  AB  von  P  aus  erscheinen, 
aber  zugleich  mit  Berücksichtigung  des  Drehungssinnes,  sodass 
ihre  Summe  immer  gleich  Null  ist,  gerade  wie  die  Summe  der 
Winkel  eines  Dreiecks.  Zwei  Punkte,  welche  in  Bezug  auf  ein 
Dreieck  Winkelcoordinaten  haben,  die  bei  dem  einen  die  ent- 
gegengesetzten Vorzeichen  wie  bei  dem  anderen  haben,  werden 
yyisoptisch"  genannt. 

Ist  nun  m  der  Isoptische  des  Isogonalen  eines  Punktes  M, 
so  beweist  man  leicht,  dass  Am ,  AM  =  6c  (6  =  CA,  c  =  AB)] 
d.  h.  nimmt  man  A  als  Pol  und  bc  als  positive  Potenz  ffir  eine 
Verwandlung  durch  reciproke  Radien  (Inversion),  so  ist  der 
Punkt  m,  der  Isocyklische  des  Isogonalen  von  M,  symmetrisch 
bezüglich  der  Winkelhalbirenden  von  A  zu  dem  inversen  Punkte 
von  M.  Nähme  man  ebenso  den  Isocyklischen  des  Isogonalen 
von  m,  so  käme  man  zu  M.  Di^se  beiden  Punkte  werden  des- 
halb „symmetrisch  invers"  zu  einander  in  Bezug  auf  den  Pol  A 
genannt,  einfacher  „Transforrairte**  von  einander.  Zwei  Figuren 
heissen  „symmetrisch  invers"  oder  „transformirt"  von  einander, 
wenn  jedem  Pnnkte  der  einen  ein  Punkt  der  anderen  so  ent- 
spricht wie  m  dem  Punkte  M. 

4 

Bei  genauerem  Zusehen  erkennt  man,  dass  es  sich  um  eine 
Verwandlung  durch  reciproke  Radien  mit  A  als  Pol  und  bc  als 
Potenz  handelt,  und  dass  die  verwandelte  Figur  danach  an  der 
Winkelhalbirenden  von  A  gespiegelt  wird.     Um  jedoch  die  Be- 
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haDdlongsart   zu   kennzeichnen,    hat   Ref.    die  Darstellongsform 
des  Verf.  vorangestellt. 

Es  ist  unnötig,  auf  die  weiteren  einzelnen  Ergebnisse  ge- 
nauer einzugehen,  da  ja  die  Gesetze  der  gekennzeichneten 
„symmetrisch  inversen"  Transformation  bekannt  sind.  Der 
Verf.  gewinnt  viele  hübsche  Einblicke  in  den  Zusammenhang 
der  Sätze  der  neueren  Dreiecksgeometrie  und  liefert  somit  zu 
ihr  einen  beachtenswerten  Beitrag.  Die  Titel  der  in  dem  vor- 
liegenden Jahrgange  behandelten  Abschnitte  sind:  Einleitendes. 
Transformationsmetbode.  Beispiele  invers  symmetrischer  Punkte 
und  erste  Anwendungen  der  Methode.  Fortsetzung  der  Anwen- 
dungen. Anwendung  auf  die  Eigenschaften  zweier  conjugirten 
Punkte.  Allgemeine  Sätze  tlber  die  conjugirten  Punkte,  fiber 
das  geradlinige  Transformirte  eines  Dreiecks  und  den  Transfor- 
mirten  eines  Kreises.  Winkelbeziehungen  zwischen  einem  Drei- 
ecke und  seinem  geradlinigen  Transformirten.  Andere  Eigen- 
schaften zweier  symmetrisch  inversen  Kreise.  Anwendung  der 
Methode  auf  die  isogonalen  Punkte.  Fortsetzung  der  isogonalen 
Punkte.  Ueber  die  Transformirten  der  Fusspunkte  zweier  iso- 
gonalen Punkte  und  Beziehungen,  welche  sich  daran  knQpfen. 
Die  Betrachtungen  werden  in  den  folgenden  Jahrgängen  des 
Journals  fortgesetzt.  Analytisch  lässt  sich  diese  Transformation 
in  Bezug  auf  die  Winkelbalbirende  von  A  als  Polaraxe  und  A 
als  Pol  so  darstellen,  dass  eine  Function  der  beiden  Polarcoor- 

hc 
dinaten  r  und  q>  in  dieselbe  Function  von  —  und  —  q>  überge- 
führt wird.  Lp. 

R.  TucKER.     Two  notes  on  isoscelians.     Lond.  m.  s.  Proc. 

XXII.  178-179. 

Bin  mit  dem  Inkreis  concentrischer  Kreis  treffe  die  Seiten 
des  Dreiecks,  und  zwar  BC  in  Z>,  D';  CA  in  £,  £';  AB  in  F,  F'; 
DE%  EF\  FD'  bilden  das  Dreieck  aßy\  DF\  FE',  ED'  das  Drei- 
eck ii'B'C,  dann  sind  aßy  und  A'B'C  ähnlich,  Aa,  Bß,  Cy  schnei- 
den sich  im  Grebe'schen  Punkte  von  ABC^  der  Kreis  DD'EE'FF' 
ist  der  Tucker'sche  für  aßy  und  A'B'C     Die  zweite  Note  betrifft 


1 
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zwei  andere  aus  ABC  abgeleitete  ähnliche  Dreiecke,  bezQglich 
deren  Bezeichnung  und  Entstehung  auf  Proc.  XVI.  185  verwiesen 
wird,  80  dass  ein  genaueres  Referat  hier  nicht  möglich  ist. 

Lg. 

R.  TucKEB.     A  property  of  the  circumcircle.    Lond.  m.  s. 

Proc.  XXII.  470-472. 

Sind  j2,  ii*  die  Brocard'schen  Punkte  des  Dreiecks  ABC^ 
und  nimmt  man  o,  ßj  y  und  a\  (f  ^  /  auf  den  Seiten  so  an,  dass 
floit  =  QßB  =  ilyC  =  Ol  und  ß'ce'il  =  fl'/JT'B  =  A'/C  t=  a> 
wird,  dann  sind  die  Dreiecke  ttßy  und  a'/?y  congruent,  sie  haben 
denselben  Umkreis;  die  Umkreise  von  aßy  und  ABC  haben  QS! 
zur  Potenzlinie,  und  ihre  Mittelpunkte  liegen  symmetrisch  zu  i2J2'. 
Einige  andere  Beziehungen  ergeben  sich  mit  ZuhQlfenahme  der 
zweiten  Brocard'schen  Punkte  Sk^   und  fi,  von  ctßyy  resp.  a'/^/. 

Lg. 

A.  H.  Anglin.     On  some  applications  of  the  pedal  line 

of  a   triangle.       Ediob.  M.  S.  Proc.  IX.  49-50. 


G.  A.  GiBsoN.     The  pedal  line  of  a  triangle  and  theo* 
renis  connected  with  it.     Edinb.  m.  s.  Proc.  ix.  d0-5ö. 

Die  meisten  Sätze  stehen  mehr  oder  weniger  unter  selb- 
ständiger Gestalt  in  den  Lehrbüchern  ttber  die  Geometrie  der 
Parabel;  sie  werden  hier  jedoch  (wie  bei  Geiser,  Einleitung  in 
die  synthetische  Geometrie,  F.  d.  M.  II.  1869/70.  370.  Lp.)  un- 
abhängig von  der  Parabel  entwickelt  als  Erläuterung  der  Art, 
wie  man  sie  fQr  Schüler  bei  dem  Lehrgange  nach  den  Elementen 
des  Euklid  einführen  kann.  Gbs.  (Lp.) 


8.  Catania.     Un  teorema  sul  triangolo.     Periodico  di  Mat 

VI.  138-142. 

0  sei  der  Treffpunkt  der  Höhen  eines  Dreiecks  ABC.     Eine 
endliche  Zahl  yon  Dreiecken  besitzt  0  als  Treffpunkt  der  Höhen, 
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eine  Ecke  in  einem  gegebenen  Punkte  und  die  anderen  beiden 
auf  zwei  gegebenen  Geraden.  Herr  C.  hat  sich  diese  Aufgabe 
gestellt  fttr  den  Fall,  dass  der  gegebene  Punkt  ein  Höhenfusspunkt 
ist  und  die  gegebenen  Geraden  die  beiden  anderen  Seiten  des 
Dreiecks  sind.  Die  Bestimmung  der  genannten  Dreiecke  hängt 
von  einer  quadratischen  Gleichung  ab;  die  Discussion  derselben 
beweist,  dass  man  zwei  reelle  und  verschiedene  Dreiecke  erhält, 
falls  ABC  spitzwinklig  ist,  keins,  wenn  es  rechtwinklig,  endlich 
0,  1,  2,  wenn  es  stumpfwinklig  ist.  La. 


A.  GoB.     Sur  une  sdrie  de  quadrangles.   assoc. Pran?.  Mar- 
seille XX.  232-241. 

Der  Aufsatz  schliesst  sich  eng  an  die  früheren  Arbeiten  des 
Verfassers  an,  Qber  welche  in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  567  und  XXII. 
1890.  585  berichtet  ist.  „Metaharmonisch^  heisst  ein  Polygon 
A*B'C\.,  zu  einem  anderen  ABC,  in  Bezug  auf  einen  Punkt  F, 
wenn  seine  Ecken  A\  B\  C\  ...  den .  Ecken  il,  £,  C,  . . .  bei 
einer  Transformation  mittels  reciproker  Radien  aus  dem  Pole  P 
entsprechen.  Die  untersuchte  S<$har  von  Vierecken  ist  diejenige, 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  metaharmonischen  Vierecke 
eines  festen  Vierecks  ABCD  in  Bezug  auf  einen  veränderlichen 
Punkt  aufstellt.  Besonders  wenn  ABCD  ein  „harmonisches^ 
Viereck  ist  (vergl.  F.  d.  M.  XVII.  1885.  549flF.),  findet  der  Verf. 
interessante  Beziehungen  zu  den  von  Hrn.  Neuberg  entdeckten 
Batzen  über  dasselbe.  Lp. 

J.  Nbuberg.     Sur  les  quadrangles  complets.     Mathesis  (2) 

I.  33-35,  67-70,  81-82,  189-195.  ,.. 

Beweis  zahlreicher,  auf  die  neuere  Dreiecksgeometrie  bezüg- 
licher Eigenschaften  des  Kreises  und  der  Kegelschnitte  in  ihrem 
Zusammenhange  mit  den  vollständigen  Vierseiten. 

Mn.  (Lp.) 

V.  Jerabkk.     üeber  einige  geometrische  Punkte.     Casop. 

XX.  141.  (Böhmisch.) 
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Zählt  84  Arten  von  speciell  hervorzahebetiden  Punkten  in 
der  Geometrie  aof,  unter  Beigabe  von  karzgefassten  ErklftruDgen 
derselben,  darunter  auch  die  von  französischen  Geometero  so 
genannten  „points  de  J^rabek*  (JsJg)  des  Autors.  Std. 


Fj.  ViGARiE.      Las  generalizacioues   de  la  geometrfa  del 

triangulo.     Frogreso  mat  I.  241-247,  274-279. 

Zusammenstellung  der  neueren  Ergebnisse  in  der  Dreiecks- 
geometrie. Lp. 

A.  J.  Prbssland.      Some    relations   between  tbe  orthic 
and  the  median  triangle.   Ediob.  M.  s.  Proc.  IX.  36-39. 

Gbs. 


E.    W.    lIoBsoN.      A    treatise    on    plane    trigonometry. 

Cambridge.  Universüj  Presa.  XV +  356  8. 

R.  Levblt  and  C.  Davison.      The    elements    of   plane 

trigonoiuetry.      London.  Maemillan  and  Co.  XVI  +  590  S. 

Diese  beiden  Lehrbücher  der  ebenen  Trigonometrie  können 
rückhaltlos  als  vortreffliche  Darstellungen  der  in  ihnen  behan- 
delten Gegenstände  bezeichnet  werden,  indem  sie  Grtlndlichkeit 
bei  der  lichtvollen  Darstellung  der  Principien  mit  der  speciell 
englischen  Eigenart  zahlreicher  und  gut  gewählter  erläuternder 
Beispiele  vereinigen.  Wie  der  Titel  es  andeutet,  wendet  sich 
das  erste  Werk  an  eine  schon  etwas  vorgeschrittenere  Klasse 
von  Schülern.  Der  Zug,  in  dem  sich  beide  von  den  landtäufigen 
englischen  Lehrbüchern  unterscheiden,  ist  die  gründlichere  Be- 
handlung der  complexen  Grössen  sowie  der  unendliehen  Producta 
und  Reihen.  In  dem  ersten  Buche  sind  die  Abschnitte  von  S.  221 
an  diesem  Stoffe  gewidmet  und  bringen  eine  so  gute  Untersadiung 
darüber,  wie  wir  sie  besser  nicht  kennen  gelernt  haben.  Die 
einzige  von  uns  bemerkte,  nicht  ganz  befriedigende  Stelle  des 
Buches  ist  der  Beweis  in  §  11,  dass  der  Umfang  eine«  Kreises 
dem  Durchmesser  proportional   ist;   es  fehlt  nämlieh  der  Nach- 
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weis«  dasfl  die  Grenze  des  Umfaogs  des  Polygons  von  der  Art 
nicht  abhADgt,  wie  seine  Seiten  sich  der  Grenze  Null  nähern. 
Sonst  aber  ist  das  Bueh  durchaas  gut  und  wird  zweifelsohne 
sofort  seinen  Platz  unter  den  ständigen  englischen  Lehrbüchern 
erhalten. 

In  dem  zweiten  Werke  sind  die  höheren  Partien  nicht  ganz 
mit  derselben  Allgemeinheit  behandelt,  indetn  wegen  gewisser 
Sätze  bezüglich  der  Reihen  auf  Lehrbücher  der  Algebra  ver-* 
wiesen  ist.  Es  ist  vielleicht  fraglieh,  ob  die  Capitel^  welche  für 
die  Trigonometrie  der  spitzen  Winkel  aufgewandt  sind,  nicht 
besser  hätten  fortbleiben  können;  möglich,  dass  die  praktischen 
BedQrfnisse  der  Schule  ihre  Anwesenheit  erheischt  haben.  Viel- 
leicht dürfte  es  nicht  unstatthaft  sein,  die  Aufmerksamkeit  auf 
den  Umstand  zu  lenken,  dass  das  recht  passende  Wort  „Radian^ 
jetzt  in  England  ganz  allgemein  für  die  Einheit  des  Kreisbogen- 
masses  in  Gebrauch  gekommen  ist.  Das  Wort  stammt,  wie  wir 
glauben,  von  dem  verstorbenen  Professor  James  Thomson  her 
and  scheint  der  aligemeinen  Annahme  wert  zu  sein. 

Gbs.  (Lp.) 

A.  OzAjEwiez.      Ebene    und    sphärische   Trigonometrie, 

Warschan  1891.    Math.  phys.  Bibliothek.    (3)    YI.    XXX +  892  8.    S«. 
(Poloisch.) 

Ein  fRr  Mittelschulen  und  den  Selbstunterricht  bestimmtes,  klar 
und  elementar  geschriebenes,  mit  einem  guten  Abrisse  der  Ge- 
schichte der  Trigonometrie  und  vielseitiger  Heranziehung  von 
Aufgaben  und  Beispielen  verfasstes  Lehrbuch.  Dn. 


Jentzbn.  Elemente  der  Trigonometrie  zum  praktischen 
Gebrauch  für  ünterrichtszwecke  an  mittleren  techni- 
schen  Lehranstalten.      Dresdeo.  6.  KuhtmanD.  52  8.  8<>. 

Bei  Abfassung  dieses  Buches  ist  ausschliesslich  das  prakti- 
sche Bedürfnis  des  Technikers  massgebend  gewesen;  alles  theo- 
retische Beiwerk  ist  vermieden.  Nur  die  unentbehrlichen  Be- 
griffe und  die  einfachsten  Formeln  mit  ihrer  Begründung  sind 
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gegeben;  dagegen  findet  man  diese  Dinge  sofort  an  praktischen 
Beispielen,  wie  sie  beim  Techniker  vorkommen,  beleuchtet.  Es 
wird  die  Auflösung  der  Dreiecke,  regulären  Polygone  und  die 
trigonometrische  Flächenberechnung  gegeben.  In  einem  Anhange 
findet  man  den  Tangentensatz,  die  Gleichungen  von  Mollweide, 
die  Pothenofsche  Aufgabe  und  zum  Schluss  eine  Tabelle  der 
trigonometrischen  Zahlen.  Mz. 

Tb.  Walter.     Sohultrigonometrie.     Halle  a.  s.   WataeDhau- 

Bachhdlg.  80  S.  8^ 
In  diesem  Buche  ist  von  der  Goniometrie,  weil  sie  mehr 
der  Analysis  angehört,  nur  das  Notwendige  vorgetragen;  dagegen 
sind  die  Fundamentalaufgaben  der  Dreiecksberechnung  in  brei- 
terer Form  als  sonst  üblich,  behandelt  worden.  Zu  diesen  Fun- 
damentalaufgaben  sind  Zahlcnbeispiele  fttnf*  und  vierstellig  durch- 
gerechnet worden,  um  dem  Schüler  den  Vergleich  beider  Rech- 
nungen zu  geben.  Am  Schluss  findet  man  noch  die  Grundformeln 
für  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  und  eine  besondere 
Fassung  der  Neper'schen  Regel.  Einige  Aufgaben  Ober  Horizontal- 
und  Höhenmessung  sind  beigegeben;  ferner  die  vierstelligen 
Logarithmen  der  Zahlen  bis  1000  und  die  trigonometrischen 
Zahlen  für  die  Winkelgrade.  Mz. 


Th.  Häblbr.      Die  Ableitung  der  ebenen  Trigonometrie 
aus  drei  Grundgleichungen.     Festachr.  d.  FfirBten-  q.  Lao- 

desBcb.  Grimma.  61-69.  4P, 

Es  handelt  sich  um  die  vier  Systeme: 
a  b  c 


(I) 


sina  ^  sin/}  ~  siny 
(II)         ct+ß+y  =  180*^;  bsina  =  asin/?;  c  =  6 cos o+a cos/?, 
riin      I  ^  ~  fccosy-fccos/?;  b  =  ccosa+acos^; 
^     ^      I  c  =  acos/?-}-6cosa. 

\  ^'  ^  fc'+c'— 26cco8a;  6'  =  c'-|-a*— 2accos/9; 
^  ^      i  c'  =  a»+6'-2a6cosy. 
Die  VorzOge  und  Nachteile  derselben  werden  besprochen. 

Wz. 
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M.  ÄZZARBLLI.     Alcuni   teoremi    sul  triangulo  rettilineo. 

Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L.  XLIV.  49-88. 

Eine  durchweg  elementar  gehaltene  Arbeit  über  das  gerad- 
linige Dreieck.  Mit  Hülfe  der  einfachsten  trigonometrischen 
Definitionen  und  Sätze  werden  mancherlei  Stücke  berechnet,  die 
am  Dreieck  auftreten,  wenn  man  die  Höhen  bis  zum  umge- 
schriebenen Kreise  verlängert,  ferner  die  Durchmesser  dieses 
Kreises  construirt,  die  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  gehen. 
Auch  noch  andere  Linien  werden  an  der  Dreiecksfigur  gezeichnet 
and  berechnet,  sowie  einige  symmetrische  Relationen  zwischen 
Linien  und  Winkeln  abgeleitet.     Viele  davon  sind  wohlbekannt. 

Mz. 

Aug.  Panek.     Planimetrische  Ableitung  der  Heron 'sehen 
Forme],  den  Dreiecksfläcbeninbalt  betreffend.   Casop.  XX. 

310.  (Bobmisch.) 

Der  Verfasser  legt  seiner  Ableitung  die  einfach   zu  erhal- 
tende Formel 

wo  a,  b,  c  die  Seitenlängen  des  Dreiecks  J  bedeuten,  zu  Grunde 
und  gelangt  bequem  zur  oben  genannten  Formel.  Std. 


E.  Catalan.     Quelques  formules  relativjes  aux  triangles 
rectilignes.    Belg.  M^m  c  in  8<>  XLIV. 

Metrische  Beiträge  zur  neueren  Geometrie.  Abstände  der 
merkwürdigen  Punkte;  Beziehungen  zwischen  diesen  Abständen; 
Brocard'sche  Winkel  und  Punkte,  u.  s.  w.  Mn.  (Lp.) 


E.  Gblin.     Formules  relatives  aux  polygones  rdguliers. 

Mathesifl  (2)  I.  160164. 

Flächeninhalt  dieser  Vielecke  von  3,  4,  5,  6,  8,  10,  12  Seiten; 
Volumen   und  Oberfläche   der  Umdrehungskörper   dieser   Poly- 
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gone  bei   einer  Rotation  um  eine  Symmetrieaxe,  um  eine  Seite, 
u.  8.  w.  Mq.  (Lp.) 

G.  Bbrnardi.      Cinque   teoremi   di  poligonometria  retti- 
linea  e  due  teoremi  di  poligonometria  sferica.    Battc. 

XXIX.  63-67. 

G.  Bbrnardi.      Alcani  teoremi    di    poligonometria  retti- 
linea  sferica.   Batt.  G.  xxix.  173-194. 

In  der  ersten  Note  sind  nur  die  Lehrsätze  angegeben,  in 
der  zweiten  Arbeit  werden  die  Beweise  mitgeteilt.  Der  erste 
Satz  lautet: 

„Wenn  man  alle  Ecken  eines  beliebigen,  ebenen  oder  wind- 
schiefen Polygons  (unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  drei  von 
ihnen  in  gerader  Linie  liegen)  von  einer  beliebigen  Geraden 
aus,  die  weder  eine  Seite  noch  eine  Diagonale  des  Polygons 
schneidet,  durch  Bbenen  projicirt,  so  hat  jedes  der  vier  folgen- 
den Producte  den  Wert  +1  oder  ->1,  je  nachdem  die  Zahl  der 
Polygonseiten  gerade  oder  ungerade  ist: 

1)  das  Product  der  Verhältnisse  je  zweier  Abschnitte,  in 
welche  die  Polygonseiten  von  den  projicirenden  Ebenen  geteilt 
werden; 

2)  das  Product  der  Verhältnisse  der  Abstände  der  projiciren- 
den Ebenen  von  den  benachbarten  Ecken; 

3)  das  Product  der  Verhältnisse  der  Sinus  derjenigen  Win- 
kel, in  welche  die  Polygonwinkel  von  den  zugehörigen  proji- 
cirenden Ebenen  geteilt  werden; 

4)  das  Product  der  Verhältnisse  der  Sinus  derjenigen  Winkel, 
welche  die  projicirenden  Ebenen  mit  den  anstossenden  Polygon- 
seiten bilden.'' 

Der  erste  Teil  wird  zunächst  für  das  Dreieck  (mit  Hülfe 
des  Ceva' sehen  Satzes)  und  dann  allgemein  •  durch  den  Schluss 
von  n  auf  n-fl  bewiesen;  die  Richtigkeit  der  Qbrigen  Behaup- 
tungen ergiebt  sich  durch  Benutzung  dieses  ersten  Teils. 

Einen  zweiten,  entsprechenden  Satz  erhält  man  durch  Pro- 
jection  der  Seiten  des  Polygons  von  einem  beliebigen  Punkte  au8. 
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Die  übrigen  Sätze  sind  Folgen  oder  specielle  Fälle  der 
beiden  angefahrten  mit  Ausnahme  des  letzten,  welcher  sich  nur 
auf  windschiefe  Polygone  bezieht,  und  bei  welchem  die  durch 
zwei  anstossende  Seiten  bestimmten  Ebenen  dieselbe  Bolle  spielen, 
wie  in  den  ersten  Sätzen  die  projicirenden  Ebenen.  F. 


F.  Schilling.  Ueber  die  geometrisohe  Bedeutung  der 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  im  Falle  com- 
plexer  Argumente.    Math.  Add.  xxxix.  598-600. 

Der  Verf.  gelangt  zu  der  gewünschten  Interpretation,  indem 
er  die  drei  Kauten  der  zum  sphärischen  Dreieck  gehörigen  drei- 
seitigen Eleke  durch  drei  windschiefe  Geraden  ersetzt  (vergl.  das 
Referat  über  die  ausführliche,  gleich  betitelte  Arbeit  des  Verf. 
in  Abschnitt  IX,  Cap.  1).  R.  M. 


R.  Bald  WIN  Hat  ward.     The  elements  of  solid  geometry. 

London.  Macmillan  and  Co.  XII +  130  8. 

Die  Elemente  der  räumlichen  Geometrie  werden  hier  in 
einer  Ordnung  vorgetragen,  die  von  der  euklidisehen  abweicht; 
dagegen  wird  gleichzeitig  ungemein*  viel  mehr  Sto£f  geboten,  ate 
man  gewöhnlich  in  elementaren  Werken  von  demselben  allge- 
meinen Gepräge  findet.  Zur  Einführung  dient  eine  Erörterung  der 
Postulate  der  Geometrie,  eine  Abweichung  vom  herkömmlichen 
Gebrauche,  die  sehr  empfehlenswert  ist.  Der  Hauptpunkt  jedoch, 
welcher  Erwähnung  verdient,  ist  die  Methode  der  Behandlnog 
der  Senkrechten  zu  einer  Ebene.  Diese  Methode  beruht  auf  dem 
sogenannten  allgemeinen,  auf  alle  Arten  von  Grössen  anwend- 
baren Axiome  des  Verfassers,  das  er  so  ausspricht:  „Wenn  eine 
Grösse  so  beschaffen  ist,  dass  sie  nicht  zum  Verschwinden  ge- 
braoht  werden  kann,  so  giebt  es  einen  endlichen  Wert  oder 
eine  Anzahl  gleicher  endlicher  Werte  jener  Grösse,  die  kleiner 
sind  als  alle  anderen  Werte^.  Giebt  man  die  Wahrheit  dieses 
Axioms  zu,  40  wird  die  Behandlung  der  Normalen  sehr  einfach; 
es  ist  jedoch,  um  gelinde  zu  reden,  zweifelhaft,  ob  'dieBer  Satz 

Forttdir.  d.  Math.  XXUI.  9.  39 
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überhaupt  ein  Axiom  heiBsen  darf.  Gewöhnlich  erachtet  man  es 
fBr  nötig,  den  Beweis  zu  erbringen,  dass  eine  stetige  Function 
wirklich  einen  grössten  oder  einen  kleinsten  Wert  erlangt,  so 
dass  es  unstatthaft  scheint,  diesem  Theoreme  den  Rang  eines 
Axioms  zu  geben.  In  anderer  Hinsicht  scheint  das  Buch  sehr 
gut  zu  sein  und  nichts  zu  enthalten,  als  was  in  ähnlichen  Lehr- 
bQchem  sehr  wohl  eine  Stelle  finden  könnte.  Der  Verfasser 
schl&gt  das  Wort  „Euboid**  als  Ersatz  fttr  die  Umschreibung 
„rechtwinkliges  Parallelepipedum*'  vor;  der  Vorschlag  scheint 
beachtenswert.  (In  Deutschland  wird  neuerdings  sehr  hObsch 
wQuader"  dafür  gebraucht  und  „Spat"  für  Parallelepipedum.  Lp.) 

Gbs.  (Lp.) 


H.  Sbrvus.  Ausführliches  Lehrbuch  der  Stereometrie 
und  sphärischen  Trigonometrie  zum  Gebrauch  an  hö- 
heren Lehranstalten   und   zum  Selbststudium.     Leipsig. 

B.  G.  Teuboer.  II  Teile.     V-+-48  d.  IV  4-144  8.  8«. 

Der  Verfasser  begründet  die  Herausgabe  seines  Werkes  da- 
mit, dass  ihm  „kein  Lehrbuch  def  Stereometrie  bekannt  sei, 
welches  dieselbe  in  so  ausführlicher  Weise  behandelt,  wie  es 
hier  geschehen  ist**.  Dem '  gegenüber  weist  Referent  nur  auf 
das  bew&hrte,  bereits  in  der  7.  Auflage  erschienene  Buch  von 
Hauok-Kommerell  hin,  mit  welchem  das  vorliegende  weder  dem 
Inhalt  noch  der  Ausführung  nach  in  Vergleich  gestellt  werden 
kann.  Der  erste  Teil  behandelt  die  gewöhnlichen  Sätze  von  der 
Lage  der  geraden  Linien  und  Ebenen  im  Raum  und  die  körper- 
lichen Ecken  stellenweise  in  recht  ermüdender  Breite;  so  wird 
der  einfache  Satz:  „Gleichen  Seiten  eines  Dreikants  liegen  gleiche 
Winkel  gegenüber,  der  grösseren  Seite  liegt  der  grössere  Winkel 
gegenüber^,  auf  9^  Seiten  mit  einem  Apparat  von  13  Figuren  be- 
wiesen, während  das  ganze  Buch  nur  47^  Seiten  und  55  Figuren 
enthält.  Im  zweiten  Teil  wird  man  sehr  gern  die  auf  Seite  102- 
114  entwickelte  Theorie  der  Maxima  und  Minima  entbehren; 
denn  was  soll  jemand  „ohne  Lehrer^  und  „ohne  Kenntnis  der 
Differentialrechnung  zu  besitzen'*,  damit  anfangen,  wenn  ihm  an 
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dem  Beispiel  f(x)  =  r»"— «*  gezeigt  wird,  wie  die  Ableitungen 
dieser  Function  und  daraus  die  Reihe 

««+*)  =  f(«)  +  Af '(«)+ 1^  f "(«)  +  Y\  ^"'(*) 

gebildet  werden,  und  wenn  dann  hinzugefügt  wird:  Diese  Reihe 
heisst  die  Taylor'sehe,  in  dieselbe  lässt  sich  jede  Function 
({x-^-k)  entwickeln?  Gemeint  ist  die  ganze  algebraische  Func- 
tion; aber  die  Verwirrung  wird  gesteigert  durch  die  (natdrlich 
ohne  Beweis)  gegebene  Vorschrift  zum  Differentiiren  irrationaler 
algebraischer  und  trigonometrischer  Functionen.  Gegen  eine 
Herleitung  der  Formeln  von  Gauss  und  Neper,  wie  die  hier 
auf  7  Seiten  gegebene,  richten  sich  mit  Recht  die  Verordnungen 
der  neuen  preussischen  Lehrpläne.  Unklarheiten  und  Nach- 
lässigkeiten des  sprachlichen  und  mathematischen  Ausdrucks 
finden  sich  vielfach.  Lg. 


ScHOLiM.      Stereometrische    Oerter    und    Constractions- 

Änfgaben.    IL      Pr.  (No.  188)  Gymo.  KreuBbarg  0.-8cbl.  10  8.  4«. 

Fortsetzung  und  Schluss  der  Arbeit,  über  welche  im  vorigen 
Bande  der  F.  d.  H.  (S.  595)  referirt  ist.  Die  hier  zusammen- 
gestellten Aufgaben  beziehen  sich  auf  den  Rotationskegel  und 
die  ihm  einschreibbaren  Kugeln.  Das  Erscheinen  der  ganzen 
Arbeit,  umgearbeitet  und  vermehrt,  in  Buchform  wird  angekün- 
digt Seht. 


R.  Heger.     Versuch  einer  Beseitigung  des  Axioms  der 

Ebene.      Hoffmann  Z.  XXII.  321-329. 

Als  Ausgangspunkt  dient  die  Drehung  eines  starren  Kör- 
pers um  zwei  feste  Punkte;  hierdurch  werden  die  Begriffe  der 
Geraden  und  des  Kreises  gewonnen.  Zwei  starr  verbundene 
Gerade  bilden  einen  Winkel.  Es  folgt  der  Begriff  der  Kugel 
und  die  Erzeugung  einer  Ebene  durch  Rotation  eines  rechten 
Winkels  um  einen  Schenkel.     Zuletzt  wird  der  Beweis  geführt, 

39* 
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das«  jede  Gerade,    die  zwei  Pankte  einer  Ebene   enthftit,   ganz 
auf  ihr  liegt.  Lp. 

Ä.  Radicee.     Ueber  den  bekannten  Lehrsatz  von  regu- 
lären   Polyedern.      Hoffmann  Z.  XX FI.  169-170. 

Die  Ableitung  der  möglichen  Formen  aas  dem  Boler'schen 
Satze  fttr  die  Polyeder  wird  als  neu  (I)  empfohlen.         I4). 


S.  Tebay.     Solution  of  question  10745.  Ed.  Times  LV.  63-64. 

Sind  a,  6,  c  drei  zusammenstossende  Kanten  eines  Tetra- 
eders, femer  ^,,  it„  A^  die  Inhalte  der  von  6c,  ca^  ab  einge- 
sohloBsenen  Seitenflächen,  A  derjenige  der  vierten  Seitenfl&che 
und  d?,  y,  2  die  Trägheitsradien  in  Bezug  auf  a,  6,  c,  so  ist 

(«*)'  + (fty)'+(M)'  =  Al  +  A\  +  A\^iA\         Lp. 


Bbrnbs.  Expression  du  rayon  de  la  sph^re  circonscrite 
ä  un  t^tra^dre  SABCj    en   fonction   des  arStes   de   ce 

tdtra^dre.     J.  de  Math.  ^i^m.  (3)  V.  49-50. 

Kurze  Herleitung,  bei  welcher  der  Satz  zur  Erscheinung 
kommt:  Eine  beliebige  Kugel,  die  durch  drei  Ecken  des  Tetra- 
eders geht,  schneidet  die  durch  die  vierte  Ecke  gehenden  Kanten 
in  den  Ecken  eines  Dreiecks,  das  beständig  einem  anderen  Drei- 
ecke ähnlich  ist,  welches  die  Producte  der  Oegenkanten  aa^  bß^  cy 
zu  Seiten  hat.  Lp. 

R.  Hoppe.     Relation  der  Flächenwinkel  des  Tetraeders. 

Hoppe  Arch.  (2)  X.  102-110. 

R.  Hoppe.  Maximum  der  Ecken  eines  Tetraeders  fUr 
den  Fall  ihrer  Gleichheit.    Hoppe  Arch.  (2)  x.  111-112. 

R.  Hoppe.  Momentane  Variation  der  Eckensumme  bei 
Deformation  des  regelmässigen  Tetraeders.   Hoppe  Arcb. 

(2)  X.  220-221. 

Bericht  auf  S.  289  dieses  Bandes. 


/ 
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H.  Thibme.     Ueber  die  Bezeiohnung  ^Axe^  beim  schiefen 

Kreiskegel.      Hoffmann  Z.  XXII.  173-174. 

K.  Schober.     Ueber  die  Axen  des  Kreiskegels.     Hoffmann 

Z.  XXII.  492-494. 

Gegen  die  BenennuDg  der  Verbindungslinie  der  Spitze  mit 
dem  Mittelpunkte  der  Basis  als  „Axe".  Lp. 


B.  KiRCHBERGBR.     Zur  Definition  der  geraden  Pyramide 
und  des  geraden  Kegels.     Hoffmann  z.  xxn.  260-262. 

„Ein  Kegel,  dessen  Höhe  durch  den  Mittelpunkt  der  Grund- 
fläche geht,  heisst  ein  senkrechter  oder  gerader  Kegel.''  Eine 
senkrechte  Pyramide  setzt  daher  eine  Grundfläche  voraus,  die 
einen  Mittelpunkt  hat,  und  kann  dann  ebenso  definirt  werden. 

Lp. 

G.  GussERow.     Stereometriscbe  Untersuchungen. 

Pr.  (No.  61)  Leibniz-Gymn.  Berlin.  20  S.  4«. 

In  dieser  Arbeit  werden  mehrere  Vorschläge  gemacht,  wie 
man  die  Kubatur  der  von  Ebenen  begrenzten  Körper  im  Unter- 
richt behandeln  kann,  wenn  man  den  Satz  von  Gavalieri  ver- 
meiden will.  Es  wird  das  schief  abgeschnittene  dreiseitige 
Prisma,  dann  die  Pyramide,  nachher  das  Prismatoid  berechnet. 
Von  besonderer  Anwendung  ist  hierbei  die  Methode  der  Projec- 
tioo.  Beim  Prismatoid  werden  die  Deckfläche  />,  die  Oberdrei- 
ecke, deren  Basen  in  der  Deckfläche  liegen,  und  die  Unterdrei- 
eeke,  deren  Basen  in  der  Grundfläche  G  liegen,  auf  die  Grund- 
fläche projicirt.  Wenn  dann  0  die  Summe  der  Projectionen  der 
Oberdreiecke,  U  die  der  Unterdreiecke  bezeichnet,  so  ist 
G=:I>-f  0+17.  Ist  ferner  F  das  Volumen,  h  die  Höhe  des 
Prismatoids,  so  hat  man  F=:  ^^(30  +  20+1/),  wofQr  man  auch 
setzen  kann  V  =:^  \h(2D-\-0-\-G).  Ist  H  der  Schnitt  des  Prisma- 
toids in  halber  Höhe,  so  zeigt  sich  ff  =  D -f- i^4- i^i  ^Iso 
F  =  |Ä(I>4-4J5f-f-ß).  Nachher  werden  noch  andere  Formeln 
fbr   das  Prismatoid  hergeleitet.    Es   werden  Körper   betrachtet. 
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deren  Qaerachnitte  inhaltlieh  dareb  eine  Function  zweiten,  später 
auch  dritten  Grades  ihrer  Schnitthöhe  dargestellt  werden.  Am 
Schluss  werden  auch  krummflächig  begrenzte  Körper  besprochen. 

Mz. 


L.  Clivio.     Nuove  formole  stereometriebe.     u  PoiitecDieo. 

XXXIX.  241-298. 

Herr  Clivio  stellt  fQr  den  Inhalt  eines  zwischen  zwei  pa- 
rallelen Grundflächen  eingeschlossenen  Körpers  die  bekannte 
Formel  auf: 

wo  d  die  Höhe,  üf,  JV  die  beiden  Grundflächen,  P  den  mitt- 
leren Schnitt  bedeutet.  Er  vergleicht  ferner  diesen  Ausdruck 
mit  den  gebräuchlichen  empirischen  Formeln  und  stellt  in  einigen 
Tafeln  die  in  die  Resultate  dieser  letzten  Formeln  einzuführen- 
den Correctionen  zusammen.  Es  folgt  die  Anwendung  auf  die 
Erd-  und  Holzmessnng.  Vi. 


Ä.  BoGUSLAVSKi.     Uebertragiing  eines  Satzes  von  Pappus 

auf  Volumina.     Phyi.  Sect.  d.  Mosk.  Qes.  d.  Fr.  d.  Natnrw.  B.  W. 
H.  1.  1891.  (Baefliflch.) 

Construirt  man  ein  Prisma  auf  der  Grundfläche  einer  Pyra- 
mide und  auf  den  Seitenflächen  der  letzteren  andere  PrismeO) 
deren  obere  Grundflächen  durch  die  bezüglichen  Kanten  der 
oberen  Grundfläche  des  ersten  Prismas  hindurchgehen,  so  ist  das 
Volumen  des  ersten  Prismas  gleich  der  Snmme  der  VolumiDa 
der  auf  den  Seitenflächen  der  Pyramide  constmirten  Prismen. 

Si. 

H.  Bbnsbmann.      Ueber  die  Berechnung  des  Volumens 
der  Kugel  und   verwandter  Körper.     Hoffmanii  z.  xxii 

170-173|  258-260. 

O.  SchlOmilch.     Ueber  die  Kubatur  der  Kugel  und  ver- 
wandter  Körper.      HoffmaDO  Z.  XXII.  257-358. 
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F.  KoscH.     Zu  dem  Artikel  von  Bensemann.    HoffbaoDZ. 

XXII.  338-340,  425. 

Durch  Anwendung  der  Summen  der  Potenzen  der  ganzen 
Zahlen  anstatt  der  Integration  oder  durch  die  Simpson'sohe  Regel, 
wie  bekannt.  Lp. 

A.  VON  Frank.    Berechnung  deg  Rauminhalts  eines  Fasses. 

HoffmaoD  Z.  XXII.  333-336. 

Die  Berechnung  geschieht  unter  der  Annahme,  dass  die 
Dauben  eine  parabolische  KrQmmnng  besitzen  und  der  Körper 
als  Rotationskörper  behandelt  werden  könne.  Lp. 


M.  ZwBRGBB.  Den  Schwerpunkt  einer  homogenen  Kugel- 
zone auf  elementarem  Wege  zu  bestimmen.     Hoffmaon 

Z.  XXli.  336-838. 

fine  Abänderung  des  gewöhnlichen  Verfahrens  zur  Verein- 
fai^ung  der  Rechnung.  Lp. 

Ant.  Jbrabek.  (Jeher  die  Bestimmung  des  regelmässi- 
gen Ikosaeders,  wenn  die  Relationen  beim  regel- 
mässigen Fünfeck  nicht  bekannt  sind.      Caaop.  xx.  202. 

(Böhmisch.) 

Bietet  eine  rein  geometrische  Ableitung  der  bekannten  For- 
meln. Std. 

I.  Arnold,  G.  B.  M.  Zbrr.     Solution  of  question  10981. 

Bd.  Times  LV.  177. 

Das  Volumen  des  regelmässigen  Ikosaeders  ist  gleich  dem 
Prodoote  aus  dem  Inhalte  eines  FOnfecks  desselben  und  }  des 
Durchmessers  der  umgeschriebenen  Kugel.  Lp. 


H.  M.  Jbppbbt.     On  certain  analogous  properties  of  the 
circumscribed  and  inscribed  quadri lateral   and   penta- 

hedron.     Qaart  J.  XXY.  336-347. 
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Die  ioi  Titel  erwfthotea  Eigeniohaften  sind  metrische  Bela- 
tionen,  in  welchen  Strecken,  Flftchen  und  trigonometrische  Func- 
tionen von  Winkeln  enthalten  sind,  die  entweder  auf  ein  planes 
bezw.  sphärisches  Tangenten- Viereck  oder  auf  Kugeln  Bezug 
nehmen,  die  von  vier  oder  fllnf  Ebenen  berührt  werden. 

Seht. 

W.  Fischer.  Erweiterung  des  Satzes  von  der  Sichel 
des  Archimedes  und  Verbindung  desselben  mit  dem 
Satze   von  den  Möndchen  des  Hippokrates;    Schwer- 

pUlÜfite,   Rotationskörper.       Pr.  (No.  442)  Gymn.  Kempen  a.  Rh. 
25  8.  40.  (1  Fig.-Taf.) 

Zeichnet  man  bei  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  Aber  der 
Hypotenuse  den  Halbkreis,  der  durch  die  Ecke  des  rechten  Win- 
kels geht,  und  Aber  den  Abschnitten,  welche  die  Höhe  zur  Hy- 
potenuse auf  der  letzteren  bestimmt,  Halbkreise,  die  in  die 
Fläche  des  rechtwinkligen  Dreiecks  hineingehen,  so  schliessen 
diese  dl*ei  Halbkreise  die  sogenannte  Sichel  des  Archimedes  ein, 
deren  Inhalt  gleich  dem  des  über  der  Höhe  zur  Hypotenuse  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreises  ist.  Mit  dieser  Sichel  und 
den  allgemein  bekannten  Möndchen  des  Hippokrates,  die  an  der- 
selben Figur  construirt  werden  können,  beschäftigt  sich  die  an 
mannigfachen  Resultaten  reiche  Schrift;  in  Betreff  der  einzelnen 
Ergebnisse  muss  auf  die  Arbeit  selbst  verwiesen  werden.      Mz. 


V.  Martinbtti.      Sulla  projezione  stereografica  e   sulla 
risoluzione  dei  triangoli  sferici  ed  angoli  triedri.    I,  IL 

Lomb.  Ist.  Reod.  (2)  XXIV.  830-889,  976-980. 

Auf  einer  Kugel  von  dem  Radius  r  und  dem  Mittelpunkte  C, 
sei  C  der  Pol  der  stereographischen  Projection  und  die  Ebene  n^ 
wie  üblich,  durch  C^  gelegt;  ein  Kreis  ß  der  Kugel  ist  dann  ein- 
mal festgelegt  durch  die  Spur  s  seiner  Ebene  in  n  und  die  Flucht- 
linie q'  dieser  Ebene  für  den  Augenpunkt  C;  andererseits  natürlich 
duroh  sein  Abbild  i2'.  Ist  J  der  in  n  liegende'  grösste  Kreis 
der  Kugel  und  /!'  der  in  der  Inversion  fi'  entsprechende  SLreis 
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mit  dem  Centrum  C^  und  der  Potenz  —  r",  so  ist  s'  die  Radical- 
linie  für  ii'  und  J,  q*  die  Badicallinie  für  Si'  und  n\  Ein 
Eugelkreis  wird  nun  nach  Auffindung  von  s  und  9'  als  gegeben 
betrachtet.  In  dieser  Art  werden  u.  a.  die  Aufgaben  gelöst,  einen 
Kreis   zu  finden,    der  einen  gegebenen   sphärischen  Mittelpunkt 

• 

hat  und  einen  gegebenen  Punkt  enthält;  einen  grössten  Kreis 
festzulegen,  von  dem  die  Bilder  zweier  Punkte  gegeben  sind; 
die  grössten  Kreise  zu  finden,  welche  mit  einem  gegebenen  einen 
Punkt  gemein  haben  und  ihn  unter  gegebenem  Winkel  schnei- 
den. Als  Hauptanwendung  wird  nachher  die  Bestimmung  eines 
sphärischen  Dreieckes  aus  drei  BestimmungsstQcken  behandelt. 

E.  K. 


C.  JüEL.     Et  geometrisk  Bevis  for  Vivianfs  Theorem, 

Nyt  Tidse.  for  Math.  II.  6-8. 

Mittels  elementarer  Betrachtungen  wird  der  folgende  Satz 
bewiesen,  aus  dem  Viviani's  Theorem  folgt: 

Gegeben  sind  drei  auf  einander  senkrechte  Radien  OA^  OB^ 
OC.  Ueber  OA  als  Durchmesser  wird  ein  Halbkreis  in  dem 
Winkelraum  AOB  beschrieben,  und  über  diesem  Halbkreis  als 
Leitcurve  mit  den  Erzeugenden  parallel  zu  OC  (der  senkrechten 
Richtung)  wird  ein  Cylinder  construirt,  welcher  den  Kugeloctan- 
ten  ABC  in  einer  Raumcurve  schneidet.  Wird  nun  durch  C  ein 
willkürlicher  Hauptkreis  gelegt,  welcher  den  Hauptkreis  AB  in 
N  schneidet,  so  ist  das  Areal  auf  dem  Kugeloctanten,  welches 
von  einem  Teil  der  Raumcurve  und  dem  erstgenannten  Haupt- 
kreis begrenzt  wird,  doppelt  so  gross  wie  der  Kreisabschnitt  BN. 

V. 


E.  Carvallo.     Sur  nne   g^n^ralisation  du  th^or^me  des 

projections.    Nonv.  Ann.  (3)  X.  345-347. 

„Wenn  zwei  Strecken  A  und  B  die  Resultanten  mehrerer 
anderen  Strecken  sind,  so  ist  das  Product  der  algebraischen  Werte 
der  Strecken  A  und  B  und  des  Cosinus  ihres  Neigungswinkels 
gleich  der  Summe  der  Producte,  welche  man  erhält,   wenn  man 


618     Vlll.  Abschnitt.    Reioe,  elementare  o.  ayntbetisohe  Geometrie. 

je  eine  ComponeDte  der  ersten  Strecke  mit  je  einer  der  zweiten 
und  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  beider  Gomponenten  mal- 
tiplicirt." 

Der  Verf.  macht  darauf  aufmerksam,  dass  dieser  Sats  der 
Mechanik  auch  in  der  analytischen  Geometrie  und  in  der  Trigo- 
nometrie mit  Vorteil  verwendet  werden  kann,  wai  er  an  Bei- 
spielen aus  diesen  beiden  Disciplinen  zeigt.  F. 


Gapitel  4. 
Darstellende  Geometrie. 

M.  PiKRi.     Geometria  proiettiva.     Lezioni  per  gli  allievi 
dell'Accademia  Militare.     Torino.  Tip.  Candeiotu.  372  s.  8^. 

Die  neuere  Geometrie  bietet  eine  so  wirksame  Hülfe  bei 
der  Untersuchung  der  graphischen  Construotionen,  sie  dient  so 
trefflich  zur  Entwickelung  der  Raumanscbauung,  dass  sie,  wäh- 
rend sie  von  den  Gelehrten  ihres  inneren  Wertes  wegen  hoch- 
geschätzt wird,  in  der  Praxis  als  ein  vortreffliches  Vorstadium 
für  die  darstellende  Geometrie  angesehen  wird.  Zu  diesem 
Zwecke  wurde  sie  in  den  Unterrichtsplan  der  italienischen  Eriegs- 
Akademie  (derjenigen  Schule,  welche  die  Artillerie-  und  Genie^ 
Officiere  vorbereiten  soll)  eingeführt;  dieser  Einführung  verdankt 
das  Buch,  auf  welches  wir  die  Aufmerksamkeit  der  Leser  des 
Jahrbuchs  lenken  wollen,  seine  Entstehung. 

Die  bescheidenen  Ziele  des  mathematischen  Unterrichtes  an 
der  Kriegs-Akademie  erlaubten  dem  Verfasser  nicht,  die  Grenzen 
eines  ersten  Studiums  zu  überschreiten  (insbesondere  hat  er  fast 
ohne  Ausnahme  die  Raumbetrachtungen  ausgeschlossen);  aber 
durch  eine  glückliche  Wahl  der  behandelten  Gegenstände,  eine 
sorgfältige  Ausdrucksweise,  sowie  eine  geschickte  Auslese  der 
aufgelösten  und  vorgelegten  Aufgaben  hat  er  es  verstanden,  das 
Interesse  der  Schüler  anzureizen,  ohne  die  Strenge  der  Beweise 
zu  vergessen. 
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Die  Bechzehn  Gapitel,  aae  denen  das  Pieri^sehe  Werk  be- 
steht, behandeln  der  Beihe  nach:  I.  Die  Grundbegriffe.  IL  Das 
Zeichenprincip.  III.  Die  anbarmonischen  und  insbesondere  die 
harmonischen  Verhältnisse.  IV- V.  Die  Homographie  im  binären 
Gebiete.  VI.  Die  Involution.  VII.  Die  Aufgaben  zweiten  Gra- 
des. VIII.  Das  Dualitätsgesetz.  IX-X.  Die  Homologie.  XI.  bis 
XIII.  Die  Kegelschnitte.  XIV.  Die  Sätze  von  Desargues  und 
Sturm.  XV.  Die  Polarentbeorie.  XVI.  Mittelpunkt,  Durchmesser 
und  Axen  eines  Kegelschnittes. 

Unter  den  lobenswerten  Punkten  bemerken  wir  nur,  der 
Kflrze  halber,  die  Behandlung  der  unendlich-fernen  Elemente 
nach  der  Methode  des  Herrn  Pasch  (m.  vgl.,  was  wir  in  Fi  d.  M. 
XX.  1888.  578  geschrieben  haben);  den  Beweis  des  Reciproci- 
tätsgesetzes  mindestens  in  dem  Falle,  wenn  es  auf  einen  Satz 
angewandt  wird,  von  dem  mau  einen  projectiven  Beweis  kennt; 
endlich  die  Aufstellung  einiger  Haupttypen  von  Aufgaben  zweiten 
Grades. 

Der  Verf.  bedient  sich  der  Benennnngsweise,  welche  er  in 
seiner  Uebersetzung  der  Geometrie  der  Lage  von  Stand  t  ge- 
braucht hat  (vgl.  F.  d.  M.  XXL  1889.  Ö92ff.);  femer  hat  er 
einige  neue  Namen  eingef&hrt,  welche  uns  nützlich  scheinen  und 
daher  hier  angefDhrt  werden  sollen.  Sind  p^  q^  r,  ...  und 
p\  9\  ^^  •••  projective  Strahlenbttsobel,  so  werden  die  Punkte 
wie  pq'  und  p'g  „associirt*'  genannt;  zwei  projective  und  conjective 
Punktreihen  werden  ndirect**  oder  „invers"  projectiv  genannt,  je 
nachdem  sie  einstimmig  oder  ungleichstimmig  sind.  Hat  eine 
Homologie  sowohl  den  Mittelpunkt  als  die  Axe  unendlich  fern, 
so  besitzt  sie  die  Eigenschaft,  dass  zwei  entsprechende  Gebilde 
durch  eine  bestimmte  Translation  in  einander  ttbergefttbrt  werden 
können:  daher  heisst  eine  solche  Verwandtschaft  „AequipoUenz^. 

Es  kann  vielleicht  Wunder  nehmen,  dass  man  in  den  in  Bede 
stehenden  Vorlesungen  keine  Spur  von  den  Focaleigenschaften 
der  Kegelschnitte  findet.  Die  Ursache  dieser  Weglassung  dürfte 
darin  liegen,  dass  die  Vorlesungen  mit  der  Bestimmung  der 
kanonischen  Gleichungen  der  Kegelschnitte  in  cartesischen  Goor- 
dinaten  enden;  daher  wird  der  Leser  bis  an  die  Thüre  der  ana- 
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lytischen  Geometrie  geführt,  wo  die  genannten  Eigenschaften 
viel  leichter  als  durch  die  Mittel  der  projectiven  Geometrie  ihre 
Begründung  finden.  La. 

J.  KuGLMATR.  Die  Projectionslehre.  Mit  besonderer 
Berücksichtigung  des  Bau-  und  Mascliinen&ches.  Für 
den  Gebrauch  an  Bau-  und  Maschinen-Gewerbeschulen. 

Wien.    Spielhagen  und  Scharich.    1891.   YIII  a.  168  S.   8^    Mit  einem 
Atlas  von  51  lithogr.  Tafeln.  Pol. 

Das  Buch  behandelt  die  Projectionslehre  in  dem  gewöhn- 
lichen Umfange  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  Vorkom- 
mens der  verschiedenen  Flächen-  und  Eörperformen  in  der  tech- 
nischen Praxis.  Die  theoretischen  Erläuterungen  werden  kurz 
und  klar  unter  Zuhülfenahme  von  cavalierperspecti vischen  Ver- 
bildlichungen gegeben.  Bei  den  praktischen  Anwendungen  be- 
schränkt sich  der  Text  vielfach  auf  andeutende  Erläuterungen 
der  Figurentafeln.  In  diesem  mit  grosser  Sachkenntnis  und 
constructivem  Geschick  zusammengestellten  praktischen  Uebungs- 
stoff,  der  sich  auf  die  Kunst-  und  Werkformen  aller  Gebiete  der 
Technik  erstreckt  und  eine  Fülle  der  interessantesten  und  lehr- 
reichsten Motive  darbietet,  ruht  der  Schwerpunkt  und  der  be- 
sondere Wert  des  Werkes.  —  Das  Hauptgewicht  des  Unterrichts 
in  der  Projectionslehre  wird  immer  in  die  Constructionsübungen 
zu  legen  sein,  und  auch  da,  wo  mehr  auf  die  theoretische  Seite 
des  Lehrfaches  Bedacht  genommen  wird,  wird  es  sich  stets  als 
lohnend  erweisen,  den  theoretischen  Aufgaben  auch  solche  aus 
der  Praxis  zu  untermischen.  Unter  den  dem  Referenten  bekann- 
ten, in  ähnlichem  Sinne  gehaltenen  Büchern  bietet  das  vorlie- 
gende die  reichhaltigste  Auswahl  hierfür.  Uk. 


J.  Hoch.     Katechismus  der  Projectionslehre.     Mit  einem 
Anhange    enthaltend    die    Elemente    der   Perspective. 

Leipzig  1891.    J.  J.  Weber.     YIII  n.  181  S.     Mit  100  Abbildangeo  im 
Text.     Kl.  8°. 

Das  in  der  bekannten  Art  der  Katechismen  abgefasste  Buch- 
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lein  beschränkt  sieb  für  die  Zwecke  des  Handwerkers  auf  die 
Darstellung  der  einfachsten  Körper  nebst  deren  ebenen  Schnitten 
und  Durchdringungen,  ferner  die  Elemente  der  Schattenlehre, 
Gentralperspective  und  Cavalierperspective,  ohne  Anspruch  auf 
wissenschaftliche  Bedeutung  zu  machen.  In  den  Nummern  83, 
113,  140,  159  erscheinen  Verbesserungen  angezeigt.  Hk. 


Ä.  Stuhlmann.  Zirkelzeichneii.  Zum  Gebrauche  an 
Gewerbeschulen,  Schulen  fiir  Bauhandwerker  und  poly- 
technischen   Vorbildungsanstalten.      Allgemeiner  Teil. 

13.  Aufl.     DresdeD  1891.  G.  Kühtmann.    11  a.  XV  S.  Mit  18  lithogr. 
Tafeln.  12«. 

Das  BQchlein  giebt  den  Stoff  fbr  den  Unterricht  im  gebun- 
denen Zeichnen  an  Uandwerkerschulen,  der  auf  das  Fachzeichneu, 
bezw.  auf  die  darstellende  Geometrie  vorbereiten  soll.  Dieser 
Stoff  erstreckt  sich  auf  ebene  Flächenornamente,  planimetrische 
Constructionsaufgaben,  Kegelschnitte,  Grundschatten,  parallelpro- 
jeetivische  Darstellung  einfacher  Körper.  Die  letztere  wird  durch 
Aufmessen  und  Aufreissen  der  betreffenden  Objecto,  die  dem 
Schüler  als  Modelle  in  die  Hand  gegeben  werden,  auf  Grund 
directer  Anschauung  bewirkt.  Diese  yon  der  Anschauung  aus- 
gehende Lehrmethode,  von  Herrn  0.  Jessen  1858  in  Hamburg 
eingeführt,  hat  sich  ebenso  wie  das  ihr  dienende  vorliegende 
BQchlein  (1.  Aufl.  1869)  während  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
aafs  beste  bewährt.  Hk. 


J.    VoNDBRLiNN.       Lehrbuch     des     Projectionszeichnens. 
Dritter  Teil.    Zweite  Hälfte.     Bearbeitet  nach  System 

Kleyer.      Stuttgart  18d2.   J.  Maier.   VIII  d.  235  8.    Mit  210  Figuren 
im  Text.    Gr.  &>, 

Die  vorliegende  Lieferung  enthält  die  ebene  Collineation, 
die  Kegelsohnitte  als  Ereisprojectionen,  die  Axonometrie  und  die 
rdamliehe  GeotralooUineation.  Ref.  kann  der  unter  dem  Banne 
d«r  Sonderbarkeilen  des  Systems  Kleyer   stehenden  Darstellung 
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keinen  Beifall  zollen.  Die  Entwickelung  des  Lehrganges  zeigt 
Verzwicktheiten,  deren  Einzelbesprecbung  der  Ranminangel  ver- 
bietet. Bk. 

J.  F.  Hbllbr.  Methodisch  geordnete  Sammlung  von  Auf- 
gaben und  Beispielen  aus  der  Darstellenden  Geometrie 
mr    Realschulen.      I.  Teil.      FUr    die   fünfte   Klasse. 

Wien  1892.    A.  Holder.    VIII  a.  116  S.    8^    Mit  4  FigorenUfelo. 

Das  Werk  scbliesst  sich  dem  für  österreichische  Realschalen 
vorgeschriebenen  Lehrplan  an  und  ist  auf  drei  Teile,  bestimmt 
für  die  Klassen  V,  VI,  VII,  berechnet  Der  vorliegende  erst« 
Teil  befasst  sich  mit  der  Darstellung  und  gegenseitigen  Lage 
von  Punkten,  Geraden  und  Ebenen,  mit  Strecken  und  Winkel- 
grossen,  Transformation,  Drehung  um  eine  Axe,  Polygonen,  ele- 
mentaren Schattenconstructionen.  Die  Fragen  und  Aufgaben  be- 
zwecken erstens:  durch  ihre  geschickte  Fassung  und  logische 
Folge  die  fraglichen  Begriffe  und  Constructionen  aus  dem  Schttler 
selbst  herauszulocken,  so  dass  dieser  selbstthfttig  das  hervor- 
bringt, was  er  lernen  soll.  Zweitens  liefern  sie  den  nötigen 
Stoff  zur  weiteren  Anwendung  und  Einübung  der  Fundamental- 
constructionen.  Die  bei  den  einzelnen  Uebungsaufgaben  ge- 
gebenen Elemente  sind  teils  durch  Angabe  ihrer  Coordinaten, 
teils  durch  Aufzeichnung  ihrer  Lage  rn  d&BL  Figuren  tafeln 
bestimmt.  Das  Buch,  dem  Ref.  einen  hohen  didaktischen  Wert 
beimisst,  mag  angelegentlichst  empfohlen  werden.  Hk. 


Ä.  Brill.    Projectionslehre  an  dem  Gymnasium,  ein  Glied 

des   Reform  Werkes.     Allg.  Ztg.  vom  27.  Jan.  ISSl,  Beilage.  CSoB- 
derabdrnck.  5S.  8^.) 

Der  Aufsatz  begründet  die  Forderung  der  Einführung  des 
Unterrichts  in  der  Projectionslehre  an  den  Gymnasien.  Nur  durch 
ihn  kann  der  notorische  leidige  Mangel  an  räumlichem  An- 
schauungsvermogen  gehoben  werden.  Letzteres  bildet  eine  nn- 
erlässliche  Grundlage  für  den  späteren  Beruf  fast  der  Hälfte  der 
Abiturienten,  und  auch  für  die  flbrigen  hat  jener  Unterrieht  einen 
hohen  Bildungswert.     „Er  ttbt  das  Anscbauungsvermögen,  erfllUt 
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den  Schnler  mit  Befriedigung,  weil  er  etwas  unter  seinen  Hän- 
den entstehen  sieht,  weekt  den  Sinn  ftlr  Nettigkeit  und  Eleganz 
der  Darstellung  und  bildet  ein  technisehes  Geschick  aus,  dessen 
man  heutzutage  in  so  vielen  Lebenslagen  bedarf. **  Der  Frei- 
handzeichenunterricht kann  die  Anerziehung  einer  bewussten 
räumlichen  Vorstellung  nicht  leisten;  diese  ist  eine  Art  geometri- 
scher Thätigkeit,  die  eine  gewisse  Reife,  das  Lebensalter  der 
Oberklassen  erfordert;  der  bezügliche  Unterricht  muss  in  die 
Hand  des  Mathematikers  gelegt  werden.  —  Die  parallelperspec- 
tiyisehen  Darstellungen  lassen  sich  leicht  neben  dem  Unterricht 
in  der  Stereometrie  behandeln.  Der  Curs  in  der  eigentlichen 
Projectionslehre  mttsste  mit  geometrischen  Gonstructionsttbungen 
beginnen,  die  sieh  mit  Kreisteilung,  geometrischen  Flächenorna- 
menten, Kegelschnittbonstructionen  u.  s.  w.  befassen.  Hierauf 
wQrde  die  Darstellung  in  Grund-  und  Aufriss  von  Punkt,  Ebene 
und  Gerade,  von  einfachen  .Polyedern  und  Erystallformen,  Cy- 
linder,  Kegel  u.  s.  w.,  verbunden  mit  cavalierperspectivischen 
Abbildungen  folgen.  Uebrigens  kann  der  Lehrgang  an  einer 
beliebigen  Stelle  abgebrochen  werden  ohne  Beeinträchtigung  des 
Vorangegangenen.  Dieser  Unterricht  wird  als  Gegengewicht 
gegen  die  abstracten  Lehrfächer  wohlthätig  wirken  und  kaum 
als  Mehrbelastung  empfunden  werden.  Die  Zeit  daftlr  (etwa 
wöchentlich  2  Stunde»- durch  2  bis  3  Jahre  in  den  oberen  Klassen) 
muss  besehaflft  werden,  und  wäre  es  teilweise  selbst  auf  Kosten 
des  mathematischen-  oder  des  Zeichenunterrichts.  Hk. 


S.  Vbcchi.  La  teoria  geometrica  attnale  delle  restitnzioni 
prospettive  rivedata  e  corretta.  Memoria  suUe  impres- 
8ioni  diverse  che  producono  le  prospettive  e  i  basso- 
rilievi  qnando  venga  a  cambiare  la  posizione  del  panto 

da  Cni  si  guardano.      Parma.  Tip.  Rossi-Ubaldi.  (1885.)  G3  S. 

S.  Vbcchi.  Teoria  geometrica  delle  restitazioiii  prospettive 
per  imagini  date  sopra  saperficie  cnrve.    Parma.  Tip.  Rossi- 

Ubaldi.  (1891.)  118. 
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8.  Vecchi.     Teoria  geometrica  delle  prospettive  in  rilievo 

SOpra  le   Snperficie   CUrve.      Parma.  Tip.  Rossi  -  Ubaldi.   (1891.) 

11  s. 
Sind  bei  der  Methode  der  Centralprojection  Projections-Cen- 
trum  und  -Ebene  gegeben,  so  sind  die  Projectionen  einer  geraden 
Linie   and  jedes   ihrer  Punkte  bestimmt;    sind    umgekehrt   die 
Spur  und  der  Fluchtpunkt  einer  Geraden  gegeben,  so  kann  man 
die  Gerade  selbst  und  denjenigen  ihrer  Punkte  bestimmen,  wel- 
cher eine  gegebene  Projection  hat.    Verändert  man  das  Projec- 
tionscentrum,  so  entspricht  eine  Gerade  der  Projectionsebene  und 
ein  Punkt  auf  ihr  verschiedenen  Geraden  und  Punkten  der  Ebene: 
die  Bestimmung  dieser  Punkte  und  Geraden  ist  der  vom  Verf.  an- 
gegebene Zweck  der  Aufgabe  der  „perspectivischen  Restitutionen'^. 
In  der  ersten  der  Abhandlungen,  denen  der  vorliegende  Be- 
richt gewidmet  ist,    löst  der  Verf.  diese  Aufgabe,   indem  er  die 
Theorie  der  Gentralprojection  anwendet,  wie  Hr.  Fiedler  sie  ent- 
wickelt hat,    und  er  schliesst   mit  folgendem  Satze:    Zwischen 
Kwei  Restitutionen  derselben  Figur,  welche  zu  zwei  verschiedenen 
Projectionscentren  C  und  C*  gehören,   finden  die  folgenden  Be- 
ziehungen  statt:    1)  Zwei  entsprechende  Geraden    oder  Ebenen 
schneiden  sich  auf  der  Projectionsebene.    2)  Die  Verbindungslinie 
zweier  entsprechenden  Punkte  ist  zu  OC*  parallel.     Die  Figuren 
sind    daher  affin    in  Bezug  auf  die  Projectionsebene  als  Affini- 
tfttsebene.    —   Nach  einigen  einfachen  Anwendungen  der  allge- 
meinen Theorie  merkt  der  Verf.  einige  Versehen  an,    welche  in 
einigen    Werken    über    Perspective    (La  Gournerie,    Chevillard, 
Suini)  enthalten  sind  und  die  Restitutionen  betreffen.  —  Er  be- 
schäftigt sich  danach  mit  der  (im  allgemeinen  unbestimmten)  um- 
gekehrten Aufgabe  der  Perspective,  insbesondere  mit  den  Fällen, 
in  denen  dieselbe  bestimmt  wird,  und  zieht  daraus  die  Erklärung 
einiger  Erscheinungen,  welche  die  Gemälde  darbieten.     Endlich 
behandelt  er  die  Restitutionen  der  Reliefperspective  und  erforscht 
die  geometrischen  Beziehungen,  welche  zwei  solche  Restitutionen 
verbinden. 

Die  Aufgabe  der  perspectivischen  Restitution  kann  verallge- 
meinert werden:  man  kann  nämlich  voraussetzen,  dass  das  Bild, 
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Statt  auf  einer  Ebene,  auf  einer  beliebigen  Fläche  gegeben  sei. 
Diese  yerallgemeinerte  Aufgabe  wird  vom  Verf.  am  Ende  seiner 
ersten  Abhandlung  ausgesprochen,  in  der  zweiten  aber  studirt. 
Da  indessen  die  Erörterung  sehr  verwickelt  ist,  falls  die  Bild- 
fläche ganz  beliebig  ist,  so  setzt  der  Verf.  voraus,  dass  diese 
eine  Kugel-  oder  Eegelfläche  sei. 

Auch  die  Homologie  im  Räume  ist  einer  weiteren  Verallgemei- 
nerung fähig,  da  man  voraussetzen  kann,  dass  die  Ordnungs- 
fläche nicht  eben,  sondern  beliebig  sei.  Nachdem  der  Verf.  in 
seiner  dritten  Abhandlung  die  Theorie  dieser  „allgemeinen  Ho- 
mologie^ berührt  hat,  behandelt  er  eingehend  den  Fall,  in  wel- 
chem die  Ordnungsfiäche  eine  Eugelfläche  ist.  —  Endlich  beschäf- 
tigt er  sich  mit  der  folgenden  weiteren  Verallgemeinerung  der 
Homologie:  Sind  ein  Punkt  C  und  sechs  beliebige  Flächen  /u,  v, 
or,  fi\  v'y  a'  gegeben,  ist  femer  B  ein  beliebiger  Punkt  des 
Raumes,  sind  endlich  If,  JV,  il,  jf',  iV',  A'  die  Treffpunkte  von 
BC  mit  den  gegebenen  Flächen,  so  bestimme  man  auf  £(7  einen 
Punkt  £'  so,  dass  MNAB^M'N' A'B'  sei:  B'  soll  als  dem  B 
entsprechend  angesehen  werden.  Wir  können  die  Bemerkung 
nicht  unterdrücken,  dass  diese  leicht  zu  ersinnenden  und  schwer- 
lich neuen  Verallgemeinerungen  nur  von  geringem  theoretischen 
Werte  scheinen;  wir  glauben  auch  kaum,  dass  sie  in  der  Praxis 
irgend  welche  wichtigen  Anwendungen  haben  können.       La. 


G.  Hauck.  üeber  den  Begriff  der  Projection  einer  ge- 
raden Linie.  ^  Schloemilch  Z.  XXXVl.  379-881. 
Der  Verfasser  entwickelt  die  Gründe,  warum  von  den  beiden 
folgenden  Definitionen  für  die  Projection  (Central-  oder  Parallel- 
projection)  einer  geraden  Linie  die  zweite  vor  der  ersten  den 
Vorzag  verdient: 

1)  Die  Projection  einer  Geraden  ist  die  Gesamtheit  der  Pro- 
jectionen  aller  ihrer  Punkte. 

2)  Die  Projection  einer  Geraden  ist  die  Schnittlinie  der 
darch  die  Gerade  gelegten  projicirenden  Ebene  mit  der  Projec- 
tionsebene.  Seht. 

FortMhr.  d.  M«tb.  XXm.  9.  40 
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M.  PEiisBK.   Perspectiviscbe  Stadien.  Prag.  Ber.  i890.  iro-2u. 


Unter  Bezugnahme  anf  die  Referate  Aber  vier  Arbeiten 
Verfassers  in  F.  d.  H.  XVIII.  1886.  502ff.  setzt  dieser  das  Yer 
hfiltnis  der  von  ihm  vertretenen  Ansichten  zu  denen  der  andeTen 
Schriftsteller  über  denselben  Gegenstand  auseinander,  von  denen 
er  einige  bei  der  Abfassung  jener  Abhandlungen  nicht  gekannt 
hatte.  Die  Knappheit  des  Raumes  gestattet  nicht,  auf  den  zum 
Teil  polemischen  Inhalt  näher  einzugehen,  und  hieraus  möge 
dem  Jahrbuche  keine  Anschuldigung  des  Mangels  an  Interesse 
entstehen,  wie  der  Verf.  ohne  wirklichen  Grund  dem  frflheren 
Referenten  unzulängliches  Eingehen  auf  den  Inhalt  und  vimi 
Wohlwollen  vorwirft.  Lp. 

W.  FiEDLBR.     Geometrische  Mitteilangen.    XIL    Metrisd 
specielle  Kegel   zweiten  Grades  in  Centralprojectioa 

Wolf  Z.  XXXVI.  65-87.  (Mit  1  Fig.  im  Text.) 

Verf.  bespricht  im  ersten  Teil  der  Abhandlung  den  sogenannten 
orthogonalen  Kegel  und  dessen  Polarkegel,  indem  er,  anschliessend 
an  frtlhere  beztigliche  Arbeiten,  zeigt,  dass  die  centralprojecti' 
vische  Darstellung  das  geeignetste  Mittel  bietet,  um  die  ver8cbi^ 
denen  (hauptsächlich  von  Steiner,  Chasles  und  dem  Verf. 
aufgestellten)  Eügenschaften  dieser  Gebilde  zu  begrflnden 
anschaulich  vor  Augen  zu  führen.  Der  zweite  Teil  enthält  Be- 
trachtungen über  das  Verhältnis  zwischen  projectiviseber  Geo- 
metrie und  darstellender  Geometrie,  die  sich  unter  Hinweis  aii 
frühere  Arbeiten  des  Verf.,  namentlich  auf  die  Lehre  votv  i^ 
projecti vischen  Coordinaten  nebst  den  aus  ihnen  fliessenden  spe 
ciellen  Formen  der  Coordinatenbestimmung,  auf  die  darstelleei 
geometrische  Theorie  der  Raumcurven  vierter  Ordnung  e 
Art  und  auf  die  geometrische  Bewegungs-  und  Kräftelehre 
ziehen.  Hk. 


W.  Fiedler.    Geometrische  Mitteilungen.     XIII.      UeV 
die  Durchdringungen  perspectivischer  Kegel.         woi( 

XXX VI.  87-113.  (Mit  1  Fig.  im  Text.) 
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Verf.  behandelt  die  GonstruetioB  der  Durchdringungscurve 
nebst  Tangentenfläehe  zweier  perspectivischen  Kegel  (d.  h.  zweier 
Kegel  mit  gemeinsebaftlicher  ebener  Leiteurye),  mit  specieller 
Anwendung  auf  Kegel  dritter  Ordnung,  indem  er  die  hierbei  zu 
Tage  tretenden  vielseitigen  Beziehungen  des  darstellend-geometri- 
schen Problems  zu  Fragen  von  allgemeinem  Interesse  ins  Lieht 
setzt,  wie  er  dies  zum  Teil  bereits  in  seiner  „Darstellenden  Geo- 
metrie" ausgeführt  hat.  Der  Aufsatz  giebt  eine  schöne,  fiber- 
sichtliche Zusammenfassung  von  verschiedenen  Einzelbetrachtun- 
gen, die  sieb  in  jenem  Werke  zerstreut  finden,  unter  dem  ein- 
heitlichen Gesichtspunkte  der  Würdigung  des  Wertes  der  dar- 
stellend-geometrischen Methode.  U.a.  findet  die  nahe  Beziehung 
des  Durchdringungsproblems  zu  der  allgemeinen  Polarentheorie, 
ferner  der  involutorische  Zusammenhang  von  drei  Kegeln  mit 
paarweise  gemeinsamen  ebenen  Leitcurven  eine  überaus  durch- 
sichtige Klarlegung.  Hk. 


F.  Ruth.     Ueber  einen  neuen  Beweis  des  Pohlke'schen 
Fundamentalsatzes     der     klinogonalen    Axonometrie. 

Wien.  Her.  0.  1088-1092. 

Der  vorliegende  einfache  Beweis  beruht  auf  dem  folgenden 
Satze:  Irgend  eine  Ellipse  und  ein  beliebiger  Punkt  in  ihrer 
Ebene  können  stets  als  Parallelprojection  von  Basis  und  Spitze 
eines  beliebigen  geraden  Kreiskegels  und  insbesondere  eines 
gleichseitigen  (d.  i.  eines  solchen,  der  unendlich  viele  Tripel  von 
zu  einander  senkrechten  Erzeugenden  hat)  betrachtet  werden. 

Hk. 


6.  KoHN.     Notiz  über  den  Schnitt  eines  räumlichen  voll- 
ständigen Fünfecks  mit  einer  Geraden.    Mooatsh.  f.  Math. 

II.  141-142. 

Unter  den  10  Schnittpunkten,  welche  die  10  Seitenflächen 
eines  vollständigen  Fünfecks  mit  einer  beliebigen  Geraden  be- 
stimmen,  giebt  es  5 -mal  6  Punkte   in  Involution;   die  5  Paare 

40* 
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Yon    Doppelpunkten   dieser  5  InYolotionen   sind  selbst  wieder 
5  Paare  flBr  eine  and  dieselbe  InTolotion  aaf  der  Greraden. 

Ht 

F.  J.  M.  Solution  de  T^pare  de  g^m^trie  descriptive 
donnde  ä  TEcole  Centrale  en  1890  (1^  session).      Nonr. 

Aoo.  (3)  X.  33-36.  (Mit  1  Fig.  im  Text) 

Construetive  Änsfllbrang  der  Dorebdringang  zwtier  ortho- 
gonalen Kegel  in  gegebener  Lage  mit  parallelen  Grundkreisen. 

Hk. 

J.  Neubbrg.  Bar  les  projections  et  contreprojectioos 
d'un  triangle  fixe  et  sor  le  Systeme  de  trois  fignres 
directement  semblables.     Belg.  Mto.   c.  in  8^   xliy.   xvi 

-+-87  8. 

Vergl.  F.  d.  M.  XXI.  588.  1889.  Der  Abhandlung  des  Hrn. 
Neuberg  geht  ein  eingehendes  Vorwort  vorauf,  das  die  haupt- 
sächlichsten in  ihr  enthaltenen  Ergebnisse  heryorhebt 

Mn.  (Lp.) 

C.  A.  Laisant.     8nr  la  perspective  d'une  figure  plane. 

J.  de  Math.  4iUm.  (3)  Y.  151-1&S. 

Es  sei  A'B^C'M'  eine  Gentralprojection  von  ABCM.  Durch 
Berechnung  der  Sehwerpunktscoordinaten  von  Jf'  in  Bezug  auf 
Ä'B'C*  aus  denen  von  M  in  Bezug  auf  ABC  wird  die  Aufgabe 
gelöst:  Durch  einen  Punkt  M  innerhalb  eines  Dreikants  eine 
Ebene  so  zu  legen,  dass  Jf  der  Schwerpunkt  der  Schnittfigur 
wird.  Lg. 

A.  Mallock.  Photographic  perspective  and  the  use  of 
enlargement.    Natare  xliil  617-518. 

Besprechung  des  Einflusses  der  Lage  des  Augpunktes  fllr 
den  Eindruck  eines  perspectivischen  Bildes  und  Anwendung 
dieser  Ueberlegungen  auf  die  Beurteilung  der  photographischen 
Bilder.  Lp. 
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S.  Ravier.      Intersection    d'une  droite  avec  un    hyper- 

boloide   de   r^volution.    Noav.  Ann.  (3)  X.  29*33.  (Mit  2  Figuren 
im  Text.) 

Die  Aufgabe  wird  zurückgeführt  auf  den  Schnitt  der  ge- 
gebenen Geraden  mit  einem  Kegel,  dessen  Leitcurve  mit  dem 
Eehikreis  perspectivisch  ist.  Hk. 


Jos.  Navotny.      Directe   Construction    der    Spur    einer 
Ebene,   die  von  den  Projectionsebenen  ti,  v  um  a,  ß 

abweicht.     Caaop.  XX.  308.  (Böhmisch.) 

Enthält  die  kürzeste  Lösung   einer   einfachen  Aufgabe  der 
descriptiven  Geometrie.  Std. 


Flor.  Pohl.      Grundregeln    der    Perspective,    der    An- 
schauung entlehnt.      Casop.  XX.  38.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  kurzgefasste  Belehrung  über  die  Postulate  der 
diesbezüglichen  Instruction  (II.  Aufl.  269),  welche  lautet:  „Vor 
dem  Zeichnen  nach  den  geometrischen  Gebilden  im  Räume  sind 
die  betreffenden  Grundsätze  und  Regeln  aus  der  Linealperspec- 
tive  mit  Benutzung  von  Anschauungsapparaten  vorzunehmen.^ 

Std. 

Flor.  Pohl.     Centralprojection  der  Kugel.   Casop.  XX.  33. 

(Böhmisch.) 

Liefert  Bemerkungen  über  die  Schulbehandlung  dieser  Auf- 
gabe mit  Bezugnahme  auf  Guido  Schreiber's  „Lehrbuch  der  Per- 
spective*'. Std. 

Weitere  Litteratur. 

Ch.  Brisse.  Cours  de  g^oraötrie  descriptive.  I^e  Partie, 
ä  TuBage  des  ^l^ves  de  la  classe  de  math^matiques 
e'ldmentaires.  11^  Partie,  k  l'usage  des  ^l^ves  de  la  classe 

de   math^matiques   speciales.     Paris.  Ganthier-Villars  et  Fils. 
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Ch.  Brisse.  Cours  de  g^om^trie  descriptive,  h,  Vusage 
des  candidats  k  l'JScole  speciale  militaire.      Paris.    6aa- 

thier-Villars  et  Fils. 

Baudran.     Intersection  d'une  droite  et  d'un  hyperboloide 

de  r^volution.     J.  de  Math.  sp^o.  (3)  y.  133-134. 

J.  Mascart.  Construire  un  paraboloide  connaissant 
Taxe  et  quatre  points.    J.  de  Math.  sp^c.  (3)  V.  241-244. 

W.  FisCHKR.  Netze  zur  Herstellung  geometrischer  Kör- 
per für  das  perspectivische  und  projectivische  Zeichnen. 

Dresden.  A.  Köhler,  Yerlagsanst.  39  Taf.  anf  Garton.  Quer  gr.  Fol. 

G.  Grzybowski.  Anfangsgründe  über  die  windschiefen 
Flächen.  Ein  Beitrag  zum  Unterrichte  der  darstellen- 
den Geometrie  an  der  Realschule.  Pr.  Tarnopoi  i887/b8. 
3-16,  1888/89.  3-8,  1889/90.     (Vom   windschiefen   Cylinder.) 

3-10.  (Polnisch.) 

G.  Grzybowski.  üeber  die  Berührungen  der  wind- 
schiefen scharfen  Schraubenfläche.    Pr.  Tarnopoi.   i890/di. 

3-8.  (Polnisch.) 

Herttbr.  Die  elementar-mathematische  Grundlage  der 
Linear-  oder  MalerperspectiVe.     (Sonderdr.)   Tübingen.   Fr. 

Poes.  22  S.  80. 

M.  Rembacz.  Darstellende  Geometrie  als  Unterrichts- 
gegenstand in  den  Realschulen.      Lemberg  1891.    Mazeum. 

VII.  96-102.  (Polnisch.) 

K.  Schober.  Ueber  die  Construction  der  Halbschatten- 
grenzen der  Flächen   2.  Grades  unter  Voraussetzung 

von   Kugelbeleuchtung.      Innsbruck.  Wagnerische  Univ.-Buchh. 
40  8.  mit  2  Taf. 

S.  Tamburini.      Guida    pratica    di    disegno    geometrico. 

Milano.  A.  Yallardi.  [Periodico  di  Mat.  Vi.  165.] 
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Capitel  6. 

Neuere  synthetische  Geometrie. 

A.    Allgemeines. 
A.  Sannia.     Lezioni  di  geometria  proiettiva  dettate  nella 

R.   Universitä  di    Napoli.     Napoli.  Pellerano.  613  S.  s^. 

Der  Beweggrund  zur  Veröffentlichung  der  Vorlesungen,  Aber 
die  wir  zu  berichten  haben,  ist  in  dem  Wunsche  zu  finden,  die 
LQcke  auszufallen,  welche  in  der  mathematischen  Litteratur  ent- 
standen ist,  seitdem  die  italienische  Ausgabe  und  die  französische 
UeT)er8etzung  der  „Elementi  di  geometria  projettiva"  von  L.  Gre- 
mona  vergriffen  sind.     Als   der  Verf.  sich  zu  dieser  Veröffent- 
lichung entschloss,   hatte  er  die  ganze  Handschrift  des  Werkes 
fertig-,  nach  derselben  hatte  ja  einer  seiner  älteren  Schüler  (Hr. 
Torelli)  im  Jahre  1885  bereits  eine  Skizze  desselben  dem  mathe- 
matischen Publicum  vorlegen  können.    Es  scheint  jedoch,  dass, 
indem  er   die   verschiedenen  Teile   seines  Buches  einer  letzten 
Revision  unterzog,   vielleicht  indem  er  die  neueren  verwandten 
Bacher   studirte,   er   grosse   Veränderungen   und  Vermehrungen 
bewirkt  hat.   Als  er  nämlich  nach  einer  sechsjährigen  unablässigen 
Arbeit  den  Druck  zu  Ende  geführt  hatte,   besass  man  ein  von 
dem  erwarteten   ganz  verschiedenes  Werk;   ein  Werk,   welches 
zwar  Vortreffliches  und  Originelles  in  Fülle  bietet,  aber  von  dem 
didaktischen  Standpunkte  aus  den  Erwartungen  nicht  ganz  ent- 
sprichty  welche  man  nach  dem  Ruhme  des  Verf.  als  Lehrer  hegte. 
Der  Verf.  selbst  erkannte  die  Notwendigkeit  einer  Umarbeitung 
des  ganzen  Lehrbuches   an   und   war   bereit,   dieselbe  in  einer 
zweiten  Auflage  zu   bewerkstelligen   (die   erste   war  bald  nach 
ihrer  Beendigung   vergriffen),   als   ein   plötzlicher  unerwarteter 
Tod  diese  Absicht  vereitelte.    Wir  sind  also  in  einer  schwierigen 
Lage,  wenn  wir  über  diese  „Lezioni^  urteilen  sollen,  da  sie  in 
keiner  Weise  als .  ein  treuer  Spiegel  der  endgültigen  Ideen  des 
Verfassers  angesehen  werden  können.     Daher  beschränken  wir 
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uns  auf  die  allgemeine  Bemerkung,  dass  die  nicht  immer  befrie- 
digende Verteilung  des  Stoffes  (welche  gewiss  in  den  während 
des  Druckes  hinzugekommenen  Zusätzen  ihren  Ursprung  hat) 
und  die  zu  kleine  Zahl  von  Abschnitten  (die  zwei  letzten  ent- 
halten zwei  Drittel  des  ganzen  Werkes)  die  Lect&re  des  Buches 
schwieriger  machen,  als  man  nach  dem  Thema  und  dem  Stile 
des  Verfassers  erwarten  könnte.  Wir  wollen  jetzt  das  ganze 
Werk  durchgehen  und  dabei  die  Punkte  anmerken,  in  denen  es 
sich  von  denjenigen  unterscheidet,  welche  denselben  Zweck 
verfolgen. 

§  I.  „Erklärungen''.  Nach  einigen  allgemeinen  Betrach- 
tungen über  die  Gebilde,  welche  in  der  projectiven  Geometrie 
als  erzeugende  Elemente  angesehen  werden,  setzt  der  Verf.  die 
Bezeichnungen  auseinander,  welche  er  brauchen  will,  erkl&rt 
dann  die  Grundoperationen  der  projectiven  Geometrie  (Projiciren 
und  Schneiden)  und  lehrt  die  Theorie  der  unendlich  fernen  Ele- 
mente, wie  sie  vor  der  Erscheinung  der  Vorlesungen  über 
neuere  Geometrie  von  M.  Pasch  (Leipzig  1882)  allgemein  im 
Gebrauche  war. 

§  IL  „n-Ecke  und  it-Seite  in  der  Ebene;  n-kantige  und 
n-flächige  Winkel;  nEcke  und  n- Flache  im  Baume''.  Ausser 
den  Erklärungen,  welche  sich  auf  die  in  der  Ueberschrift  ge- 
kennzeichneten Gebilde  beziehen,  lernt  man  aus  diesem  Para- 
graphen die  wichtigsten  Eigenschaften  der  ebenen  und  räum- 
lichen Homologie. 

§  IIL    „Geometrische  Grundgebilde''. 

§  IV.  „Harmonische  Grundgebilde".  Durch  die  rein  geo- 
metrische Methode,  welche  Staudt  in  seiner  Geometrie  der  Lage 
gelehrt  hat,  beweist  der  Verf.  die  Grundeigenschaften  der  har- 
monischen Gruppen  und  macht  ferner  auf  die  besonderen  har- 
monischen Punkt-  und  Strahlenquadrupel  aufmerksam,  welche 
die  metrische  Geometrie  darbietet. 

§  V.  „Projectivität  der  geometrischen  Grundgebilde".  Zwei 
gleichartige  Grundgebilde  sind  „projectiv",  wenn  das  eine  aus 
dem  anderen  durch  eine  endliche  Zahl  von  Projeotionen  und 
Soctionen  abgeleitet  werden  kann.    Auf  Grund  dieser  Erklärung 
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beweist  der  Verf.  rein  geometrisch  die  Eigenschaften  der  Pro- 
jectivität  im  binären  Gebiete  und  kommt  dadurch  zu  dem  Satze 
(dem  Grundsatze  der  projectiyen  Geometrie):  „Sind  zwei  conjective 
Grandgebilde  erster  Stufe  projectiy  und  haben  sie  drei  ent- 
sprechende Elemente  gemein,  so  sind  sie  identisch.''  Hieraus 
wird  gefolgert:  „Sind  zwei  geometrische  Grundgebilde  erster 
Stufe  auf  einander  eindeutig  bezogen,  so  dass  rier  harmonische 
Elemente  des  einen  vier  harmonischen  Elementen  des  anderen 
entsprechen,  so  sind  sie  projectiy",  ein  Satz,  welchen,  wie  be- 
kannt, Staudt  als  Erklärung  der  Projectiyität  im  binären  Ge- 
biete annimmt.  Diese  Methode,  die  Theorie  der  Projectiyität 
zu  begründen,  hat  im  Vergleich  mit  derjenigen  bei  Staudt  den 
nicht  zu  yerachtenden  Vorzug,  eine  nicht  zu  künstliche  Erklärung 
als  Ausgangspunkt  zu  haben.  Ihre  Wahl  ist  daher  zu  loben; 
gleiche  Anerkennung  kann  dagegen  nicht  den  zweideutigen  Sätzen 
gezollt  werden,  in  denen  ursprünglich  (S.  57)  yon  den  imaginären 
Elementen  gesprochen  wird. 

§  VI.  „Gonstruction  projectiyer  geometrischer  Grundgebilde 
erster  Stufe;  besondere  Fälle  derselben".  Die  tJeberschrift  dieses 
Paragraphen  bezeichnet  genügend  seinen  Inhalt;  wir  wollen  nur 
bemerken,  dass  unter  den  besonderen  Projectiyitäten  die  ausge- 
arteten nicht  enthalten  sind,  diese  yielmehr  im  nächsten  Para- 
graphen (S.  104-106)  untersucht  werden. 

§  VII.  „Inyolutionen  der  Grundgebilde  erster  Stufe;  Paare 
imaginärer  Elemente^.  Die  wichtigste  besondere  Projectiyität 
zwischen  zwei  conjectiyen  Grundgebilden  erster  Stufe  ist  die 
umkehrbare  oder  die  Inyolution;  ihre  Eigenschaften  werden  geo- 
metrisch entwickelt  und  angewandt  in  den  ersten  Nummern 
(n.  50-64)  des  yorliegenden  Paragraphen.  Nachdem  der  Verf. 
das  Auftreten  derselben  in  einer  beliebigen  binären  Projectiyität 
klar  gemacht  hat,  setzt  er  den  Gebrauch  derselben  auseinander 
zur  Definition  eines  Paars  imaginärer  Elemente.  Diese  inter- 
essanten Betrachtungen  (n.  65-70)  sind  im  Grunde  eine  Wieder- 
holung der  Segre'schen  Abhandlung  „Le  coppie  di  elementi  ima- 
ginär! nella  geometria  projetttya  sintetica",  deren  Wert  wir 
schon  ausdrücklich  betont  haben   (F.  d.  M.  XVIII.  1886.  547). 
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Herr  Saonia  macht  ferner  den  Leser  mit  den  Grandlagen  der 
Rechnung  mit  Projectivit&ten  bekannt,  welche  Stephanos  (Math. 
Ann.  XXIII)  zuerst  entwickelt  und  unter  anderen  Montesano 
gebraucht  hat  (Annali  di  Mat.  (2)  XIV.  131-140).  Von  ihr  macht 
er  eine  Anwendung  auf  die  cyklischen  Projectivit&ten  (vgl.  H. 
Wiener,  Rein  geometrische  Theorie  der  Darstellung  binärer  For- 
men durch  Punktgruppen  auf  der  Geraden,  Darmstadt  1685). 
Im  letzten  Teile  des  .in  Rede  stehenden  Paragraphen  (n.  73) 
werden  mit-  besonderer  Rücksicht  auf  die  Segre'sebe  „Note  sur 
les  bomographies  binaires  et  leurs  faisceaux''  (vgl.  F.  d.  M. 
XVIII.  1886.  523)  weitere  Eigenschaften  der  binären  Projectivi- 
täten  entwickelt. 

§  VIII.  B  Dualitätsprincip.  CoIUneare  und  reciproke  Ge- 
bilde. Affinität.  Homologie".  Naeh  einer  allgemeinen  Einleitung 
über  die  elementare  einfache  Bedingung  und  die  verwickelteren 
Verbindungen,  welchen  die  erzeugenden  Elemente  des  Raumes 
unterworfen  werden  können,  wird  der  Ausdruck  und  der  Beweis 
des  Dualitätsprincips  gegeben.  Indem  der  Verf.  die  Folgerungen 
aus  denselben  ent^^ickelt,  wird  er  auf  die  Erforschung  der  Eigen- 
schaften geführt,  welche  die  Gollineationen  und  die  Reciprocitäten 
in  der  Ebene  und  im  Räume  besitzen.  Unter  diesen  Eigen- 
schaften bemerken  wir  die  folgenden:  I.  Zwei  collineare,  aber 
nicht  affine  Ebenen  können  immer  in  eine  solche  Lage  gebracht 
werden,  dass  sie  in  der  Ebene  oder  im  Räume  homolog  sind. 
II.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung,  damit  zwei 
collineare  Räume  in  Homologie  gebracht  werden  können,  besteht 
darin,  dass  zwei  entsprechende  Punktfelder,  deren  Träger  den 
Fluchtebenen  der  zwei  Räume  parallel  gehen,  ähnlich  sind  (vgl. 
Housel,  Nou volles  Annales  de  Mathömatiques  1869;  Bella vitis, 
Atti  del  R.  Istituto  Veneto  (3)  XV.  876-881;  Painvin,  Nou- 
velles  Annales  1870). 

§  IX.  „Ueber  die  Einteilung  der  Projectivitäten  in  Arten. 
Involutorische  Gollineationen  in  den  Grundgebilden  dritter  Stufe. 
Paare  von  imaginären  Geraden  zweiter  Art.  Räumliche  Polar- 
und  Nullsysteme.^  Dieser  Paragraph  ist  vielleicht  der  wichtigste 
und  originellste  des  ganzen  Werkes,   aber  auch  derjenige,    bei 
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welchem  die  Mitarbeit  des  Lesers  fast  uuumgänglieh  ist,  am  ein 
wenig  Ordnung  in  die  grosse  Menge  der  neuen  in  ihm  enthal- 
tenen Begriffe  und  Sätze  zu  bringen. 

Das  erste  behandelte  Thema  ist  die  Einteilung  der  Gollinea- 
tionen  im  ternären  Gebiete  in  Arten  (n.  I}4rll7);  der  Verf.  ver- 
bindet mit  derselben  die  Theorie  der  cyklischen  Projeetivitäten 
(vgl.  Lüroth  in  Math.  Ann.  XIII.),  die  Sätze  (n.  119- 120)  über 
die  Homologien,  welche  eine  ebene  CoUineation  in  sich  selbst 
yerwandeln,  und  später  (n.  123)  diejenigen,  welche  die  unter 
einander  projectiven  Projeetivitäten  betreffen.  Da  der  Verf.  den 
Gebrauch  des  Doppelverhältnisses  vermeiden  will,  so  muss  er 
etwas  an  die  Stelle  derjenigen  Doppelverhältnisse  setzen,  welche 
in  der  nicht  rein  geometrischen  Methode  Steiner's  und  Ghasles's, 
zusammen  mit  den  Ordnungspunkten,  zur  Bestimmung  einer  CoUi- 
neation zwischen  zwei  conjectiven  Punktfeldern  nötig  sind;  die 
neuen  Elemente  sind  die  „charakteristischen  Gruppen''  erster, 
zweiter  und  dritter  Stufe,  deren  Definition  wir  der  Kürze  wegen 
unterdrücken.  Den  ausgearteten  Collineationen  und  Reciproci- 
täten  begegnet  man  später  (n.  131)  vor  den  Untersuchungen  über 
die  involutorische  Reciprocität  der  Ebene  oder  ebene  Polarität 
(n.  132-138)  und  hinter  (n.  146)  den  charakteristischen  Eigen- 
schaften der  verschiedenen  Arten  ebener  Reciprocitäten. 

Die  berührten  Untersuchungen  haben  ihre  Analoga  im  Räume. 
Um  dieselben  durchzuführen,  fängt  der  Verf.  an  mit  der  Elassifi- 
cirung  der  quaternären  Collineationen  (vgl.  Staudt,  Beiträge  §  35) 
und  erforscht  gründlich  die  sogenannte  (Schur,  Math.  Ann.  XIX. 
430)  „axiale  CoUineation''  wie  auch  die  beiden  involutorischen ; 
die  eine  von  diesen  ist  die  harmonische  Homologie,  während  die 
andere  die  gescharte  Involution  ist  und  nach  Staudt  auf  die  Er- 
klärung der  imaginären  Geraden  zweiter  Art  angewandt  werden 
kann.  Zu  den  bekannten  Sätzen  über  diesen  Gegenstand  liefert 
der  Verf.  einen  wichtigen  Beitrag,  indem  er  beweist:  „Ist  eine 
axiale,  nicht  involutorische  CoUineation  ß  gegeben,  so  giebt  es 
immer  eine  und  nur  eine  gescharte  Involution  /,  welche  als  Ord- 
noagslinien  die  Ordnungslinien  von  ii  hat  und  Si  in  sich^selbst 
Terwaudelt".     /  wird  „Ordnungsinvolution**  (involuzione   unita 
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nach  Hrn.  Segre)  von  Si  genannt  und  kann  als  Repr&sentantin 
der  Axen  von  Si  angesehen  werden ,  falls  Q  keine  reelle  Axe 
besitzt.  Der  Leser  wird  gewiss  die  Aehnliehkeit  dieser  Betrach- 
tungen mit  denjenigen  bemerken,  welche  Herr  Segre  in  den  ersten 
der  oben  angef&hrten  Aufsätze  entwickelt  hat;  sie  können  selbst 
als  die  Weiterftthrung  der  Ideen  angehen  werden,  welche  am 
Ende  dieser  Abhandlang  skiezirt  werden. 

Herr  Sannia  zählt  dann  die  verschiedenen  mit  einer  end- 
lichen Zahl  von  Ordnnngspunkten  versehenen  CoUineationen  auf, 
bestimmt  die  Vertauschbarkeitsbedingung  zweier  ränmlichen  Pro- 
jectivitäten ;  endlich  erklärt  and  benutet  er  die  charakteristische 
Gruppe  der  quaternären  Projectivitäten.  —  Dann  wendet  er  sich 
zu  den  involutorischen  Gorrelationen;  nach  der  Theorie  der  Po- 
larität benutzt  er  die  passende  Gelegenheit,  welche  die  Theorie 
des  Nullsystems  darbietet,  um  die  Grundlage  der  synthetischen 
Liniengeometrie  zu  entwerfen.  Einige  wichtige  Anwendungen 
(n.  145-149)  der  Rechnung  mit  Projectivitäten  schliessen  den 
inhaltvollen  Parag^aphe^. 

§  X.  „Kegelschnitte  und  Kegel  zweiten  Grades.  Sätze  von 
Pascal,  Brianchon  und  Desargues."  In  der  analytischen  Geome- 
trie definirt  man  zugleich  die  reellen  und  die  imaginären  Kegel- 
schnitte mittels  einer  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten,  z.  B. 
zwischen  den  cartesischen  Goordinaten  eines  Punktes.  Die  geo- 
metrische Definition  der  Kegelschnitte,  welche  denselben  Vorzug 
bietet,  die  reellen  und  die  imaginären  Kegelschnitte  zusammen 
durch  reelle  Elemente  zu  bestimmen,  ist  diejenige,  welche  Staudt 
vorgeschlagen  und  Sannia  vorgezogen  hat,  nach  welcher  ein 
Kegelschnitt  als  Ordnungscurve  eines  Polarystems  angesehen 
wird.  Von  dieser  Erklärung  ausgehend  und  die  schon  entwickelte 
Theorie  der  ebenen  Polarität  benutzend,  beweist  der  Verf.  die 
vornehmsten  Eigenschaften  der  genannten  Gurven.  Er  bedient 
sich  vorzüglich  der  'Rechnung  mit  Projectivitäten,  deren  Anwen- 
dungsfähigkeit er  so  mit  neuen  Beispielen  belegt,  und  entwickelt 
dadurch  alle  projectiven  und  metrischen  Sätze,  welche  einen  ein- 
zigen Kegelschnitt  oder  die  Kegelschnitts-Bfischel  oder  -Scharen 
betreffen.     Die  Lezioni  schliessen  mit  den  Sätzen,   welche  sich 
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auf  den  Qaadrikegel  beziehen  und  aus  dem  Früheren  vermöge  des 
Daalitätsprincips  oder  dureh  Gentral-Projection  folgen. 

Wenn  wir  hiermit  unseren  Bericht  beschliessen,  so  geschieht 
es  nicht  in  der  Ueberzeugung,  alles  gesagt  zu  haben,  was  ge- 
sagt werden  müsste.  Jeder  Leser  wird  in  der  Originalarbeit  noch 
viel  Unerwartetes  und  Gutes  finden.  Wir  wollen  aber  noch  der 
ausserordentlich  reichen  Aufgabensammlung  Erwähnung  thun; 
unter  den  (fast  300)  in  ihr  enthaltenen  Problemen  wird  der 
Lehrer  diejenigen  klug  auswählen,  welche  mit  der  Richtung 
seiner  Vorlesung  Obereinstimmen.  Einige  derselben  haben  einen 
yiel  höheren  wissenschaftlichen  Wert,  als  man  nach  dem  beschei- 
denen Platze,  welchen  sie  in  Sannia's  Werke  einnehmen,  glauben 
möchte.  La. 

S.  F.  Jaroschenko.  Projectivische  Geometrie.  Vor- 
lesungen. T.  L  (1889.)  Ans  OdesBa  Nachr.  XXVII,  XXX, 
L.  260  +  IX  Taf.  (RoasiBch.) 

Dieses  in  dem  Oeiste  von  Staudt  geschriebene  Handbuch 
ist  das  erste  systematische  Lehrbuch  der  neueren  Geometrie  in 
russischer  Sprache  (es  waren  früher  nur  Anfangsbegriffe  in  eini- 
gen Aufsätzen  von  Ooldenberg  dargelegt,  Math.  Blatt.  1881), 
und  daher  ist  es  wünschenswert,  dass  diesem  ersten  Teile,  der 
sich,  wie  Cremona's  vortreffliche  „Elementi  di  geometria*',  mit 
Gebilden  erster  Stufe  beschäftigt,  auch  ein  zweiter  folge. 

Um  einen  Ueberblick  des  Inhalts  zu  geben,  führen  wir  die 
Titel  der  einzelnen  Capitel  des  Buches  an: 

I.  Geometrische  Formen  und  ihre  Erzeugungsweisen.  II.  Pro- 
jectivische Beziehung  der  Grundformen  erster  Stufe.  III.  Me- 
trische Eigenschaften  der  projectivischen  Formen  erster  Stufe. 
IV.  Geometrische  Formen,  erzeugt  durch  zwei  projectivische 
Pnnktreihen  oder  Strahlenbüschel.  Si. 


R.  H.  Graham.     Geometry  of  position.     London.  Macmiiian 

aoü  Co.  XV  4- 192  8. 

Der  Hauptmangel  in  diesem  Lehrbuche  liegt  in  seinem  ersten 
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Capitelf  in  welchem  die  Theorie  der  projectivischen  Strahlen- 
bflschel  und  der  DoppeWerhältnisse  erörtert  wird.  Die  Dar- 
stellung erscheint  viel  zu  Ittckenhaft,  um  jedem  Lernenden  den 
ersten  Versuch,  sich  des  Gegenstandes  zu  bemeistern,  möglichst 
zu  erleichtern.  Das  Uebrige  im  Buche  ist  viel  besser  und  bietet 
trotz  gelegentlicher  Unbestimmtheit  eine  vortreffliche  Einleitung 
in  die  Anwendungen  der  projectiven  Geometrie  auf  das  Gebiet 
der  Statik.  Die  behandelten  Aufgaben  sind  an  manchen  Stellen 
solche,  wie  man  sie  in  ausführlicheren  Lehrbflchem  kaum  an- 
trifft. Gbs.  (Lp.) 

J.  DuRAN  Y  LoRiGA.     Tros  capitulos  de  Geometria  supe- 

rior.       Gorana. 

Dieses  Werkchen  umfasst  drei  Capitel,  in  denen  die  anbar- 
monischen  und  harmonischen  Verhältnisse,  die  Homographie  und 
die  Involution  leicht  und  elementar  «Is  Vorbereitung  fUr  die 
Schüler  gelehrt  werden.  Tx.  (Lp.) 


W.  J.  Macdonald.      Higher  Geometry.     Containing  an 
iutroduction  to  modern  geometry  and  elementary  geo- 

metrical    COnics.    Edioburgh.  JamesThio.  (1890.)  [NatareXLIII.S) 


6.  D.  E.  Weyer.     Einführung   in  die  neuere  construi- 
rende    Geometrie.      Zum    Gebrauch    für    Studirende. 

Leipzig.  Teubner.  VI  -h  68  S.  gr.  8^ 


Fribdr.  Schur.     Ueber  die  Einführung  der  sogenannten 
idealen  Elemente  in   die  projective  Geometrie.      Math. 

Ann.  XXXIX.  113-124. 

Herr  F.  Klein  hat  (in  Math.  Ann,  VI,  F.  d.  M.  V.  1873.  272  flf.) 
gezeigt,  dass  die  projective  Geometrie  unabhängig  vom  Paralle- 
lenaxiom begründet  werden  kann.  Eine  rein  geometrische  Ent- 
wickelung  für  diese  Thatsache  hat  zwar  bereits  Herr  Pasch  ge- 
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geben;  allein  bei  der  Wichtigkeit  des  Gegenstandes- ist  die  neue 
äusserst  einfache  Behandlung  desselben,  die  in  der  vorliegenden 
Arbeit  gegeben  wird,  von  dem  grössten  Interesse. 

Als  erreichbar  gelten  alle  Punkte  eines  begrenzten  Gebietes; 
zwei  erreichbare  Punkte  bestimmen  eine  erreichbare  Gerade,  drei 
eine  erreichbare  Ebene,  in  welcher  jede  Gerade  enthalten  ist,  die 
zwei  erreichbare  Punkte  derselben  enthält.  Wird  noch  voraus- 
gesetzt, dass  jede  erreichbare  Ebene  das  Gebiet  in  zwei  getrennte 
Teile  zerlegt,  so  ^folgt,  dass  alle  Ebenen,  die  einen  erreichbaren 
Punkt  enthalten,  sich  gegenseitig  in  erreichbaren  Geraden  schnei- 
den, und  zwei  Gerade  durch  einen  erreichbaren  Punkt  in  einer 
erreichbaren  Ebene  liegen.  Daher  lässt  sich  mit  Hülfe  des  voll- 
ständigen Vierkants  der  Begriff  der  harmonischen  Strahlengruppe 
und  anschliessend  der  der  harmonischen  Ebenengruppe  einf&hren. 

Bezieht  man  nun  zwei  Strahlenbüschel  mit  den  Gentren  S 
und  S'  so,  dass  in  jedem  erreichbaren  Punkte  einer  Ebene  17 
zusammengehörige  Strahlen  sich  treffen,  so  kann  durch  die  Be- 
stimmung, dass  za  vier  harmonischen  Strahlen  vier  harmonische 
Strahlen  gehören  sollen,  jedem  Strahle  des  einen  Bündels  ein 
Strahl  des  anderen  so  zugewiesen  werden,  dass  entsprechende 
Strahlen  in  einer  Ebene  liegen.  Damit  ist  gezeigt,  dass  eine 
Gerade  a  und  eine  Ebene  17,  oder  besser  zwei  Gerade  a  und 
b  in  einer  Ebene,  auch  wenn  sie  keinen  erreichbaren  Punkt  gemein 
haben,  einen  „StrahlenbündeP  bestimmen,  eine  zweifache  Man- 
nigfaltigkeit von  Geraden,  von  denen  durch  einen  Punkt  S  je 
eine  geht,  und  von  denen  je  zwei  in  einer  Ebene  liegen ;  im  er- 
sten Falle  gehören  a  und  17,  im  zweiten  a  und  b  dem  Bündel  an. 
Mit  dem  so  gewonnenen  „idealen  Punkte'^  ist  zugleich  die  ideale 
Gerade  gegeben,  als  einfach  unendliche  Mannigfaltigkeit  idealer 
Punkte,  die  einer  einfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  erreich- 
barer Ebenen  angehören  und  durch  zwei  ideale  Punkte  oder  zwei 
erreichbare  Ebenen  gegeben  sind. 

Da  somit  in  der  Ebene  ausnahmslos  zwei  Punkte  eine  Ge- 
rade, zwei  Gerade  einen  Punkt  bestimmen,  so  lässt  sich  nun- 
mehr der  Begriff  der  harmonischen  Punktgruppe  aufstellen  und 
zeigen,  dass  zu  einer  Strahlengruppe,  mag  das  Centrum  „ideal^ 
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oder  erreichbar  sein,  entweder  nur  harmoniBche  Panktgruppen 
perspectiviBch  sind  oder  Oberhaupt  keine*  Daraus  folgt,  dass,  so- 
bald man  Punkte  zweier  erreichbaren  Ebenen  entsprechend  nennt, 
die  mit  einem  idealen  Punkte  in  einer  Oeraden  liegen,  drei  Punk- 
ten in  einer  geraden  Linie  drei  Punkte  in  einer  geraden  Linie 
entsprechen. 

Der  Ort  der  idealen  Oeraden,  welche  ein  idealer  Punkt  mit 
den  Punkten  einer  idealen  Oeraden  bestimmt,  kann  daher  als 
eine  ideale  Ebene  bezeichnet  werden;  denn  er  hat  mit  jeder 
erreichbaren  Ebene  eine  Oerade  gemein.  Es  lässt  sich  zeigen, 
dass  sie  mit  jeder  idealen  oder  erreichbaren  Oeraden  einen  Punkt 
gemein  hat,  so  dass  also  nun  ausnahmslos  drei  Ebenen  einen 
Punkt  gemein  haben  und  die  räumlichen  Hauptgesetze  ereilt 
sind.  E.  K. 


C.  JüEL.     Note  til  en  Konstruktion  af  Newton.  Nyt  Tidss. 

for  Math.  IIB.  3-6. 

Newton  hat  die  folgende  Construction  zweier  projectiven  Fi- 
guren gegeben: 

In  einer  Ebene  seien  festgelegt:  zwei  Gerade  BX  und  BF, 
ein  Punkt  0  und  eine  bestimmte  Richtung  U,  Wenn  man  nun 
den  einem  willkQrlichen  Punkte  P  entsprechenden  Punkt  P^  finden 
soll,  so  wird  PM  parallel  mit  BT  gezogen,  so  dass  üf  ein  Punkt 
von  BX  ist,  danach  Old  gezogen,  welche  BY  in  M^  schneiden 
möge,  und  endlich  Jf,Pj  in  der  gegebenen  Richtung  (7,  so  dass 
die  Länge  Jf^P,  durch  die  Oleichung 

JfP    _    M,P^ 


OM  GM, 


bestimmt  wird. 

Herr  Juel  zeigt  jetzt,  dass,  wenn  statt  dieser  Oleichung 

MP  ,  Jlf,P 


OM  OM, 

gesetzt  wird,    wo  k   eine  willkürliche  Gonstante   ist,    Newton's 
Construction  die  allgemeinste  lineare  Transformation  giebt 

V. 
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Th.  Monin.      üeber    einige    Arten    von    projectivischen 
Goordinaten.       Beiträge    znr    Theorie    der   Kreislinie. 

Prag.  1889.  (Böhmisch.) 

Diese  kurz  gefassten,  aber  iDhaltsreichen  preisgekrönten  me- 
thodischen Studien  haben  nicht  so  sehr  den  Zweck,  zu  gewissen 
hübschen  Sätzen  zu  gelangen,  als  vielmehr  das  Wesen  der  Wege 
aufzudecken  und  zu  vergleichen,  wie  man  dieselben  erh&lt,  wobei 
die  Vorz&ge  der  beweglichen  HQlfsgebilde  der  modernen  Geo- 
metrie gegenüber  dem  starren  Gartesianischen  Goordinatengerüst 
klar  hervortreten.  Std. 


F.  Dbrüyts.     Memoire  sur  la  th^orie  de  l'involution  et 
de  rhomographie  unicursale.    Bruxelles.  F.  Hayee.  208  s.  »^ 

Der  Zweck  dieser  bei  Gelegenfareit  des  Wettbewerbes  der 
Universitäten  Belgiens  1890  preisgekrönten  Schrift  ist  der,  nach 
einer  einheitlichen  Methode  die  Theorie  der  Involution  und  der 
unicursalen  Homographie  aufzustellen.  Ausser  den  von  den  Geo- 
metern  früher  gewonnenen  Ergebnissen  hat  der  Verfasser  die 
Lösung  mancher  neuen  Fragen  dargelegt.  Verschiedene  Anwen- 
dungen sind  im  Hinblick  auf  das  Interesse  eingefügt,  welches 
die  Theorie  für  die  Geometrie  der  Räume  bietet. 

„Eine  Involution  C-i  von  der  Ordnung  n  und  dem  Range 
n— 1  ist  eine  (n  — l)-fach  unendliche  Mannigfaltigkeit  aus  Gruppen 
von  n  gleichartigen  Elementen  erster  Stufe,  bei  welcher  eine  be- 
liebige dieser  Gruppen  ohne  Zweideutigkeit  durch  fi— 1  beliebig 
herausgegriffene  ihrer  Elemente   bestimmt  ist.      Eine  Involution 

/T  von  der  Ordnung  n  und  dem  Range  k  ist  die  fc-fach  unend- 
liche Mannigfaltigkeit  der  für  n— fc  Involutionen  /"-i  gemein- 
schaftlichen Gruppen." 

Eine  /^-i  wird  analytisch  durch  das  Nullsetzen  einer  n-li- 
nearen  symmetrischen  Form  dargestellt: 

(1)  <^xlfix2"»  Oxn    =   0. 

Eine  Involution  /^  wird  durch  n — k  solcher  Gleichungen  dar- 
gestellt    Die  Grundlage  der  zur  Erforschung  der   Involutionen 

FortMhr.  d.  Math.  XXIH.  9.  41 


642    VIII.  AbBchnitt.    Reine,  elemeoUre  u.  eyiithetiaehe  Geometrie. 

benutzten  Methode  ist  die  folgende  geometrische  Deutung:    Die 

Gleichung  (1)  einer  i^.i  enthält  n  unabhängige  CSoefficienten; 
diese  können  als  die  Coordinaten  eines  Punktes  A  des  n-dimen- 
sionalen  Raumes  oder  als  die  tangentialen  Coordinaten  eines 
(n — l)-dimensionalen,   in  En  gelegenen  Baumes  E»~i  angesehen 

werden.     Der  Punkt  Ä  ist  der  „Hauptpunkt**  von  /r.i,  und  £..i 

ist  der  im  Räume  £«  dargestellte  „Ergänsungsraum*'  von  /T-i- 
Man  gelangt  nun  zu  den  folgenden,  in  Wechselbeziehung  stehen- 
den Sätzen: 

1)  Der  Ort  der  Hauptpunkte  der  zerlegbaren  l^-i  ist   die 
Normalcurve  C,  von  £«. 

2)  Die  Ergänzungsräume  der  iT-i    sind    die   osculirenden 
Räume  der  Normalcurve  C«  von  £«. 

Von   da  aus  wird  man  zu  dem  folgenden  Schlüsse  geführt: 
Die  (n — l)-dimensionalen  Räume,  welche  durch  den  Haupt- 
punkt einer  /"-t  gehen,   markiren  auf  C«  Gruppen  von  n  Punk- 
ten, deren  Parameter  die  Gleichung  (1)  befriedigen. 

Diese  Punktgruppen  sind  also  die  „Bilder**  der  Gruppen  der 

Involution.      Eine   Involution   IJ!  wird  also  durch  die  Verbindung 

der  n  —  k  Hauptpunkte  der  n — k  Involutionen  iT-i  dargestellt, 
deren  Resultante  sie  ist.     Diese  Verbindung  ist  ein  (n — A— 1)- 

dimensionaler  Raum  £«-a-i,  der  „Hauptraum**  von  iT.  Ebenso 
ist  auch  der  „Ergänzungsraum**  von  /&  ein  fc-dimensionaler 
Raum  £jb. 

Alle  (n— l)-dimensionalen  Räume,  die  durch  £«^.i  gehen, 
markiren  auf  der  Gurve  C„  Gruppen  von  n  Punkten,  welche  die 

Bilder  der  Gruppen  von  I?  sind.  Durch  die  analytische  Deutung 
dieses  Ergebnisses   wird    man    ohne  Schwierigkeit   zur   zweiten 

algebraischen  Darstellung  einer  /T  geführt,  gleichbedeutend  mit 
der  Gleichung 


eines  Büschels  k^^  Ordnung  von    binären  Formen  n^"^^  Ordnung. 
Der  Verf.  giebt  ein  allgemeineres  System  an,  welches  es  ermög- 
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liebt,  die  Gruppen  einer  7?  auf  der  Normalcurve  C^  eines  Rau- 
mes von  /u>fi  Dimensionen  darzustellen. 

Bedient  man  sich  des  Darsteliungsverfahrens  auf  den  Nor- 
malcurven,  so  findet  man  sehr  leicht  die  Eigenschaften  einer  be- 
liebigen Involution  wieder,  welche  Eigenschaften  bekanntlich 
grösstenteils  von  den  Herren  Le  Paige,  Weyr  und  Lerch  ent- 
deckt sind.  Diese  Methode  führt  ebenso  zu  neuen  Ergebnissen 
und  zur  Verallgemeinerung  bekannter  Ergebnisse,  wie  z.  B.  zur 
Verallgemeinerung  der  Sätze  des  Hrn.  Weyr  über  die  neutralen 
Elemente  beliebiger  Art. 

Andererseits  hat  die  Betrachtung  der  Involutionsräume  es 
dem  Verfasser  ermöglicht,  die  Bedingungen  daf&r  zu  finden,  dass 
eine  beliebige  Anzahl  von  Involutionen  Gruppen  in  endlicher 
Anzahl  oder  in  r-fach  unendlicher  Anzahl  gemein  habe.  Diese 
Bedingungen  lassen  sich  in  die  eine  zusammenfassen: 

„n  Involutionen  von  beliebigen  Bangen  und  Ordnungen  kön> 
oen  Gruppen  in  r-fach  unendlicher  Anzahl  nur  gemeinschaftlich 
haben,  wenn  die  um  die  Zahl  r  verminderte  Summe  der  Ränge 
ein  Vielfaches  von  n— 1  ist.  Der  Factor  der  Vielfältigkeit  ist 
die  Anzahl  der  Elemente,  welche  in  den  gemeinschaftlichen  Grup- 
pen vorkommen.** 

Eine  grosse  Anzahl  von  Eigenschaften  der  einer  beliebigen 
Zahl  von  Gruppen  gemeinsamen  Elemente  fliesst  unmittelbar 
aus  dem  folgenden  Lehrsatze: 

„q+l  Involutionen  Tjj  (t  =  1,  2,  3,  . . .,  ^-j-l),  deren  Rang- 
summe ein  ^-faches  von  q  ist,  haben  Gruppen  von  fi  Elementen 

9+1  •« ft.\ 

gemeinsam,  deren  Anzahl  /7(        ,*  )  ist*^. 

1     ^f^ — Ä|^ 

Die  Schrift  enthält  ausserdem  neue  Eigenschaften  der  con- 
jagirten  Involutionen,  der  Involutions-Oberflächen  und  auch  der 
geometrischen  GoQstructionen  der  kubischen  Involution  ersten  und 
zweiten  Ranges. 

Bei  den  Anwendungen  erinnert  der  Verf.  zunächst  an  die 
schönen  Untersuchungen,  in  denen  Hr.  Le  Paige  die  Eigenschaften 
der  Involution   zur  Construction   der  kubischen  Curven  benutzt 

41* 
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hat,  ebenso  an  die  schönen  von  Hrn.  Weyr  in  der  Geometrie  der 
rationalen  ebenen  oder  räamlichen  Carven  erhaltenen  Resultate. 
Diese  Anwendungen  werden  auf  die  Geometrie  der  rationalen 
Curven  beliebiger  Räume  ausgedehnt.  Als  analytische  Anwen- 
dung ermöglicht  der  Begriff  der  neutralen  Elemente  die  sofortige 
Auffindung  des  kanonischen  Ausdrucks  der  Involutionen  iT-i, 
wenn  n  ungerade  ist  Indem  man  femer  den  Begriff  der  neutralen 
Elemente  erweitert,  erhält  man  den  kanonischen  Ausdruck  der 
Involutionen  K^-tp^  wenn  n-fl  ein  Vielfaches  von  9  +  I  i^t. 
Demzufolge  kann  man  die  „kanonische*'  Form  gewisser  Systeme 
binärer  Formen  geben. 

Ein  grosser  Teil  der  Schrift  ist  der  Verallgemeinemng  der 
Involution,  nämlich  der  „Homographie^,  gewidmet. 

„n  Figuren  erster  Stufe  bilden  eine  Homographie  0^-1  f*^' 
Ordnung  und  (n—1)**"  Ranges,  wenn  n— 1  wiükQrlicb  ans  it— 1 
dieser  Figuren  herausgegriffene  Elemente  ohne  Zweideutigkeit 
ein  Element  der  Qbrig  bleibenden  Figur  bestimmen.  Die  ftir 
n — k  Homographien  ff^-i  gemeinsamen  Gruppen  bilden  eine  Ho- 
mographie flj  n*"  Ordnung  und  fc**"  Ranges." 

In  dem  Falle  ti  =  2,  Äc  =  1  kann  man  die  Homographte  als 
aus  zwei  Involutionen  auf  folgende  Weise  entspringend  ansehen: 
I\  und  J\  seien  zwei  Involutionen;  einem  Elemente  X  entspricht 
in  I]  ein  Element  F,  und  diesem  Elemente  Y  entspricht  in  J^ 
ein  Element  Z.  Zwischen  den  Elementen  X  und  Z  besteht  eine 
Beziehung  H\. 

Bedient  man  sich  dieser  Eigenschaft,  so  kann  man  die  Ho- 
mographie B]  auf  einem  beliebigen  Kegelschnitte  construiren. 
Der  Begriff  der  Resultante  zweier  Involutionen  I]  lässt  sich,  wie 
folgt,  verallgemeinern:  „^*Vi"?i  (4  =  1,  2,  ä,  .. .,  k)  seien  k  Invo- 
lutionen und  Ikli  noch  eine;  jeder  der  Gruppen  von  n—l  Ele- 
menten aus  I^I\  entspricht  in  jeder  der  Involutionen  ^'^/r-i  ein 
Element  X,;  die  k  Elemente  X,  bilden  eine  ßi^i^ 

Der  Verf.  hat  nicht  beweisen  können,  dass  diese  Homogra- 
phie die  allgemeinste  ist.  In  dem  Falle  Ar  =  3  hat  er  es  geo- 
metrisch bewiesen. 
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Die  beiden  letzten  Capitel  der  Schrift  enthalten  die  Er- 
forschung der  Eigenschaften  beliebiger  Homograpbien:  Viel- 
fache Elemente,  vielfache  zugeordnete  Elemente,  neutrale  Ele- 
mente und  Gruppen,  die  einer  beliebigen  Anzahl  beliebiger 
Homograpbien  gemeinschaftlich  sind. 

Durch  die  Verknüpfung  der  Homographie  H^  und  der  Invo- 
lution I]  erscheint  der  Pascarsche  Satz  vom  Hexagrammum  als 
das  geometrische  Gewand  des  folgenden  Theorems  auf  einem 
Kegelschnitte:  „Die  Resultante  dreier  Involutionen  I]  ist  eine 
Involution,  wenn  diese  drei  Involutionen  einem  Büschel  ange- 
hören." 

Nach  dieser  Anschauung  führt  die  Abbildung  der  Involu- 
tionen /'  auf  der  Normalcurve  eines  fi-dimensionalen  Raumes  zu 
der  Ausdehnung  des  Pascal'schen  Satzes  für  eine  beliebige  Nor- 
malcurve. In  dem  Falle  n  =  3  findet  man  das  Chasles'sche 
Theorem  über  das  einer  kubischen  Raumcurve  eingeschriebene 
Siebeneck  wieder.  Die  bei  dieser  Gelegenheit  angegebenen  Re- 
sultate ermöglichen  die  lineare  Punkt-Construction  der  allgemein- 
sten Curve  Cw,  von  der  man  «-|-3  Punkte  giebt. 

Als  Anwendung  der  Homographie  U^  und  ihrer  Erweiterung, 
des  Chasles'schen  Correspondenz-Princips,  sind  verschiedene  Ver- 
fahrungsarten  zur  Construction  gewisser  ebener  Rationalcurven 
angegeben.  Uebrigens  führt  die  Verallgemeinerung  des  von 
Chasles  zur  Construction  der  ebenen  kubischen  Gurven  ange- 
wandten Verfahrens  den  Verf.  zur  Erzeugung  gewisser  Ober- 
flächen. Für  die  kubischen  Oberflächen  hat  man  den  folgenden 
Satz:  ^Die  Ebenen  eines  Bündels  markiren  auf  vier  festen  Ge- 
raden die  Ecken  von  Vierecken,  deren  Diagonalpunkte  drei 
allgemeinen  kubischen  Oberflächen  angehören.''  Die  Theorie  der 
beliebigen  Homographie  führt  zur  Verallgemeinerung  des  von 
Hrn.  Le  Paige  ersonnenen  Verfahrens  zur  Construction  der  ebenen 
kabischen  Curven  mit  Hülfe  von  Strahlenbüscheln.  Durch  ähn- 
liche Betrachtungen  kommen  die  meisten  bekannten  Verfahrungs- 
arten  zur  Erzeugung  der  kubischen  Oberflächen  auf  die  Erfor- 
schung der  homographischen  Büschel  zurück.         Mn.  (Lp.) 
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Emil  Weyr.      üeber  Involutionen   höheren   Grade«  aul 
nicht-rationalen  Trägern.    Wien.  Ber.  c.  589-eo6. 

Zwei  auf  einer  Raumcurve  vom  Geschlechte  I  befindlic&t 
Involutionen  erster  Stufe  m'*°  und  n**"  Grades  be^itzeL 
(m— l)(n— 1) — 1  gemeinsame  Elementenpaare.  Ebenso  ^ov 
ist  auch  der  Grad  der  Regelfläche,  welche  aus  einer  Involatioi 
m**"  Grades  erster  Stufe  auf  einer  Raumcurve  «**'  Ordnung  vor.- 
Geschlechte  1  dadurch  entsteht,  dass  man  je  zwei  einer  und  der 
selben  Gruppe  angehörige  Punkte  durch  eine  gerade  Linie  ve' 
bindet.  Diese  Resultate  verallgemeinert  der  Verfasser  auf  ei: 
beliebiges  Geschlecht  p.  Dann  lauten  die  beiden  angegebecei 
Zahlen  tibereinstimmend  (m— l)(ii— 1)  — p.  Fflr  die  Zahl  dc- 
Doppelelemente  einer  Involution  m**"  Grades  ergiebt  sit^j 
2(m-fp~l).  Diese  Sätze  lassen  sich  leicht  auch  auf  ebene  Car- 
ven  übertragen.  Insbesondere  werden  dann  noch  die  kubiscbe- 
und  die  biquadratischen  Involutionen  erster  Stufe  auf  Trä^efr 
vom  Geschlechte  1  eingehend  studirt.  Seht 


Em.  Weyr.      üeber  die  Anzahl   der  n- fachen   Elemente 
einer  J;_i    auf  einem   Träger   vom   Geschlechte  Eins. 

Monatsh.  f.  Math.  II.  458. 

Eine  J^-i  auf  einem  Träger   vom  Geschlechte  Eins  besitz: 
n'  n- fache  Elemente.  Js. 


E.  Wablsch.     Zur  Construction  der  Polargruppen. 

Wien.  Ber.  C.  315-326. 

Der  Verfasser  giebt  in  diesem  Aufsatze  eine  geometriscbe 
Construction  der  Polargruppen  von  «  +  1  und  n-|-2  Ponkten 
einer  rationalen  Gurve  n^  Ordnung  in  einem  Räume  von  n  Di- 
mensionen. Ausf&hrlich  wird  der  Fall  n  ==  2  behandelt  Fol- 
gende Sätze  werden  tiufgestellt:  Die  Punkte  der  r*"  Polar- 
gruppen von  n-f  1  Punkten  einer  Curve  «*"  Ordnung  in  dem 
Räume  von  n  Dimensionen  für  einen  beliebigen  Punkt  der  Carve 
als  Pol  liegen  auf  der  (n-f  1— r)*«»  Polare  dieses  Punktes  bezog 
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lieh  der  Fläche  (n+l)*^"  Ordnung,  welche  von  den  Seitenflächen 
des  Polyeders  der  ii-|-l  Punkte  gebildet  wird.  Hat  man  in 
einem  Baume  von  n  Dimensionen  fi-f-2  Punkte  (a),  so  lässt  sich 
zu  diesen  Punkten  ein  associirtes  (n+2)- Flach  (^A)  construiren. 
Sind  ^==0  die  Gleichungen  der  Ebenen  (i<),  und  ist  2xi  =  0, 
so  ist  2xJ  =  0  die  Gleichung  der  „Hauptfläohe*',  in  Bezug  auf 
welche  (a)  und  (Ä)  polar  sind.  Wird  nun  eine  beliebige  Raum- 
curve  ft^'  Ordnung  C   durch    die   n-\-2  Punkte  (a)   gelegt,   so 

schneidet  die  Ebene  Ai  aus  der  Curve  die  Polargruppe  (a)f'  des 
Punktes  Oi  bezüglich  der  n+l  anderen  Punkte  aus.  Die  Ebenen 
des  (n+l)-Polareckes  (o)J  umhüllen  eine  Curve  6",  welche  zu 
Cn  bezüglich  der  Hauptfläche  polar  ist.  Die  (n-f  1)-Ecke  (a)^ 
sind  Polarecke  der  Hauptfläche.  Die  Hauptfläche  schneidet  C» 
in  den  Punkten  der  Hesse'schen  Govariante  der  Gruppe  (a). 

Diese  Sätze  werden  mitgeteilt,  nachdem  sie  für  n  =  2  und 
n  r=  3  bewiesen  worden  sind.  Letztere  sind  zum  Teile  schon 
bekannt.  W.  St. 


W.  G.  Alexbjbw.  Geometrische  Untersuchung  über  die 
ein-vierdeutige  Verwandtschaft  vierter  Ordnung  zwi- 
schen zwei  Ebenen.  Moak.  Math.  Samml.  XIV.  223-278.  (1889. 
Baasisch.) 

Da  der  Verfasser  die  Methoden  des  Herrn  Schubert  aus 
dem  Caloul  der  abzählenden  Geometrie  zum  Aufstellen  eines 
allgemeinen  Satzes  aus  der  Theorie  der  Cremona'schen  Trans- 
formationen anwendet,  so  giebt  er  in  der  Einleitung  einen  Ab- 
risB  der  Entwickelung  der  abzählenden  Geometrie.  Der  er- 
wähnte Satz  lautet: 

„Liegen  auf  einer  Ebene  zwei  Punktsysteme  S^  und  2, 
yereinigt,  die  so  auf  einander  bezogen  sind,  dass  einem  Punkte 
des  einen  ein  Punkt  des  anderen  Systems  entspricht  und  einer 
geradlinigen  Punktreihe  des  einen  eine  Punktreihe  auf  der  Gurve 
n^  Ordnung  des  andern,  so  giebt  es  auf  dieser  Ebene  im  allge- 
meinen n-\-2  sich  selbst  entsprechende  Punkte.^ 

Hauptaufgabe  ist  aber,  die  oben  erwähnte  Verwandtschaft 
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l^metriBch  aufzustellen  und  ihre  Eigenschaften  zu  untersuchen. 
Die  Arbeit  besteht  aus  drei  Capiteln.  Im  ersten  werden  die  Col- 
lineation,  eine  neue  Methode,  die  zwei -zweideutige  Verwandt- 
schaft aufzustellen,  und  eine  „der  quadratischen  analoge  Ver- 
wandtschaft" besprochen.  Werden  zwei  Ebenen  F«  und  fy  ein- 
ander collinear  zugeordnet,  so  nennt  der  Verfasser  jede  Gerade 
durch  den  Punkt  y  collinear  -  conjugirt  dem  Punkte  x  (x  und  y 
sind  zwei  in  der  Gollineation  sich  entsprechende  Punkte).  Neh- 
men wir  auf  Pg  einen  Kegelschnitt  C^,  und  auf  Py  Tangenten 
des  Kegelschnitts  C^,  der  nicht  Cx  collinear  entsprechend  ist,  so 
ist  zwischen  den  Punkten  von  C«  und  den  Tangenten  tod  C, 
eine  zwei-zweideutige  Verwandtschaft  aufgestellt,  wenn  wir  als 
entsprechende  Elemente  zweier  Formen  die  collinear-conjagirten 
annehmen.  Sind  auf  P^  sieben  Punkte  und  auf  P,  sieben  ihnen 
collinear-conjugirte  Geraden  angenommen,  so  wird  eine  geometri- 
sche Verwandtschaft  aufgestellt,  wenn  wir  als  entsprechende 
Elemente  den  Punkt  von  P«  und  die  Gerade  auf  P^  annehmen, 
die  collinear-conjugirt  sind  in  Bezug  auf  alle  Verwandtschaften, 
welche  erhalten  werden,  indem  man  sieben  gegebene  Paare  durch 
ein  achtes  Paar  conjugirter  Elemente  von  P«  und  P^  ergänzt. 
Die  so  erhaltene  Verwandtschaft  ist  die  „der  quadratischen  ana- 
loge**.  Bei  ihr  entspricht  jeder  geraden  Punktreihe  auf  P^  ein 
Strahlenbttschel  zweiter  Ordnung  auf  Py  und  einem  Strahlen- 
bttschel  auf  P^  ein  Kegelschnitt  auf  P^.  Das  zweite  Gapitel  be- 
spricht das  Gonjugiren  der  Punkte  in  Bezug  auf  die  der  qua- 
dratischen analoge  Verwandtschaft;  es  wird  gezeigt,  dass  analog 
dem  Vorigen  hiermit  zwischen  den  Punkten  des  Kegelschnitts 
Cg  und  des  Kegelschnitts  Cp  eine  zwei-vierdeutige  Verwandtschaft 
aufgestellt  wird.  Um  die  der  quadratischen  analoge  Verwandt- 
schaft völlig  zu  bestimmen,  ist  es  hinreichend,  14  Paare  con- 
jugirter Elemente  zu  nehmen.  Nimmt  man  aber  nur  13  soleher 
Paare  an  und  betrachtet  als  entsprechend  solche  Punkte,  die  con- 
jugirt in  Bezug  auf  alle  der  quadratischen  analoge  Verwandt- 
schaften sind,  welche  wir  bekommen,  wenn  wir  zu  den  13  an- 
genommenen Punktepaaren  ein  beliebiges  14^^  adjungiren,  so 
wird  somit  zwischen  P«  und  Py  eine  Verwandtschaft  aufgestellt, 
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in  Bezug  auf  welche  jedem  Punkte  x  von  P,  ein  einziger  Punkt 
y  von  Fy  entspricht,  jedem  Punkte  y  von  Py  aber  vier  Punkte 
X,,  x^^  x^^  x^  auf  Px  entsprechen.  Diese  Verwandtschaft  wird 
somit  eine  „ein-vierdeutige*'  genannt.  Ihre  Eigenschaften  werden 
dann  untersucht,  was  den  lohalt  des  dritten  Gapitels  bildet.  Das 
wichtigste  Resultat  ist  das  folgende:  In  Bezug  auf  diese  Ver- 
wandtschaft entspricht  einer  Curye  von  dem  Geschlechte  p  und 
der  Ordnung  n  der  Py  eine  Curve  auf  P^  von  der  Ordnung  4« 
und  vom  Geschlechte 

P  =  4p +  6«— 3.  Si. 


K.  DoEHLBMANN.  Ucber  Cremona- Transformationen  in 
der  Ebene,  welche  eine  Curve  enthalten,  die  sich 
Punkt  für  Punkt  selbst  entspricht.     Math.  aod.    xxxix. 

567-597. 

Eine  Curve,  die  bei  einer  Cremona- Transformation  Punkt 
für  Punkt  in  sich  selbst  übergeht,  wird  als  feste  Curve  der 
Transformation  bezeichnet.  Auf  der  festen  Curve  gelegene  Fun- 
damenfalpunkte  der  Transformation  sind  einfache  Punkte  der 
entsprechenden  Fundamentalcurven;  weitere  Fundamentalpuukte 
enthalten  letztere  nicht.  Die  feste  Curve  geht  durch  einen  Fun- 
damentalpunkt  höchstens  so  oft,  wie  seine  Ordnungszahl  anzeigt. 
Die  projeotiven  Büschel  isologer  Curven,  die  den  Punkten  einer 
beliebigen  Geraden  entsprechen,  erzeugen  bei  einer  Cremona- 
Transformation  ii^°  Grades  mit  einer  festen  Curve  ^^^  Ordnung 
M  eine  Curve  (2fi  —  3|U +!)*•' Ordnung  iV.  Die  Verbindungs- 
linien der  Punkte  von  N  mit  ihren  entsprechenden  Punkten  um- 
hüllen eine  Curve  (ii'-|-n--2+/u'— 2ii|U— ju)*«'  Klasse  L. 

Die  beiden  Tangenten  zweier  entsprechenden  Curven  in 
einem  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  P  werden  entsprechende 
Richtungen  genannt;  sie  gehen,  sobald  sie  zusammenfallen,  in 
eine  selbst  entsprechende  Richtung  über.  Punkte  P,  durch  die 
nun  höchstens  zwei  selbst  entsprechende  Richtungen  gehen,  heissen 
Coincidenzpunkte  erster  Art;  Coincidenzpunkte  P  hingegen,  durch 
die  mehr  als  zwei  und  folglich  nur  selbst  entsprechende  Gerade 
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hindurchgehen,  Goincidenzpunkte  zweiter  Art.  Im  allgemeinen 
sind  die  Punkte  der  festen  Curve  Goincidenzpunkte  erster  Art; 
ausser  ihnen  sind,  abgesehen  von  speciellen  Fftllen,  noch  weitere 
w  +  2  +  /u'— 3/u  — ^^,'  Goincidenzpunkte  erster  Art  vorhanden, 

wo  Qi  die  Ordnung  des  Fundamentalpunktes  /?,  bedeutet.  Von 
den  beiden  durch  die  Punkte  von  M  gehenden  selbst  entsprechen- 
den Richtungen  sind  die  einen  mit  den  Tangenten  der  Gurve 
identisch,  die  anderen  umbfillen  eine  fbr  die  1'ransformation  cha- 
rakteristische Gurve  ff  von  der  Klasse  J?^?  —  f*0<  — 2).     Ist  t] 

i 

der  Ueberschuss  der  Summe  der  vier  höchsten  Ordnungszahlen, 
die  den  Fundamentalpunkten  einer  Ebene  der  Transformation 
zukommen,  über  die  Zahl  n-|-2,  so  kann  die  feste  Gurve  höch- 
stens von  der  (n— ^)*^"  Ordnung  sein.  Soll  hingegen  eine  Gre- 
mona-Transformation  «*•"  Grades  eine  feste  Gurve  fi**'  Ordnung 
enthalten,  so  ist  n  höchstens  gleich  3Ät-f~li  wo  ik  =  n—fi  die 
Zahl  entsprechender  Punktepaare  der  Gremona  -  Transformation 
angiebt,  die  auf  einer  beliebigen  Geraden  liegen,  k  benutzt  der 
Verfasser  zur  Klassificirung  aller  Gremona  -  Transformationen, 
nachdem  Gaporali  fllr  die  involutorischen  dieses  Einteilungsprin- 
cip  zu  Grunde  gelegt  hat.  An  die  Untersuchung  der  Gremona- 
Transformation  schliesst  sich  nach  gleichem  Gesichtspunkte  die 
der  Jonquiöres •  Transformation  an;  endlich  werden  im  letzten 
Abschnitte  die  möglichen  Gremona-  und  Jonqui^res-Transforma- 
tionen  ersten  und  zweiten  Grades  und  deren  geometrische  Er- 
zeugung besprochen.  Js. 

K.  DoBHLBMANN.  Uober  die  involotorischeu  Gebilde, 
welche  eine  ebene  Gremona- Transformation,  speciell 
die  quadratische,  enthalten  kann.     Schlömüch  z.  xxxvi. 

356-378. 

Hat  man  eine  Ebene,  die  durch  eine  Gremona -Transforma- 
tion n^^  Ordnung  auf  sich  selbst  bezogen  ist,  und  bezeichnet  man 
sie  insofern  als  E«  und  als  Ey,  so  kann  man  irgend  einen  Punkt 
dieser  Ebene  als  in  £«  oder  in  £y  befindlich  auffassen  und  dem- 
nach mit  Qx  oder  ff^  bezeichnen.     Je   nachdem    entspricht   ihm 
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dann  ein  Punkt  Qy^  bezw.  A^,.  Diese  neuen  Punktepaare  liefern 
eine  neue  Beziehung  der  Ebene  auf  sich  selbst,  die  der  Ver- 
fasser „abgeleitete  Transformation"  nennt.  Ist  n  der  Grad  der 
gegebenen  Transformation,  so  ist  der  Grad  der  abgeleiteten  n^. 
Beispielsweise  ist  die  Cremona- Transformation  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten  und  drei  einfachen  Punkten  eine  aus 
der  quadratischen  abgeleitete  Transformation.  Enthält  die  gege- 
bene Transformation  ein  Punktepaar,  das  sich  involutorisch  ent- 
spricht, so  stellt  dies  für  die  abgeleitete  Transformation  zwei 
Coincidenzpunkte  dar.  Da  die  abgeleitete  Transformation  im 
allgemeinen  n'4-3,  die  gegebene  n-{-2  Coincidenzpunkte  hat,  so 
ist  die  halbe  Differenz  \n(n—\)  die  Zahl  der  involutorischen 
Punktepaare,  die  eine  allgemeine  Transformation  n^®°  Grades 
enthält.  An  diese  Betrachtungen  kntlpft  der  Verfasser  die  Frage, 
ob  eine  Transformation  nicht  nur  einzelne  involutorische  Punkte- 
paare, sondern  auch  eine  ganze  Curve  enthalten  kann,  die  invo- 
lutorisch auf  sich  selbst  bezogen  ist,  oder  auch  zwei  einander 
involutorisch  entsprechende  Gurven,  während  die  Transformation 
trotzdem  im  ganzen  noch  nicht  involutorisch  ist.  Diese  Frage 
ist  zu  bejahen,  und  der  Verfasser  zeigt,  dass  eine  Transformation 
w^"  Grades  höchstens  eine  Curve  (2«— l)*«'  Ordnung  als  invo- 
lutoriscbes  Gebilde  enthalten  kann.  Der  Verfasser  bespricht 
dann  die  involutorischen  Gebilde  einer  quadratischen  Transfor- 
mation, weil  eine  solche,  wie  er  nachweist,  die  einzige  ist,  die 
bei  allgemeiner  Lage  der  beiden  Ebenen  eine  involutorische 
Curve  von  möglichst  hoher  Ordnung  enthalten  kann.  Dadurch 
gelangt  er  zu  einem  von  einer  quadratischen  Transformation 
erzeugten,  sich  involutorisch  selbst  entsprechenden  Curven-System 
dritter  Ordnung  und  darauf  zu  zwei  involutorisch  auf  einander 
bezogenen  Gebilden,  deren  Gradsumme  3  nicht  übersteigt.  Hier- 
nach werden  specielle  quadratische  Transformationen  discutirt, 
and  ein  Satz  über  die  nicht  centrale  Involution  auf  der  rationalen 
Carve  dritter  Ordnung  ausgesprochen.  Der  Schluss  ist  endlich 
der  Besprechung  einiger  Transformationen  allgemeiner  Natur 
mit  involutorischen  Curven  gewidmet.  Seht. 
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Ch.  P.  Steinmetz.     Multivalent  and  Univalent  involutory 
correspondences   in  a  plan   determined   by   a    net  of 

CUrves   of  n^^   Order.      American  J.  XIV.  89-66. 

Nachdem  der  Verfasser  in  einer  Eiuleitang  die  involutori- 
schen  Punktgruppen  auf  der  geraden  Linie  betrachtet  hat,  geht 
er  in  Capitel  I  über  zur  Bestimmung  der  Punktgruppen  in  einer 
Ebene  durch  ein  Netz  von  Curven  n^^  Ordnung: 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  ist  ein  BQschel  von  Curven  be- 
stimmt, welche  n'  Punkte  mit  einander  gemein  haben.  Diese 
n'  Punkte  bilden  eine  Gruppe  der  zu  betrachtenden  Involution. 
Einem  Punkte  entsprechen  die  (w'— 1)  Punkte,  welche  mit  ihm 
eine  Gruppe  bilden.  Einer  Geraden  entspricht  eine  Curve  C^"'-^) 
von  der  Ordnung  (n'— 1).  Auf  jeder  Geraden  liegen  ^(n — l)(fi — 2) 
Paare  correspondirender  Punkte.  Der  Ort  der  Centralpunkte, 
welche  sich  selbst  entsprechen,  ist  im  allgemeinen  eine  Curve 
3(fi — 1)**'  Ordnung.  Im  Capitel  II  werden  Netze  mit  festen 
Grundpunkten  betrachtet.  Hier  können  singulare  Curven  auf- 
treten, welche  Bestandteile  von  Curven  eines  Btlschels  sind. 
Einem  Punkte  einer  solchen  Curve  entsprechen  alle  Punkte  der- 
selben. Die  Modifieationen,  welche  hierdurch  die  allgemeinen 
Sätze  erleiden ,  werden  angegeben.  Capitel  III  beschäftigt  sich 
mit  eindeutigen  Correspondenzen  oder  Punktgruppen,  welche  aus 
zwei  Punkten  bestehen.  Es  werden  zwei  Fälle  unterschieden, 
je  nachdem  alle  Grundpunkte  einfache  oder  mehrfache  Punkte 
der  Curven  des  Netzes  sind.  In  dem  ersten  Falle  rausa  n  ent- 
weder gleich  2  oder  3  sein.  Der  erste  Teil  des  vierten  Capitel« 
behandelt  specielle  Fälle  der  vierdeutigen  Correspondenzen  und 
zwar  von  n  =  2  bis  «  =  6.  Hierbei  kommt  die  Inversion  durch 
reciproke  Radien  und  die  Steiner'sche  quadratische  Correspondeuz 
zur  Sprache.  Der  zweite  Teil  beschäftigt  sich  mit  zwei  Fällen 
mehrdeutiger  Correspondenzen.  W.  St. 


8.  Kantor.     Premiers  fondements  pour  nne  tb^orie  des 
transformations  pöriodiques  univoques.     Memoire  cou- 
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ronn^  pai*  l'Acadömie  des   sciences  physiques  et  ma- 
th^matiqnes   de  Naples   dans  le  concours  pour  1883. 

Naples.  1891.  I V  -i-  4  -h  335  8.  gr.  4»  o.  4  Taf. 

Referat  erfolgt  im  nächsten  Jahrgange. 


G.  Castelnüovo.  Ricerche  generali  sopra  i  sistemi 
lineari  di  curve  piane.     Torino  Acc.  Mem.  (2)  XLii.  43  s. 

E.  D'OviDio  e  C.  Begre  relatore.  Relazione  intorno 
alla  memoria  di  Guido  Castelnüovo  che  ha  per  titolo : 
Ricerche    generali    sopra    i    sistemi    lineari  di   curve 

piane.     Torino  Atti  XXVI.  595-602. 

Die  Leser  des  Jahrbuchs  wissen  sehr  wohl,  dass  die  Theorie 
der  linearen  Systeme  ebener  algebraischer  Curven,  welche  aus 
der  Theorie  der  Cremona'scben  Verwandtschaften  entsprossen  ist, 
sich  in  vielen  Untersuchungsgebieten  von  ausserordentlicher 
Wichtigkeit  gezeigt  hat,  und  dass  in  Folge  dessen  eine  grosse 
Zahl  von  wertvollen  Arbeiten  derselben  gewidmet  worden  ist. 
In  der  lehrreichen  Vorrede  der  eum  Bericht  siehenden  Abhand- 
lung des  Herrn  Castelnüovo  findet  man  die  beztIgUche  Litterator 
zusammengestellt.  Hier  genügt  es,  die  Stellen  der  letzten  Bände 
dieses  Jahrbuchs  anzuführen,  wo  über  die  vornehmsten  unter 
denselben  berichtet  wurde:  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  671;  XIX. 
1887.  603,  610,  611,  704,  840;  XX.  1888.  601,  604,  607,  608; 
XXI.  1889.  618,  620;  XXII.  1890.  627. 

Die  in  Rede  stehenden  Untersuchungen  haben  zum  Aus- 
gangspunkte einen  Gedanken,  welcher,  wie  natürlich  erscheinen 
kann,  noch  nicht  in  gehörigier  Breite  entwickelt  worden  war; 
wir  denken  dabei  an  die  Idee,  die  LehrsätSie  der  Oeometrie  auf 
einer  algebraischen  Curve  (vgl.  ßrill  und  Nöther,  „Die  algebrai- 
schen Functionen  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie'',  Math. 
Ann.  VII)  für  die  Theorie  der  linearen  Systeme  zu  benutzen.  Dem 
Verf.  ist  ferner  eigentümlich  die  Unterscheidung  zwischen  „vir- 
tuellen" und  „wirklichen^  Charakteristiken,  wie  dies  aus  dem 
Folgenden  erhellen  wird. 
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Der  Verf.  setzt  voraus,  dass  in  einer  Ebene  a  eine  Groppe 
A  von  h  Punkten  a^^a^y , .  .^a^  beliebig  gegeben  sei,  in  welchen 
eine  Gurve  n^^  Ordnung  resp.  die  Vielfftchheiten  *",,»),•.•,*'* 
haben  soll;  in  Folge  dessen  hat  man  ^2v{V'\-V)  lineare  (nicht 
immer  unabhängige)  Gleichungen  unter  den  in(it4-3)  ParameterDf 
von  denen  die  Curve  abhängt:  jeder  Auflösung  dieses  Systems 
entspricht  eine  Curve  des  linearen  Systems  [C],  welches  darcb 
die  Punkte  a  und  die  Zahlen  v  bestimmt  wird.  Durch  C(ii^v)a 
oder  kürzer  C  wird  eine  ganz  beliebige  Curve  des  Systems  be- 
zeichnet. Da  den  Bestimmungsstücken  keine  Beschränkung  auf- 
erlegt ist,  so  kann  der  Fall  eintreten,  dass  durch  den  Punkt  a 

wirklich    eine   Zahl    v   von   Zweigen   geht,    grösser  als   y.     In 

solchem  Falle  ist  v  die  „virtuelle",  v  die  ^wirkliche"  Vielfachheit 
der  Curve  C  in  a.    Bildet  man  aus  den  Punkten  a  oder  aus  einigen 

derselben  und  aus  anderen  Punkten  von  a  eine  neue  Gruppe  J, 

so  werden  wir  künftig  sagen,  dass  C  „in  Bezug  auf  A   bestimmr 

ist,  wenn  die  Vielfachheiten  von  C  in  den  Punkten  von  A  be- 
kannt sind. 

Geht  durch  k  beliebige  Punkte  von  a  eine  einzige  Cur?e 
von  [C],  so  ist  h  die  „wirkliche'^  Dimension  des  Systems;  die 
^virtuelle"  Dimension  desselben  ist  durch  die  Gleichung 

(1)        *  =  i{n(n  +  3)--SK^  +  l)} 

gegeben.  Enthält  das  System  eine  einzige  Curve,  so  ist  Ir  =  0; 
enthält  es  keine,  so  ist  es  vorteilhaft,  k  =  — 1  zu  nehmen.  Mit- 
hin kann  man  sagen,  dass  die  wirkliche  Dimension  des  Systems 
nicht  unter  —1  herabsinken  kann,  während  die  virtuelle  jeden 
beliebigen  positiven  wie  negativen  Wert  annehmen  kann.     Man 

hat  immer  k^k^  und  der  Unterschied 

(2)        s  =  k-k 

wird  der  Ueberschuss  (sovrabbondanza)  des  Systems  genannt;  ist 
«  =  0,  so  ist  das  System  „regulär". 

A*  sei  die  Gruppe  der  Punkte  a,  in  denen  die  Cwve  Ceine  Viel- 
fachheit v>\  hat ;  jede  Curve,  welche  (y — l)-mal  durch  einen  Punkt 


Capitel5.     Neuere  Bynthetische  Geometrie.  g55 

a  Ton  A'  gebt,  wird  zum  System  [C]  oder  zur  Curve  C  in  Bezug 
aaf  die  Gruppe  A  ^adjungirt"  genannt;  alle  adjungirten  Gurven 
einer  gegebenen  Ordnung  m  bilden  ein  neues  System  von  Gurven 
C'(m,y—1)^,  welches  dem  System  [C]  auch  „adjungirt"  genannt 
wird.  Das  wichtigste  adjungirte  System  bekommt  man,  wenn 
01  =  n—S  ist;  dieses  wird  in  Zukunft  allein  betrachtet.  Dasselbe 
war  schon  von  Hrn.  S.  Kantor  behandelt  und  benutzt  (m.  s.  C. 
R.  9.  Februar  1885;  vgl.  F.  d.  M.  XVII.  605),  aber  die  metho- 
dische  Anwendung  desselben  wird  in  der  Abhandlung,  über  die 
wir  berichten,  zum  ersten  Male  gemacht     Die  wirkliche  und  die 

virtuelle  Dimension  des  adjungirten  Systems  seien  k'  und  k'] 
setzt  man 

(3)        p  =  Ä'+l,        P  =  Ä'+1, 

so  nennt  man  p  und  p  das  „wirkliche"  und  das  „virtuelle'^  Ge- 
schlecht des  Systems  [C].    Folgende  Beziehungen  finden  dann  statt: 

(4)      p  =  ii(ii-ix«-2)-:?K''-i)},   p^p.   p^o. 

Endlich  wird  durch  den  Namen  „Grad''  des  Systems  die  (po- 
sitive oder  negative)  Zahl 

(5)  D  =  n»-:^y' 

bezeichnet.  Die  f&nf  Zahlen  &,  p,  Z>,  Ä,  p  sind  die  Gharakteri- 
stiken  des  Systems  [C]  oder  der  Curve  C  in  Bezug  auf  die  Gruppe 
A.    Sie  sind  durch  die  Gleichung 

(6)  D  =  k+p—1 

verbunden;  ihre  Invarianz  wird  durch  den  ersten  Teil  des  fol- 
genden wichtigen  Satzes  ausgedrückt:  „Wenn  in  einer  Gremona'- 

schen  Transformation  die  beliebige  Gurve  C  und  die  Gruppe  A 

der  Ebene  a  die  Gurve  C*  und  die  Gruppe  A*  der  Ebene  a* 
als  entsprechend  haben,  so  sind  die  Gharakteristiken  von  C  in 

Bezug  auf  A  dieselben  wie  diejenigen  von  C*  in  Bezug  auf  A*\ 
jede  adjungirte  Gurve  von  C*  besteht  aus  der  Transformirten 
einer  adjungirten  Gurve  von  C  und  den  Gurven  von  o*,  welche  den 
Grundpunkten  von  a  entsprechen,  wo  C  die  virtuelle  Vielfachheit  0 
besitzt    Dieses  Theorem  erlaubt,  die  gegenseitigen  Entfernungen 
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der  Punkte  der  Gruppe  A  als  nicht  unendlich  klein  immer  Tor- 
auBzusetzen. 

In  einer  irredueibeln  (oder  einfachen)  Curve  ist  p  =^p^  In 
einer  Curve  C,  welche  aus  den  Curven  C„  C,,  . . .,  C,  besteht, 
bezeichne  man  durch  (CmCn)  die  Zahl  der  Durchschnittspunkte  von 
Cm  und  Cn  in  Bezug  aufii;  setzt  man  dann /  =  ^(C^iC»)(m^ff; 
m,  n  =  1,  2f  . . .,  t),  so  hat  man: 

(7)  *  =  *^+Ä,  +  ...  +  *,  +  ^, 

(8)  P  =  Pi+P,+---  +  P.+^-»  +  l, 

(9)  D  =  D,  +  D,  +  ''+D,  +  2J, 

(10)  *^  *.+*,  +  •••  +  *.-, 

(11)  p  >  pm(m  =  1,  2,  . . .,  •). 

Setzt  man  ferner  voraus,  dass  keine  zwei  der  Garven  C,,  C,, ...,  C^ 
unendlich  viele  Punkte  gemein  haben,  so  kann  man  scbliessen: 

(12)        p  >  pj+p^4....^.p^. 

Nennt  man  endlich  „zusammenhängend*'  eine  (reducible)  Curve, 
von  der  jeder  (reducible  oder  irreducible)  Teil  mit  seinem  com- 
plementaren  Teil  entweder  unendlich  viele  Punkte  gemeinschaft* 
lieh  hat,  oder  mindestens  einen  Durchschnitt  in  Bezug  auf  ^,  so 

gilt  der  Satz:  eine  zusammengesetzte  Curve,  bei  welcher  p=p 
sei,  ist  zusammenhängend,  u.  s.  w. 

Nachdem  der  Verf.  die  Erforschung  der  Eigenschaften  der 
linearen  Systeme  „in  Bezug  auf  eine  Punktgruppe*  •  erschöpft 
hat,  wendet  er  sich  im  zweiten  Oapitel  seiner  Abhandlung  zu 
ihren  ^^absoluten*'  Eigenschaften  und  beschränkt  sich  auf  die 
irredueibeln  Systeme^  d.  h.  auf  diejenigen,  welche  als  allgemeines 
Element  eine  einfache  Curve  besitzen.  Er  setzt  ferner  voraus, 
dass  das  System  [C]  mindestens  oo^  Curven  enthalte;  in  diesem 
Falle  ist  die  Zahl  derjenigen  Punkte  endlich,  welche  allen  Curven 
gemeinschaftlich  sind;  sie  bilden  die  „Basis*  A  des  Systems. 
Die  Curve  C,  unabhängig  vom  System  [C]  betrachtet,  hat  in 
einem  Punkte  a  der  Gruppe  A  eine  gewisse  Vielfachheit  y,  welche 
wir  als  die  Vielfachheit  des  Systems  in  a  ansehen  wollen;  t  ist 
die  virtuelle  und  wirkliche  Vielfachheit  einer  beliebigen  Curve 
des  Systems  in  a;    aber  eine  specielle  Curve  des  Systems  kann 
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in  a  wohl  eine  Vielfachheit  haben,  höher  als  v.  Dies  voraus- 
gesetzt, sind  die  Charakteristiken  von  [C] :  1)  die  durch  die  Glei- 
chung (1)  gegebene  virtuelle  Dimension]!,  2)  die  wirkliche  Dimension 
Ä>0,  3)  das  (virtuelle  =  wirkliche)  Geschlecht  und  4)  der  durch 
die  Gleichung  (5)  gegebene  Grad. 

Die  Curven  des  Systems  [C]  bestimmen  auf  einer  beliebigen, 
aber  festen  Curve  desselben  eine  Reihe  von  oo*-*  Gruppen,  deren 
jede  D  Punkte   enthält;   sie   ist    die    „charakteristische^    Reibe 

^xT^  des  Systems;  sie  ist  in  keiner  Reihe  gl  enthalten,  in  der 
/>^— 1,  d.  h.  sie  ist  „vollständig*^.  Ein  lineares  System  ist 
regulär  oder  überschüssig,  je  nachdem  seine  charakteristische 
Reihe  „specielP  oder  „nicht  specielP  ist  (nach  der  Benen- 
nung von  Brill  und  Nöther).  Dieser  bemerkenswerte  Satz  hat 
zahlreiche  und  wichtige,  nur  zum  Teil  schon  bekannte 
Folgerungen,  welche  wir  aber  der  Kürze  wegen  unterdrücken 
müssen. 

Eine  reducible  oder  nicht  irreducible  Curve,  welche  durch 
keine  Curve  des  Systems  [C]  in  Punkten  geschnitten  wird,  welche 
der  Gruppe  Ä  nicht  angehören,  wird  „Fundamentalcurve^  des  Sy- 
stems genannt.  Der  Verf.  untersucht  die  (virtuellen  und  wirk- 
lichen) Charakteristiken  einer  solchen  Curve  und  beweist  dadurch 
viele  neue  Sätze,  von  denen  er  eine  interessante  Anwendung 
auf  die  Bestimmung  der  kleinsten  Zahl  von  Basispunkten  macht, 
welche  ein  überschüssiges  System  haben  kann;  er  findet,  dass 
ein  überschüssiges  System  mindestens  9  Basispunkte  hat,  und 
wenn  es  gerade  9  hat,  so  ist  ein  Büschel  (elliptischer)  Curven 
der  Ordnung  3r  (r  =  1,2, ...)  vorhanden,  welche  durch  jeden 
Basispunkt  r-mal  gehen. 

Sieht  man  von  festen  Curven  ab  (falls  dieselben  existiren), 
welche  von  jeder  zu  C  a^ungirten  Curve  (n—  3)'®'  Ordnung  einen 
Teil  bilden,  so  bleiben,  wenn  p>'l  ist,  oo^^^  Curven,  welche 
das    „zu   C   rein    adjungirte   System''    bilden   und   auf  C    die 

Reihe  g^l2  ausschneiden;  ist  das  genannte  System  reducibel, 
so  ist  die  allgemeine  Curve  von  [C]  hyperelliptisch. 

Die  Vergleichung  der  Charakteristiken  des  Systems  [C]  mit 

FortMhr.  d.  M»th.  XXni.  9.  42 
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denen  der  zu  C  rein  adjungirten  fährt  auf  eine  Reibe  neuer 
Beziehungen,  welche  der  Leser  in  der  Originalarbeit  findet 
Unter  den  Anwendungen,  deren  sie  fähig  sind,  wählen  wir  die 
Bestimmung  der  höchsten  Dimensionen,  welche  ein  lineares  Sy- 
stem von  gegebenem  Geschlechte  haben  kann,  eine  Bestimmung, 
welche  den  Verf.  auf  den  folgenden  höchst  merkwürdigen  Satz 
führt:  „Ist  ju  eine  ganze  positive  Zahl,  so  kann  man  ein  lineares 
System  vom  GesQhlechte  p  und  Yon  der  Dimension 

*>(fi  +  2)(-J-+2) 

durch  eine  Gremona'schen  Verwandtschaft  transformiren:  entweder 
in  ein  System  von  Curven  einer  Ordnung  ^2u0^^  oder  in 
eines  der  Ordnung  M  mit  einem  Basispunkte,  «iflgn  Vielfach- 
heit  v>M—fÄ  ist.«  ^    "-»Mrf^i^v   ^ 

Dies  sind  etwa  die  Grundgedanken  und  vornehmsten  R^ul-' 
täte  der  Arbeit  des  Herrn  Gastelnuovo,  welche  einen  wirklichen 
Fortschritt  in  einer  der  hauptsächlichsten  Theorien  der  h^iMig^i^' 
Geometrie  darzubieten  scheint.  Ea.'^     i^ 


V.  Retali.     Sopra  le  tangenti   doppie  di  aicuue  curve 

piaue   algebriche.     Bologna  Read.  Seduta  del  21  Dicembra  1B90.. 

Die  Untersuchungen:  Sopra  due  particolari  trasformazioni 
piaue  quadratiche,  welche  Herr  Eetali  in  Bologna  Mem.  (4)  X 
653-671  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  629)  veröflFentlicht  hat,  betreffen 
zwei  ebene  Verwandtschaften,  welche  man  auf  folgende  Weise 
erklären  kann: 

a)  In  einer  Ebene  n  sind  ein  fester  Kegelschnitt  K*  und  ein 
fester  Punkt  R  gegeben;  jedem  Punkte  P  von  n  lässt  man  die 
zwei  Punkte  P^  und  Pj  der  Geraden  PR  entsprechen,  welche 
in  Bezug  auf  P  und  R  harmonisch  und  in  Bezug  auf  K^  con- 
jugirt  sind. 

b)  Die  gegebenen  Stücke  seien  dieselben;  man  lässt  P  den 
Punkt  P'  von  PR  entsprechen,  welcher  in  Bezug  auf  R  und  die 
Polare  von  P  harmonisch  conjugirt  zu  P  ist. 
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Im  vorliegenden  Aufsatze  setzt  der  Verf.  seine  früheren 
Untersuchungen  fort  und  beweist: 

I.  Bei  der  Verwandtschaft  a)  entspricht  einer  beliebigen  Curve 
C  «*•'  Ordnung  und  m**'  Klasse  eine  Curve  H  von  der  Ordnung 
2»,  der  Klasse  2(fi+iii),  dem  Geschlechte  («—!)*.  Die  Durch- 
schnitte von  K*  mit  der  Polare  r  von  R  sind  n-fache  Punkte  der 
ff;  die  6n(n — 1)  Bertthrungssehnen  von  K^  mit  den  Kegelschnitten, 
welche  durch  R  gehen,  JT*  doppelt  berühren  und  C  osculiren, 
sind  Wendetangenten  von  H\  die  bezüglichen  Wendepunkte  sind 
die  Projectionen  der  Osculationspunkte  aus  R  auf  die  genannten 
Tangenten.  Doppeltangenten  von  H  sind  die  n{n — 1)  Tangenten 
von  C,  welche  durch  R  gehen,  und  die  (n  — l)(2ii— 9)  Berüh- 
rnngssehnen  der  Kegelschnitte  mit  K\  welche  sowohl  K*  als  C 
doppelt  berühren. 

II.  Bei  der  Verwandtschaft  b)  entspricht  der  Curve  C  eine 
Curve  S  desselben  Geschlechts  von  der  Ordnung  2fi,  der  Klasse 
2it4-m,  mit  R  als  n- fächern  Punkte.  Die  Wendetangenten  von 
S  sind  die  3n(n  — 1)  Geraden,  deren  entsprechende  Kegelschnitte 
H*  mit  ff'  eine  dreipunktige  Berührung  haben,  und  die  Wende- 
punkte sind  die  Projectionen  der  Berührungspunkte  aus  R  auf 
die  bezüglichen  Geraden;  die  Doppeltangenten  von  S  sind  die 
|n(ii  —  l)(n'4-3n  — 6)  Geraden,  deren  entsprechende  Kegelschnitte 
H*  mit  K*  zweifache  Berührung  haben.  [Zum  Verständnisse 
dieser  Sätze  fügen  wir  hinzu,  dass  der  Verf.  mit  U^  einen  Kegel- 
schnitt bezeichnet,  welcher  einer  Geraden  h  auf  folgende  Weise 
entspricht:  £f'  ist  der  Ort  der  Pole  der  Berührungssehnen  der 
Kegelschnitte  mit  ÜT',  welche  zu  Ä"'  „conjugirt"  sind  (vgl.  Wiener, 
Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  L  Bd.,  S.  315-325),  und 
in  Bezug  auf  welche  r  und  h  reciproke  Gerade  sind.] 

Einige  Bemerkungen,  welche  die  Beziehungen  zwischen  den 
Verwandtschaften  a)  und  b)  und  die  Hirst'sche  quadratische  In- 
version betreffen,  schliessen  den  lesenswerten  Aufsatz.      La. 


«  

B.  Kl£IN.     Theorie  der  Elemententripel  einstufiger  Ele- 
mentargebilde.     II.  Das  Tripeigebiet.     III.  Collineare 

42» 


ßOO    VIII.  AbschDitt    Reioe,  elemeotare  n.  sfothetiiehe  Geometrie. 

Beziehungen  des  Tripelgebietes    auf  den   Raum  und 
allgemeine  Theorie  der  Raumcurven  dritter  Ordnung. 

ADDati  di  Mai  (2)  XIX.  39-73.  233*246. 

Ueber  den  ersten  Teil  dieser  Arbeit  s.  das  Referat  F.  d.  M. 
XXII.  1890.  619.    Unter  „Tripeigebiet''  eines  Kegelschnittes  ist 
die  Gesamtheit  aller   auf  demselben  liegenden  Panktetripel  zu 
verstehen.     Aus  der  dreifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  des 
Tripelgebietes   lAsst  sich  die  zweifach   ausgedehnte  des  Tripel- 
netzes  ausscheiden,    welches  drei  dreifache  Punkte  besitzt     Es 
gilt  dann  der  Satz,  dass,  wenn  ein  Tripel  ß  einem  Netze  ange- 
hört, dessen  Punkte  das  Tripel  o  bilden,  dann  auch  a  ein  Tripel 
des  Netzes   ist,   dessen   dreifache  Punkte  das   Tripel  ß  bilden. 
FQr  diesen  schon   im  Abschnitte  I  enthaltenen  Satz   giebt  der 
Verf.  hier  einen  neuen  Beweis  und  zeigt,  wie  derselbe  zur  Darob- 
ffihruDg    des  Gesetzes   der  Reciprocität  im  Tcipelgebiet  benutzt 
werden  kann.     Es  zeigt  sich,  dass  zwischen  Tripel  und  Tripel- 
netz  dieselbe  polare  Beziehung  besteht,  wie  im  r&umlichen  NuU- 
system   zwischen  Ebene   und  Punkt.   —   Im   übrigen    wird   im 
Abschnitt  II  die  Theorie  der  „Tripelreihen"  entwickelt,  d.  h.  der 
zwei  Tripelnetzen  auf  demselben  Träger  gemeinsamen  kubisch- 
involutorischen  Reihen.     Dieselben  zerfallen  in  zwei  hinsichtlich 
der  Bestimmung  einer  Reihe  sich  unterscheidende  Hauptgruppen, 
wobei  immer  zu  einer  Reihe  der  ersten  Gruppe  als  „Polarreihe" 
eine  Reihe  der  zweiten  Gruppe   gehört.     Vermöge   einer   voll- 
kommenen Analogie  entsprechen  den  Reihen  der  ersten  Art  die 
sich  nicht  selbst  conjugirten  Strahlen  des  Raumes  in  Bezug  auf 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  den  Reihen  der  zweiten  Art  die 
Leitstrahlen  ihres  NuUsjstems.     Dieser  Zusammenhang  grfindet 
sich,  wie  im  Abschnitte  III  dargelegt  wird,  auf  die  Möglichkeit, 
das  Tripeigebiet  einer  Curve  zweiter  Ordnung  projectivisch  aaf 
den  Raum    zu   beziehen,   sodass   den  Punktetripeln  die  Ebenen 
(oder  Punkte)  des  Raumes  zugeordnet  werden.   Dabei  entsprechen 
den  unendlich  vielen  singul&ren,  d.  h.  in  einen  Punkt  zusammen- 
fallenden Tripeln  der  Curve  die  sämtlichen  Schmiegungsebenen 
einer  Raumcurve  dritter  Ordnung.     Hierdurch   ergiebt  sich  ein 
sehr  allgemeiner  Weg  zur  Theorie  dieser  Curven,  und  umgekehrt 
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von  der  letzteren  aus  zu  derjenigen  des  Tripelgebietes.  Auf  die 
BerQhrangspunkte  dieser  Betrachtungen  mit  Arbeiten  yon  Hesse 
und  Sturm  wird  an  entsprechender  Stelle  hingewiesen.    Schg. 


6.  Hauck.  Theorie  der  trilinearen  Verwandtschaft  ebener 
Systeme.  IV.  Artikel.  Die  trilineare  Beziehung  zwi- 
schen drei  einstufigen  Grundgebilden.    J.  für  Math,  cviii. 

25-49. 

Während  in  zwei  projectiv-linearen  ebenen  Systemen  die  zu- 
geordneten Punkte  auf  je  drei  zugeordneten  geraden  Linien  im 
allgemeinen  drei  projective  Punktreiben  bilden,   so  besteht  zwi- 
schen den  auf  den  drei  Hauptaxen  enthaltenen  Punktreihen  eine 
trilineare  Beziehung.    Andererseits  findet  zwischen  drei  zugeord- 
neten Sttahlenbttscheln  jederzeit  eine  trilineare  Beziehung   statt. 
Umgekehrt  ergiebt  sich,  dass  in  zwei  sectiy-trilinearen  ebenen 
Systemen  je  drei  zugeordnete  Strahlenbttschel,  mit  Ausnahme  der 
in  den  Hauptpunkten  liegenden,  in  projeetiver,   dagegen  je  drei 
zugeordnete  Punktreihen  in  trilinearer  Beziehung  stehen.    Wegen 
dieser  Vorkommnisse  ist  der  Verfasser   genötigt,   bevor   er  die 
Eigenschaften    der    trilinearen   Verwandtschaft   ebener   Systeme 
weiter  verfolgt,   die   für  seinen  Zweck   in  Betracht  kommenden 
Eigenschaften  der  trilinearen  Beziehung  zwischen  drei  einstufigen 
Grundgebilden  zu  erörtern. 

Hierbei  geht  er  von  den  kleinen  Ergebnissen  aus,  welche 
der  Referent  1880  in  den  Math.  Ann.  XVII.  457  veröffentlicht 
hat,  und  zwar  in  einer  „Die  trilineare  Beziehung  zwischen  drei 
einstufigen  Orundgebilden^  betitelten  Abhandlung,  welche  der 
Verfasser  wohl  etwas  übertreibend  als  „grundlegend^  bezeichnet. 
Wer  je  die  Früchte  des  Gedankens  der  projectiven  Beziehung 
zweier  Grundgebilde  in  der  synthetischen  Geometrie  kennen 
gelernt  hat,  für  den  ist  der  Gedanke,  eine  trilineare  Beziehung 
zwischen  drei  Grundgebilden  zu  constituiren,  so  nahe  liegend, 
dass  anzunehmen  ist,  dass  auch  andere  Mathematiker  schon  vor 
dem  Referenten  die  Grundlagen  dieser  Beziehung  erkannt  haben^ 
rielleieht  ohne  damit  an  die  Oeffentlichkeit  zu  treten.    Während 
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der  Referent  von  der  sectiven  Erzengongsweise  trilinearer  Punkt- 
reihen  ausging,  wird  hier  die  Untersuchung  auf  Gmnd  der  pro- 
jectiven  Erzeugung  geführt.  Nach  der  Ent Wickelung  und  con- 
structiven  Verwertung  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  trilinearen 
Beziehung  werden  die  Relationen  zwischen  drei  Strahlenbfischeln 
erörtert,  welche  in  drei  projectiv-linearen  ebenen  Systemen  ein- 
ander zugeordnet  sind.  Die  aus  der  blossen  Bedingung  der 
eindeutigen  algebraischen  Zuordnung  vom  Referenten  abgeleitete 
fundamentale  Doppelverhältnis  •  Relation 

(p,a:y)(p'g'a.'y')(p"9"^"y")  =  1 
tritt  auch  in  den  Entwickelungen  des  Verfassers  als  grundlegend 
hervor.  Hier  bedeuteten  auf  drei  Strahlen  p,  q^  p',  q\  p'\  q"  die 
3-mal  2  Kernpunkte,  a:,  x\  a?"  und  y,  y\  y"  zwei  beliebige  Tripel 
zugeordneter  Punkte.  Interessante  weitere  auf  die  Fluchtpunkte 
bezügliche  Relationen,  sowie  Eigenschaften  der  Ausartungen  wer- 
den vom  Verfasser  entwickelt.  Seht. 


G.  Tarry.     Th^orfeme  de  g^om^trie.    c.  R.  cxii.  984-9^5. 

Wird  eine  ebene  Figur  sich  selbst  ähnlich  so  verändert,  dass 
zwei  Punkte  Ä  und  B  auf  zwei  Geraden  mit  dem  Schnittpunkte 
P  gleiten,  so  beschreiben  alle  Punkte  des  Kreises  PAB  von  P 
ausgehende  Geraden  und  bleiben  stets  auf  einem  Kreise.  Die 
inverse  Curve  hinsichtlich  P  der  Kreisenveloppe  ist  von  gleicher 
Ordnung  mit  den  Curven,  welche  die  anderen  Punkte  der  Figur 
beschreiben.  E.  K. 


DucHBNB.     Sur   une   reprdsentation   plane  complfete  des 
figures  de  Tespace.    J.  de  Math.  Bp6c.  (3)  V.  101-106. 

Um  die  Gebilde  des  Raumes  auf  einer  Ebene  P  durch  Fi- 
guren von  gleicher  Mächtigkeit  darzustellen,  denkt  sich  der  Verf. 
den  abzubildenden  Punkt  M  in  einer  beliebigen  Ebene  Q.  Nimmt 
man  nun  zwei  feste  Geraden  D  und  J  des  Raumes  an  und  con- 
struirt  die  durch  M  gehende,  D  und  J  schneidende  Gerade,  so 
bestimmt  der  Schnittpunkt  dieser  letzteren  Geraden  mit  P  das 
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Bild  m  von  Jlf.  Einer  Geraden  in  Q  entspricht  dann  auf  P  ein 
Kegelschnitt  darch  drei  feste  Punkte,  nämlich  die  beiden  Schnitt- 
punkte von  D  und  J  mit  P  und  denjenigen  Punkt,  in  welchem 
die  Verbindungslinie  der  beiden  Schnittpunkte  von  D  und  J  mit 
Q  die  Ebene  P  trifft.  Die  Art  des  Entsprechens  bei  dieser  Ab- 
bildung wird  fQr  die  einfachsten  Raurogebilde  durchgeführt. 

Lp. 


G.  Lazzeri.      Teoria  geometrica  delle  linee  e  auperficie 

polari.      Lomb.  Ist  Rend.  (2)  XXIY.  1021-1049. 

Lässt  man  eine  Gerade  um  einen  Punkt  0  in  der  Ebene  n 
sich  drehen  und  nimmt  hinsichtlich  seiner  Schnittgruppe  mit  einem 
n-Seit  den  harmonischen  Mittelpunkt  (n — 1)'*'  Ordnung,  so  erhält 
man  eine  Gerade,  die  Harmonieale  des  Punktes,  die  sich  im  An- 
schluss  an  eine  von  Herrn  Sannia  herrührende  Entwickelung  durch 
einen  Schluss  von  n~l  auf  n  rein  geometrisch  nachweisen  lässt. 
Die  erste  Polare  P*"*  eines  n-Seits  hinsichtlich  eines  Punktes  P, 
der  Ort  der  Punkte,   deren  Harmonicalen  P  enthalten,  ist  eine 
Curve  (r#—l)**' Ordnung,  welche  die  Ecken  des  Polygons  enthält. 
Schneidet   man  n-Seit  und  P*~^  durch   eine  von  P  ausgehende 
Gerade,  so  erhält  man  zu  der  Gruppe  von  n  Punkten  die  Polar- 
gruppe hinsichtlich  P;  ebenso  erhält  man  die  zweite  bis  (n  — 1)** 
Polargruppe.     Hinsichtlich  einer  beliebigen  Curve  n^"  Ordnung  ist 
die  m**  Polare  als  Ort  der  m*«"  Polargruppen  bestimmt.     Ohne 
näheres   Eingehen   wird   sie   als   eine  Curve  (n  —  my"  Ordnung 
bezeichnet.    E^  wird  gezeigt,  dass  die  erste  Polare  eines  Punktes 
I^  die  BerQhrungspunkte  der  von  P  ausgehenden  Tangenten  ent- 
hält und  einen  #•  fachen  Punkt  der  Grundcurve  zum  («  —  1)- fachen 
Punkte  hat.     Da  sich  zeigt,  dass  die  Harmonieale  eines  Punktes 
för  ein  n-Seit  mit  der  (n  —  l)**"  Polare  zusammenfällt,  folgt  auch 
im  allgemeinen,  dass  die  (n  — 1)*®  Polare  von  P  der  Ort  derjeni- 
gen Punkte  ist,  deren  erste  Polaren  P  enthalten.     Parallel  laufend 
geht   eine  entsprechende  Entwickelung   Qber  Flächen   n^'  Ord- 
nung. E.  K. 
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6.  Castblnuovo.      Intorno    alla    geometria    sopra   nna 
snperficife  algebrica  I,  II.     Lomb.  ut.  Bend.  (2)  xxiv.  w- 

137,  307-318. 

I.  Liegt  auf  einer  Fl&cbe  ein  BOsehel  von  Garven,  d.  h.  eine 
cc^-faehe  Mannigfaltigkeit,  die  durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
ein  Indiyidaam  sendet,  so  ist  entweder  der  Bfischel  rational 
oder  im  allgemeinsten  Falle  eine  Involution  fi^  Ordnung.  In 
Verallgemeinerung  eines  von  Herrn  Nöther  benutzten  Verfahreos 
bezieht  nun  Herr  Castelnuovo  die  Gruppen  dieser  Involution  auf 
die  Ebenen  eines  BOschels  projectivisch  und  projicirt  von  einem 
festen  Punkte  aus  die  Gurven  jeder  Gruppe  auf  ihre  Ebene.  Die 
aus  diesen  C^»,  entstehende  Fläche  ist,  wenn  sie  die  Axe  des 
Btlschels  ^-fach  enth&lt,  von  der  Ordnung 

fiv  +  Q  =  n';  , 
ihre  adjungirten  Flächen  (n  — 4)*"  Ordnung  schneiden  jede  Ebene 
ausser  in  der  Axe  in  einer  adjungirten  Gurve  (y— 3)^' Ordnung 
der  Cft^.  Da  diese  adjungirte  Gurve  nach  einem  Nöther'scben 
Satze  auf  jeder  der  fi  Gurven  eine  Specialschar  ausschneidet, 
so  ergiebt  sich  der  zahlreiche  Folgerungen  ergebende  Satz: 
„Enthält  eine  Fläche  vom  Geschlecht  p>0  einen  Büschel  von 
Gurven,  so  schneiden  die  adjungirten  Flächen  (n  —  4)^*' Ordnung 
von  F  auf  jeder  Gurve  eine  Specialschar  aus.** 

Von  hier  aus  gelangt  Herr  Gastelnuovo  zu  Flächen,  bei  denen 
das  „numerische  Geschlecht^  von  dem  „geometrischen  Geschlecht' 
verschieden  ist.  Letzteres  ist  die  Zahl  der  linear  unabhängigen 
adjungirten  Flächen  von  der  Ordnung  n  — 4,  ersteres  die  Zahl, 
welche  sich  fdr  diese  Anzahl  ergeben  wtlrde,  wenn  man  in  die 
für  genügend  grosse  Ordnungszahl  der  adjungirten  Flächen  gel- 
tende Formel  den  Wert  n — 4  einsetzt.  Dieser  Fall  tritt  bei  allen 
Flächen  ein,  deren  Geschlecht  grösser  als  1  ist,  und  die  einen  nicht 
rationalen  Büschel  von  ebenen  Gurven  dritter  oder  Baumcurven 
vierter  Ordnung  erster  Art  enthalten.  Ein  concretes  Beispiel 
hierfür  bieten,  wenn 

11  =  0,    tj  =  0,    fc=0 
Flächen  zweiten  Grades  darstellen,  die  Flächen 

f»(«,  c,  w)  =  0. 
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II.  Zwischen  dem  Flächengeschlecht  p  und  dem  Gurven- 
geschlecht  (p')  ihrer  Schnitte  mit  den  adjungirten  Flächen  (n— 4)**'' 
Ordnung  besteht,  wie  Herr  Nöther  gezeigt  hat,  die  Relation 

pCi)  ^  2p-3, 
and  das  Gleichheitszeichen  gilt  in  dem  Falle,  wo  die  erwähnten 
Curven  hyperelliptisch  sind.  Herr  Castelnuovo  gelangt  zu  dem 
Satz,  dass,  falls  eine  F  adjungirte  Fläche  (n— 4)*«'  Ordnung  nicht 
durch  andere  notwendige  Punkte  zu  gehen  braucht,  wenn  sie 
einen  beliebigen  Flächenpunkt  enthält, 

pcn  >  3p-6 
ist,  und  giebt  Beispiele  von  Flächen,  bei  denen  die  untere  Grenze 
för  p<»)  erreicht  wird.  E.  K. 

A.  Mannheim.     Transformation  de  d^monstration. 

C.  B.  OXII.  475-477. 

Herr  Mannheim  giebt  einen  Beweis  für  den  Satz:  Wenn  vier 
Punkte  einer  beweglichen  Geraden  auf  vier  festen  Kugeln,  deren 
Mittelpunkte  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  gleiten,  so  beschreibt 
jeder  Punkt  eine  Linientrajectorie  auf  einer  Kugel,  deren  Mittel- 
punkt mit  den  Mittelpunkten  der  vier  festen  Kugeln  in  derselben 
Ebene  gelegen  ist.     Anknüpfend   an   die  kinematische  Transfor- 
mation, über  die  Herr  Mannheim  1890  (C.  R.  CX,  F.  d.  M.  XXII. 
864)  berichtet  hat,  wendet  er  die  Beweisform  nach  einer  anderen 
Richtung   und  gewinnt  das  Theorem:    Wenn  vier  Ebenen  eines 
beweglichen,  in  sich  starren  Ebenenbüschels  bezüglich  vier  feste 
Kugeln  berühren,   deren  Mittelpunkte   in   einer  Ebene  enthalten 
sind,  so  bleibt  irgend  eine  Ebene  des  Büschels  stets  Berührungs- 
ebene einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt  mit  den  Mittelpunkten  der 
vier  festen  Kugeln  in  derselben  Ebene  liegt.    Durch  die  Art,  wie 
beide  Sätze  begründet  werden,   rücken  sie  zu  einander  in  eine 
interessante  ideelle  Verbindung.  Sehn. 


C.   Ukrig.     Trilineare  und  tetraedrale  Gollineation. 

Oiss.  Gieaseo.  8<^. 
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B.    Besondere  ebene  Gebilde. 

William  J.  McClklland.  A  treatise  on  the  geometry 
of  the  circle  and  some  extensions  to  conic  sections 
by    the    method    of   reciprocation.      With    numerous 

examples.      London.  Macmillan  and  Co.  XVI  +  299S. 

Lehrbücher  der  Planimetrie,   welche  den  Ersatz  der  durch 
das  Studium  der  euklidischen  Elemente  gewonnenen  Kenntnisse 
und    die  Einführung    der   Lernenden    in    die   hanptsächliciiereD 
neueren  Methoden  und  Errungenschaften  bezwecken,  fangen  jetzt 
an,    in   den  englischen  Veröffentlichungen  einen  Platz  zu  bean- 
spruchen.     Die  Lehrbticher   von  Townsend   und  Mulcahy   sind 
ohne  Zweifel  während  einer  beträchtlichen  Zeit  in  Gebrauch  ge- 
wesen; aber  in  England  und  Schottland  (die  Bemerkung  findet 
keine  Anwendung  auf  Irland)  hat  das  Studium  der  reinen  Geo- 
metrie bis  in  die  jüngste  Zeit  wenig  Raum  gewonnen.     Ein  An- 
fang  ist   wenigstens   mit   Gasey's    „Sequel  to  Euclid"    gemacht 
worden,  einem  Buche,  das  mehrere  Auflagen  erlebt  hat,  nnd  das 
vorliegende  Lehrbuch  bedeutet  ein  weiteres  Vorgehen  nach  der- 
selben Richtung.      Es   erledigt   nahezu   vollständig   die  „neuere 
Dreiecksgeometrie'^    und    hat  Gapitel    über   solche  Gegenstände, 
wie  Maximum  und  Minimum,    Theorie   des    mittleren  Gentrums 
eines  Systems  von  Punkten,   collineare  Punkte  und  sich  sehnei- 
dende  Linien,  Pole  und  Polaren  beztlglich  eines  Kreises,   Kreis- 
büschel, Theorie  ähnlicher  Figuren,  Inversion,  reciproke  Figaren, 
anharraonischer  Schnitt,  Involution.    Möchte  das  Buch  sich  nutz- 
bar erweisen,   das  Interesse   an   der  neueren  reinen  Geometrie 
zu  erwecken.  Gbs.  (Lp.) 

E.  d'Ovidio.      Le    proprietk  focali    delle  coniche  nelU 
metrica  projettiva.    Torino  Atti  xxvi.  339-366. 

E.  d'Ovidio.     Sülle  coniche  confocali  nella  metrica  pro- 
jettiva.    Torino  Atti  XXVI.  426-437. 

E.  d'Ovidio.     Teoremi   sulle  coniche  nella  metrica  pro- 
jettiva.    Torino  Atti  XXVI.  525-535. 
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I.  Wählt  man  eineu  beliebigen  Kegelschnitt  A  zum  absoluten 
Kegelschnitt,  so  ist  die  Entfernung  zweier  Punkte  RR' 

RW  =  -^log[SS,fiÄ'], 

wobei  unter  SS,    die  Schnittpunkte   zwischen  Ä   und  RR*   ver- 
standen sind;  entsprechend  ist  der  Winkel  zwischen  zwei  Geraden 

1 

wobei  unter  ss^  die  Tangenten  verstanden  werden,  die  der  Kegel- 
schnitt A  aus  dem  Schnittpunkte  rr'  erhält.    Hieraus  folgt,  dass 
nur   zwei    hinsichtlich   A   conjugirte   Strahlen    orthogonal    sind; 
ebenso  werden  zwei  conjugirte  Punkte  und  ein  Pol  und  seine  Polare 
bezeichnet.    Ein  beliebiger  Kegelschnitt  C  besitzt  demnach  sechs 
Brennpunkte y  die  Ecken  des  ihm  und  A  umbeschriebenen  Vier- 
seits;   zu  demselben  gehören  sechs  Directrices,   die  Orthogonal- 
strablen    zu   den  Brennpunkten.      Die  Kegelschnitte   der  Schar 
(Cf  A)  sind  auch  hier  mit  C  confocal.    Das  in  Frage  kommende 
Formelsystem   gestaltet   sich,    da  C  und  A  auf  ihr  gemeinsames 
Poldreieck  bezogen  werden,  sehr  übersichtlich.   Genauer  wird  auf 
die  Curve  eingegangen,  von  deren  Punkten  Tangentenpaare  aus- 
gehen,   die   unter   einem  gegebenen  Winkel  geneigt  sind.     Der 
Ort  ist  auch  hier  eine  Curve  vierter  Ordnung.     Ebenso  wird  die 
Tusspunktencurve  eine  rationale  Curve  vierten  Grades,  die  ihren 
^ol  und  die  Schnittpunkte  s  einer  Polare  mit  A  zu  Doppelpunkten 
lat.      Des  Falles,  wo  der  absolute  Kegelschnitt  in  ein  Punktepaar 
erfällt,  sowie  des  Falles,  wo  A  und  C  eine  einfache  Berührung 
der   eine  Osculation  haben,  wird  besonders  gedacht. 

1 1.  Auch  hier  gehen  durch  einen  Punkt  P  zwei  zu  einem  ge- 
lben en  confocale  Kegelschnitte  C^,  Cxf]  beider  Tangenten  f,  <' 
ehen  auch  hier  auf  einander  senkrecht;  auch  hier  haben  con- 
cale  Kegelschnitte  Haupt  -  Mittelpunkte  und  Haupt- Axen,  das 
^isst  ein  Poldreieck  mit  A  gemein.  Falls  nun  A  ein  Punkte- 
iSLV  ist,'  aber  auch  nur  dann,  kann  man  eine  zweite  Schar  con- 
caler  Kegelschnitte  aufstellen,  die  f,  /'  zu  Axen  haben,  während 
n  ihr  durch  den  Hittelpunkt  der  ersten  Schar  zwei  Kegel- 
initte  gehen,  Ä,  und  Ä,,  die  deren  Haupt-  und  Neben  •  Axen 
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berühren;  die  beiden  Axen  von  R^  sind  dann  den  Nebenaien^ 
die  von  R^  den  Hauptaxen  von  Cit  und  Cin  gleich. 

III.  In  der  dritten  Arbeit  giebt  Herr  d'Ovidio  zunächst  Anwen- 
dungen des  folgenden  Satzes:  „Besteht  der  absolute  Kegelschnitt 
aus  zwei  Punkten,  und  drehen  sich  zwei  Gerade  so  um  feste 
Punkte,  dass  sie  sich  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  schnei- 
den, so  ist  das  Verhältnis  der  Producta  der  Segmente  constant, 
welche,  gerechnet  von  den  festen  Punkten  aus,  eine  algebraische 
Gurve  auf  zwei  zusammengehörigen  Geraden  bestimmt*^.  (Carnof- 
sches  Theorem.) 

Ein    besonderes  Verhalten    tritt   hinsichtlich    der  Axen  ein. 
Die  drei  Seiten  des  A  und  C  gemeinsamen  Poldreiecks,   seine 
Ecken   und   die   von   ihnen   ausgehenden  Geraden   werden  als 
Hauptaxen,  Hauptmittelpunkte  und  Hauptdurchmesser  bezeichnet 
[centri,  diametri,    assi  principali],    weil   sie  in  der  That  genau 
wie  Mittelpunkt   und  Axen   eines  Kegelschnittes  fungiren.     An- 
dererseits   aber   werden   als  „Durchmesser**  alle  Tangenten  des 
zu  A  hinsichtlich  C  polarreciproken  Kegelschnittes  A'  bezeichnet. 
Zu  einem  Durchmesser  sind  die  beiden  anderen  conjugirt,    d;e 
durch   seinen  Pol  hinsichtlich  C  gehen.     Während  eine  Gerade 
an  A'  gleitet,   beschreibt  die  ihr  zugleich  hinsichtlich  C  und    A 
conjugirte  Gerade  eine  rationale  Curye  vierter  Klasse  B]    die«« 
hat  mit  Ä^  vier  Axenpaare  von  C  zu  gemeinsamen  Tangenten  etr. 
Schliesslich  werden  die  Resultate  für  den  Fall  modificirt,    daaa 
A  in  ein  Punktepaar  oder  Geradenpaar  ausartet.  £.  K. 


C.  Taylor.     The  elementarj  geometry  of  conics,     Tiria 
a  cbapter  on   the  line    at  infinity.     Cambridge.  D^i^bt^ 

Bell,  and  Co.  [Natare  XLIV.  517.] 


E.  C.  Valbntinbb.     Gm  Keglesnit.   NytTidss.  for  it^i.  ii 

18  - 19. 
Beweis  zum  Schulgebrauch  für  den  Satz,   dass    ein       eV>ei 
Schnitt  eines  elliptischen  Kegels  ein  Kegelschnitt  ist.  v. 


j 
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F.  Palatini.     Sopra  i  triangoli  formati  coi  lati  dell'  esa- 
grammo  di  Pascal  i  quali  possono  ridursi  ad  un  punto. 

Palmi.  Tip.  6.  Lopresti.  10  8.  8^ 

Sind  sechs  Punkte  a,  b,  c,  d^  e,  f  eines  Kegelschnittes  K  ge- 
geben, BO  bilden  die  Seiten  des  vollständigen  Sechseckes  15  Drei- 
ecke, deren  Ecken  nicht  auf  K  liegen.  Diese  Dreiecke  geben 
6  Figuren  von  je  5  Dreiecken,  von  welchen  keine  zwei  eine 
gemeinsame  Seite  haben.  Eine  solche  Figur  wird  z.  B.  von  fol- 
genden Dreiecken  gebildet: 
(ad,  6c,  ef)]  (af^  6e,  crf);  (ae,  bd,  cf)\  (ab,  cc,  rff);  (ac^  bf,  de). 

Liegen  jetzt  die  sechs  Punkte  a,  6,  c,  d,  e,  f  paarweise  mit 
einem  beliebigen  Punkte  S  der  Ebene  auf  einer  Geraden,  so 
haben  wir  ein  Sechseck,  für  welches  eines  der  15  Dreiecke  sich 
auf  den  Punkt  S  reducirt.  Der  Verfasser  betrachtet  nun  Sechs- 
ecke, fbr  welche  mehrere  Dreiecke  sich  auf  Punkte  reduciren, 
and  findet  u.  a.  folgenden  Satz:  Die  Maximalzahl  der  Dreiecke 
sines  PascaVschen  Sechseckes,  welche  sich  auf  einen  Punkt  re- 
luciren  können,  ist  sechs.  In  diesem  Falle  sind  diese  6  Punkte 
lie  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits.    Jede  Gerade  desselben 

fthlt  fär  drei  Pascal'sche  Gerade,   sodass   ausserdem   noch   48 

I 

/iascarsehe  Gerade  übrig  bleiben,  etc.  W.  St. 


.•  A.  Andbbjew.      üeber  Siebenecke   von  H.  Schröter. 

:   Charkow  Ges.  (2)  I.  277-280.  (Rassisch.) 

Es  handelt  sich  um  den  Beweis  eines  von  H.  Schröter  ohne 
weis  veröffentlichten  Satzes  über  das  einem  Kegelschnitte  um- 
^'ichriebene  Siebeneck  (Schlömilch  Z.  XXXlII.  374-375,  F.  d.  M. 
''  L  1888.  623.)  Si. 

BöOEB.     Eine   allgemein   gültige  Construction   einer 
f^..  Durve  zweiter  Ordnung  durch  fünf  Punkte.  Hamb.  Mitt. 

JI.  1-3. 

e'  Wählt  man   bei  der  Darstellung  einer  Involution  zwei  Ele- 

,t.    tenpaare,  so  giebt  es  unter  diesen  imaginäre,  falls  die  Invo- 

m   reelle  Doppelelemente   hat.     Da  solche  imaginären  Ele- 
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mentenpaare  wieder  durch  zwei  Elementenpaare  darzustellen 
sind,  so  gehören  zur  Darstellung  einer  Involution  zweimal  zwei 
Elementenpaare.  Bei  dem  Versuche,  auf  Qrund  dieser  Darstel- 
lung einer  Involution  durch  4  Elementenpaare  ein  ebenes  Polar- 
system dritter  Ordnung  zu  construiren,  erhielt  der  Verfasser  eine 
nur  das  Ziehen  einer  Reihe  von  Verbindungslinien  erfordernde 
Construction  der  Gurve  zweiter  Ordnung  aus  5  Punkten,  die  hier 
mitgeteilt  wird.  Seht. 

K.  Schober.     Zur  Polarentheorie  der  Kegelschnitte. 

Mooateh.  f.  Math.  IL  469-478. 

Nachdem  Herr  Stolz  in  seinen  Vorlesungen  eine  lineare  Con- 
struction eines  Kegelschnittes  aus  fünf  gegebenen  Punkten  auch 
in  dem  Falle  angegeben  hatte,  dass  vier  von  den  f&nf  Punkten 
zwei  Paare  imaginärer  Punkte  constituiren,  lag  dem  Verfasser 
die  Frage  nahe,  ob  man  zu  ähnlichen  Constructiooen  gelangen 
könne,  ohne  den  Begriff  des  Imaginären  zu  Htllfe  zu  nehmen. 
Bei  der  bejahenden  Beantwortung  dieser  Frage  gelangte  er  zu 
Sätzen,  aus  denen  die  gesuchten  Gonstructionen  unmittelbar  fliessen. 
Dem  Ausspruche  dieser  Sätze  müssen  folgende  Definitionen  voran- 
gehen: „Ist  ilBC  ein  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  gelegenes 
Dreieck,  so  entstehen  auf  jeder  Seite  desselben  zwei  conjugirte 
Pole  der  Dreiecks- Ecken;  solche  zwei  Pole  sollen  ein  Paar  „he- 
nachbarter^  Pole  heissen.  Dagegen  sollen  als  Paar  zusammen- 
gehöriger Gurvenpunkte  zwei  Punkte  bezeichnet  werden,  die, 
dem  Kegelschnitte  angehörig,  auf  derselben  Seite  des  Dreiecks 
liegen^.  Hiernach  lauten  die  vom  Verfasser  bewiesenen  Sätze*. 
„Von  den  drei  Paaren  benachbarter  Pole  und  den  drei  Paaren 
„zusammengehöriger^  Gurvenpunkte,  welche  durch  einen  Kegel- 
schnitt auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  bestimmt  werden,  liegen 
auf  je  einem  Kegelschnitte: 

a)  irgend  ein  Paar  benachbarter  Pole  und  die  auf  deti 
beiden  anderen  Seiten  gelegenen  Paare  zusammengehöriger 
Gurvenpunkte; 

b)  je  zwei  Paare  benachbarter  Pole  und  das  auf  der  dritten 
Seite  gelegene  Paar  benachbarter  Gurvenpunkte.^  Seht. 
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E.  C.  Valkntinbb.      Om  Konstruktioner  af  et  Keglesnit 
med  givet  Braendpunkt  og  som  gaver  gjennem  3  givne 

Puukter.     Nyt  Tidss.  for  Math.  IIA.  138-139. 

Ueber  die  Gonstruction  eines  Kegelschnittes,  wenn  der  Brenn- 
punkt und  drei  andere  Punkte  gegeben  sind.  V. 


F.  Pälatini.     Alouni  teoremi  sulle  coniche.      Periodico  di 

Mat.  VI.  91-93,  131-133. 

Der  erste  vom  Verf.  bewiesene  Satz  lautet:  Sind  ein  Kegel- 
schnitt und  zwei  Strahlenbüschel  0,  S  in  seiner  Ebene  gegeben ; 
Yerbindet   man  S   mit   den  Schnittpunkten    der  Curve   mit   den 
Strahlen  des  Büschels  0,  und  bestimmt  man  die  weiteren  Treff- 
punkte dieser  Verbindungslinien  mit  dem  Kegelschnitt,  so  geht 
ihre  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  0'  der  Geraden 
S0\   0'  ist  harmonisch  conjugirt  zu  S  in  Bezug  auf  0,    und  die 
Spur  der  Polare  von  0  auf  SO.  —  Die  übrigen  Sätze  sind  Folge- 
rungen aus  dem  obigeu;   es  scheint  uns  nicht  der  Mühe  wert, 
dieselben   niederzuschreiben,    da   sie   sehr  verwickelt   und  nach 
unserer  Meinung  nicht  gerade  wichtig  sind;  der  Leser  wird  uns 
gewiss  entschuldigen,  wenn  wir  auch  nicht  bei  einer  Gonstruction 
der  Tangenten  in  einem  Kegelschnittspunkte  verweilen,    welche 
länger  und  daher  im  Vergleich  mit  der  allgemein  bekannten  nicht 
rorzaziehen  sein  dürfte.  La. 


VL.  Brocard.  Solution  de  la  question  281.    J.  de  Math.  sp^c. 

(3)  V.  286-288. 

Synthetischer  Beweis  des  Satzes,  dass  bei  jedem  Mittelpunkts- 
Legelschnitte  die  Tangente  und  Normale  eines  Punktes  parallel 
ind  zu  den  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel,  welche 
urcb  den  Punkt,  den  zweiten  Endpunkt  des  durch  den  Punkt 
ehenden  Durchmessers  und  die  beiden  Brennpunkte  bestimmt  ist. 

Lp. 
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E.^DuPORCQ.     Nouvelle  d^monstration  g^om^trique  d'un 

thdorfeme  de  M.  Faure.    Nouv.  Ann.  (3)  x.  i40-ui. 

• 
0er  Satz  lautet:   Die  den  in  Bezug  auf  einen  festen  Kegel- 
schnitt conjugirten  Dreiecken  umgeschriebenen  Kreise  schneiden 
einen  dem  Kegelschnitt  concentrischen  festen  Kreis  normal. 

H. 


T.    OlüGNET.       Note  de  g^omdtrie.      Nouv.  Ann.  (3)  X.  153-158. 
(Mit  8  Fig.  im  Text) 

Es  wird  folgender  Satz  nebst  mehreren  Zusätzen  bewiesen: 
Beschreibt  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  der  Axe  eines  Kegel- 
schnittes einen  Kreis  mit  beliebigem  Halbmesser  und  zieht  vom 
Kreismittelpunkte  eine  Normale  an  den  Kegelschnitt,  so  hat  deren 
Fusspunkt  gleiche  Abstände  von  den  parallelen  Schnittsehnen 
zwischen  Kegelschnitt  und  Kreis.  Hk. 


F.  Machovec.     Ueber  die  Krttmmungsoentra  der  Kegel- 
schnitts-Evoluten.    Gasop.  XX.  97.  (Böhmisch.) 

Reagirt  auf  Mannheim's  Aufgabe:  „Gonstruire  le  centre  de 
courbure  de  la  d6velopp6e  d'une  conique^,  gelöst  in  den  mathem.- 
naturw.  Mitt.  von  Tabingen,  1889,  indem  darin  des  Verfassers 
Methode,  wie  sie  in  seinen  „Beiträgen  zur  Construction  der  Tan- 
genten und  Krttmmungsmittelpunkte  ebener  Curven''  (vgl.  F.  d. 
M.  XX.  1888.  610)  enthalten  ist,  mit  Vorteil  angewandt  erscheint. 

Std. 


A.  8cHAEFFER.   Die  Schar  ähnlicher  Kegelschnitte,  welche 
einem  Dreieck  umschrieben  sind,    synthetisch  behan- 

delt.        Dias.  Rostock.  8°. 


G.  Kühn,      üeber    einige    projective  Eigenschaften   der 
Poucelet'schen  Polygone.    Wien.  Ber.  o.  6-19, 

Ein  Polygon  nennt  man  bekanntlich  ein  Poncelet'sohes,  wenn 
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es  einem  Kegelschnitt  einbeschrieben  ist  und  gleichzeitig  einem 
zweiten  umbeschrieben  ist     Der  Verfasser  beweist  nun  fttr  ein 
ungerades  n  den  Satz:   ,, Jedes  Poncelet'sche  n-Eck  ist  sich  selbst 
polar  in  Bezug  auf  einen  gewissen  Kegelschnitt  K^  und  zwar  ist 
jede  Seite  die  Polare  ihrer  Gegenecke;  dieser  Kegelschnitt  K  ist 
derselbe  für  alle  die  Poncelet'schen  n-Ecke,  welche  denselben 
umbeschriebenen  und  denselben  einbeschriebenen  Kegelschnitt  be- 
sitzen, und  hat  mit  den  beiden  letztgenannten  Kegelschnitten  ein 
gemeinschaftliches  Pol-Dreieck.^    Aus  diesem  fQr  n  =  3  bekannten 
Satze  folgt  auch  ein  von  Herrn  Hurwitz  in  seiner  Arbeit    tlber 
Schliessungsprobleme  (Math.  Ann.  XV,  F.  d.  M.  XL  1879.  398) 
bewiesener  Satz.     Für  gerade  n  ergiebt  sich  der  bekannte  Zu- 
sammenhang zwischen  Poncelet'schen  n-Ecken  und  harmonischen 
CentralcoUineationen.    An  diese  Sätze  schliesst  der  Verfasser  ana- 
loge Sätze  an,  die  sich  auf  die  aufeinanderfolgenden  gleichartigen 
Diagonalen  Poncelet'scher  Polygone  beziehen,  und  überhaupt  zeigt 
er,  wie  durch  gewisse  einfache  Processe  aus  einem  Poncelet'schen 
Polygone  suceessive  unendlich  viele  andere  ableitbar  sind.    Die 
Specialisirung  für  n  ==  5  führt  vielfach  auf  Resultate,    die  schon 
von  Clebsch  in  seiner  Abhandlung   „lieber  das  ebene  Fünfeck" 
(Math.  Ann.  IV,  F.  d.  M.  III.  1871.  261)  geliefert  sind. 

Seht 


W.  Stegemann.  Dreiecksscharen,  Parabelscbaren  und 
KegelschnittbUschel,  welche  durch  drei  ähnliche  Punkt- 
reihen oder  durch  drei  projective  Strahlenbüschel  er- 
zeugt  werden.       Hoppe  Arch.  (2)  X.  225-260. 

Die  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  und  auf  deren  Mittelsenk- 
rechten liegenden  ähnlichen  Punktreihen,  deren  Aehnlichkeits- 
verhältnisse  den  Verhältnissen  der  Dreiecksseiten  gleich  sind, 
sowie  die  durch  diese  Punktreihen  erzeugten  Dreiecke  und  Pa- 
rabeln waren  schon  von  Herrn  Artzt  (Progr.  des  Gymn.  zu  Beck- 
liDghausen.  1884)  untersucht  worden.  Bei  dieser  Untersuchung 
spielten  der  Grebe'sche  Punkt,  der  Brocard'sche  Kreis,  die  Bro- 
eard'aehen  Dreiecke  und  Punkte  eine  wichtige  Rolle.    Die  über 

FortMbr.  d.  Math.   XXIII.  3.  43 
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die  ähnlichen  Punktreihen  auf  den  Mittelsenkrechten  gewonneneo 
Resultate  wurden  dann  von  Herrn  Kiehl  in  Bromberg  (Progr.  d. 
Realg.  in  Bromberg,  F.  d.  M.  XX.  1888.  625)  verallgemeinert, 
indem  an  die  Stelle  des  Grebe'schen  Punktes  ein  beliebiger  an- 
derer Punkt  gesetzt  wurde  und,  der  Lage  dieses  Punktes  ent- 
sprechend, die  Aehnlichkeitsverhältnisse  der  Punktreihen  ge&ndert 
wurden.  Die  Parabelsoharen  ergaben  sieh  dabei  durch  Drehung 
der  Punktreihentr&ger.  Die  letzteren  aber  blieben  an  die  Be- 
dingung gefesselt,  dass  sie  durch  die  Seitenmitten  gehen  und 
diese  als  entsprechende  Punkte  enthalten  mussten.  In  der  vor- 
liegenden Abhandlung  sind  nun  die  Resultate  dieser  Abhandlungen 
verallgemeinert,  indem  die  in  vollkommen  allgemeiner  Lage  ge- 
dachten Träger  als  das  ursprflnglich  Gegebene  aufgefasst  sind, 
und  ein  Dreieck  hinzugefllgt  ist,  dessen  Seiten  auf  den  Tr&gero 
senkrecht  stehen  und  durch  drei  homologe  Punkte  gehen. 

Seht 

K.  DöRHOLT.     Die  Enveloppe  der  Axen  der  einem  Drei- 
eck eingeschriebenen  Parabeln.    Fr.  (No.  353)  Gymn.  Rheine. 

38  8.  40.  (1  Pig.-Taf.) 

Bekanntlich  ist  der  Ort  der  Brennpunkte  aller  Parabeln, 
welche  drei  Strahlen  berühren,  der  Umkreis  des  von  den  drei 
Strahlen  gebildeten  Dreiecks.  Jeder  Punkt  des  Umkreises  ist 
Brennpunkt  einer  Parabel^  deren  Scheiteltangente  man  erhält, 
wenn  man  die  Fusspunkte  der  von  jenem  Punkte  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  gefällten  Lote  verbindet.  Das  Lot  von  jenem 
Punkte  auf  die  Scheiteltangente  giebt  die  Parabelaxe,  auf  der 
übrigens  auch  der  Höbenschnittpunkt  des  Dreiecks  liegt,  dessen 
Seiten  parallele  Tangenten  zu  den  Seiten  des  Original-Dreiecks 
sind.  Ausgehend  von  diesen  aus  Steiner-Oeiser'«  Th^rie  der 
Kegelschnitte  bekannten  Sätzen,  entwickelt  der  Verfiisser  ele- 
mentar-geometrisch die  Eigenschaften  der  Curve,  welche  von  den 
00^  Axen  der  den  Punkten  des  Umkreises  als  Brennpunkten  zq- 
gehörigen  Parabeln  eingehüllt  wird.  Die  Curve  ii»t  vierter  Ord- 
nung dritter  Klasse.  Ihre  eine  Doppeltangente  ist  die  anendlicfa 
ferne  Gerade.     Die   elementare  Gonstruction   ihrer   drei  Spitzen 
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und  RQckkehrtaDgenten  wird  abgeleitet.  (Mao  vergleiche  die 
bezüglichen  Sfttze  bei  Steiner,  Gesammelte  Werke  II,  S.  642 ff.; 
bei  H.  Schröter,  Ueber  die  Erzeugnisse  krummer  projectivi- 
scher  Gebilde,  J.  fftr  Math.  LIV.  31-47.  1857,  und  bei  Cremona, 
Sar  rhypocycloi'de  a  trois  rebroussements,  J.  fQr  Math.  LXIV. 
101  - 123,  besonders  S.  llOff.  1864.)  Im  metrischen  Teile  der 
Abeit  findet  der  Verfasser  die  Länge  der  Curve  gleich  16r, 
ihren  Inhalt  gleich  2r'fr,  wo  r  den  Radius  des  erwähnten  Um- 
kreises bedeutet.  Von  weiteren  Ergebnissen,  die  sich  an  die 
mitgeteilten  anschliessen,  sei  noch  der  folgende  Satz  erwähnt: 
9  Wenn  man  zwei  beliebige  Radien  eines  Kreises  sich  um  dessen 
Centrum  so  bewegen  lässt,  dass  die  von  dem  einen  bestrichene 
Fläche  stets  doppelt  so  gross  ist,  als  die  von  dem  anderen  be- 
strichene, so  ist  die  Enveloppe  der  Verbindungsstrahlen  der 
Endpunkte  solcher  Radien  gerade  die  vom  Verfasser  untersuchte 
Curve"  (Erzeugungsweise  von  Kiepert:  „Ueber  Epicykloiden, 
Hypocykloiden  und  daraus  abgeleitete  Curven*'.  Schlömilch  Z. 
XVII,  F.  d.  M.  IV.  1872.  354,  ebenso  bei  Eckardt:  „Einige 
Sätze  Ober  die  Epicykloide  und  Hypocykloide,''  Schlömilch  Z.  XV, 
F.  d.  M.  II.  1869/70.  520).  Seht. 


6.  DB  LoNGCHAMPS.     D^veloppemeiits  sur  las  paraboles 

de   M.   Artzt.      Progreso  mat.  I.  209-216,  250-253. 

Artzt'sohe  Parabeln  eines  Dreiecks  heissen  bekanntlich  die 
drei  Parabeln,  von  denen  je  eine  durch  zwei  Ecken  des  Dreiecks 
geht  und  in  denselben  die  beiden  anstossenden  Seiten  berührt.  In 
dem  vorliegenden  Artikel  stellt  der  Verf.  die  vornehmsten  Eigen- 
schaften dieser  Parabeln  zusammen.  Tx.  (Lp.) 


Bedaux.     Sur  le  trac^  des  arcs  de  parabole.     G^nie  civil. 

XVI.  (1889/90.)  268. 

Ist  C  der  Endpunkt  des  zur  Sehne  AB  conjugirten  Durch- 
messers der  Parabel,  so  ist  der  doppelte  Abstand  des  Durchmessers 
TOD  der  Axe  die  vierte  Proportionale  zu  der  Projection  der  Halb- 
sehne auf  die  Axe,  ihrer  Projection  auf  die  Soheiteltangente  und 

43' 
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demjenigen  Teile  des  Darchmessers,  welcher  zwischen  C  und  der 
Sehne  liegt. 

Auf  diesen  Satz  grttndet  der  Verfasser  eine  Gonstruction  der 
Parabel,  von  welcher  der  Scheitel  und  zwei  symmetrisch  zur  Aie 
liegende  Punkte  gegeben  sind.  F.  E. 


Ph.  Weinmeister,  üeber  die  Variation  der  Parallel- 
projection  einer  Ellipse  mit  der  Richtang  der  projici- 
renden   Strahlen   und   mit  der  Lage  der  Projectionä- 

ebene.     Hoppa  Arch.  (2)  X.  380-397. 

Verf.  untersucht  die  Beziehungen  der  verschiedenen  Parallel- 
projectionen  einer  gegebenen  Ellipse  1)  bei  fester  Stellung  der 
Projectionsebene  und  veränderlicher  Richtung  der  projicirenden 
Strahlen,  2)  bei  fester  Richtung  der  Strahlen  und  veränderlicher 
Projectionsebene,  indem  er  u.  a.  diejenigen  Projectionsellipsen 
ins  Auge  fasst,  die  einen  gegebenen  Flächeninhalt,  oder  eine 
gegebene  Quadratsumme  der  Axen,  oder  ein  gegebenes  Axeü- 
verhältnis  haben,  und  dabei  zu  interessanten  Sätzen  gelangt,  die 
sich  auf  den  Ort  der  Mittelpunkte,  die  UmhttUungscurve  (bezw. 
den  Umhiillungskegel),  die  Lage  der  Brennpunkte  u.  s.  w.  be- 
ziehen. Hk. 


R.   F.  Davis.       Elementary    geometrical    note    on    the 
„Fr^gier-point^  of  an  ellipse.    Bd.  Times  Liv.  1S9-131. 


W.  Panzerbibter.     Dreiteilung  jedes  beliebigen  Winkels 
mittelst  einer  festen  Hyperbel.    Hoppe  Aroh.  (2)  x.  333-33^. 

441-442. 

Die  trisecirende  Hyperbel  hat  P  zum  Scheitel,  B  zum  zuge- 
hörigen Brennpunkte,  C  zum  anderen  Scheitel,  wenn  BC  die  dem 
gegebenen  Centriwinkel  zugehörige  Sehne  und  P  ihr  einer  Tt\- 
sectionspunkt  ist.  Dieselbe  Hyperbel  hat  schon  Herr  GQnther 
1877  zur  Winkeltrisection  benutzt.    Der  zweite  Teil  enthält  ausser 
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dieser  and   anderen  Litteraturangaben  noch  Modificationen  der 
Construetion  mittels  derselben  Hyperbel.  Seht. 


6.  Tarrt.     Question  267.     Solution  et  ddveloppements. 

J.  de  Math.  sp6c.  (3)  V.  255-259. 

Von  Herrn  d'Oeagne  sind  folgende  Sätze  zum  Beweise  gege- 
ben: Ist  A  ein  beliebiger  Punkt  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 
BC  ein  beliebiger  Durchmesser  mit  den  Endpunkten  B  und  C, 
fio  ist  die  Tangente  in  A  Symmediane  des  Dreiecks  ABC.  Ge- 
geben sind  zwei  Punkte  einer  gleichseitigen  Hyperbel  und  ihr 
Mittelpunkt;  die  Tangenten  in  diesen  beiden  Punkten  zu  con- 
stroiren.  Wenn  ein  Kreis  und  eine  gleichseitige  Hyperbel  con- 
centrisch  sind,  so  sind  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  ihres 
einen  gemeinschaftlichen  Durchmessers  senkrecht  zu  dem  anderen 
gemeinsamen  Durchmesser.  Herr  Tarry  beweist  auf  rein  geo- 
metrischem Wege  diese  Eigenschaften  und  einige  andere.  Am 
Schlüsse  wird  ein  ganz  kurzer  anderer  Beweis  von  Herrn  Bro- 
card  mitgeteilt.  Lp. 

6.  Leinekugel.     Solution  de  la  question  199.    J.  de  Math. 

Bp6c.  (Q  V.  251-254. 

Die  von  Herrn  Boutin  gestellte,  von  Herrn  Leinekugel  auf 
synthetischem  Wege  gelöste  Aufgabe  lautet:  Auf  den  drei  Seiten 
eines  Dreiecks  errichtet  man  in  ihren  Mitten  Lote  und  trägt  auf 
ihnen  die  Strecken  ka,  fcfr,  kc  ab;  die  Verbindungslinien  der 
Endpunkte  dieser  Strecken  mit  den  Gegenecken  des  Dreiecks 
^ehen  durch  einen  und  denselben  Punkt  Jlf.  Bei  veränderlichem 
i  ist  der  Ort  Ton  Jlf  eine  dem  Dreiecke  ABC  umbeschriebene 
Ifleichseitige  Hyperbel.  Den  Wert  von  k  zu  bestimmen,  für 
welchen  M  im  Unendlichen  liegt«  Herr  Leinekugel  zeigt,  dass 
1er  gesuchte  Ort  durch  den  Höhenschnitt  und  den  Schwerpunkt 
les  Dreiecks  geht.  In  Dreieckscoordinaten  a,  /?,  y  ist  seine 
Jleiebung 

a/»sin(il-B)+iJysin(ß-C)  +  ya8in(C-.il)  =  0. 

Für  das  entsprechende  räumliche  Problem  sind  die  Lote  in 
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den  Umkreiscentren  der  Dreiecke  eines  Tetraeders  zu  errichten 
und  den  Flächen  dieser  Dreiecke  proportional  za  nehmen;  dann 
bilden  die  Verbindungslinien  ihrer  Endpunkte  mit  den  Ecken  des 
Tetraeders  vier  Erzeugende  eines  Hyperboloides.  I^p. 


H.  Brocard.    Solution  de  la  question  279.    J.  de  Math.  spec. 

(3)  V.  237-23Ö. 

Man  beschreibe  über  einer  Sehne  AB  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  H  als  Durchmesser  einen  Kreis,  der  die  Curve  ausser- 
dem noch  in  C  und  D  schneiden  möge;  AD  und  BC  treffen  sieb 
in  f,  AC  und  BD  in  J,  Dann  schneidet  IJ  die  Axen  von  H  in 
zwei  Punkten  L  und  iV,  die  mit  //  eine  isotomische  Teilung 
bilden,  d.  h.  IL  =  NJ  (Satz  von  6.  de  Longohamps).      Lp. 


P.  Sack,     üeber   Kreisbflndel  zweiter  Ordnung.      Jena. 

NeuenhahD.  32  S.  8». 


J.    Neüberg    et    P.-H.  ScHOUTB.      G^n^ralisation    d'un 

Probleme  COnnU.    Absoc.  Fran^.  Marseiile  XX.  168-180. 

Mit  dem  Namen  „Normale  unter  dem  Winkel  a^  bezeiebDen 
die  Verf.  eine  Gerade,  welche  mit  der  Tangente  einer  Cnrve  in 
dem  Berührungspunkte  den  Winkel  a  bildet.  Um  alle  Normalen 
einer  Curve  unter  dem  Winkel  a  zu  haben,  stelle  man  sich  vor, 
dass  die  Tangente  an  der  Curve  entlang  gleite  und  die  Nor- 
male unter  dem  Winkel  a  mit  sich  führe.  Das  behandelte  Pro- 
blem lautet:  Man  betrachtet  1)  die  einem  gegebenen  Dreiecke 
ABC  umbeschriebenen  Kegelschnitte  S,  bei  denen  die  in  den 
Ecken  A^  B,  C  unter  dem  Winkel  a  gezogenen  Normalen  durch 
einen  und  denselben  Punkt  P  gehen;  2)  die  dem  n&mlichen 
Dreiecke  eingeschriebenen  Kegelschnitte  S\  bei  denen  die  in 
den  Berührungspunkten  mit  den  Seiten  unter  dem  Winkel  « 
errichteten  Normalen  durch  einen  und  denselben  Punkt  P*  geben. 
Zu  beweisen,  dass  der  Ort  von  P  und  der  von  P'  eine  und 
dieselbe  kubische  Curve  ist,  und  dass  eine  andere  kubische  Curve 
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der  Ort  der  Mittelpankte  0  und  0*  der  Kegelschnitte  S  und  S* 
ist  Die  Behandlang  der  Aufgabe  benutzt  vorzugsweise  synthe- 
tische Methoden;  doch  werden  auch  die  Gleichungen  jener  kubi- 
schen Curven  entwickelt.  Indem  wir  darauf  verzichten,  von  den 
sonstigen  interessanten  Ergebnissen  der  Arbeit,  insbesondere  von 
den  Beziehungen  zur  neueren  Oeometrie  des  Dreiecks  Einzelnes 
mitzuteilen,  weisen  wir  zum  Schlüsse  nur  auf  die  am  Ende  der 
Arbeit  zusammengestellte  Litteratur  der  Aufgabe  für  a  =  ^7i  hin. 

Lp. 

£•  KöTTER.     Einige  Hauptsätze  aus  der  Lehre  von  den 
Curven  dritter  Ordnung.    Math.  Ann.  xxxviii.  287-297. 

Der  Verfasser  hatte  in  seinen  „Grundzügen  einer  rein  geo- 
metrischen Theorie  der  algebraischen  ebenen  Curven''  (Abhand- 
lungen der  Berl.  Akad.  v.  Jahre  1887)  rein  geometrische  Beweise 
fär  die  unendlich  vielfache  projective  Erzeugbarkeit   der   alge- 
braischen ebenen  Curven  gegeben.     Da  sich  diese  Entwickelung 
fQr  die  Curven  dritter  Ordnung  in   bemerkenswerter  Weise  ab- 
kürzen  lässt,   so   giebt   er  hier  die  besondere  Behandlung  der 
Curv£n  dritter  Ordnung  als  Erzeugnis   projectiver  Gebilde  auf 
unendlich  vielfache  Weise.     Die  Resultate  beziehen  sich  nameut- 
licb  auch  auf  das  Reell-Sein  oder  Conjugirt-imaginär-Sein  der  4 
Grandpunkte  des  Kegelschnittbüschels  und  der  erzeugten  Punkte 
der  Curve  dritter  Ordnung  selbst.  Seht. 


M.  DiSTELi.     Ueber  eine  einfache  planare  Darstellungs- 
weise der  Gestalten   der  ebenen  Curven  dritter  Ord- 

nnng.     Schlomilch  Z.  XXXVI.  138-157. 

Mit  Hülfe  einiger  bekannter  Eigenschaften  der  ebenen  Gur- 
ren dritter  Ordnung  entwickelt  der  Verfasser  hier  in  einfachster 
Weise  die  Gestaltung  dieser  Curven.  Der  stets  reelle  unendlich 
ferne  Punkt  der  Curve  dritter  Ordnung  wird  immer  als  gegeben 
vorausgesetzt,  die  beiden  anderen  Richtungen  nach  den  unend- 
lich fernen  Punkten  der  Curve  werden  mit  dem  Zirkel  bestimmt; 
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sonst  sind  alle  Constructionen  mit  dem  Lineal  aasfllhrbar. 
Ausser  den  Asymptoten  werden  auch  die  im  Endlichen  berüh- 
renden Tangenten  construirt.  Ausgebend  von  der  bekannten 
Steiner'schen  Verwandtsebaft  zwischen  den  Punktepaaren  einer 
Ebene,  findet  der  Verfasser  die  Darstellung  aller  Arten  von 
Curven  dritter  Ordnung  durch  Verallgemeinerung  der  Constmo 
tionen,  welche  für  die  Kegelschnitte  aus  dieser  Verwandtschaft 
fliessen.  Hiernach  zerfallen  die  zweiteiligen  Curven  bei  dem 
Verfasser    in:    a)  elliptische  Serpentinen  mit  elliptischem  Oval, 

b)  elliptische  Serpentinen  mit  parabolischem  Oval,  c)  paraboli- 
sche Serpentinen  mit  elliptischem  Oval,  d)  elliptische  Serpentinen 
mit  hyperbolischem  Oval,  e)  hyperbolische  Serpentinen  mit  ellip- 
tischem Oval.  Bei  den  einteiligen  Curven  werden  besonders 
behandelt:  a)  circulare  Serpentinen,  b)  parabolische  Serpentinen, 

c)  hyperbolische  Serpentinen.  Bei  den  rationalen  Curven  wird 
die  gestaltliche  Verschiedenheit  natürlich  dadurch  bedingt,  ob 
ein  isolirter  Punkt,  ein  Knotenpunkt  oder  ein  ROckkehrpunkt 
vorhanden  ist  Den  Schluss  der  Abhandlung  bildet  der  hübsche 
Satz:  „Die  Curve  dritter  Ordnung  mit  Rückkehrpunkt  ist  eine 
sich  selbst  entsprechende  in  jedem  Polarsystem,  welches  das 
Dreieck  R  WS  als  Tripel  harmonischer  Pole  und  einen  Punkt  der 
Curve  nebst  einer  Tangente  als  Paar  entsprechender  Elemente 
besitzt,  falls  A  den  Rückkehrpunkt,  W  den  Wendepunkt,  S  den 
unendlich  fernen  Punkt  bedeutet,  den  Rückkehrtangente  und 
Wendetangente  gemeinsam  haben  sollen^.  Seht 


M.  UisTELi.  Die  Metrik  der  circalaren  ebenen  Curven 
dritter  Ordnung  im  Zusammenhang  mit  geometrischen 
Lehrsätzen  Jacob  Steiner^s.    Woif  z.  XXXYI.  255-305. 

Die  interessante  Abhandlung  enthält  die  Construction  der 
Brennpunkte  der  allgemeinen  und  der  speciellen  circularen  Cur* 
ven  dritter  Ordnung  nach  Lage  und  Realität,  sowie  die  geome- 
trische Herleitung  der  hauptsächlichsten  metrischen  Eigenschaften 
dieser  Curven,  unter  Zuhülfenahme  der  bekannten  Steiner'schen 
Verwandtschaft   in   der  Ebene  und  mit  Ausschluss  irgend  eines 
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Coordinaten-Systems.  Zunächst  wird  die  zweiteilige  Gurve  dritter 
Ordnung  betrachtet.  Dann  werden  die  Betrachtungen  auf  ein- 
teilige und  rationale  Curven  ausgedehnt.  Seht. 


M.  d'Ocagne.      Sur  la  construction  des  cubiques  cuspi- 
dales  (unicursales  de  la  troisi^me  classe).     8.  M.  F.  Ball. 

XIX.  103-104. 

Es  bezeichne  bei  einer  ebenen  Gurve  dritter  Ordnung  dritter 
Klasse  J  den  Wendepunkt,  R  den  Bückkehrpunkt,  T  den  Schnitt- 
punkt der  Wendetangente  und  der  Rückkehrtangente,    P  einen 
beliebigen  Punkt  der  Gurve,  S  den  Schnittpunkt  von  JT  mit  der 
Tangente  in  P,  V  den  Schnittpunkt  von  RP  mit  JT.     Dann  ist 
(JUTS)  =  —  i-     Hierzu,  fügt  der  Verfasser  die  folgende  Erzeu- 
gungsart der  Plancurve  dritter  Ordnung  dritter  Klasse.     Man  con- 
struire  den  zu  RF  bezüglich  RT  und  RJ  harmonisch  conjugirten 
Strahl.     Nun  ziehe   man  durch  T  einen  beliebigen  Strahl,    der 
den  eben  construirten  in  B  schneidet  und  ferner  RP  in  ii,   JP 
in  C  trifft.    Ist  dann  D  zu  C  bezüglich  A  und  B  harmonisch  con- 
jugirt,  so  erzeugt  der  Schnitt  von  RC  und  JD  die  Gurve,  wenn 
TA  sich  um  T  dreht.  Seht. 


H.  Willig.     Einfache  Constructionen  für  eine  Reihe  von 
ünicursalcorven  dritter  Ordnung.   Hoppe  Arch.  (2)  x.  1-12. 

Drei  Methoden,  nach  denen  man  auf  einfache  Weise  ge- 
wisse Arten  von  Gurven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkten 
graphisch  finden  und  discutiren  kann. 

1)  Gegeben  2  Gerade  x^  y  und  eine  Parabel  (durch  Brenn- 
punkt und  Leitlinie).  Zieht  man  durch  den  Punkt,  in  welchem 
eine  Parabeltangente  (  die  Gerade  x  sehneidet,  eine  Parallele 
zu  y^  und  umgekehrt,  so  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  beider 
Parallelen  eine  Unicursaicurve  dritter  Ordnung. 

2)  Wählt  man  auf  einem  Kegelschnitte  den  festen  Punkt  0^ 
ind  den  beweglichen  P,  und  in  seiner  Ebene  die  festen  Punkte 
^g,    Oj,  zieht  man  durch  0,  zu  O^P  die  Parallele,   so  wird  O^P 
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von   dieser   Parallele   in   einem  Punkte  geschnitten,  dessen  Ort 
eine  Unicarsalcurve  dritter  Ordnung  ist. 

3)    Alle  Fusspunktcurven   der  Parabel    sind  Curyen  dritter 
Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte.  R.  M. 


V.  Martinbtti.     Teoremi  sui  poligoni  di  Steiner,  inscritti 
in  una  curva  di  terzo  ordine.    Palermo  Bend.  Y.  109-120. 

V.  Martinbtti.     Sui  poligoni  di  Steiner  inscritti  in  una . 
curva  piana  di  terzo  ordine  e  relativi  ad  nn  numero 
qualunque  di  punti  fondamentali.    müaoo.  Tip.  Bernardoni 

di  C.  Bebeschini  e  G.  18  S.  S^. 

Ein  Punktepaar  PP'  einer  Curve  dritter  Ordnung  ist  ein 
Steiner'sches  von  der  Ordnung  n,  wenn  ein  und  in  Folge  desseu 
unendlich  viele  2fiEcke  der  Curve  eingeschrieben  werden  kön- 
nen, von  denen  n  nicht  aneinander  stossende  Seiten  durch  P  und 
die  anderen  fi  durch  P'  gehen.  Es  ist  sattsam  bekannt,  dass 
die  Verbindungslinie  zweier  Ecken,  zwischen  denen  sich  eine 
gerade  Zahl  anderer  befindet,  ebenfalls  um  einen  festen  Punkt 
der  Curve  sich  dreht.  Als  eine  Folge  davon  wird  hier  der  Sati 
abgeleitet:  Sind  PP,,  P,P^,  P^P^,  ...,  P*-!  P'  Steiner'scbc 
Punktepaare  von  den  Ordnungen  n^,  n„  .. .,  11«,  so  ist  PP'  ein 
Steiner'sches  Punktepaar  von  der  Ordnung  p,  wo  p  das  kleinste 
Vielfache  der  Zahlen  n^,  n,,  . . .,  njb  ist. 

In  der  zweiten  Arbeit  wird  als  ein  auf  die  Punkte  P^,  /\, 
. . .,  P»  bezügliches  Steiner'sches  Punktsystem  [spezzata  di  Steiner] 
eine  Folge  von  Punkten 

Pn  P9»  '  •  '1  P"»  ^»  ^j  •  •  •»  ^^ 

einer  Curve  dritter  Ordnung  von  der  Art  bezeichnet,    dass  die 
Geraden 

[i  +  ttn][i  +  xn+\]        (x  =  0,  1,  2,  ...) 
durch  den  Punkt  P.«  gehen. 
Da  allgemein  die  Geraden 

[i  +  %n][i  +  xn  +  2h  +  l]        (x  =  0,  1,  2,  ...) 
durch  einen  festen  Punkt  gehen,  so  ergiebt  sich  bei  ungeradem 
n  zu  n  beliebigen  Punkten   ein   geschlossenes   System    von   2» 
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Punkten;  bei  geradem  n  ergiebt  sich  zuerst  ein  geschlossenes 
System  von  mn  Punkten,  und  hernach  unendlich  viele,  wenn 
der  Drehpunkt  der  Geraden  1,  n;  n  f  1,  2n;  2n+lj  3n;  ...  nait 
Pn  ein  Steiner'sches  Punktepaar  m^'  Ordnung  bildet.  Ein  solches 
Panktsjstem  wird  in  die  n  Klassen  von  Punkten 

I,  t  +  n,  ...,  •  +  (w  — 1)« 
zerlegt.  Je  zwei  Klassen  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  man  aus 
m  bestimmten  Punkten  der  Gurve  die  Punkte  der  einen  in  m 
cyklische  Permutationen  aus  Punkten  der  anderen  Klasse  pro- 
jieiren  kann.  Der  Verfasser  betrachtet  nun  Configurationen, 
die  sich  aus  solchen  Klassen  zusammensetzen  lassen.  Specielle 
Configurationen  dieser  Art  sind  schon  von  Herrn  de  Vries  be- 
trachtet worden.  E.  K. 


W.  RuLF.      Constructionen    von    Tangenten    an    einige 
höhere  Ourven  mittelst  Kegelschnitte.    Hoppe  Arch.  (2)  x. 

446-448. 

Ist  AB  der  auf  der  Tangente  T  des  Kreises  K  senkrecht 
stehende  Durchmesser,  und  zieht  man  durch  A  einen  beliebigen 
Strahl,  der  T  in  D  und  K  in  C  trifft,  und  macht  man  CP  =  CD, 
so  istP  ein  Punkt  der  Strophoide,  einer  Curve  dritter  Ordnung. 
Wird    diese  Construction  statt    mittels  A,  K,  T  mittels  A,  L,  T 
durchgeführt,  wo  L  die  Kreistangente  in  C  ist,  so  entsteht  eine 
Hyperbel,   die  in  P  dieselbe  Tangente  hat  wie  die  Strophoide. 
Diese  Hyperbel  geht  durch  den  Schnittpunkt  von  L  und  T,  durch 
A  und   durch  P  und   hat   die  Asymptotenrichtungen  L  und  T. 
Ihre  Tangente  in  P  kann  also  leicht  construirt  werden,  und  da- 
mit auch  die  Strophoiden-Tangente  in  P.     Bei   der  Cissoide  ist 
der  analoge  Hdlfs- Kegelschnitt  auch  eine  Hyperbel,  beim  Carte- 
sischen  Blatt  eine  Parabel.  Seht. 


B.  Sporer.     üeber  eine  besondere  Transformation  alge- 
braischer Curven  und  damit  in  Verbindung  stehende 
Sätze  Jacob  Steiner's.     Schiomiioh  z.  xxxvi.  339-348. 
Die  im  Titel  genannte  Transformation  ist  keine  andere,  als 
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die,  welche  den  Punkt  Q  in  0^  bezüglich  eines  Pols  P  ver- 
wandelt, wenn  auf  einem  durch  P  gehenden  Strahle  Q  und  0, 
harmonisch  eonjugirt  zu  den  Schnittpunkten  dieses  Strahls  mit 
einem  Leit-Kegelschnitt  liegen.  Diese  Transformation  benutzt 
der  Verfasser,  um  eine  Reihe  von  Steiner'scben  Sätzen  (Ges. 
Werke,  Band  II)  zu  beweisen,  die  sich  auf  Curven  dritten  Gra- 
des, osculirende  Kegelschnitte,  doppelt  berührende  Kegel- 
schnitte u.  8.  w.  beziehen.  Seht. 


Otto  Richter,     üeber   die  bicircularen  Curven  vierter 

Ordnung.     Schlömilch  Z.  XXXVI.  191-192. 

Im  Anschluss  an  eine  von  uns  besprochene  Abhandlang 
[F.  d.  M.  XXII.  1890.  663]  giebt  Herr  Richter  S&tze  ttber  das- 
jenige System  viermal  berührender  Kegelschnitte  einer  bicircularen 
Curve  vierter  Ordnung,  welches  alle  vier  Doppeltangentenpaare 
und  dazu  die  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  enthält. 

E.  K. 


C.    Besondere  räumliche  Gebilde. 

« 

Fr.  London.  üeber  constructive  Probleme  aus  der 
Theorie  der  reciproken  Verwandtschaft  und  der  Flä- 
chen zweiter  Ordnung.    Math.  Ann.  xxxviii.  334-36S. 

Die  vorliegende  Abhandlung  studirt  gewisse  abhängige  Punkt- 
systeme, welche  bei  der  Theorie  der  reciproken  Verwandtschaft 
und  der  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Rolle  spielen,  indem  der 
analytische  Ausdruck  fflr  die  Abhängigkeit  jener  Systeme  in  die 
Form  gewisser  linearer  Identitäten  gekleidet  wird,  die  vermöge 
ihrer  anschaulichen  geometrischen  Interpretation  geeignet  sind, 
den  Ausgangspunkt  für  die  Behandlung  jener  Punktsysteme  zu 
bilden.  Dadurch  gelangt  der  Verfasser  zu  Eigenschaften,  die 
einen  neuen  einfachen  Eingang  zu  der  Lösung  der  fundamen- 
talen Gonstrüctionsaufgaben  eröffnen,  die  sich  bei  der  Erzeugung 


/ 
/ 
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der  reoiproken  und  quadratischen  Verwandtschaft,  sowie  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  der  Raumcurven  vierter  Ordnung 
erster  Art  darbieten.  So  löst  der  Verfasser  in  einfacher  und 
übersichtlicher  Weise  die  Probleme  der  Gonstruction  der  quadra- 
tischen Verwandtschaft  aus  7  entsprechenden  Punktepaaren,  so- 
wie der  Reciprocität  aus  8  ihrer  Nullpaare.  Dann  werden  die 
gemeinsamen  Nullpaare  dreier  Reciprocitäten  aus  6  gegebenen 
construirt.  Ein  Specialfall  dieses  Problems  fOhrt  zur  Erzeugung 
der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art  aus  8  Punkten. 
Ebenso  fbhrt  ein  Specialfall  des  Problems  der  Erzeugung  der 
quadratischen  Verwandtschaft  aus  7  entsprechenden  Punkte- 
paaren auf  die  Gonstruction  der  Flächen  zweiter  Ordnung  aus 
9  gegebenen  Punkten.  Eine  andere  Erzeugung  der  genannten 
Raumcurven  und  Flächen  aus  der  hinreichenden  Anzahl  von 
Punkten  ergiebt  sich  aus  der  directen  Behandlung  der  linearen 
Identitäten,  welche  zwischen  den  Quadraten  der  linearen  Formen 
bestehen,  die  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  von  9  Punkten 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  oder  von  8  Punkten  einer  Raum- 
carve  vierter  Ordnung  bilden.  Den  Abschluss  bildet  eine  neue 
Lösung  des  viel  behandelten  Problems  der  linearen  Gonstruction 
des  achten  Schnittpunktes  dreier  Flächen  zweiter  Ordnung.  Alle 
Constructionen,  welche  zu  einer  einzigen  Lösung  führen,  sind 
nattlrlich  auch  linear  angegeben.  Seht. 


Fr.  Wilhelm.  Ueber  den  Ort  der  Axen  jener  gleich- 
seitigen hyperbolischen  Paraboloide,  welche  zwei  ge- 
gebene windschiefe  Gerade  enthalten.    Monatah.  f.  Math. 

II.  345-350. 

Der  im  Titel  erwähnte  Ort,  zu  dem  der  Verfasser  manche 
Constructionen  liefert,  ist  schon  mehrfach  untersucht,  auch  von 
Sir  Robert  Ball,  welcher  aus  der  Mechanik  her  darauf  geführt 
wurde  (cf.  Oravelius,  Theoretische  Mechanik  starrer  Systeme 
nach  Ball,  Berlin.  1889);  ebenso  wie  neuerdings  von  Herrn 
Hübener  (Mitt.  d.  Math.  Ges.  y.  1893).  Der  Ort  ist  eine  Linien- 
fldche,  die  den  Namen  Cylindroid  führt.  Seht. 
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Gl.  Servais.     Sur  les  sectionB  circulaires  dans  les  sur- 
faces  du  second  ordre.    Beig.  Bali.  (3)  xxiL  115-18O. 

C.    Le    PaiGB.       Rapport.      ibid.  88-89. 

Der  Verf.  findet  auf  synthetische  Weise  die  Eigenschaften 
der  Kreisschnitte  der  Flächen  zweiter  Ordnung,  indem  er  die 
Eigenschaften  der  Focalkegelschnitte  mit  denen  der  conjugirten 
rechtwinkligen  Strahlencomplexe  verknOpft.  Mn.  (Lp.) 


H.  Schnell.    Scharen  mit  einander  perspectiver  Tetraeder. 

DisB.  GiesBen.  8^ 


H.  Menzel.  Ueber  die  Bewegung  einer  starren  Geraden, 
welche  mit  mehreren  von  ihren  Punkten  in  festen 
Ebenen  oder  auf  festen  Geraden  gleitet  Dias.  Monster.  »<». 


G.  KoHN.  Ueber  die  Sextupel  von  geraden  Linien,  welche 
von  sämtlichen  Punkten  einer  kubischen  Fläche  als 
sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts  gesehen  werden. 

MooatBh.  f.  Matb.  IL  293-310. 

Es  ist  bewiesen  worden,  dass  der  Ort  der  Spitzen  aller 
Kegel  zweiten  Grades,  welche  sechs  gegebene  gerade  Linien  be- 
rühren, eine  Fl&che  achter  Ordnung  ist.  Schneiden  sich  zwei 
dieser  Geraden,  so  bildet  die  durch  sie  bestimmte  Ebene  einen 
Bestandteil  der  Fläche.  Nimmt  man  daher  die  Geraden  so  aa, 
dass  fQnf  Schnittpunkte  entstehen,  ohne  dass  drei  Gerade  in 
dieselbe  Ebene  fallen,  so  reducirt  sich  die  Fl&che  auf  eine  Fl&che 
dritter  Ordnung.  Diese  hat  ihren  besonderen  Charakter,  je  nach- 
dem man  die  Lage  jener  Geraden  noch  besonderen  Bedingungen 
unterwirft.  Liegen  fünf  Gerade  im  Raum  aber  so,  dass  sie  alte 
von  einer  sechsten  getroffen  werden,    so    ist   die  Fl&che  dritten 

Grades   eine  allgemeine,   und   es  gilt   daher   der  Satz:   „Sechs 

* 

gerade  Linien   einer  allgemeinen  Fl&che   dritter  Ordnung,    von 
denen  fünf  windschief  sind  und  alle  von  der  sechsten  getroffen 
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werden,  erscheinen,  von  den  sämtlichen  Fläcbenpunkten  aus 
gesehen,  als  sechs  Tangenten  eines  Kegelschnitts.^  Von  den 
Ergebnissen  der  weiteren  Untersuchungen  mag  noch  bemerkt 
werden,  dass,  wenn  fUnf  Gerade  ein  räumliches  Fünfeck  bilden 
and  die  sechste  eine  beliebige  Gerade  d  des  Raumes  ist,  der 
Ort  der  Punkte,  von  denen  aus  diese  sechs  Geraden  als  Tan- 
genten eine»  Kegelschnitts  erscheinen,  eine  Regelfläche  dritter 
Ordnung  ist,  welche  die  Gerade  d  zur  Doppellinie  besitzt 

Sehn. 


G.  KoBN.     Beweis  eines  Satzes   von  Cayley.     Monatsh.  f. 

Math.  II.  343-344. 

Sehr  einfacher  geometrischer  Beweis  eines  Satzes  von  Cay- 
ley, welcher  lautet:  Auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  liegen 
4ö-mal  drei  Gerade  so,  dass  sie  ein  ebenes  Dreieck  bilden. 
Durch  jede  Gerade  eines  solchen  Dreiecks  gehen  noch  vier  an- 
dere solche  Ebenen.  Das  Doppelverhältnis  derselben  ist  gleich 
dem  Doppelverhältnisse  der  vier  anderen  £benen,  die  ebenso 
durch  eine  zweite  Gerade  desselben  Dreiecks  gehen.        Seht. 


E.  CiANi.     Sulla  superficie  diagonale  di  Clebscb. 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VIIi.  227-234. 

Die  Diagonalfläche  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  die 
Punkte  ihres  Pol-Pentaeders  enthält;  mit  jeder  Ebene  desselben 
hat  sie  die  Diagonalen  des  Vierseits  gemein,  welches  die  in  ihr 
liegenden  Pentaederkanten  bilden.  Die  anderen  Geraden  der 
Fläche  bilden  ein  Schläfli'sches  Doppelsechs.  Die  Hesse'sehe 
Fläche  der  gegebenen  enthält  neben  den  Pentaeder-Kanten  noch 
10  Paare  überzähliger  Geraden.  Von  jeder  Ecke  gehen  zwei 
aus,  die  in  seiner  „Diagonalebene^  liegen  [eine  Diagonalebene 
enthält  den  Schnittpunkt  dreier  Pentaederebenen  und  die  Schnitt- 
linie der  beiden  fibrigen].  Zwei  Paare  überzähliger  Geraden 
treffen  sich  in  zwei  Punkten,  wenn  sie  zu  zwei  Punkten  einer 
Pentaederkante  gehören,   im   anderen  Fall  aber  nicht.      Daher 
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liegen   die  überzähligen  Geraden  zu  je  dreien  und  mit  je  einer 
Pentaederkante  in  20  Ebenen  etc.  etc. 

Bei  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnang  entspricht  jedem 
Punkte  des  Pol-Pentaeders  ein  Kegelschnitt  [coniche  opposte  a 
vertici],  den  seine  Polarebene  aus  der  Uesse'schen  Curve  aus- 
schneidet. Zwei  Kegelschnitte,  die  Punkten  derselben  Pen- 
taeder-Kante zugehören,  schneiden  sich  in  zwei  Punkten,  wäh- 
rend sie  im  anderen  Falle  eine  Doppeltangente  der  Hesse'schen 
Curve  berühren  etc.  Im  offenbaren  Widerspruch  mit  dem  An- 
geführten steht  der  Satz,  dass  die  vier  Kegelschnitte,  die  zq 
einer  Diagonalebene  des  Pentaeders  gehören,  auf  einer  Fläche 
zweiten  Grades  liegen.  E.  E. 


V.  JAROLfMBK.     Ueber  einige   geradlinige  geometrische 
Oerter,    insbesondere    über    ein    specielles    kubisches 

Konoid.     Casop.  XX.  l.  (Böhmisch.) 

Der  geometrische  Ort  eines  Punktes  im  Räume,  dessen  Ab- 
stände von  zwei  sich  nicht  schneidenden  Geraden  If,  JV  ein 
constantes  Verhältnis  zu  einander  besitzen,  ist  bekanntlich  ein 
geradliniges  Hyperboloid,  dessen  eine  Axe  die  kürzeste  Strecke 
dieser  Geraden  enthält.  Die  Abhandlung  giebt  zunächst  einen 
rein  synthetischen  Beweis  dieses  Satzes. 

Sind  die  Abstände  einander  gleich,  so  geht  das  Hyperboloid 
in  ein  orthogonales  hyperbolisches  Paraboloid  P  über,  dessen 
Scheitel  den  kürzesten  Abstand  von  M  und  N  hälftet.  Drei  sich 
nicht  schneidende  Geraden  geben,  zu  zweien  combinirt,  drei 
Paraboloide,  welche  sich  in  einer  gemeinschaftlichen  Curve  vierten 
Grades  durchdringen,  die  zugleich  als  der  geometrische  Ort  des 
Mittelpunktes  einer  Kugel  angesehen  werden  kann,  welche  die 

3  Geraden  berührt.     Vier  Gerade  bestimmen  6  Paraboloide  mit 

4  Durchdringungscurven  vierten  Grades,  welche  einander  zu 
dreien  in  8  Punkten  schneiden.  Damit  sind  auch  die  Mittel- 
punkte der  möglichen  8  Kugelfläohen  gefunden,  welche  alle  4 
Geraden  berühren. 

Hält  man  das  hyperbolische  Paraboloid  P  fest  und  bewegt 
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die  Geraden  ff,  iV  so,  dass  jeder  Punkt  der  Fläche  P  von  M 
und  N  gleiche  Abst&nde  besitzt,  so  erzeugen  diese  Geraden  ein 
gerades  Konoid  dritten  Grades,  welches  zur  Leitgeraden  Z  die  Axe 
Ton  P  bat,  und  dessen  Eichtebene  JI  senkrecht  zu  Z  ist.  Jede 
Ebene,  welche  durch  irgend  eine  Erzeugende  gelegt  wird,  schneidet 
das  Konoid  in  dieser  Erzeugenden  und  in  einer  Ellipse,  welche  Z 
schneidet  und  sich  auf  die  Bichtebene  17  orthogonal  als  ein 
Kreis  projicirt.  Von  Interesse  ist  auch  die  Form,  die  construc- 
tive  und  die  analytische  Behandlung  der  Isophoten  des  Konoids, 
wenn  die  Strahleorichtung  parallel  zu  einer  Hauptebene  ange- 
nommen wird.  Std. 


Ed.  Weyr.     Zur  Theorie  von  Flächen,  welche  eine  Schar 
von  Kegelschnitten  enthalten.     Mooatsh.  f.  Math.  ll.  351-412. 

So  wie  die  Anordnung  der  Bertthrungsebenen  einer  Regel- 
fläche   längs   einer  Erzeugenden   von    massgebender  Bedeutung 
für  die  Eigenschaften  einer  Regelfläche  ist,  so  ist  die  Anordnung 
der  Berührungsebenen  längs    eines  Kegelschnittes   von  grösster 
Wichtigkeit  für  die  Eigenschaften  der  von  Kegelschnitten  erzeugten 
Flachen.     Die  vorliegende  Arbeit   studirt  diese  Anordnung   in 
ausführlichster  Weise.     Sie  ist  eine  Wiedergabe  der  in  böhmi- 
scher  Sprache   erschienenen   Schrift   desselben    Verfassers:    „0 
theorii  plooh"     (Prag.  1891).      Zwischen  zwei  unendlich  nahen 
Keg'elschnitten   S  und   S^^   einer   von   Kegelschnitten   erzeugten 
Fläche  liegt  ein  unendlich  kleiner  Streifen  (SS^),  dessen  BerQh- 
ruDg'Bebenen  von  einer  developpabeln  Fläche  eingehüllt  werden, 
die   höchstens  vierter  Klasse  ist.    Die  wichtigsten  Ergebnisse  der 
Arbeit  sind  folgende:     Ein  Flächenstreifen  (SSJ  ist   bestimmt, 
sobald  der  Kegelschnitt  S  und  die  Berührungsebenen  des  Strei- 
fens  in  7  Punkten  von  S  gegeben  sin^.     Mau  kann  dann  die 
Berflbrungsebene  in  einem  beliebigen  Punkte  von  5  construiren 
and    entscheiden,  ob  die  unendlich  nahen  Kegelschnitte  keinen, 
einen    oder  zwei  Punkte  gemein  haben.     Im  zweiten  Falle  wird 
der  S    und  8^   gemeinsame  Punkt  construirt;   im   dritten   Falle 
können  die  den  Kegelschnitten  S  und  S^  gemeinsamen  Punkte 

FartmotMW,  d.  Math.  XXIII.  3.  44 
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auf  S  beliebig  gewählt  werdeD.  Weiterhin  wird  die  Construc- 
tion  der  Bertlhrangsebenen  einer  solchen  von  Kegelschnitten  er- 
zeugten Fläche  in  dem  Falle  gegeben,  dass  die  Fläche  durch 
fünf  Leitcurven  und  durch  die  developpable  Fläche  gegeben  ist, 
welche  die  Ebenen  jener  Kegelschnitte  umhQllt;  im  Zusammen- 
hange damit  wird  die  Klasse  eines  beliebigen  Flächenstreifens 
(SS,)  der  erzeugten  Fläche  bestimmt.  Ferner  wird  gezeigt^  dass 
ein  von  zwei  unendlich  nahen  Kegelschnitten  S  und  S,  begrenztet 
Flächenstreifen  (SSJ  Leitgerade  besitzt,  d.  h.  zwei  derart  gele- 
gene Geraden,  dass  die  durch  einen  Punkt  von  S  zu  ihnen  ge- 
führte Transversale  in  die  in  jenem  Punkte  construirte  BerOb- 
rungsebene  des  Streifens  fällt.  Darauf  folgt  die  Construction 
aller  Leitgeraden  eines  Streifens.  Im  letzten  Capitel  werden 
einige  rein  geometrisch  gefundene  Resultate  analytisch  bestätigt 

Seht. 


M.  Pannblli.  Sulla  superficie  del  quarto  ordine  generata 
da  due  stelle  di  piani  e  da  una  rete  di  quadriche 
projettive  fra  loro.  Batt  o.  XXIX.  133-Iö3. 

Bezieht  man  auf  die  Punkte  eines  Raumes  S'  auf  zwei  Arten 
die  Ebenen  und  auf  eine  Art  die  Flächen  zweiter  Ordnung  eines 
Gebüsches  eines  Raumes  S  reciprok,  so  wird  jedem  Punkte  von  5' 
ein  Punktepaar,  jeder  Geraden  eine  Curve  fünfter  Ordnung  C. 
vom  Geschlecht  2,  jeder  Ebene  von  S'  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung  Q^   von   der   zu  betrachtenden  Art   zugewiesen.     Die  Q^ 
bilden  ein  Gebüsch  mit  einer  Grundcurve  K  elfter  Ordnung,  auf 
welche  die  C^  sich  in  18  Punkten  stützen.     Umgekehrt  gebort 
zu  einer  Geraden  von  S  eine  rationale  Raumcurve  vierter  Ord- 
nung C^',   zu   einer  Ebene  von  S  eine  Fläche  fünfter  Ordnung 
Q\  mit  einer  Doppelcurve  dritter  Ordnung.    Zunächst  interessirt 
die  ,, Grenzfläche''  L'  des  Raumes  S\  deren  Punkten  zusammen- 
fallende Punkte  im  Räume  S  entsprechen.     Dieselbe  ist  von  der 
sechsten  Ordnung  und  der  72*^  Klasse.    Sie  kann  definirt  vrerden 
auch  als  Hüllfläche  der  Q[    oder  auch   der  Ebenen,    denen   Q^ 
mit  Doppelpunkten  entsprechen.    Die  Verminderung  der  Klassen- 
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zahl  von  6.5'=  150  auf  72  wird  darch  39  Doppelpunkte  bewirkt; 
35  von  ihnen  entsprechen  Geraden,  den  vier  Übrigen  aber 
Kegelschnitte  in  S.  Erstere  haben  vier,  letztere  acht  Punkte  mit 
K  gemeinsam.  Die  Doppelfläche  L  selbst,  von  der  zwölften 
Ordnung)  ist  die  volle  Jacobi'sche  Fläche  des  Netzes  der  Q^. 

Jede  einzweideutige  Verwandtschaft  bedingt  eine  conjugirte 
involutorische  Verwandtschaft,  in  der  zwei  Punkte,  denen  der- 
selbe Punkt  des  einfachen  Raumes  entspricht,  einander  zuge- 
wiesen werden.  Diese  conjugirte  Verwandtschaft  ist  hier  von  der 
neunzehnten  Ordnung  und  der  siebenten  Klasse,  hat  die  Curve 
K  zur  Fundamentalcurve  von  der  Vielfachheit  5;  etc. 

Nachdem  Herr  Pannelli  einige  seiner  Resultate  analytisch 
erläutert  hat,  geht  er  näher  auf  die  eindeutige  Abbildung  der 
O's  und  die  zweideutige  der  0^  auf  die  correspondirende  Ebene  (U 
bez.  (/')  ein.  Im  Einklang  mit  Clebsch's  Resultaten  ergiebt  sich,  dass 
den  ebenen  Schnitten  von  Q'^  Curven  vierter  Ordnung  entsprechen, 
welche  die  elf  Schnittpunkte  der  Ebene  ü  mit  K  enthalten. 
Diesen  Fundamentalpunkten  entsprechen  Gerade  von  Qs.  Ihre 
Doppelcurve,  der  die  Punktepaare  einer  Curve  siebenter  Ordnung 
entsprechen,  hat  10  Cuspidalpunkte;  etc.  etc.  Die  Curven  fünfter 
Ordnung,  die  bei  der  zweideutigen  Abbildung  von  Q^  auf  die 
Ebene  U'  ebenen  Schnitten  von  Q^  entsprechen,  haben  drei 
Doppelpunkte  und  berühren  die  Grenzfläche  L'  in  15  Punkten; 
die  Raumcurve  dritter  Ordnung  von  Q^,  deren  Sehnencongruenz  die 
beiden  l/'  entsprechenden  Ebenenbündel  erzeugen,  hat  als  Bild 
eine  Curve  achter  Ordnung  mit  21  Doppelpunkten  und  24  Be- 
rührungspunkten mit  der  Grenzfläche,  sie  schneidet  jede  C^  von 
Q^  in  acht  Punkten,  hat  eine  conjugirte  Curve  31^'  Ordnung; 
etc.  etc.  E.  E. 


K.  RoHN.      Die    Raumcurve    vierter    Ordnung    zweiter 

Species.   II.      Leipz.  Ber.  XLIII.  1-23. 

Nachdem  in  dem  ersten  Teile  dieser  Untersuchungen  allge- 
meine Eigenschaften  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  zweiter  Art 

44* 
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abgeleitet  worden  waren,  besehäftigt  gieh  der  Verfasser  hier  mit 
der  Realität  der  auftretenden  Gebilde.  Es  werden  f&nf  Typen 
fUr  diese  Gunren  abgeleitet.  Bei  I,  11,  HI  ist  das  Fundamental- 
tetraeder  reell. 

I.  Die  Carve  R^  besitzt  vier  reelle  berflbrende  Trisecanten; 
die  Tier  stationären  Ebenen  und  die  in  der  Hauptebene  liegen- 
den Curvenpunkte  sind  imaginär.  Die  Doppeleurve  der  Tangenten- 
fläche  ist  reell. 

II.  DieCnrve  besitzt  4  reelle  stationäre  Ebenen;  die  berüh- 
renden Trisecanten  und  die  in  der  Hauptebene  liegenden  Curven- 
punkte sind  imaginär.  Alle  Trisecanten  haben  nur  je  einen 
reellen  Punkt  mit  der  Curve  gemein.  Die  Doppeleurve  der  Tan- 
gentenfläche ist  reell,  aber  teilweise  isolirt. 

III.  Die  Curve  besitzt  weder  reelle  stationäre  Ebenen  noch 
reelle  berührende  Trisecanten;  die  Curvenpunkte  in  der  Haupt- 
ebene sind  reell.  Jede  Trisecante  schneidet  in  drei  reellen 
Punkten.  Die  Doppeleurve  der  Tangentenfläche  ist  imaginär 
Jede  Ebene  schneidet  C^  mindestens  in  zwei  reellen  Punkten. 

IV.  Hier  besitzt  das  Fundamentaltetraeder  nur  zwei  reelle 
Gegenkanten.  Auf  einer  derselben  liegen  zwei  reelle  Ecken, 
durch  die  andere  gehen  zwei  reelle  Seitenflächen,  darunter  die 
Hauptebene.  Die  C^  hat  zwei  stationäre  Ebenen  und  zwei  reelle 
berührende  Trisecanten;  ebenso  liegen  zwei  reelle  Punkte  von 
C^  in  der  Hauptebene.  Die  Doppeleurve  der  Tangentenfläche 
ist  reell. 

V.  Die  C^  ist  vollständig  imaginär;  die  Doppelearve  der 
Tangentenfläche  aber  reell.     Das  Fundamentaltetraeder  ist  reell. 

In  dem  weiteren  Verlauf  der  Arbeit  werden  specielle  Ranm- 
curven  vierter  Ordnung  auf  ihre  Realitätsverhältnisse  hin  unter- 
sucht    W.  St- 

Em.  Weyr.     üeber  Raumcurven  sechster  Ordnung   vom 
Geschlecht  Eins.     II.  Mitteilung.     Wien.  B«r.  o.  457-4e*>. 

Anschliessend  an  die  Mitteilung  I  ttber  diese  Raam<nirven 
(Wien.  Ber.  XGIX.  932),    untersucht    der  Verfasser   diejenigen 


CapitelÖ.    Neuere  synthetische  Geometrie.  693 

Flächen   dritter   Ordnung   jF,    des  durch  die   R^    und   die  drei 
Quadrisec^nten  Qi  als  Grandourve  bestimmten  Bttsehels,  welche 
einen  Knotenpunkt  haben.    Im  ganzen  giebt  es  in  einem  BQschel 
32  solcher  Flächen,  welche  hier  in  mehrere  Klassen  einzuteilen 
sind,  erstens  solche,   deren  Knotenpunkte  auf  dem  Hyperboloid 
B  der  drei  Qnadrisecanten  Qi  liegen,  und  zweitens  solche,  deren 
Knotenpunkte  nicht  auf  H  liegen.     Die  auf  H  liegenden  Knoten- 
punkte sind  wieder  einzuteilen  in  solche,  welche  auf  den  Geraden 
Qi  sich  befinden,  und  solche,   welche  nicht  diesen  Geraden  an- 
geboren.    Jeder  Knotenpunkt  K,   welcher  gemeinsam   ist  einer 
Qi  und  Ag,   ist  zweimal  zu  zählen,   sodass  noch  zwei  Gruppen 
von  je  4  Knotenpunkten  übrig   bleiben,   von  welqben  die  erste 
auf  ff  liegt,  die  zweite  aber  nicht. 

Zunächst  werden  die  Flächen  F,   betrachtet,  deren  Knoten- 
punkte K  die  Schnitte  Qi  mit  ff,  sind,  und  es  wird  die  Anord- 
nung der   auf  diesen    Flächen    liegenden   Geraden   untersucht. 
Dann    zeigt    der    Verfasser,    dass    die    Knotenpunkte,    welche 
dem  Hyperboloid  ff,  aber  nicht  den  Qi  angehören,  in   folgender 
Weise  bestimmt  werden.     Die  Flächen  F,  des  Büschels  schneiden 
aaf  dem  Hyperboloid  ff  je  drei  Gerade  JV  einer  kubischen  Invo- 
lutioi»   erster  Stufe   aus,   deren   vier    Doppelelemente  je   einen 
Knotenpunkt  enthalten.    Die  Anordnung  der  Geraden  auf  einer 
solchen  F,  wird  nun  angegeben.     Ferner   werden   die  Flächen 
betrachtet,  deren  Knotenpunkte  ausserhalb  ff  liegen,  und  es  wird 
g-ezeigt,   dass   ein  jeder  solcher  Punkt  der  Schnittpunkt  dreier 
Trisecanten    der  R^  ist.     Zum  Schlüsse    werden  Gonstructionen 
ffir  die  nicht  auf  den  Qi  liegenden  Knotenpunkte  mitgeteilt.' 

W.  St. 


Th.    Schmid.     üeber  die  Beleuchtungscurven  der  wind- 
schiefen  Helikoide.    Monatsh.  f.  Math.  II.  393-342. 

Schon  in  der  früheren  Abhandlung  des  Verf.  ^Ueber  Be- 
ifarungscurven  und  Htilltorsen  der  windschiefen  Helikoide  u.s.  w.*' 
u  F.  d.  M.  XXII.  1890.  680)  war  implicite  die  Lösung  des 
eleuchtungsproblems   fQr  jene   Fläche   enthalten,   insofern   die 
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BeleuchtuDgscurvea  die  BerOhrungscurven  von  Httlltorsen  Tor- 
stellen,  deren  Directionskegel  gleichmässige  Beleuchtung  zeigen 
(Rotationskegel  mit  Axe  parallel  der  LichtrichtUDg,  bezw.  Kegel 
zweiter  Ordnung  mit  Focallinien  parallel  der  Licht-  and  Seh- 
ricbtung).  In  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  nun  genauer 
hierauf  eingegangen,  indem  unter  Benutzung  der  Ergebnisse  de& 
früheren  Aufsatzes  die  Gonstruction  und  Discussion  der  Haupt- 
projection  der  Isophoten  und  Isophengen  für  die  allgemeine 
Fläche  und  deren  besondere  Arten  ins  Detail  verfolgt  wird. 
Die  Vorzüge  der  vom  Verf.  eingeführten  Behandlungsweise  treten 
hiebe!  erneut  zu  Tage.  Hk. 


H.  Thikme.     Ueber  einen  orthogonalen  Reye'schen  Com- 

plex.      Schlomilch  Z.  XXXVI.  349-355. 

Der  Verfasser  leitet  die  Eigenschaften  des  Complexes  ab, 
der  von  allen  Geraden  des  Raums  gebildet  wird,  die  von  zwei 
festen  Punkten  gleiche  Entfernung  haben.  Der  Complex  erweist 
sich  als  ein  Reye'scher.  Alle  Geraden,  welche  von  drei  gege- 
benen Punkten  gleiche  Entfernung  haben,  bilden  eine  Congrueuz 
vierter  Ordnung  dritter  Klasse.  Seht 


D.     Gebilde  in  Räumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen. 

F.  Amodbo.      Quali    possono    essere   i    postulati   fonda- 
mentali  della  geometria  projettiva  di  uno  S^.       Tonno 

Atti  XXVI.  741-770. 

Der  Verfasser  hält,  um  die  Geometrie  des  Raumes  Sr  zu 
begründen,  r+5  Postulate  für  nötig,  von  denen  r-|-2  dazu  die- 
nen, den  Raum  Sr  im  Riemann'schen  Sinne  aufzubauen,  die 
übrigen  drei  nötig  sind,  um  durch  fundamentale  Doppelverhält- 
nisse  den  Punkt  im  Räume  Sr  festlegen  zu  können.  Die  drei 
ersten  Postulate  sind,  dass  Punkte  existiren,  dass  je  zv^ei  von 
ihnen  eine  Gerade  und  je  drei  eine  Ebene  als  Träger  Ton   cc* 
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Punkten  und  Geraden  bestimmen.  Um  einen  Raum  Si  zu  er- 
halten, braucht  man  nun  bekanntlich  ausserhalb  eines  Sj.i  nur 
noch  einen  Punkt  zu  postuHren  und  diesen  mit  allen  Punkten 
von  Si^i  durch  Gerade  zu  verbinden.  Dass  eine  solche  Mannig- 
faltigkeit die  charakteristischen  Eigenschaften  eines  linearen 
Raames  besitzt,  wird  in  der  flblichen  Weise  nachgewiesen  [§  1]« 
Um  die  eindeutige  Beziehung  zwischen  den  Punkten  einer 
Geraden  und  den  Werten  einer  numerischen  Veränderlichen  her- 
zustellen, macht  Herr  A.  das  Postulat,  dass  man  von  jedem 
Punkte  zu  jedem  anderen  Punkte  einer  Geraden  in  zwei  (ent- 
gegengesetzten) Richtungen  gelangen  könne,  und  zwar  auf  stetige 
Weise  (successivamente).  Hieraus  wird  gefolgert,  dass  vier  Punkte 
einer  Geraden  auf  eine  Art  in  zwei  getrennte  Paare  zerlegt  wer- 
den können,  und  es  wird  mit  Httlfe  des  Satzes  vom  vollständigen 
Vierseit  der  Begriff  des  harmonischen  Trennens  abgeleitet.  Von 
drei  festen  Punkten  a,  b^^  b,  ausgehend,  wird  nun  die  unend- 
liche Reihe 

. . .,  6_3,  6_2,  6-1,  6^,  6„  6„  6„  ... 
darch  die  Forderung  abgeleitet,  dass  bi  und  a  die  Punkte  &i-i 
und  bi^i  harmonisch  trennen;  die  erhaltenen  Punkte  werden  mit 
den  Zahlen 

•  •  •,    "^«^j   "^^>    ^^>  ^)    ^1   ^y   *^i    •  •  • 

bezeichnet,  und  es  wird  postulirt,  dass  mit  wachsendem  n  6», 
and  folglich  auch  b-n  sich  der  Lage  a  (oo)  nähern.  Projicirt 
man  nun  eine  analoge  Reihe  von  Punkten  so  auf  die  erste,  dass 
die  Punkte  0,  m,  cx>  derselben  auf  die  Punkte  0,  1,  oo  der  er- 
sten fallen,  so  fallen  überhaupt  die  Punkte 

•  •.,  — 3ifi,  — 2fii,  — in,  0,  IM,  2ifi,  otn^  ... 
auf  die  Punkte 

•  •  •,   "^O^       ""~^j       ~~^^i  ^j    """j    ^)       ^y     ••• 

der  ersten  Reihe.  Die  m— 1  Punkte,  welche  hierbei  zwischen 
n  und  n-f-l  gelangen,  erhalten  die  Zahlen 

,1,2  ,    m-1 

m'       '    m'  in    ' 

und  es  hat  nun  jede  rationale  Zahl  ihren  zugehörigen  Punkt. 
(Man  vergleiche  Übrigens  Herrn  F.  Kleines  Aufsatz:  y,Ueber  die  so- 
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genannte  nichteaklidische  Geometrie^,  Math.  Ann.  XXXVII.  1890). 
Erhält  nun  ein  beliebiger  Punkt  p  nicht  schon  eine  rationale  Zahl, 
80  kann  ihm  eine  bestimmte  irrationale  Zahl  r  +  r*  beigelegt 
werden,  wo  r  eine  ganze  Zahl  ist  und  r'  ein  Kettenbruch,  dessen 
Zähler  gleich  1  und  dessen  Nenner  ganze  Zahlen  sind«  Je 
zwei  auf  einander  folgende  Näherungswerte  bestimmen  Punkte, 
zwischen  denen  p  liegt.  Dass  aber  die  Reihe  der  so  erhaltenen 
rationalen  Punkte  eine  Grenze  hat,  nämlich  p,  scheint  mir  keines- 
weges  bewiesen  zu  sein.  Es  könnte  die  eine  Seihe  von  Nähe- 
rungswerten einen  Orenzpunkt  vor,  die  andere  einen  solchen 
hinter  dem  gegebenen  Punkte  haben,  und  dann  wäre  jeder  Punkt 
zwischen  beiden  Grenzlagen  mit  r+r'  zu  bezeichnen.  Qiebt  man 
zu,  dass  diese  Verschiedenheit  der  Grenzlagen  nicht  eintreten 
kann,  so  ist  meines  Erachtens  das  (r+by*  Postulat  ein  zu  be- 
weisender Satz.  Dasselbe  drückt  aus,  dass,  wenn  man  eine 
irrationale  Zahl  auf  verschiedene  Art  als  limes  einer  rationalen 
Zahl  definirt,  die  entsprechenden  Punkte  derselben  Grenzlage 
zustreben.  Im  §  3  wird  nun,  nach  Einführung  des  Doppelver- 
bältnisses,  die  Bestimmung  eines  Punktes  von  Sr  gegen  r-\-\ 
unabhängige  Punkte  durch  r-^-l  Doppelverhältnisse  erörtert 

E.  K. 


C.  Segrb.      Sülle   varietk   che    rappresentano    le   coppie 

di    punti    di   due   piani   O   spazi.    Palermo  Rend.  y.  192-204 

Indem  der  Verf.  das  „neue  Feld  geometrischer  Forschungen^ 
bearbeitete,  welches  er  durch  die  Abhandlung  zugänglich  gemacht 
hat,  über  die  wir  im  vorigen  Bande  des  Jahrbuchs  berichtet 
haben  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  609),  wurde  es  nötig,  eine  Auf- 
gabe zu  lösen,  deren  Verallgemeinerung  zu  dem  Aufsatze  Anlass 
gab,  mit  dem  wir  uns  jetzt  beschäftigen  sollen.  Wenn  .  auch 
diese  Arbeit  somit  nach  ihrem  Ursprünge  als  ein  Nebenproduct 
der  Aufstellung  einer  allgemeinen  Theorie  erscheint,  so  hat  sie 
doch  ihren  eigenen  Wert  und  verdient  eine  besondere  Be- 
trachtung. 

Seien  Rp,  Rq^  ...  k  Räume  resp.  von  p,  9,  ...  Dimensionen; 
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man  betrachte  die  Gruppen  von  k  Punkten,  jeder  in  einem  der 
gegebenen  EUlume,  als  Elemente  einer  neuen  Mannigfaltigkeit  von 
a  =  p'\-q-\-"  •  Dimensionen.  Die  Mannigfaltigkeit  If«,,  welche 
diese  Darstellung  in  der  einfachsten  Weise  bewerkstelligt,  ist 
diejenige,  welche  im  linearen  Räume  von  (p+lX9+0+  •  •  — 1 
Dimensionen  aus  den  Punkten  besteht,  deren  Goordinaten  fol- 
gende Ausdrücke  haben: 

(1)  X/,n...  =  xiym  ...  (/  =  0,  1,  ...,p;  m  =  0,  1,  ...,  q\  ...), 
wo  Xi,  ym,  ...  die  Goordinaten  der  Punkte  in  Rp,  Rqy  ...  sind. 

öl 

Die  Ordnung  von  Ma  ist  — j — ^ .    Ist  insbesondere  fc  =  2,  so 

pi  qi  . . . 

hat  man  eine  bemerkenswerte  Mannigfaltigkeit  der  Ordnung 
\  \  welche  in  einem  (p9+p+y)-dimen8ionalen  Baume  ent- 

halten ist  und  zwei  ocp  und  oo«  Reihen  resp.  von  Rp  und  Rg  ent- 
hält.   Andere  Eigenschaften   derselben   findet  der  Leser  in  der 
Originalarbeit  selbst.    Ist  ferner  p  =  9  =  1,  so  bekommt  man  die 
bekannte  Darstellung  der  Geometrie  zweier  Formen  erster  Stufe 
auf  einer  gewöhnlichen  Quadrifläche.    Ist  p=:2,  9=  1,  so  gelangt 
man  zu  einer  bekannten  dreidimensionalen  kubischen  Mannigfaltig- 
keit. Ist  endlich  p  =  2,  9  =  2,  so  erhält  man  eine  yierdimensionale 
Mannigfaltigkeit  2  6^  Ordnung  des  achtdimensionalen  Raumes, 
deren  Punkte  die  Punktepaare  aus  zwei  Ebenen  nr,  tk'  darstellen. 
I  wird   vom  Verf.    gründlich    erforscht   mit  Methoden,    welche 
auch    auf  den    allgemeinen  Fall  p  =:  q=n  passen.     Im  Falle 
n  =  2  kann  2  aber  zwei  verschiedene  Fälle  darbieten,  den  ellip- 
tischen und  den  hyperbolischen.     Nun  ist  es  höchst  bemerkens- 
wert,  dass   im  elliptischen  Falle  2  durch  ihre  reellen  Punkte 
alle    (complexen)   Elemente   eines  Grundgebildes  zweiter  Stufe 
darstellen  kann,    wie  eine  gewöhnliche  Quadrifläche  (z.  B.  eine 
Kugelfläche)  durch  ihre  reellen  Punkte  alle  (complexen)  Elemente 
eines   Grnndgebildes  erster  Stufe  darstellen  kann.    Auf  welche 
'Weise  man  diese  Darstellungen  benutzen  kann,  wird  vom  Verf.  am 
Ende  dieser  Abhandlung  beiläufig  gesagt  und  in  einer  längeren 
Arbeit,   von  welcher  der  nächste  Band  des  Jahrbuchs  Nachricht 
geben  wird,  ausführlicher  erörtert.  La. 
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F.  Amodeo.  Le  corrispondenze  univoche  sulle  curve 
ellittiche  di  ordine  n  normalf  di  uno  S,_i.  (Memoria  I.) 

Annali  -di  Mat.  (2)  XIX.  1-27. 

F.  Amodeo.  Corrispondenze  univoche  singolari  delle 
cnrve  ellittiche  armoniche  ed  equianarmoniche.  (Me- 
moria  IL)     Annali  di  Mat.  (2)  XIX.  145-157. 

Die  Theorie  der  eindeutigen  Correspondenzen  auf  ellip- 
tischen Normaleurven  ist  durch  eine  grössere  Reihe  von  Arbeiten, 
die  von  speciellen  Gesichtspunkten  allmählich  zu  allgemeineren 
vorschritten,  soweit  gefordert  worden,  dass  sich  ein  Ueberblick 
über  die  ganze  Theorie  gewinnen  und  gleichzeitig  erkennen 
lässt,  wo  noch  Lücken  auszufüllen  und  Erweiterungen  vorzu- 
nehmen sind.  Eine  Behandlung  des  Gegenstandes  in  diesem 
Sinne  geben  die  vorliegenden,  besonders  an  die  Arbeiten  der 
Herren  Weyr  und  Segre  anknüpfenden  beiden  Abhandlungen.  — 
Die  erste  derselben  enthält  allgemeine  Sätze  über  Correspon- 
denzen auf  elliptischen  Normaicurven  im  (n  — l)-dimensionalen 
Räume  in  einheitlicher  synthetischer  Behandlungsweise.  Von 
besonderer  Bedeutung  ist  der  von  Herrn  Segre  gefundene  Satz 
über  die  Anzahlen  der  eindeutigen  Correspondenzen  bei  allge- 
meiner Lage,  harmonischer  und  anharmonischer  Beziehung  der 
beiden  zu  Grunde  gelegten  Gurven.  Diese  drei  Fälle  werden 
eingehend  discutirt  Ein  weiterer  Abschnitt  bringt  Sätze  über 
die  den  Gurven  einbeschriebenen  Polygone  mit  einer  Anwendung 
auf  cyklische  Correspondenzen  und  Steiner'sche  Polygone.  — 
In  der  zweiten  Abhandlung  giebt  der  Verf.  Sätze  über  die  Trans- 
formationen der  Correspondenzen  in  sich  und  über  die  singn- 
lären  Correspondenzen  der  harmonischen  nnd  anharmonischen 
elliptischen  Curven.  Sohg. 

V.  Schlegel,     Sur  une  möthode  pour  repr^senter  dans 
le  plan  les  solides  homogenes  k  n  dimensions.     Palermo 

Rend.  V.  1-8. 

Die  n-dimensionale  Erweiterung  des  Begriffs  der  homogenen 
Polygone   und  Polyeder    führt   bei  beliebigem  n  zu  drei  Arten 
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von  homogenen  Körper-Gebilden  in  einem  it-dimensionalen  linea- 
ren Räume,  nämlich  erstens  zu  der  Reihe  A^  die  mit  dem  Drei- 
eck, Tetraeder,  Fltnfzell  beginnt;  zweitens  zu  der  Reihe  0,  die 
mit  dem  Viereck,  Hexaeder,  Achtzeil  beginnt-,  drittens  zu  der 
Reihe  C,  die  mit  dem  Viereck,  Oktaeder,  Sechzehnzell  beginnt. 
Ein  n-dimensionales  Körpergebilde  nennt  der  Verfasser  homogen, 
wenn  es  nur  yon  (n — l)-dimensionaIen  linearen  Räumen  begrenzt 
wird,  und  wenn  ausserdem  in  allen  Grenzgebilden  sich  immer 
gleichviel  homogene  Körpergebilde  niederer  Dimension  be- 
finden. Specialfälle  dieser  homogenen  Körpergebilde  sind  die 
n-dimensionalen  Erweiterungen  der  regulären  Polyeder.  Je 
nachdem  ein  homogenes  Körpergebilde  der  Reihe  ii,  J3,  C  ange- 
hört, soll  es  Any  Bm  Cn  heissen.  FQr  die  Anzahl  der  r-dimen- 
sionalen  Räume,  welche  il«,  A»,  Cn  begrenzen,  ergiebt  sich  be- 
ziehungsweise : 

(»»+1)1  UN       «12«-'-  ,  «12^+1 


(r-fl)I(fi-r)l  '         '    r!(n— r)I'         '     (r-t.l)!(fi-r— 1)! 

Diese   drei  Arten   von  Gebilden  stellt  der  Verfasser  nun  durch 

ebene  Zeichnungen  dar.    Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  ebene 

Darstellung  von  An»     Sie   besteht   aus   einem  (n-^Vj-Ecke   mit 

seinen  Seiten,  Diagonalen,  Dreiecken,  Vierecken  etc.     Die  la+l 

(n+Dl 
Ecken  stellen  die  Punkte  des  An  dar,  die  t^tt^ — rr?  Verbindungs- 

2I(n— 1)! 

geraden  der  n-f  1  Ecken  stellen  die  Kanten  des  An  dar  u.  s.  w. 
Die  ebenen  Darstellungen  von  Bn  und  Cn  gehen  bezw.  von  einem 
2**- Ecke  und  einem  2»}- Ecke  aus;  doch  sind  in  diesen  Fällen 
gewisse  Diagonalen  zu  unterdrücken  und  gewisse  Verbindungs- 
Strahlen  hinzuzufügen.  Seht. 


P.  H.  ScHOüTB.    Voordracht  over  de  regelmatige  lichamen 

in    ruimte   van    meer   dimensies.     Algemeene  Vergadenng  van 
het  derde  nataar-  en  scbeikandig  coogres  te  Utrecht. 

Zusammenstellung  der  bisher  ermittelten  elementaren  Eigen- 
schaften der  regelmässigen  Körper  von  vier  (und  mehr)  Dimen- 
sionen  nebst   Formeln   zur   Berechnung   der   von   ihren  Grenz- 
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gebilden  eingeschloBseneD  Winkel  und  Besehreibang  der  Methode, 
naeh  welcher  diese  Körper  sich  durch  dreidimcDsionale  Projec- 
tionsmodelle  veranachaolichen  lassen.  Hinzugeftigt  ist  ein  Litte- 
ratur-  Verzeichnis.  Scbg. 

B.  Wablsch.     Zur  Construction  der  Polargruppen. 

Wien.  Ber.  0.  315-326. 

Bericht  auf  S.  646  dieses  Bandes. 


E.    Abzählende  Geometrie. 

M.   PcBRi.     Formale    di    coincidenza    per   le  serie  alge- 
briche  cx>"  di  coppie  di  punti  dello  spazio  a  n  dimen- 

sioni.     Palermo  Bend.  Y.  '252-268. 

Jn  einem  linearen  Räume  n^'  Dimension  sei  eine  n-faeh 
unendliche  algebraische  Reihe  von  Punktepaaren  PP'  gegeben. 
Ein  Doppelpunkt  der  Reihe  heisst  jedes  Paar  zusammenfallender 
Punkte,  und  eine  Hauptgerade  [rette  principale]  jede  zwei  an* 
endlich  nahe  Punkte  verbindende  Gerade.  Die  Doppelpunkte 
sind  auf  n  Orte  0**',  1^%  ...,  («— !)*•'  Dimension  verteilt,  die 
teilweise  fehlen  können,  derart,  dass  den  Punkten  der  Mannig- 
faltigkeit von  i  Dimensionen  ein  Kegel  (n — i)^'  Dimension  toq 
Hauptstrahlen  adjungirt  ist.  Unter  Benutzung  des  «Prin^^ip 
der  Bpeciellen  Lage"  und  unter  Anwendung  der  Bezeichnungen 
des  Herrn  H.  Schubert  erweitert  Herr  Pieri  zunächst  die  Besol- 
täte  desselben.  Von  den  entstehenden  Incidenz  -  Formeln  seien 
folgende  hier  angeftthrt: 

(t  =  0,  1,  ...,  «— 1) 
und  mit  ihnen  nahe  zusammenhängend 

ß.)    («-0(0' +(s  •.)(!. -•-i)-(i-i,  «Xi-O  =  <h  «X--0 

(•  =;  0,  1, ...}  n— !)• 
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Eine  andere  Methode  fllhrt  auf  die  Best&tigang  dieser  Formeln 
nnd  ergiebt  die  neuen 

yO      £(0,fi)  +  fi(l,n-l)  +  ...+ «(•,«-») 

=  („-<_1,  „)(i)  +  („_i_l,  „Xi)'  +  i(n-i-l) 

(2<+l<«,), 

wobei    das    Symbol    (t,  n  —  t  —  1)    den    Wert  0    hat,    wenn 
2t-fl  =  n  ist. 

lo  dem  zweiten  Teil  der  Arbeit  wird  folgende  Formel  auf- 
gestellt. Wenn  zwei  algebraisehe  Mannigfaltigkeiten  Jf?,  Mj^'  eines 
fiaumes  von  n  ==  k  +  k'  Dimensionen  durch  eine  Mannigfaltigkeit 
F^  gehen,  aber  in  jedem  Punkte  derselben  bestimmte  und  ver- 
schiedeDe  Tangentialräume  Sk  und  Sf  besitzen,  ausserhalb  F^ 
aber  nur  Punkte  gemeinsam  haben,  so  ist  deren  Anzahl 

n 

wobei  y^i)  die  Ordnung  der  Punkt- Mannigfaltigkeit  von  t  Dimen- 
sionen ist,  welche  von  den  (»•-^«-'af)  Räumen  S»_^  ausgefüllt 
wird  (n — x^i^n)^  von  denen  jeder  beide  Mannigfaltigkeitea 
If  und  M'  in  einem  Schnittpunkte  von  F  mit  einem  S,-  berührt, 
ilso  die  betreffenden  Räume  St  nnd  8j^  enthält.  E.  K. 


1.  Schubert,     üeber  eine  Verallgemeinerung  der  Auf- 
gaben der  abzählenden  Geometrie.    Hamb.Mitt.  III.  12-20. 

Die  Hauptaufgabe  der  abzählenden  Geometrie  lautet  bekannt- 
eb:  die  Zahlen  x  zu  bestimmen,  welche  angeben,  wie  viele 
sometrische  Gebilde  F  s^-mal  die  Bedingung  Z,,  i5,-mal  die 
edingung  Z,  u.  s.  w.  erfüllen.  Die  in  Rede  stehende  Verall- 
^meinerung  dieser  Aufgabe  besteht  darin,  dass  bei  der  jedes- 
aligen  Bestimmung  von  x  die  Grössen  ;$,,  ;5„  ...  nicht  mehr, 
ie  bisher,  durch  specielle  Zahlenwerte  ersetzt  werden,  sondern 
AB  3D  als  Function  dieser  allgemein  gedachten  Zahlen  darzu- 
?llen  ist.     Die  vom  Verf.  schon  früher  in  dieser  Richtung  hin- 
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sichtlich  linearer  Gebilde  erzielten,  hinsichtlich  der  Kegelschnitte 
angebahnten  Resultate  werden  hier  vervollständigt  durch  Mittei- 
lung der  allgemeinen  Eegelschnittformel,  sowie  entsprechender 
Formeln  für  Punktepaare,  Strahlen  paare,  Ebenenpaare,  projective 
Punktreihen  und  Strahlenbttschel  und  correlative  Ebenen.  In 
diesen  allgemeinen  Formeln  ist  eine  Reihe  specieller  Anzahlen 
enthalten,  die  früher  einzeln  von  Chasles,  Sturm,  Hirst  und  dem 
Verf.  berechnet  worden  sind.  Schg. 


H.  Schubert.     Beziehungen  zwischen  den  linearen  Räu- 
men    auferlegbaren    charakteristischen    Bedingungen. 

Math.  Ann.  XXXYIII.  598-602. 

Die  in  einer  früheren  Arbeit  „Anzahlbestimmungen  für 
lineare  Räume«  (s.  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  632)  vom  Verf.  abge- 
leitete Hauptformel  wird  hier  verallgemeinert  Die  Vergleicbung 
beider  Resultate  ergiebt  eine  beachtenswerte  Beziehung  zwischen 
zwei  Determinanten.  Schg. 


fl.  Schubert.     Mitteilung  aus  der  abzählenden  Geometrie 
p-dimensionaler   Bäume   ersten    und   zweiten   Grades. 

Naturf.  Ges.  Halle.  LXIV.  9-10. 


Neunter  Abschnitt 

Analytische  Geometrie. 

Capitel  1. 

Lehrbücher,  Coordinaten. 

F.  Lindemann.  Vorlesungen  über  Geometrie  unter  be- 
sonderer Benutzung  der  Vorträge  von  Alfred  Clebsch. 
Zweiten  Bandes  erster  Teil.  Die  Flächen  erster  und 
zweiter  Ordnung  oder  Klasse  und  der  lineare  Complex. 

Leipzig.  B.  G.  Tenboer.  VIII +  650  8.  gr.  8<). 

Der  yorliegende  Band  ist  die  Fortsetzung  des  im  Jahre 
187Ö  in  demselben  Verlage  erschienenen  Werkes:  A.  Clebsch, 
Vorlesangen  Aber  Geometrie.  Bearbeitet  und  herausgegeben  von 
F.  Lindemann.  Ref.  F.  d.  M.  VIII.  1876.  42L  Die  Veränderung 
des  Titels  entspricht  dem  Umstände,  dass  noch  mehr,  als  bereits 
im  ersten  Bande,  die  selbständigen  Untersuchungen  und  Ausfüh- 
rungen des  Verfassers  gegenüber  dem  von  Clebsch  herrührenden 
Material  in  den  Vordergrund  getreten  sind.  Und  dies  gereicht 
dem  ganzen  Werke  nur  zum  Nutzen,  da  wir  so  auch  die  Re- 
sultate der  neueren  geometrischen  Forschungen  in  demselben 
niedergelegt  finden,  während  andererseits  in  der  Vorrede  und  in 
den  litterarischen  Anmerkungen  hinlänglich  angegeben  ist,  welche 
Abschnitte  speciell  von  Clebsch  herrühren.  Das  Werk,  sowie  es 
jetzt  vorliegt,  vereinigt  grosse  Vorzüge  in  sich,  wie  man  sie 
selten  beisammen   findet.     Es   ist   ausgezeichnet   durch   strenge 
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begriffliche  DnrcharbeituDg,  die  keiner  Schwierigkeit  aus  dem 
Wege  geht  und  bis  auf  die  philosophischen  Grandlagen  des 
mathematischen  Erkennens  zurfickgreift;  dann  durch  die  FQlle 
des  gebotenen  Stoffes,  ferner  durch  pädagogisch  geschickte  An- 
ordnung und  Entwickelung,  wie  durch  eine  schlichte  Darstellungf 
die  immer  den  Punkt,  auf  den  es  gerade  ankommt,  scharf  her- 
vorzuheben weiss,  und  endlich  auch  durch  grosse  Gewissen- 
haftigkeit in  litterarischen  Bemerkungen  und  Quellenangaben, 
die  sich  bis  auf  die  anderen  Werken  entlehnten  Figuren  erstreckt 

Der  Inhalt  ist  in  drei  Abteilungen  von  bezw.  8,  21  und  13 
Gapiteln  geteilt. 

Die  erste  Abteilung,  'Seite  1-130,  behandelt:  Punkt,  Ebene 
und  Gerade.  Nach  Einführung  rechtwinkliger  Coordinaten,  des 
Richtungswinkels  und  des  Vectors  werden  zwei  Punkte  betrachtet, 
und  die  Gleichungen 

Xj— X,  =  rcosa  und  die  analogen 
fahren  sofort  zur  Aufstellung  der  Gleichungen  einer  Geraden 
'und  der  „ Parameterdarstellung'*  und  weiter  auch  zur  Gleichung 
der  Kugel  und  zu  ihrer  Parameterdarstellung.  Hieran  wird  die 
Auseinandersetzung  der  Methoden  zur  analytischen  Behandlung 
von  Gurven  und  von  Flächen  überhaupt  geknüpft.  Hieraaf  wird 
der  Winkel  zweier  Richtungen,  der  kürzeste  Abstand  zweier 
Geraden  bestimmt  und  dann  die  Gleichung  der  Ebene  aufgestellt 
und  schliesslich  in  die  Form 

u«  -f-  tJjf  +  IC»  +  1  =  0 
gebracht,  aus  welcher  sofort  das  Princip  der  Dualität  gewonnen 
wird,  das  nun  gleich  genauer  ins  Auge  gefasst  wird,  um  später 
ak  bereites  Hülfsmittel  bei  den  folgenden  Untersuchungen  za 
dienen»  Daran  schliesst  sieh  die  Betrachtung  der  projectivischen 
Gebilde  und  ihrer  Erzeugnisse,  dann  die  Grundlage  der  Linien- 
geometrie, der  lineare  Gomplex,  Systeme  von  2  oder  3  solchen 
Complexen;  die  Transformation  der  rechtwinkligen  Goordinaten 
and  die  Einführung  homogener  Goordinaten.  Den  Schluss  des 
ersten  Abschnittes  bildet  die  Betrachtung  der  imaginären  Ele- 
mente in  der  v.  Standt'schen  Darstellung,  wodurch  der  vollstän- 
dige  geometrische  Sinn   imaginärer   Punkte,    Ebenen,    gerader 
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Linien  und  der  Doppelverhältnisse  aus  solchen  Elementen  klar- 
gelegt wird. 

Es  ist  somit  in  der  ersten  Abteilung  eine  sichere  Grundlage 
für  die  weiteren  Untersuchungen  geschaffen. 

Die  zweite  Abteilung  behandelt  (Seite  131-432)  in  sehr  er- 
schöpfender Weise  die  Flächen  zweiter  Ordnung  und  zweiter 
Klasse,  ausgehend  von  der  allgemeinsten  Gleichung  in  homo- 
genen Coordinaten.  Es  wird  zunächst  die  Polarentheorie  be- 
handelt und  die  Fläche  auf  ein  conjugirtes  Tetraeder  bezogen; 
dann  wird  die  Erzeugung  der  Fläche  durch  (reelle  oder  imagi- 
näre) Gerade  besprochen,  und  es  werden  die  Flächen  mit  ver- 
schwindender Determinante,  also  im  allgemeinen  Kegel,  betrachtet. 
Hierauf  wird  die  Beziehung  der  Fläche  zur  unendlich  entfernten 
Ebene  untersucht,  wobei  sich  die  Lehre  von  den  conjugirten 
Durchmessern  ergiebt.  Daran  schliesst  sich  das  Hauptaxen- 
problem  und  die  Untersuchung  der  Paraboloide.  Es  folgt  die 
Betrachtung  der  Umdrehungsflächen  und  die  der  sechs  Systeme 
von  Kreisschnitten  der  allgemeinen  Fläche.  Dann  werden  durch 
das  Dualitätsprincip  aus  den  bisherigen  Betrachtungen  die  ent- 
sprechenden Resultate  abgeleitet.  Hierauf  wird  die  gegenseitige 
Lage  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  behandelt,  wobei  die 
Raumeurve  vierter  Ordnung  und  erster  Art  und  diejenige  dritter 
Ordnung  untersucht  werden,  und  nachdem  wieder  der  Uebergang 
zu  den  dualistisch  entsprechenden  Eigenschaften  vollzogen  ist, 
werden  die  confocalen  Systeme  eingehend  behandelt.  Nach 
Einftlhrung  der  gewöhnlichen  und  der  verallgemeinerten  ellip- 
tischen Coordinaten  folgt  die  Untersuchung  der  KrUmmungslinien 
and  der  geodätischen  Linien.  Dann  werden  die  Beziehungen 
linearer  Complexe  zu  Flächen  zweiter  Ordnung  und  lineare 
Transformationen  der  Flächen  in  sich,  gewisse  lineare  Trans- 
formationen des  Raumes,  solche  eines  linearen  Gomplexes  in 
sich,  dualistische  lineare  Transformationen  eines  linearen  Gom- 
plexes in  sich  und  die  allgemeinen  reciproken  Verwandtschaften 
betrachtet  Den  Schluss  der  Abteilung  bildet  die  Untersuchung 
der  eindeutigen  Abbildung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  auf  die 
Ebene,   wobei   die  allgemeinen  Gesetze  derartiger  Abbildungen 
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zur  Sprache  kommen.  Hierbei  werden  auch  die  Raumcurven 
vierter  Ordnung  und  zweiter  Klasse  besprochen.  Auch  wird  die 
stereograpbische  PrOjbction  eingehend  behandelt. 

Ganz  besonders  interessant  ist  nun  die  dritte  Abteilang, 
Seite  433-637,  enthaltend  die  Grundbegriffe  der  projectivischen 
und  der  metrischen  Geometrie. 

Es  waren  in  den  beiden  ersten  Abteilungen  schon  immer 
die  projectivischen  Eigenschaften  der  Gebilde  gegenüber  den 
metrischen  bevorzugt  und  die  letzteren  meist  aus  den  ersteren 
abgeleitet  worden.  Gleichwohl  war  die  ganze  Grundlage  der 
Untersuchung  metrisch  gewesen;  denn  die  homogenen  Coordi- 
naten  waren  aus  den  rechtwinkligen  abgeleitet,  und  der  Begriff 
des  Doppel  Verhältnisses  beruhte  auf  metrischen  Bestimmungen. 
Es  macht  sich  nun  das  Bedürfnis  geltend,  zu  untersuchen,  wie 
weit  es  möglich  ist,  die  projectivische  Geometrie  ohne  metrische 
Begriffe,  also  ohne  den  Begriff  der  Gongruenz  und  der  Grösse 
von  Winkeln  und  Strecken  zu  begründen. 

Die  Voraussetzungen,  von  denen  der  Verfasser  ausgeht, 
sind  diese:  Es  existirt  im  dreidimensionalen  Räume  ein  System 
von  unendlich  vielen  Flächen  mit  folgenden  Eigenschaften: 

1)  Die  Durchschnittscurve,  welche  zwei  Flächen  des  Systems 
gemein  haben  können,  (d.  i.  die  Gesamtheit  ihrer  gemeinsamen 
Punkte)  gehört  allen  Flächen  an,  die  zwei  Punkte  der  Curve 
enthalten;  diese  Curven  heissen  gerade  Linien  oder  Gerade. 

2)  Durch  drei  beliebig  angenommene  Punkte,  die  nicht  auf 
einer  Geraden  liegen,  lässt  sich  eine  und  nur  eine  Fläche  des 
Systems  hindurchlegen.     Diese  Flächen  heissen  Ebenen. 

'  Durch  zwei  Punkte  einer  Ebene  lässt  sich  also  stets  eine 
Gerade  legen,  die  ganz  in  die  Ebene  fällt,  die  Gerade  setzt  sieh 
in  beiden  Richtungen  unbegrenzt  fort;  es  ist  aber  nicht  ausge- 
macht, ob  sie  geschlossen  ist  oder  nicht.  Zwei  Gerade  in  der- 
selben Ebene  können  nur  einen  Punkt  gemein  haben.  Darob 
diese  Voraussetzungen  ist  die  Ausführbarkeit  von  Constructionen 
in  der  Ebene  gesichert.  Es  lässt  sich  aber  bekanntlich  die  harmo- 
nische Teilung  ohne  den  Begriff  des  Doppelverhältnisses  geome- 
trisch definiren  und  mit  dem  Lineal  ausführen.     Sind  nun   auf 
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einer  Geraden  die  Punkte  Ä^  B,  C  gegeben,  welche  in  alphabe- 
tischer Reihenfolge  liegen,  so  kann  man  diese  Punkte  als  Bilder 
der  Zahlen  0,  1,  oc  ansehen.  Construirt  man  jetzt  den  zu  A 
zogehörigen  vierten  harmonischen  D,  so  werde  dieser  als  Bild 
der  Zahl  2  genommen;  der  Punkt  E,  der  harmonisch  zu  1  in 
Bezug  auf  2  und  oo  liegt,  stellt  die  Zahl  3  dar  u.  s.  f. ;  so  erhält 
man  die  Reihe  der  positiven  ganzen  Zahlen  durch  Punkte  der 
endlichen  Strecke  AC  dargestellt,  die  sich  gegen  C  zu  immer 
dichter  zusammendrängen.  Ebenso  lässt  sich  in  die  Strecke  0-1 
der  Punkt  ^  als   vierter  harmonischer   zu    oc    construiren,    und 

weiter  der  Punkt  ^  und  die  Reihe  ^,   gj,  -^, .-.,  ~      Jede 

andere  positive  reelle  Zahl  kann  weiter  durch  eine  convergente 
anendliche  Reihe  dargestellt  werden,  deren  Glieder  nach  Potenzen 
von  ^  fortschreiten,  und  der  entsprechende  Punkt  kann  hierdurch 
als  Grenzlage  einer  gewissen  Punktreihe  mit  beliebiger  Annähe- 
rung erreicht  werden.  (FQr  rationale  Zahlen  ergiebt  sich  später 
eine  einfachere  directe  Gonstruction.)  Hierdurch  ist  ohne  jede 
metrische  Bestimmung  eine  geometrische  Darstellung  einer  belie- 
bigen positiven  Zahl  n  definirt.  Die  Zahl  — n  ist  weiter  darzu- 
stellen als  vierter  harmonischer  Punkt  zu  -|-''  i^  Bezug  auf  0 
und  oo,  sofern  ein  solcher  existirt;  denn  es  ist  nicht  verbürgt, 
dass  die  Strahlen,  auf  denen  diese  Punkte  der  Gonstruction  nach 
liegen  mttssen,  die  eine  oder  die  andere  Verlängerung  von  AC 
treffen.  Man  ist  deshalb  dazu  geführt,  umgekehrt  zu  verfahren. 
Ein  beliebiger  Punkt  P  einer  der  beiden  Verlängerungen  hat 
sicher  einen  vierten  harmonischen  Q,  beide  getrennt  durch  0 
und  oo.  Der  Punkt  Q  stellt  eine  Zahl  -f  n  dar,  also  stellt  P 
die  Zahl  — it  dar.  Wir  nehmen  zunächst  an,  die  Gerade  sei 
angeschlossen,  und  lassen  den  Punkt  P  zuerst  die  Verlängerung  von 
AC  über  A  (Null)  hinaus  bis  ins  Unendliche  durchlaufen ;  dann  er- 
hält man  die  Darstellung  der  Zahlen  zwischen  Null  und  +^i  =  M, 
Man  lasse  ferner  den  Punkt  P  die  Verlängerung  über  C  hinaus 
bis  ins  Unendliche  durchlaufen,  so  erhält  man  die  Zahlenreihe 
von  — cx)  bis  — ^  =  — iV;  es  lässt  sich  beweisen,  dass  die  Zahl 
-\-M  in  der  Zahlenreihe  nicht  hinter  +N  liegen  kann.     Es  sind 

45* 


708  I^-  Abaehoitt    Aoalytisehe  Geometrie. 

also  zwei  Annabmen  möglich.  Entweder  die  Punkte  +M  und 
+N  sind  rerscbieden:  dann  fehlt  in  der  reellen  Zahlenreihe  das 
Qebiet  von  — Jf  bie  —N^  d.  h.  zwischen  ^,  und  Jt^\  oder  die 
Punkte  +Jf  und  -^N  fallen  zusammen:  dann  ist  diese  Zahlen- 
reibe  Tollst&ndig  daretellbar.  Es  bleibt  noch  die  Möglichkeit, 
dass  die  Gerade  ÄC  geschlossen  sei;  dann  ergiebt  die  analoge 
Betrachtung,  dass  die  Darstellung  der  Zahlenreihe  es  auch  ist 
Von  den  drei  möglichen  Annabmen  fQhrt  die  erste  auf  die  hy- 
perbolische Geometrie,  bei  welcher  die  Gerade  zwei  unendlich  ferne 
Punkte  hat;  die  zweite  auf  die  parabolische  oder  euklidische 
Geometrie,  bei  welcher  die  Gerade  einen  unendlich  fernen  Pankt 
hat;  die  dritte  auf  die  elliptische,  bei  welcher  die  Gerade  end- 
lich und  geschlossen  ist. 

Die  Verlegung  des  Nullpunktes  nach  dem  Punkte  q  nnd 
des  Einheitspunktes  nach  dem  Punkte  q+p^  während  der  Punkt 
oo  derselbe  bleibt,  hat  zur  Folge,  dass  die  demselben  Punkte 
P  in  beiden  Bestimmungsweisen  entsprechenden  Abscissen  (so 
wollen  wir  die  oben  betrachteten  Zahlen  in  ihrer  geometrischen 
Beziehung  nentien)  |  und  ^  zusammenhängen  dureb  die  Gleichung 

S  =  9  +  pS'. 

Hierdurch  werden  die  neuen  Abscissen  ^\  und  ^'^  der  un- 
endlich entfernten  Punkte  natQrlich  auch  erhalten,  und  diese  braa- 
oben  nicht  immer  negativ  zu  sein.  So  ist  ohne  Zuh&lfenahme 
metrischer  Bestimmungen  eine  Grundlage  für  die  analytische  Geo- 
metrie gewonnen.  Es  ist  nicht  thunlich,  die  weiteren  Betrach- 
tungen hier  genauer  zu  verfolgen.  Es  sei  nur  bemerkt,  dass  man 
auf  diesem  Wege  eine  von  metrischen  Bestimmungen  unabhängige 
Definition  der  Doppelverhältnisse  gewinnt,  dass  die  Zahlen, 
welche  wir  als  Abscissen  werte  für  die  Gerade  AC  wählten,  selbst 
die  Werte  solcher  Doppelverhältnisse  sind,  und  dass  die  pro- 
jectivischen  Eigenschaften  der  Figuren  unabhängig  von  metrischen 
Bestimmungen  und  unabhängig  davon  bestehen,  ob  hyperbo- 
lische, parabolische  oder  elliptische  Geometrie  vorausgesetzt  ist. 

Um  nun  aber  von  dem  jetzt  erlangten  Standpunkte  zu  me- 
trischen Eigenschaften  zu  gelangen,  muss  man  auf  ktlnstlichem 
Wege  die  Begriffe  Entfernung,  Winkel,  Gongruenz  bilden,  und 
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hierzu  kann  die  Betrachtung  der  Bewegung  dienen.  Bei  diesen 
Untersuchungen  ist  es  jedoch  von  wesentlichem  Eiofluss,  ob  der 
Raum  hyperbolisch,  parabolisch  oder  elliptisch  angenommen  wird. 
Es  handelt  sich  nämlich  darum,  ob  es  eine  solche  Bewegung  des 
Raumes  in  sich  giebt,  d.  h.  eine  solche  Transformation,  bei 
welcher  jedem  endlichen  Punkte  wieder  ein  endlicher  Punkt 
entspricht,  jeder  Geraden  wieder  eine  Gerade,  und  bei  welcher 
die  als  Entfernungen  und  als  Winkel  definirten  Grössen  unver- 
ändert bleiben.  Es  handelt  sich  also  um  lineare  Transforma- 
tionen, die  von  höchstens  drei  Parametern  abhängen,  und  bei 
denen  die  unendlich  entfernten  Eiemente  in  einander  Obergehen. 
In  glflcklicher  Weise  ist  es  dem  Verfasser  bei  dieser  schwie- 
rigen Untersuchung  gelungen,  unnötige  Verwickelungen  zu  ver- 
meiden, indem  er  stufenweise  von  den  einfachsten  zu  den  allge- 
meinsten Bewegungen  aufsteigt.  Er  beginnt  mit  der  Verschie- 
bung der  Geraden  in  sich.  Sind  A^  und  A^  die  Abscissen  der 
unendlichen  entfernten  Punkte  (in  der  hyperbolischen  Geometrie), 
und  ist  die  Linie  so  in  sich  verschoben,  dass  der  Punkt  x  nach 
I  gekommen  ist^  so  folgt  aus  einfachen  Functionsbetrachtungen, 
dass  die  Entfernung  r  der  beiden  Punkte  sich  folgendermassen 
ausdrücken  muss: 


r  =  Äln 


5—^,    x^A^ 


wo  h  eine  Gonstante  bedeutet  Hieraus  ergiebt  sich  das  Doppel- 
verhältnis zweier  Punktepaare  x^  y  und  f,  37,  wenn  die  Entfer- 
nungen x^  =  r^  onj  =>  r',  yf  =  g,  yt]  =  q^  genannt  werden 


tr 
x—§    y  — 17    __          2Ä 

™  2  k 

x^n     y — §                 tr' 

sm^rV 

2*  2* 

Diese  Formel  geht  nur  im  Grenzfalle  k  =  oo^  d.  h.  fUr  die 
euklidische  Geometrie,  über  in 

a?— 17    y-S         r'    q' 
welche  früher  bewiesen  war. 
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Hiermit  ist  nun  die  Grundlage  gewonnen,  um  die  Bewegung  der 
Ebene  in  sich  zu  untersuchen,  die  sich  durch  eine  Collineation  dar- 
stellt, bei  der  die  unendlich  entfernte  Gurve,  ein  reeller  Kegelschnitt, 
in  dessen  Innerem  die  endlichen  Punkte  der  Ebene  liegen,  sich  in 
sich  selbst  transformirt.  Analog  wird  dann  die  räumliche  Be- 
wegung betrachtet.  Fttr  die  elliptische  Geometrie  ergiebt  B\d 
aus  dem  Umstände,  dass  die  Gerade  endlich  geschlossen  ist,  eine 
gewisse  Periodicität,  die  analytisch  darauf  hinauskommt,  dass 
j1^  und  ji^  conjugirte  complexe  Zahlen  werden,  und  die  Con- 
stante  k  imaginär  wird.  Die  parabolische  oder  euklidische  Geo- 
metrie kann  als  Grenz-  und  Uebergangsfall  der  beiden  anderen 
Fälle  betrachtet  werden. 

Obwohl  nun  jede  der  drei  denkbaren  Arten  von  Geometrie 
in  sich  logisch  und  consequent  ausgebildet  werden  kann,  so  ist 
doch  nur  die  euklidische  in  Einklang  zu  bringen  mit  unseren 
Raumvorstellungen.  Gleichwohl  bezeichnet  der  Verfasser  da^ 
Studium  der  nichteuklidischen  Geometrie  als  äusserst  lehrreich, 
weil  auf  diesem  Wege  die  Frage  sicher  entschieden  wird,  weide 
seit  zwei  Jahrtausenden  immer  von  neuem  gestellt  wird,  nämlich 
ob  das  Parallelenaxiom  zu  entbehren  ist  oder  nicht.  Es  ut\^ 
sich  deutlich,  dass  ein  solches  Axiom  oder  Postulat  unentbehr- 
lich ist,  wenn  auch  seine  Formulirung  wechseln  kann.  Jene 
Untersuchungen  haben  also  vor  allem  einen  erkenntnistheored- 
sehen  Wert. 

Gelegentlich   dieser   Untersuchungen   kommt   der  Verfas^r 
auch  wiederholt  auf  den  Begriff  des  Raumes  von  mehr  Dimen- 
sionen  zu   sprechen,    und   es    ist  ihm  vollständig  zuzustimmen, 
wenn  er  gegentlber  den  metaphysischen  Spielereien,    die  bente 
gang  und  gebe  sind,  die  Bedeutung  auch  dieses  Begriffes  klar- 
stellt.   Nachdem  er  nämlich  auseinander  gesetzt   hat,    da^  e$ 
mathematisch  keine  Schwierigkeit  mache,  unsern  Raum    als  Teil 
einer  vierdimensionalen  Mannigfaltigkeit  zu  betrachten  a.  s.  w.. 
wenn   man  nur  über   die   letztere  gewisse,   den   geometrischen 
Axiomen  entsprechende  Voraussetzungen  macht,    fährt    er  fori: 
Man  muss  sich  nur  nicht  verleiten   lassen,    aus  der  Möglichkeit 
einer  solchen  rein  formalen  Verallgemeinerung  analytischer  Be 
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griffe    und    Gleichungen   auf  die    thTttsächliche   Existenz    einer 
vierten  Dimension  zu  schliessen. 

Den  Abschluss  der  Untersuchungen  über  die  verschiedenen 
Arten  von  Geometrie  bildet  nun  eine  eingehende  Untersuchung 
und  Kritik  der  Definitionen,  Postulate  (oqoi^  alzijfiava)  und 
Axiome  (xoivat  ewoiai). 

Es  ist  sehr  interessant,  wie  der  Verfasser  nachweist,  dass 
die  Hypothesen  der  modernen  Geometrie  mit  den  Postulaten  und 
Axiomen  des  Euklid  vollständig  übereinstimmen,  wenn  man  ge- 
wisse Ergänzungen  zu  letzteren  hinzufügt,  ohne  die  sie  über- 
haupt nicht  ganz  ausreichend  wären.  Das  Resultat  dieser  Unter- 
suchung fasst  der  Verfasser  in  folgenden  Worten  zusammen: 
Wir  stehen  im  wesentlichen  auch  heute  noch  auf  dem  Stand- 
punkte des  Euklid  und  müssen  immer  von  neuem  den  Scharf- 
sinn bewundern,  mit  dem  es  schon  im  Altertum  möglich  war, 
aus  der  Fülle  der  geometrischen  Anschauungsformen  diejenigen 
einfachsten  Gesetze  zu  abstrahiren,  welche  notwendig  und  hin- 
reichend waren,  um  aus  ihnen  alle  Eigenschaften  geometrischer 
Figuren  rein  logisch  zu  construiren.  Uebrigens  sei  bemerkt,  dass 
der  Verfasser  der  in  Peyrard's  Ausgabe  der  „Oeuvres  d'Euclide** 
1814-18  wiederhergestellten  richtigen  Anordnung  gefolgt  ist, 
welche  übrigens  auch  E.  F.  August  in  der  griechischen  Ausgabe 
der  Elemente  (Berolini  1826,  Trautwein)  innegehalten  hat.  Danach 
ist  die  Grundlage  der  Parallelentheorie  im  V.  Postulat  ausge- 
sprochen, welches  früher  fälschlich  unter  die  Axiome  gekommen 
und  als  elftes  derselben  bezeichnet  worden  war,  wie  es  denn 
auch  heute  noch  vielfach  genannt  wird. 

Die  folgenden  Capitel  der  dritten  Abteilung  behandeln  zu- 
nächst die  endlichen  Gruppen  von  Bewegungen  in  der  elliptischen 
Geometrie,  und  hieran  schliesst  sich  die  Betrachtung  der  Ikosaeder- 
gruppe,  des  zehnfachen  Brianchon'schen  Sechsecks,  sowie  die 
Auflösung  der  Gleichungen  des  fünften  Grades.  Die  beiden 
letzten  Capitel  haben  zum  Gegenstande  die  Darstellungen  der 
binären  Formen  auf  der  Eugelfläche  und  der  Werte  einer  com- 
plexen  Variable  durch  die  Punkte  der  Ebene.  Der  Verfasser 
begründet  in  diesem  letzten  Capitel  die  gewöhnlich  als  Gauss'sche 
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Darstellung  bezeichnete,  aber  von  Argand  herrQhrende  Darstel* 
lang  der  complexen  Grössen  ohne  metrische  Betrachtungen  durch 
die  von  Staudt'sche  Theorie. 

Ein  ausfllhrlicber  Index  und  einige  Verbesserungen  and 
Zusätze  bilden  den  Schluss.  Ein  Druckfehler  auf  Seite  470 
Formel  (8)  ist  dort  Übersehen;  die  Formel  muss  heissen 


( 


r  \' 

cos     gj^J      ßa.,i2yy  —  fliy       =      0. 


Dies  ist  in  grossen  Zügen  der  Inhalt  des  Werkes,  dem  wohl 
ein  hervorragender  und  dauernder  Wert  in  der  mathematischen 
Litteratur  zugesprochen  werden  darf.  A. 


F.  RüDio.  Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie 
des  Raumes«  Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehr- 
anstalten, Technischen  Hochschulen,  sowie  zum  Selbst- 
studium   dargestellt    und    mit    zahlreichen    Uebungs- 

beispielen    versehen.    Leipiig.  B.  G.  Teubner.  X-H156S.  gr.  8*. 

Dieses  Buch  schliesst  sich  seiner  ganzen  Anlage  nach  auf  das 
engste  an  die  „Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene*' 
an,  welche  der  Verfasser  gemeinschaftlich  mit  Herrn  Ganter  in 
demselben  Verlage  im  Jahre  1888  hat  erscheinen  lassen  (Ref. 
F.  d.  M.  XX.  679).  Auch  in  ihm  finden  wir,  bei  Beschränkung 
auf  die  einfachsten  Betrachtungen,  scharfe  begriffliche  Klarheit 
und  leicht  verständliche  Darstellung.  Besonderes  Gewicht  legt 
der  Verfasser  darauf,  dass  die  geometrische  Bedeutung  der  in 
den  Formeln  auftretenden  Vorzeichen  stets  gebflhrend  berfi<^- 
sichtigt  werde.  Der  Stoff  ist  auf  Gerade,  Ebene  und  die  Um- 
drehungsflächen zweiter  Ordnung  beschränkt;  nur  das  dreiaxige 
Ellipsoid  ist  noch  in  gewissen  Beziehungen  mit  in  die  Betrach* 
tung  aufgenommen,  und  es  werden  einige  allgemeinere  Betrach- 
tungen über  Kubatur  von  Umdrehungskörpern  angestellt  Ferner 
ist  gelegentlich  die  Schraubenlinie  als  Beispiel  einer  räumlichen 
Curve  behandelt,  und  daran  ist  auch  die  Betrachtung  einer  spe- 
ciellen  Schraubenfiäche  geknüpft.  Zahlreiche  einfache  Uebungs- 
aufgaben  sind  dem  Texte  eingefügt    Zum  Zweck  der  allerersten 
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Einführung  in  die  analytische  Geometrie  des  Raumes  wird  das 
Werk  gewiss  den  Anfängern  von  Nutzen  sein.  A. 


L.  Raschi.  Geometria  analitica  alle  coordinate  (cartesiane, 

projettive,  ecc).    Parma.  L.  Battei.  640  S. 

Ein  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie,  welches  durch 
das  Eingehen  auf  viele  neuere  Ansichten  gekennzeichnet  ist,  wie 
dies  der  Gebrauch  der  Determinanten  und  die  Anwendung  einiger 
Grandbegriffe  der  neueren  Geometrie  (z.  6.  die  projectiyen  Ver- 
wandtschafien,  die  Liniencoordinaten,  die  Liniengeometrie  u.s.w.) 
bezeugen.  Der  erste  Platz  wird  den  cartesischen  Goordinaten 
gegeben,  aber  auch  die  anderen  Coordinatensysteme  (die  polaren, 
die  baryoentrischen,  die  projectiyen  u.  s.  w.)  finden  ihre  richtige 
Entwickelung.  Eine  Neuerung,  welche  wir  für  gut  und  bemer- 
kenswert halten,  ist  die  Verschmelzung  der  ebenen  und  der 
räumlichen  Geometrie:  durch  Annäherung  der  analogen  Aufgaben 
der  Geometrie  zu  zwei  und  zu  drei  Goordinaten  wird  nicht  nur 
die  Aehnlichkeit  der  beiden  Geometrien  in  ein  helleres  Licht 
gesetzt,  sondern  nach  unserer  Meinung  auch  die  Schwierigkeit 
des  Lernens  dem  Anfänger  verringert.  Die  gute  Behandlung 
der  geometrischen  Gebilde  erster  und  zweiter  Ordnung,  die  bunten 
Anwendungen  der  Theorien  und  die  reiche  Aufgabensammlung 
machen  das  Buch  des  Herrn  Raschi  zu  einer  vortrefflichen  Vor- 
bereitung auf  die  analytische  Geometrie  der  Curven  und  Flächen 
beliebiger  Ordnung.  La. 


F.  Caldarera.     Primi   fondamenti  della  geometria    del 

piano.     Palermo -Torino.  0.  Clansen. 

Ein  elementares  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der 
Ebene  in  trilinearen  Goordinaten,  dessen  Inhalt  aus  dem  folgen- 
den Inhaltsverzeichnis  erhellt:  I.  Punkt  und  Gerade  im  allge- 
meinen.  IL  Punktreihen.  StrahlenbUschel  und  Strahlenfelder.  Dop- 
pelverhältnisse. III.  Harmonische  Verhältnisse  und  Involution. 
IV.  Projective  Punktreihen  und  StrahlenbUschel.    V.  Harmonische 
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Mittelpunkte  und  Axen.  Involution  höherer  Art  VI.  GoUinear« 
Puuktfelder.  VII.  Reciproke  Punktfelder.  VIII.  Kreis  und  eU 
mentare  Kreissysteme.  L4l 


H.  Cranz.  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  der 
Ebene.  I.  Teil:  Analytische  Geometrie  des  Punkte'« 
und    der  Geraden.      Bearbeitet    nach   System  Kleytr. 

Stattgart.  J.  Maier.  VI  4- 266  S.  8o. 

Das  Buch  ist  namentlich  zum  ersten  Selbststadiom  vo.A 
geeignet  wegen  seiner  Methode,  über  welche  wiederholt  im  Jahr- 
buch berichtet  ist  (XVIII.  1886.  487  u.  s.  w.).  Ausser  der  Theorie 
sind  206  meist  ausgeführte  numerische  Uebungsaufgaben  fiber 
Coordinatentransformation,  Beweise  geometrischer  Sätze,  Doppel- 
Verhältnisse,  projectivische,  harmonische  und  involutorische  Packt- 
reihen  und  Strahlenbüschel  u.  a.  gegeben.  Ausser  einer  Be'ihr 
von  Druckfehlern  fielen  dem  Ref.  sachliche  Fehler  auf  S.  '3) 
No.  11;  S.  189  Z.  6  v.  u.;  S.  94  in  Fig.  37.  Mb. 


A.  Hannbr.      Analytische  Geometrie  des  Punktes,    der 
Geraden  und  der  Kegelschnitte.     Prag.   H.  DominicoB  (TL 

GruBB).  VIIH-4Ö0S.  S». 

Der  erste  Abschnitt  des  Buches  liefert  die  Grundlagen  der 
analytischen  Geometrie,  der  zweite  behandelt  eingehend  die  Pro- 
jectivität,  der  dritte  die  Kegelschnitte  bis  zu  der  Lehre  von  den 
Eegelschnittbüscheln  und  -Reihen  (-Scharen).  Die  DarstellaOf^ 
ist,  abgesehen  von  gewissen  stilistischen  Eigenheiten,  klar  qimI 
glatt.  Aufgaben  werden  zahlreich  gelöst,  auch  mit  Benatzung 
synthetischer  Methoden;  numerische  Beispiele  fehlen.  Die  Theo- 
rie der  Determinanten  wird  als  bekannt  vorausgesetzt;  der  Be- 
griff der  „Invarianten"  und  „Covarianten"  wird  S.  422  und  424 
definirt;  dabei  muss  es  aber  auffallen,  dass  schon  S.  215  eine 
Gapitelüberschrift  lautet:  „Invarianten  und  Govarianten  binärer 
Formen".  Das  Buch  gewährt  reichliche  Belehrung  über  geomt- 
trische  und  algebraische  Terminologie;  ein  alphabetisches  Sach- 
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register  wäre  deshalb  von  grossem  Nutzen.  Notizen  über  die 
ersten  Autoren  von  Sätzen  und  Methoden  werden  anfangs  immer, 
in  den  späteren  Teilen  des  Werkes  selten  gegeben.  Warum  auf 
S.  68  als  Autor  nur  Carnot  angegeben ,  Menelaos  gar  nicht  er- 
wähnt wird,  ist  nicht  recht  ersichtlich.  Zur  Polemik  fordert  die 
Behauptung  S.  44  heraus,  dass  eine  Gerade  keinen  unendlich 
fernen  Punkt  besitze.  Mh. 


J.  ScHLOTKE.  Analytische  Geometrie  der  Ebene.  Samm- 
lung von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  nebst  Erläute- 
rungen  und    Resultaten.      Dresden.  G.  KühtmanD.  IV  4-217  S.  8^. 

Dieses  Buch  enthält  die  Elemente  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene.  Es  werden  zuerst  die  Punktcoordinaten  er- 
klärt; hierauf  wird  die  Gleichung  der  Geraden  eingeführt,  woran 
sich  der  Begriff  der  Liniencoordinaten  knüpft.  Auch  schief- 
winklige Coordinatenaxen  werden  besprochen;  dann  werden  Ab- 
ktlrzungen  in  der  Bezeichnung  gebracht,  Punktreihen,  Strahlen- 
bQschel,  harnionische  Beziehungen  behandelt.  Danach  folgt  der 
Kreis  mit  Pol  und  Polare,  Liniencoordinaten  am  Kreise  und  die 
Einführung  von  Polarcoordinaten.  Hieran  schliesst  sich  die 
Theorie  der  Kegelschnitte  in  ausführlicher  Darstellung,  gegründet 
auf  ihre  einfachen  geometrischen  Definitionen;  Goordinatenver- 
wandlungen  leiten  zu  einer  Betrachtung  der  Gurven  zweiter  Ord- 
nung und  zweiter  Klasse,  wie  sie  durch  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  definirt  werden.  Dann  geht  der  Verfasser  zu  Gur- 
ven höherer  Ordnung  über,  unter  anderen  zur  Cassini'schen  Linie; 
ferner  werden  Cykloiden  und  Spiralen  behandelt.  Bei  der  Dar- 
legung des  Princips  der  reciproken  Radien  und  der  Lehre  von 
den  Polarfiguren  geht  der  Verfasser  auch  ein  wenig  in  die  Raum- 
lehre hinüber  und  zeigt  die  Abbildung  einer  Kugelfläche  auf 
eine  Ebene,  ferner  die  Anwendung  hiervon  auf  die  Darstellung 
des  Gradnetzes  der  Erdkugel.  Ferner  wird  die  Cyklide  er- 
klärt als  diejenige  Fläche,  die  einer  geraden  Gylinderfläche  mit 
kreisförmigem  Querschnitt  in  Bezug  auf  einen  Punkt  m  als  Mittel- 
punkt reciproker  Radien  zugeordnet  ist,  und  es  wird  die  Cyklide 
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genauer  beschrieben  und  besprochen.  Noch  eine  andere  Con- 
struction  wird  hier  vorgenommen,  die  auf  das  Rotationshyper- 
boloid fQhrt.  Am  Schluss  folgt  endlich  eine  kurze  Behandlung 
von  Sätzen  der  analytischen  Geometrie  mit  Hülfe  von  Dreiecks- 
coordinaten. 

Die  Reichhaltigkeit  dea  Buches,  die  fassliche  Darstellung, 
sowie  97  sehr  gut  ausgefQhrte  Figuren  gereichen  dem  Buche 
zur  Empfehlung.    Druck  und  Ausstattung  sind  zu  loben. 

Uz. 

G.  Salmon.     Analytische  Geometrie  dreier  Dimensionen. 

MoBkao  1891.  (Rassisch.) 

Nur  der  erste  Teil  der  französischen  Uebersetzung  des  Sal- 
mon'schen  Werkes  ist  von  Herrn  Alexejew  ins  Russische  Über- 
tragen. (Er  endigt  mit  Capitel  X:  Kegel  und  sphärische  Kegel- 
schnitte.) 

Von  demselben  Uebersetzer  übertragen,  erschien  auch  Salmon's 
Theorie  der  Kegelschnitte,  deren  erste  Uebersetzung  von  H. 
Wascbtschenko  -  Sachartschenko  (1860)  schon  längst  vergriffen 
war.  Si. 


G.  Salmon.  Trait^  de  g^om^trie  analytique  k  trois 
dimensions;  tradnit  de  l'anglais  sur  la  quatri^me  Edi- 
tion par  O.  Chemin.  Partie  IL  Theorie  des  surfaces. 
Courbes  gauches   et  surfaces  ddveloppables.     Familie 

de   surfaces.     Paria.  Gaatbier-Villars  et  Fils.  [J.  de  Math.  spöc.  (3) 
V.  280.] 

E.  Busche.     GrundzUge  einer  rechnenden  Geometrie  der 

Lage.    IL     Pr.  (Nr.  719}  Haoaasch.  Bergedorf  b.  Hambarg.  19  8.  4^. 

Ueber  den  ersten  Teil  dieser  Arbeit  s.  das  Referat  in  F.  d. 
M.  XXII.  1890.  69L  Die  daselbst  durcBgeftIbrte  geometrisehe 
Darstellung  reeller  und  eomplexer  Zahlen  ohne  Benutzung  einer 
Längen-  oder  Winkeleinheit  wird  hier  verwendet,  um  die  Grand- 
Züge   einer  analytischen  Geometrie  des  Raumes  zu  entwickeln, 
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in  welcher  die  Bedeutung  der  complexen  Zahlen  ganz  analog 
ist  derjenigen  der  reellen  Zahlen  in  der  Ebene.  Hierbei  wird 
jeder  Strahl  des  Raumes  bestimmt  durch  seine  Schnittpunkte 
(X,  T)  mit  zwei  Fundamentalebenen,  welche  als  Träger  der 
linearen  Punktfelder  dienen,  während  die  Punkte  X  und  Y  in 
gewöhnlicher  Weise  entsprechenden  complexen  Zahlen  zuge- 
ordnet sind.  Wenn  dann  x  und  y  zwei  complexe  Zahlen  sind, 
80  stellt  die  Gleichung 

8  =  xX+yY+1  =  0, 

je  nachdem  x :  y  reell  ist  oder  nicht,  einen  Punkt  oder  ein 
Strahlensjstem  dar,  welches  mit  jedem  Punkte  einen  Strahl  ge- 
meinsam hat  und  daher  ebenfalls  als  „Punkt^  bezeichnet  wird. 
Hierdurch  wird  dem  vierdimensionalen  Strahlenraume  ein  vier- 
dimensionaler  Punktraum  dual  gegenüber  gestellt.  Im  Anschluss 
an  diese  Voraussetzungen  wird  dann  die  lineare  und  die  qua- 
dratische  Gleichung  in  complexen  Strahlencoordinaten  discutirt, 
wobei  gelegentlich  der  Enveloppe  des  Strahlensystems  zweiten 
Grades  auch  räumliche  Analoga  zu  den  Sätzen  von  Pascal, 
Brianchon  und  Desargues  gewonnen  werden.  Schg. 


G.   Battaglini.     SuUo  studio  della  geometria.     Geome- 
tria  analitica  cartesiana.    Batt.  6.  xxix.  1-2,  3-33,  93-132, 

195-233,  298-1355. 

Der  Verf.  empfiehlt  für  die  Zwecke  des  Hochschul  ■  Unter- 
richtes eine  sowohl  die  analytische  wie  die  synthetische  Methode 
benutzende  Darstellung  der  Geometrie,  einerseits  im  Interesse 
eines  rascheren  Fortschrittes  der  Entwickelung,  andererseits  um 
die  Eigentflmlichkeiten  und  Vorteile  beider  Methoden  darzulegen. 
Im  übrigen  giebt  er  der  consequenten  Durchführung  einer  der 
beiden  Methoden  den  Vorzug  und  entwickelt  ein  kurzes  Programm 
fär  eine  Einführung  in  die  analytische  Geometrie,  wobei  der 
erste  Teil  die  Anwendung  der  cartesischen  Coordinaten  auf  die 
Lehre  von  den  Punkten,  Geraden,  Ebenen,  Kreisen  und  Kugeln 
enthalten  soll,  ferner  auf  Kegelschnitte  und  Flächen  zweiter 
Ordnung,  der  zweite  Teil  die  projectivische  Geometrie  unter  Be* 
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nutzung  der  projectivischen  Coordinateo,  der  dritte  Teil  die  geo- 
metrische Darstellung  der  algebraischen  Formen.  Die  Torliegen- 
den  Abschnitte  fähren  die  Ausarbeitung  des  ersten  Teils  bis  zur 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  und  schliessen  mit  den  Sätzen 
über  Kugelfläcben.  Schg. 

Weitere  LehrbQcher. 

A.  Macä  DB  Lepinay.  Compl^ments  d  alg&bre  et  DOtions 
de  g^ometrie  analytique.    Paris.  392  8.  s^.  [J.  de  kath.  ^i^m. 

(3)  V.  88-89.1 

J.  Marchand.    Premi^res  notions  de  g^omötrie  analytique 

plane.     LooTain.  308  S.  S^. 

Carnoy.     Cours    de    g^om^trie    analytique.      G^oin^trie 

plane.      5®  ^d.      Paris.  Gauthier-Viliars  et  Fils. 

W.  Briggs  and  G.  H.  Bryan.  The  elements  of  coor- 
dinate  geoinetry,  as  far  as  tbe  equations  and  pro- 
perties  of  the  right  line  and  circle.    London.  228  s.  s^. 

A.  Rkmond.  Exercices  ^I^mentaires  de  gdom^trie  ana- 
lytique ä  deux  et  k  trois  dimensions.  P^  Partie. 
G^om^trie  k  deux  dimensions.  2®  4d.  II«  Partie. 
Göom^trie  k   trois  dimensions.     Probl^mes  g^n^raux. 

Enoucds.      Paria.  Gaathier-Yillars  et  File. 

E.  MoSNAT.    Probl^mes  de  g^omdtrie  analytique.  Tome  I. 

Paris.  354  S.  S^ 


T.  Biggin.     On  biangular  coordinates  and  an  extension 
of  the  System  to  space  of  three  dimensions.      Qoirt  J. 

XXV.  237-258. 

Sind  A  und  B  zwei  feste  Pankte  (Pole)  in  der  Ebene,  so 
sind  die  biangalaren  Goordinaten  eines  Punktes  P  dieser  Ebene 
die  Cotangenten  der  von  den  Strecken  PA  und  PB  mit  der 
Richtung  AB  gebildeten  Winkel.  —  Ist  P  ein  Punkt  im  Raame 
und  P*  seine  Projection  auf  die  Ebene,  so  tritt  zu  den  bianga- 
laren Goordinaten  von  P*   als   dritte  Coordinate  des  Punktes  P 
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die  Tangente  des  Winkels,  den  die  Ebene  PÄB  mit  der  ersten 
Ebene  bildet.  Für  beide  Fälle  werden  die  einfachsten  analytisch- 
geometrischen  Aufgaben  gelöst  und  verschiedene  Coordinaten- 
transformationen  gegeben.  Die  Gleichungen  zeichnen  sich  bei 
passender  Wahl  der  Pole  durch  Einfachheit  aus.  Schg. 


G.  B.  Maffiotti.     Sopra  una  relazione  tra  le  coordinate 
sferiche  ortogonali  e  le  coordinate  topografiche.     Torino 

Atli  XX VII.  210-216. 

Die  elementare  Berechnung  der  sphärischen  rechtwinkligen 
Coordinaten  giebt  nur  für  die  in  der  Nähe  des  als  Axe  der  x 
gewählten  Meridians  liegenden  Punkte  Resultate  von  genügender 
Genauigkeit.  Der  Verf.  entwickelt  fllr  diese  Coordinaten  auf 
analytischem  Wege  Formeln,  welche  für  einen  weiteren  Bereich 
von  Punkten  gelten,  und  zwar  soweit,  als  noch  Glieder  vierter 
Ordnung  vernachlässigt  werden  können.  Dabei  wird  der  Unter- 
schied der  beiderseitigen  Coordinatenwerte  festgestellt.    Schg. 


LoRMEAü.     Des  coordonn^es  angulaires.     J.  de  Math.  el6in. 

(3)  V.  35-44. 

Aug.  Poülain.     Les  coordonn^es  angulaires.    ibid.  52-56, 

73  -  79. 

Bernds.     Lettre  ä  M.  6.  de  Longchamps.    ibid.  109-112. 

• 

„Winkelcoordinaten''  eines  Punktes  P  heissen  die  drei  Winkel, 
unter  denen  die  drei  Seiten  des  festen  Bezugsdreiecks  von  P 
aus  gesehen  werden.  Der  erste  Aufsatz  erörtert  die  in  Betracht 
kommenden  Unterscheidungen  und  schlägt  vor,  die  Tangenten 
dieser  Winkel  statt  der  Winkel  selbst  als  Coordinaten  einzu- 
führen. Herr  Bernds  dagegen  geht  in  seinem  Briefe  an  den 
Herausgeber  von  den  Begriffsbestimmungen  aus,  welche  in  dem 
Referate  auf  S.  600  dieses  Bandes  des  Jahrbuchs  wiedergegeben 
sind,  und  zeigt,  dass  dadurch  die  von  Herrn  Lormeau  betonten 
Schwierigkeiten  beseitigt  werden.  Zugleich  werden  die  Haupt- 
ergebnisse der  in  dem  angezogenen  Referate  besprochenen  Arbeit 
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YOrgefQhrt.  Herr  Poulain  dagegen  benutzt  diese  Winkelcoordi* 
naten  zum  Beweise  mancher  S&tze  der  neueren  Dreiecksgeo- 
metrie.    Lp. 

A.  Poulain.      Des  ^uations  tripolaires  reversibles. 

J.  de  Math.  sp^c.  (3)  V.  265>276. 

Herr  Poulain  hat  in  demselben  Journal  (vergl.  F.  d.  M. 
XXI.  1889.  680)  die  Abstände  il,  ^,  v  eines  Punktes  von  den 
drei  Ecken  des  Bezugsdreiecks  als  tripoiare  Coordinaten  behan- 
delt und  benutzt.  Gegenwärtig  beschäftigt  er  sich  mit  der  Frage, 
wie  die  Unbequemlichkeit  beseitigt  werden  könne,  dass  jede 
Curve  fn  tripolaren  Coordinaten  durch  unendlich  viele  Glei- 
chungen von  verschiedenen  Graden  dargestellt  werden  könne. 
Ist  nämlich  f  (A,  /u,  v)  =  0  eine  derselben,  J  =  0  die  Gleichung, 
welche  die  drei  Coordinaten  verbindet,  und  9>  (il,  f<,  y)  eine  will- 
kürliche Function,  so  kann  man  die  gegebene  Gleichung  darcb 

f  {^,  ^,  »')+'^.9(A,|M,v)  =  0 
ersetzen.  Die  von  ihm  jetzt  entwickelte  Theorie  gestattet  die 
ZurückfQhrung  aller  Formeln  auf  einen  einzigen  Typus.  Dies 
gelingt  durch  Aufstellung  des  Begriffes  der  „umkehrbaren  tri- 
polaren Gleichung",  welche  aus  der  Cartesischen  Gleichung  eines 
Ortes  durch  Verwandlung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  in 
tripoiare  entsteht,  ohne  dass  dabei  die  Relation  J  =  0  benutzt 
wird.  Die  beiden  Abschnitte  der  Arbeit  behandeln:  I.  die 
Eigenschaften  der  umkehrbaren  Gleichungen,  II.  die  Polaren  and 
dergl.  der  durch  eine  umkehrbare  Gleichung  dargestellten  Curven. 

Lp. 

L.  BisNEZBCH.     Sur  le  centre  des  distances  proportion- 

nelles.     J.  de  Math.  «l^m.  (3)  IV.  123-127,  145>149.  (1890.) 

L.  6en]6zech.     Applications  de  la  thdorie  dn  centre  des 
distances  proportionnelles.    Coordonnöes  quadripolaires. 

J.  de  Math.  6I6meD.  (3)  V.  3-7,  25>28,  97-100,  127-129,  149-151. 

L.  Benezech.     Applications  de  la  tfa^orie  du  centre  des 
distances  proportionnelles.    ibid.  241-244. 
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Centrum  der  proportioDalen  Entfernungeu  heisst  dem  Verf. 
der  Punkt,  den  man  sonst  Schwerpunkt  von  n  gegebenen  Punkten 
nennt.  Die  mitgeteilten  Sätze  sind  zum  grossen  Teile  solche, 
die  in  der  Statik  über  den  Schwerpunkt  bewiesen  zu  werden 
pflegen  (z.  B.  bei  Poinsot,  J^l^ments  de  Statique),  vom  Verf.  öfter 
in  Determinantenform  vorgeführt.  Quadripolare  Coordinaten  sind 
die  Abstände  eines  Punktes  im  Räume  von  den  vier*  Ecken  des 
festen  Bezugstetraeders.  Die  in  denselben  aufgestellten  Glei- 
chungen für  geometrische  Gebilde,  besonders  für  Punkte  der 
dem  Tetraeder  umgeschriebenen  Kugel  und  andere  mit  dem 
Tetraeder  zusammenhängende  Figuren,  sind  in  der  Gestalt  von 
Determinanten  entwickelt,  alles  ohne  Bezugnahme  auf  frühere 
Arbeiten,  wie  z.  B.  Darboux:  „Sur  les  relations  entreles  groupes 
de  points,  de  cercles  et  de  spheres  dans  le  plan  et  dans  Fespace^ 
(Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (2)  I,  F.  d.  M.  IV.  1872.  383)  und  Fro- 
benius:  „Anwendungen  der  Determinantentheorie  auf  die  Geo- 
metrie des  Masses""  (J.  für  Math.  LXXIX,  besonders  S.  244ff., 
F.  d.  M.  VI.  1874.  381).  Lp. 


M.  d'Ocaqne.     Methode  de  calcul  graphique  fond^e  sur 
Temploi   des   coordonndes   paralleles.      Genie  civil,  xvii. 

(1890.)  343-344. 

Der  Verfasser  nennt  parallele  Coordinaten  einer  Geraden 
die  Abstände  ihrer  Schnittpunkte  mit  zwei  parallelen  Geraden 
von  zwei  auf  den  letzteren  fest  angenommenen  Punkten.  Die 
Verbindungslinie  der  festen  Punkte  soll  auf  den  Parallelen  senk- 
recht stehen.  (Vergl.  Schwering,  „lieber  ein  besonderes  Linien- 
coordinatensystem"  in  Schlömilch  Z.  XXI,  F.  d.  M.  VIII.  1876. 
414.)  Der  Verfasser  giebt  einige  Anwendungen  dieser  Coordi- 
naten. F.  K. 

•■ 

J.  Hermes.     Der  Flächeninhalt  der  Dreiecke,   Vierecke 
und  Kreise  in  der  Farey'schen  Ebene.    Königeberg  i.  Pr. 

Ostprenss.  Keitnngs-  u.  Yerlags-Drockerei.  47  S.  mit  1  Fig.-Taf.  4^ 

Es  handelt  sich  in  dieser  Arbeit  um  einen  besonderen  Fall 

Fortschr.  d.  Math.  XXIII.  2.  46 
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der  Möbius'scheo,  aas  Punkten  mit  rationalen  Coordinaten  gebil- 
deten Dreiecksnetze.  Sind  nämlich  (er, :  a)  und  (o, :  a)  rationale 
rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes  a,  und  bedeuten  die 
Buchstaben  ß  und  y  dasselbe  fttr  die  Punkte  6  und  c,  so  beisst 
das  Dreieck  abc  ein  Farey'sches,  wenn  die  Determinante,  deren 
Colonnen  a,,  a„  a;  ft,  /?„  /?;  y,,  y,,  y  sind,  den  Wert  1  hat. 
Und  man  kann  nun  durch  Anwendung  eines  Formalismus,  der 
arithmetisch  auf  eine  symbolische  Addition  der  Punkte  und  geo- 
metrisch auf  lineare  Gonstructionen  hinausläuft,  neue  rationale 
Punkte  erhalten  und  eine  Theorie  von  Dreiecksnetzen  begrflnden, 
in  der  sich,  vermöge  ihres  Zusammenhanges  mit  der  Farey'schen 
Reihe,  an  die  geometrische  Gonstruction  eine  Menge  zahlentheo- 
retischer Beziehungen  knüpfen,  und  in  der  nicht  nur  mannigfache 
geometrische  Gebilde,  wie  PascaVsche  Sechsecke,  vollständige 
Vierecke  und  Polaren,  sondern  auch  Kettenbrf^che,  diophantisehe 
und  quadratische  Gleichungen,  unendliche  Reihen  und  Prodacte 
auftreten.  Aus  den  Inhaltsbestimmungen  für  die  Figuren  ergeben 
sich  auch  bemerkenswerte  Resultate  Ober  flächengleiche  Figuren 
(Dreiecke,  Kegelschnitte  und  Kegelschnittbttschel).  —  Der  oben 
genannte  Formalismus  zur  Bildung  neuer  Punkte  stimmt  im 
wesentlichen  mit  dem  von  Noth  (Arithmetik  der  Lage.  1883) 
angewandten  überein  und  findet,  wie  dieser,  seine  einfachste 
rechnerische  Begründung  in  der  Grassmann'schen  Darstellung  eines 
Punktes  durch  drei  Fundamentalpunkte  der  Ebene  (vergl.  z.  B.  des 
Ref.  „Raumlehre*  I.  76).  Den  Schluss  der  Arbeit  bildet  ein 
Ausblick  auf  verschiedene  noch  offene  Fragen,  geeignet,  zu  wei- 
teren Untersuchungen  anzuregen.  Schg. 


A.  CoRNKLY,     UntersuchuDgeu  über  involotorische  Glei- 
chungensysteme.     DiBß.  WuMbarg.  28  S.  4^ 

Nach  Herrn  Prym  (Unters,  ti.  d.  Riemann'sche  Thetaf.  etc. 
p.  73,  Leipzig  1882,   vergl.  dieses  Jahrb.   XIV.   419)  wird  ein 

System  von  n  linearen  Gleichungen: 

ff 

(^)  yp  =  ^l^fir^r  (ß=   1,  2,  .  .  .,  «) 
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ein  involutorisches  genannt,  wenn  seine  Goefficienten  a  den  Be- 
dingungen: 

n 

-Z'fl/ie  V  ~  ^f^  (^»  y  =  1,  2,  . . .,  «) 

genflgen,  wo  d^^  =  1  oder  0  ist,  je  nachdem  v  =  ^  oder  v'^fi 
ist  (Art.  1).  Bezeichnet  man  dann  mit  A  die  Determinante 
S+a^^a^^.  ..Onm  und  mit  a^^  clio  A^juncte  von  a^^  in  dieser 
Determinante,  so  ist  ^1'  =  1  und  a^y  =  Aa^ty  (Art.  2).  Setzt  man 
weiter : 


B, 


% 


n  Wurzeln  der  Gleichung  f 


=  0  sämtlich  +1.  Heisst 


wo  €^,  ...,  «I«  zweite  Ei nheits wurzeln  bezeichnen,   so   sind   die 

1    ...    1 

z 

man  das  zu  Grunde  liegende  involutorische  System  ein  zur  Zahl 
m  gehöriges,  wenn  von  diesen  n  Wurzeln  m  den  .Wert  +1,  n— m 
den  Wert  —  1  haben,  so  ist  für  jedes  zur  Zahl  m  gehörige  invo- 
lutorische System  a„  +  o„  +  -'*  +  aiw  =  n— 2m,  A  =  (—1)"*,  und  es 


e. 


alle,  bei  de- 


verschwinden von  den  2**  Determinanten  f 

nen  von  den  n  Grössen  e  weniger  oder  mehr  als  tn  den  Wert 
—1  besitzen,  während  von  jenen,  bei  denen  gerade  m  Grössen 
«  den  Wert  —1,  n—m  den  Wert  4-1  haben,  wenigstens  eine  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt  (Art.  3).  Man  erhält  aus 
einem  zur  Zahl  m  gehörigen  involutorischen  Systeme  (A)  immer 

wieder  ein  zur  Zahl  m  gehöriges  System  (A)^  wenn  man  ver- 
mittelst einer  und  derselben  linearen  Substitution  an  Stelle  der  n 

Veränderlichen  y  n  neue  Veränderliche  y  und  gleichzeitig  an  Stelle 

der  n  Veränderlichen  x  n  neue  Veränderliche  x  einfuhrt  (Art.  4), 
und  68  lässt  sich  auf  diese  Weise  ein  gegebenes,  zur  Zahl  m  ge- 
höriges involutorisches  System  (A)  in  jedes  andere  zur  Zahl  m 
gehörige  involutorische  System  überführen  (Art  5).  Man  erhält 
endlich  das  allgemeinste  zur  Zahl  m  gehörige  involutorische 
System  (il),  wenn  man  die  n'  Goefficienten  a  durch  die  Glei- 
chungen : 

46» 
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m 

bestimmt   und    dabei  die  mn  Grössen  b^^^  und  die  mn  Grössen 
if^s  als  unbestimmte  Gonstanten,  die  den  m*  Relationen: 

n 

genügen,  ansieht  (Art.  6),  oder  durch  die  Gleichungen: 

O      m         m  •_ 

bestimmt   und    dabei. die  i^fi , Grössen  fyrj  und  die  mn  Grössen 
g^fg^  aus  denen  sich  die  h  den  Gleichungen 

n 

hyyt    =    ^  /yT^^Tfv  (r^    J»'    =    1,    2,    .    .   .,    ») 

T=l 

gemäss  zusammensetzen,  während  H  die  Determinante 

und  hyyt  die  Ädjuncte  von  ft^^yr  in  dieser  Determinante  bezeichnet, 
als  unbestimmte  Constanten,  die  der  Bedingung  H+0  genügen, 
ansieht  (Art.  7).  Der  Art.  7  wurde  durch  die  Abhandlung  des 
Herrn  Prym  „lieber  orthogonale,  inyolutorisohe  und  orthogonal- 
involutorische  Substitutionen''  (Gott.  Abb.  XXXVIII)  veranlasst. 

Kr, 


E.  HüNYADY.  Az  orthogonälia.  —  Parameterdarstellungen 
der  orthogonalen  Substitutionscoefficienten.  Abhand- 
lung II.    Budapest.  14  S.  gr.  8<^.  ((Jogarisch,  1890.) 

G.  DE  LoNGCHAMPs.  SuF  la  r^solution  des  probl^mes 
ddtermin^s    par    la   m^thode  des   lieux    g^om^triques. 

Mathesis  (2)  I.  132-136. 

In  diese  Methode  kann  man  oft  grosse  Vereinfachungen 
einfahren,  wenn  man  dabei  Goordinaten  X,  Y  durch  passend  ge- 
wählte Functionen  neuer  Veränderlichen  «,  y  ersetzt,  die  man 
ebenfalls  als  Goordinaten  ansieht.  Mn.  (Lp.) 
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J.  JüEL.     Nogle  Fortegns  bemarkninger.     Nyt  Tid»8.  IIB. 

94-95. 

Note  über  das  Rechnen  mit  Vorzeichen  auf  geschlossenen 
Curven.  V. 

N.  W.  BuGAJEW.     Geometrie  der  willkürlichen  Grössen. 

Mosk.  Math.  Samml.  XIV.  394-409.  (Rusaisch,  1889.) 

Als  Mittel  zum  rein  analytischen  Studium  der  Eigenschaften 
der  Flächenstücke  auf  der  Ebene  und  der  begrenzten  Körper 
im  Räume,  schlägt  der  Verfasser  die  „willkürlichen  Grössen^ 
und  Functionen  vor ;  so  werden  die  Functionen  genannt,  die  sich 
bei  Umkehrung  der  unstetigen  Functionen  darbieten.  Eine  Grösse, 
die  alle  Werte  zwischen  a  und  b  erhalten  kann,  wird  eine  will- 
kürliche Grösse  zwischen  den  Grenzen  a  und  6  genannt  und  mit 
fi  =  (a,  6)  bezeichnet.  Die  Grösse  w  =  (0,  1)  ist  „willkürliche 
Einheit*';  jede  andere  willkürliche  Grösse 

Si  =  (a,  b)  =  a  +  C6-a)ft> 

ist  durch  tj  ausdrückbar.  Man  muss  auch  „den  Sinn  der  Ver- 
änderung^ bei  willkürlichen  Grössen  unterscheiden:  So  hat  z.  B. 
cd'  =  (1,  0)  den  umgekehrten  Sinn.  Wird  in  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  eine  Gurve  f(x^  y)  =  0  untersucht,  so  muss 
man  bei  jetziger  Auffassung  noch  zwei  Gleichungen 

a;  =  (-  oo,  +  oo),     y  =  (—  oo,  +  oo) 

hinzufügen.  Fügen  wir  aber  statt  der  letzteren  die  Gleichung 
y  =  (a,  ß)  hinzu,  so  wird  nur  der  Teil  der  Curve  zwischen  den 
Ordinaten  y  =  a^  y  =  ß  betrachtet.  Wenn  die  Coefficienten 
einer  Gleichung  /"(a?,  y)  =  0  solche  willkürlichen  Grössen  ent- 
halten, so  bestimmt  die  Gleichung  nicht  mehr  eine  Curve,  son- 
dern ein  Flächenstück.  Ein  geradliniges  Flächenstück  wird  z.  B. 
durch  die  Gleichung 

y  =  <p{(o)x  +  ip(u)) 
bestimmt.    Unter  ihnen  wird  das  einfachste  keilförmige  Flächen- 
Stück 

y  =  (a(ü  -]-  h)  X  +  (cw  -\-  d) 
durch  die  Geraden  y  =  ftx-j-c  und  y  =  (a-J-6)  j;  +  (c  +  rf)  begrenzt. 
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Man  kann  anch  Gebiete  betrachten,  die  darch  zwei  solche  Glei- 
chungen bestimmt  sind. 

In    derselben   Weise   erhalten   wir   im   Falle  dreier  Coor- 
dinaten  geometrische  Körper.  Si. 


N.  W.  BüGAJEW.     Unstetige  Geometrie.    Moek.  MatLSammi. 

XV.  600-607.  (Bassisch.) 

Der  Zweck  des  Verfassers  ist,  den  Zusammenhang  der  an- 
stetigen  Geometrie  (d.  h.  der  Untersachung  der  unstetigen  geo- 
metrischen Gebilde)  mit  der  Theorie  der  unstetigen  Functionen 
zu  zeigen.  Es  werden  dazu  einige  Beispiele  der  Gebilde  be- 
trachtet, deren  Gleichungen  von  der  Function  £(a?)  abhängen. 

Si. 

B.  W.  Spiro.     Ueber  complexe  Punktreihen.    (Russisch.) 

Wie  Neovius  (Helsingf.  Vetensk.  Soc.  Öfv.  XXIX.  154-161) 
und   noch   früher  Berlin  (Lunds  Univ.  Arskr.  1872),   stellt  der 

Verfasser  den  imaginären  Punkt  (x  =  a-f /?]/^,  y  =  y+^V—l) 
dar  durch  den  wie  bei  reellen  x  und  y  construirten  Affix  der 
complexen  Grösse  x-\-iy.  Für  die  Eindeutigkeit  der  umgekehrten 
Bestimmung  des  imaginären  Punktes  nach  dem  gegebenen  ihn 
darstellenden  Punkte  wäre  noch  ein  zweiter  darstellender  Punkt 
nötig.  Da  aber  der  Verfasser  sich  mit  dieser  umgekehrten 
Frage  nicht  beschäftigt,  so  führt  er  den  zweiten  Punkt  nicht  ein. 
Diese  Darstellungsweise  wird  verwendet,  um  die  Eigen- 
schaften der  complexen  Punktreihe  zu  studiren.  So  wird  die 
Gesamtheit  der  Punkte  genannt,  welche  die  Entfernung  zweier 
reellen  Punkte  (Coordinatenanfang  und  ein  Punkt  der  x-kLt) 
im  Verhältnis  ke^^  teilen  (k  und  a  nehmen  alle  reellen  Werte  an). 

Si. 

A.  J.  BoGüSLAvSKY.      üeber    M.   Marie's  Methode  der 
Darstellung  der  imagiuären  Elemente  in  der  Geometrie. 

Arbeiten  der  VIII.  Versamml.  russ.  Naturf.  a.  Aerste,  Abt  I,   16-20. 
(Rossiscb.) 
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In  der  Arbeit,  über  welche  im  vorigen  Bande  dieses  Jahrbuchs 
(S.  694)  referirt  ist,  wie  auch  in  der  früheren  ,,Thäorie  des  fonc- 
tions  des  variables  imaginaires'^,  t.  I,  giebt  Hr.  Marie  den  Be- 
weis dafür,  dass,  damit  der  Punkt 

g  =  5p(a,  /»;  a',  A  rj  =  V;(a,  /?;  a\  /»') 
eine  vom  Coordinatensystem  unabhängige  Beziehung  zu  dem 
imaginären  Punkte  a;  =  a-f-/?t,  y  =  o!+ß^i  habe  und  somit  sein 
Repräsentant  sein  könne,  die  Functionen  q>  und  \j)  resp.  gleich 
a+/}  und  a!-\-ß*  sein  müssen.  Dieser  Beweis  scheint  Herrn 
Boguslavsky  fehlerhaft,  da  man  aus  der  Oleichung 

V(/^',/»)  =  V0»',/^+2/»'cosö) 
(was  ein  Stadium  des  Beweises  bildet)  den  Schluss  der  Unab- 
hängigkeit der  Function  \f>(ß\  ß)  von  ß  nur  dann  ziehen  kann, 
wenn  diese  Function  vom  Winkel  6  der  Goordinatenaxen  nicht 
abhängt.  £r  hfllt  deshalb  die  ganze  Methode  des  Hrn.  Marie  für 
an  berechtigt. 

Dem  Beferent'en,  der  kein  besonderer  Verteidiger  der  Vor- 
teile der  Methode  des  Hrn.  Marie  ist,  scheint  aber  Herr  Bogus- 
lavsky nur  darauf  aufmerksam  gemacht  zu  haben,  dass  Hr.  Marie 
die  Voraussetzung  solcher  Unabhängigkeit  implicite  von  Anfang 
an  macht«  Gewiss  ist  es  deshalb  noch  klarer,  dass  diese  Methode 
der  Darstellung  des  Imaginären  nicht  die  einzig  mögliche  ist, 
wie  Hr.  Marie  selbst  es  behauptet,  und  Hr.  Boguslavsky  hat 
selbst  ein  Beispiel  solcher  Functionen  gegeben,  die  den  gemachten 
Forderungen  Genüge  leisten,  aber  von  6  abhängen: 

aj,  =  qp  =  a  If/J  cotgö  +  /?'cosecö, 
y,  =  1/;  =  a'  +  /9'cotgö±^  cosecö, 
nämlich    Laguerre's    Punkte,    im    schiefwinkligen    Coordinaten- 
System    ausgedrückt.      Doch    ist,    wie  Hr.  Suworow   in   seiner 
Dissertation  gezeigt  hat,    diese   mit   der  Staudt^schen   eng   ver- 
bundene Methode  des  Hrn.  Marie  noch  keineswegs  falsch. 


Si. 

I 


Maximilien  Marie,    Realisation  et  usage  des  formes  ima- 
ginaires  en  göom^trie.     Nouv.  Auu.  (3)  x.  172-179,  276-296, 

d29-3i0, 378-384,  417-428,  459-472;  auch  sep.  bei  Gauthler-VillarB  et  File. 
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Wir  hatten  bereits  im  vorigen  Jahre  tlber  eine  Abhandlung 
des  Herrn  Marie  berichtet,  in  der  die  imaginären,  einem  alge- 
braischen Gebilde 

(1)      f(^.  y)  =  0 

angehörigen  Elemente  durch  Betrachtung  der  conjngirten  Cuiren 
bewältigt  wurden  (vergl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  694).  Den  Ab- 
schluss  hatten  Betrachtungen  aber  das  Integral 

(2)       fydx 

gebildet.  Von  den  Perioden  entstanden  die  einen  durch  Inte- 
gration längs  der  geschlossenen  Züge  der  reellen  Curve  von  (I) 
und  ihrer  „Imaginärenveloppe^,  andererseits  hatten  die  ge- 
schlossenen Gurven  desselben  „Systems  conjugirter  Curven'',  —  die 
mit  denselben  ZQgen  der  reellen  Curve  und  ihrer  Imaginärenye- 
loppe  in  Berührung  stehen,  —  denselben  Inhalt,  der,  mit  t  mniti- 
plicirt,  eine  Periode  war.  Endlich  ergab  sich  auf  jeder  Asymptote 
eine  unendlich  gestreckte  Ellipse,  deren  Inhalt,  mit  m  multi- 
plicirt,  eine  „cyklische  Periode"  war.  Herr  Marie  erläutert  nun, 
dass  das  Auftreten  eines  Doppelpunktes  die  Zahl  der  Perioden 
um  zwei  Einheiten  vermindert.  Geht  z.  B.  ein  geschlossener 
Zug  der  reellen  Curve  in  einen  isolirten  Punkt  Ober,  so  ver- 
schwindet ihr  Inhalt,  der  vorher  eine  Periode  war,  und  je  zwei 
von  den  inhaltsgleichen  conjugirten  Curven,  die  vorher  diesen 
Zug  und  einen  anderen  berührten,  fliessen  zu  einem  8 -förmigen 
Zuge  zusammen,  dessen  Inhalt  unter  Beachtung  des  Umlaafs- 
sinncs  verschwindet,  weshalb  noch  eine  Periode  ausscheidet 
Es  verschwinden  sämtliche  Perioden  des  Integrals,  wenn  die 
algebraische  Curve  die  Maximalzahl  von  Doppelpunkten  und 
reellen  Asymptoten  besitzt  und  diese  letzteren  im  Unendlichen 
dreipunktig  berühren.  Der  Fall  der  Curve  dritter  Ordnung 
wird  besonders  behandelt. 

Nach  Andeutungen  über  die  Rectification  von  Curven  und 
einer  kurzen  Entwickelung  über  die  Exponentialfunction  und 
den  Logarithmus  wendet  sich  Herr  Marie  zu  räumliehen  Betraeb- 
tungen.    Nachdem  er  gezeigt  hat,  dass  der  reelle  Punkt 

^,  =  c^  +  ß^   y.  =  «'+/?',    ^»  =  «"-fr 
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za  dem  imaginären  Punkte 

X  =  a  +  ßi,     y  =  a'+/J'f,     »  =  a"+/9''t 

JD  einer  Beziehung  steht,  die  vom  Goordinatensystem  unabhängig 

ist,  werden  der  Gleichung  einer  Fläche 

(3)        Kx,  y,  a)  =  0 
die  Uülfsgleichungen 

(4)       L  =  L^t^ 

adjungirt.  Die  Punkte,  welche  die  Lösungen  von  (3)  und  (4) 
realisiren,  liegen  auf  einer  conjugirten  Fläche  der  gegebenen. 
Diese  Flächen  berühren  die  reellen  Schalen  der  gegebenen  Flä- 
chen längs  Curven  und  die  Schalen  einer  Hülfsfläche,  der  „Rea- 
lisirung  der  Imaginärenveloppe",  in  Punkten.    Eine  Ebene,  welche 

die  Richtung 

c:&  :&*  =  x:y  :z 

der  conjugirten  Fläche  enthält,  schneidet  sie  in  einer  Gurve,  die 
zu  der  Schnittlinie  von  (3)  mit  der  Ebene  conjugirt  ist.  Hier- 
auf beruht  es,  dass  die  geschlossenen  conjugirten  Flächen  eines 
Systems  dasselbe  Volumen  besitzen. 

Ohne  näher  darauf  einzugehen,  wie  das  Doppelintegral 

zdxdy 

bei  fester  Begrenzung,  aber  veränderlichem  Integrationsgebiet 
sich  verhält,  spricht  Herr  Marie  doch  von  „Perioden"  des  Dop- 
pelintegrals.    Unter  einer  Periode  wird  der  Wert  des  Integrals 

/'  fi  dy 
verstanden,  wobei  £2  eine  Periode  des  Integrals  j  %dx  der  Gurve 

f(«^  y»  «)  =  0,  y  =  const. 
hi^  und  die  Integration  zwischen  zwei  Werten  zu  nehmen  ist, 
FQr  welche  Sl  verschwindet.  Einzelne  von  diesen  Perioden,  z.  B. 
lie  Inhalte  geschlossener  Schalen  der  Fläche  und  die  mit  •  multi- 
[)licirten  Inhalte  geschlossener  Schalen  einer  conjugirten  Fläche, 
(ind  vom  Goordinatensystem  unabhängig.  Bei  anderen,  die  z.  B. 
ius  abgeplatteten  Ellipsoiden  in  den  Tangentialebenen  unendlich 
erner  Punkte  resultiren,  wird  auf  die  Erörterung  dieser  Frage 
licht  eingegangen. 


/ 
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Herr  Marie  wendet  sich  nun  zu  den  Fl&cben  n^  Ordnong, 
bei  denen  alle  Perioden  verschwinden.  Jedenfalls  mQssen  sie  eioe 
Doppelcurve  von  möglichst  grosser  Ordnung  besitsen,  auBserdem 
von  II  Ebenen  im  Unendlichen  je  in  einer  dreifachen  Geraden 
geschnitten  werden.  Den  Abschluss  der  Arbeit  bilden  Betrach- 
tungen über  die  Taylor'sche  Reihe.  E.  K. 


C.-A.  Laisant.  Sur  Textension  de  la  g^omdtrie  cart^ienne 
aux  figures  imaginaires.    8.  M.  F.  Bull.  XIX.  29-30. 

Der  Verfasser  ergänzt  einen  früheren  Versuch,  imaginäre 
Coordinaten  in  die  ebene  Geometrie  einzuführen,  indem  er  nach 
dem  Vorgang  von  Hrn.  Tarry  einen  Doppelpunkt  (System  zweier 
conjugirten  Punkte)  durch  die  AequipoUenz 

definirt,  wo  9  den  Winkel  zwischen  den  Axen  bezeichnet. 

H. 

Ch.  Berdblle.    Calcul  directif.    Rectification  importante. 
Surfaces   de  r^volution  de   la  droite  et  leurs  sectioos 

planes.     Asboc.  Frang.  Marseille  XX.  1^1-185. 

Während  der  Verf.  früher  eine  erste  Axe  für  die  reelle  Ein- 
heit 1,  eine  zweite  dazu  senkrechte  für  die  Einheit  t  und  eine 
dritte,  zu  den  beiden  ersten  senkrechte  für  t*  annahm,  verwirft 
er  jetzt  diese  letzte  Deutung  und  führt  eine  selbständige  Einheit 

j  auf  der  dritten  Axe  ein.  Dadurch  erhält  V— 1  unendlich  viele 
Werte,  nämlich  t cos a+J  sin a  bei  beliebig  zu  wählendem  a. 
Eine  Anwendung  dieser  Lehre  auf  das  einschalige  Rotations- 
hyperboloid  soll  die  Fruchtbarkeit  derselben  erweisen.  Ueber 
die  Beziehung  zur  Quaternionentheorie  schweigt  der  Aufsatz. 

Lp« 

0.  Stolz,     üeber  die  geometrische  Bedeutung  der  com- 
plexeu  Elemente  der  analytischen  Geometrie.    lonabract 

Natarw.-medic.  Ver.  1890-91.  3-7. 
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Uebersichtliche  Zusammenstellung  des  auf  dem  genannten 
Gebiete  Geleisteten  mit  Hinweis  auf  des  Verfassers  einschlägige 
Arbeit  in  Bd.  IV  der  Math.  Ann.  Schg. 


Fr.  Schilling,  üeber  die  geometrische  Bedeutung  der 
Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  im  Falle  com- 
plexer  Argumente.    Gott.  Nachr.  I89i.  188-190. 

Die  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  sind  Relationen 
zwischen  den  drei  Kantenwinkeln  X^^  ^,  X,  und  den  drei  Seiten- 
winkeln  /,,  /„  /,  eines  räumlichen  Dreikants,  dessen  Scheitel  im 
Eugelmittelpunkte  liegt,  und  dessen  Kanten  die  Schnittgeraden 
der  drei  Seitenebenen  des  vorliegenden  sphärischen  Dreiecks 
sind.    Man  setze  zunächst 

Xy  =  X'y  +  iy;;    K  =  <;  +«"  (y  =  1,  2,  3) 

and  betrachte  alsdann  das  Gebilde  dreier  beliebig  im  Räume 
gelegenen,  gegen  einander  windschiefen  Geraden  I,  II,  III, 
welche  die  Kugel  in  reellen  Punkten  schneiden,  und  construire 
die  drei  inneren  kürzesten  Abstände,  welche  im  Sinne  der  auf 
die  Kugel  zu  gründenden  projectiven  Massgeometrie  zwischen 
je  zweien  der  Geraden  I,  II,  III  stattfinden.  Es  sei  hierbei  all- 
gemein der  Abstand  zweier  Punkte,  wie  der  Winkel  zwejer  Ehe- 

m 

% 

Den,  definirt  als  -^logDK,  wo  DF  das  Doppelverhältnis  bedeutet, 

welches  die  beiden  Punkte,  resp.  Ebenen  mit  den  Schnittpunkten 
der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  mit  der  Kugel,  resp. 
den  Tangentialebenen  durch  die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen 
an  die  Kugel  bilden.  Man  bezeichne  dann  den  Winkel  der 
jedesmaligen  beiden  Ebenen,  welche  durch  je  eine  der  Geraden 
I,  II,  III  und  die  zu  ihr  gehdrigen  kürzesten  Abstände  sich 
legen  lassen,  bezw.  mit  A',,  A',,  A',,  dagegen  die  durch  die  kürze- 
dten  Abstände  auf  den  Geraden  I,  II,  III  abgeschnittenen  Längen 
mit  «A'/,  Uy,  iX*l.  Entsprechend  setze  man  den  Winkel  der  bei- 
den  Ebenen,  die  sich  durch  je  einen  der  kürzesten  Abstände 
und  die  zugehörigen  beiden  Geraden  legen  lassen,  gleich  l\^  i'„  /,, 
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die  Länge  der  kürzesten  Abstände  selbst  gleich  t/'/,  if^^  •!][;  dann 
gilt  Folgendes: 

Setzt  man  die  so  definirten  Grössen  in  der  angegebenen 
Weise  zu  den  sechs  Grössen  ^^^  X,,  X^\  /,,  /„  /,  zasammen,  so 
bestehen  zwischen  den  letzteren  gerade  die  Formeln,  wie  sie  die 
Relationen  der  gewöhnlichen  sphärischen  Trigonometrie  dar* 
stellen.  Wz. 

J.  EvRARD.  Memoire  sur  rinterpretation  des  symboles 
dits  imagiDaires  ou  tbäorie  des  acceptions  avec  ses 
applications  en  alg&bre  et  en  gdomötrie  (extrait  prin- 
cipalement  des  travaux  inddits  de  feu  l'abbä  George). 

Paris.  XXII -h  239  S.  gr.  S^. 

E.  Carvallo.  Sur  les  syst^mes  lin^aires,  le  calcul  des 
symboles  difFörentiels  et  leur  application  ä  la  pbysiqae 

math^Uiatique.      MonaUb.  f.  Math.  II.  177-216,  225-266,  311-330. 

Die  Arbeit  enthält  in  ihrem  ersten  Teile  eine  weitere  Aos- 
führung  der  von  Laguerre  (1867)  begründeten  Theorie  der 
^linearen  Systeme^.  Sind  J„  J„  J,  drei  auf  einander  senkrechte 
Axen  im  Baume,  so  sind  im  Sinne  der  Streckenrechnung  zwei 
Vectoren  X  und  Y  dargestellt  durch  die  Gleichungen 

Sind  dann  die  Zahlen  j/,,  y,,  y,  mittels  des  „linearen  Systems" 
von  neun  Goefficienten  On  (r,  «  =  1,  2,  3)  als  lineare  Functionen 
von  x^,  a?„  «3  ausgedrückt,  so  wird  dieser  Zusammenbang  zwi- 
schen X  und  Y  durch  die  Gleichung  Y  =:  g>(X)  dargestellt,  und 
^(X)  eine  Vectorfunction  genannt.  Während  aber  Laguerre  das 
Zeichen  q>  nur  in  algebraischem  Sinne  auffasst,  betrachtet  der 
Verf.  dasselbe  als  ein  geometrisches  Operationssymbol,  welches 
den  Vector  X  in  y  überffthrt,  und  yeryollständigt  den  von  La- 
guerre nur  far  Addition,  Sublraction  und  Multiplication  ausge- 
führten Algorithmus  dieses  Symbols  durch  HinzufÜgung  der  Po- 
tenzirung,  Reihenentwickelung,  Umkehrung,  Division,  Badicirung 
und  beliebiger  Functionsbeziehungen.     fiemerkenswert  ist,  dass 
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schon  Hamilton  diesen  Caicul  ohne  Beweis  auf  die  Quateraionen 
anwendet,  dass  der  Verf.  seine  streng  folgerichtige  Ableitung 
desselben  ohne  Hülfe  der  Quatemionen  ausführt,  und  dass  die 
vereinfachende  Wirkung  der  letzteren  um  so  mehr  auf  die  Veotor- 
function  zurückzuführen  ist,  da  die  Quaternion  selbst  nur  als 
spedeller  Fall  der  für  das  vierdimensionale  Gebiet  aufgestellten 
Vectorfunction  erscheint,  wobei  das  zugehörige  lineare  System 
statt  16  nur  vier  yerschiedene  Coefficienten  enthält,  die  das  Bild 
einer  schiefen  Determinante  geben.  Es  folgen  Invarianten  und 
Determinanten  der  Vectorfunction,  die  Bedingungen  des  Ver- 
schwindens  und  des  Constantbleibens  einer  Richtung,  Auflösung 
der  Vectorgleichung,  conjugirte  und  symmetrische  Vectorfunc- 
tionen,  Anwendung  auf  beliebige  Functionen  der  Coordinaten  in 
der  analytischen  Geometrie,  auf  geometrische  Aufgaben,  u.  s.  w. 
Ueberall  tritt  die  vereinfachende  Kraft  der  Vectorfunction  auf 
das  deutlichste  hervor. 

Der  zweite  Teil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  den  Diffe< 
rential  -  Eigenschaften  der  Vectorfunctionen ,  die  der  Verf.  zum 
Teil  schon  in  einer  früheren  Arbeit  (Formules  de  quaternions; 
Tgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  292)  behandelt  hatte.  Hier  tritt  in 
erster  Linie  die  Bedeutung  des  Operationssymbols  „Delta^  (V) 
hervor,  definirt  durch  die  Formel 


dar,  ^.       *  dx^  '  äx^ 

Dasselbe  kann  gleichzeitig  als  Zeichen  der  Ableitung  und  als 
Vector  aufgefasst  werden  und  wird,  wenngleich  bereits  von  an- 
deren Autoren  eingeführt,  hier  zum  ersten  Male  systematisch 
behandelt.  Mit  Hülfe  dieser  Theorie  werden  zwei  allgemeine 
Formeln  aufgestellt,  um  die  in  der  mathematischen  Physik  auf- 
tretenden einfaehen,  doppelten  und  dreifachen  Integrale  in  ein* 
ander  überzufahren. 

Im  dritten  Teile  wird  als  Anwendung  des  Vorhergehenden 
eine  neue  Darstellung  der  von  Duhamel  aufgestellten  Theorie  der 
BTänneleitung  in  Krystallen  gegeben,  wobei  sich  herausstellt,  dass 
die  von  Lamö  ausgeführte  Verallgemeinerung  dieser  Theorie  ent- 
behrlich ist,  und  dass  die  von  ihm  benutzten  neun  Coefficienten 
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auf  die  sechs  von  Dohamel  verwendeten  zarQckgef&hrt  werden 
mfilssen.  Die  Arbeit  im  gansen  macht  den  Eindruck  einer  wesent- 
lich vervollkommneten  und  vereinfachten  Darstellung  derjenigen 
Principien  der  Qnaternionen- Theorie,  welche  ihrer  methodischen 
Vorteile  wegen  als  dauernd  lebensf&hig  anerkannt  werden  dQrfen. 
Von  dieser  Darstellung  zu  derjenigen  der  Ansdehnungslehre  ist 
nur  noch  ein  Schritt,  den  der  Verf.,  wie  aus  weiteren  Berichten 
ersichtlich  sein  wird,  auch  alsbald  gethan  hat.  Die  vorliegende 
Arbeit  zeichnet  sich  durch  hervorragend  lichtvolle  und  ttber- 
siohtliche  Schreibweise  aus.  Schg. 


A.  J.  BoGUSLAVSKT.  Algebra  der  Ebene  und  des  Rau- 
mes, oder  Galculus  sitas.  Ans  Mosk.  Math.  SammL  B.  XIV,  XV 
n.XVI;  Moskan.  1891.  VIII  +  229  S.    (BnsBisch.) 

Durch  dieses  Werk  hat  Herr  Boguslavsky   dem   russischen 
mathematischen  Publicum  und  der  Wissenschaft  einen   grossen 
Dienst  geleistet,  und  wir  hoffen,  dass  die  Absicht  des  Verfassers, 
die  Ausbreitung  der  Ideen  von  H.  Grassmann  zu  fördern,   ihre 
völlige  ErfQllung  finden  wird.     Es  handelt  sich  aber  nicht  nnr 
um  die  Darlegung   der  Resultate   anderer;   die  Darstellung  ist 
selbständig   und   an   eigene  Forschungen   geknöpft.     Das  Buch 
besteht  aus  vier  Capiteln.    Im  ersten  giebt  der  Verf.  die  Begriffe 
der   verschiedenen   räumlichen  Grössen   und   ihre  Einteilung  in 
Stufen,  um  im  zweiten  zu  den  Operationen  mit  räumlichen  Ge- 
bilden erster  Stufe  Überzugehen.    Jedem  Schritte  in  der  Theo- 
rie  folgen  gut  gewählte  Anwendungen,   so  auf  die  Aufstellung 
eines  Systems  von   homogenen  Coordinaten   in   der  Ebene  und 
auf  das  Studium  der  projectivischen  Bttschel.     In  §  11-15  fllbrt 
die    Betrachtung    der    Summe    dreier    Masspunkte    und    dreier 
Vectoren  in  der  Ebene  zu  einer  allgemeinen  Methode  der  Unter- 
suchung  der  Fragen    der  sogenannten  Geometrie  des  Dreiecks. 
Im  dritten  Gapitel  werden  die  Operationen  mit  Gebilden  h5herer 
Stufen  betrachtet.    Unter  den  Anwendungen  erwähnen   wir  die 
einfache  Darstellung  der  Determinantentheorie  und  eine  sehr  ein- 
fache Ableitung   der  Grundformeln   der  sphärischen  Geometrie. 
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Endlich  wird  im  vierten  Capitel  (unter  dem  Titel :  Caiculus  situs) 
die  aaseinandergesetzte  Methode  auf  das  Studium  einiger  Fragen 
der  projectivischen  Geometrie  angewandt,  und  es  zeigt  sich  ihre 
Fruchtbarkeit  auch  auf  diesem  Gebiete.  Die  Methode  führt  end- 
lich zur  Darstellung  des  Imaginären,  die  mit  der  Laguerre'schen 
fibereinstimmt. 

Wenn  auch  in  den  Litteraturanzeigen  einige  Lücken  vor- 
handen sind  (z.  B.  ist  G.  Peano's  Calcolo  geometrico  nicht  er- 
wähnt), so  entspricht  doch  das  Werk  den  Worten  des  Verfassers 
(im  Vorwort),  dass  seine  Arbeit  die  Methoden  des  barycentri- 
sehen  Calculs  von  Möbius  und  die  Theorie  der  Aequipollenzen 
von  Bellavitis  vereinigt;  zum  tieferen  Studium  der  Werke  von 
Grassmann  wird  es  sicherlich  anregen.  Si. 


G.  Pkano.     Gli  elementi  di  calcolo  geometrico.     Torino. 

Tip.  G.  Gandeletti.  42  S.  8». 

G.  Peano.     Die  Grundzüge  des  geometrischen  Calculs. 
Autorisirte  deutsche  Ausgabe  von  A.  Schepp.    Leipzig. 

B.  G.  Teubner.  38  S.  8^ 

Die  Schrift  ist  anzusehen  als  Auszug  aus  des  Verfassers 
grösserem  Werke  „Calcolo  geometrico  secondo  1' Ausdehnungs- 
lehre di  H.  Orassmana"  (1888).  Sie  beschränkt  sich  in  dem 
theoretischen  Teile  auf  die  einfachsten  Gesetze  der  Rechnung 
mit  Punkten  und  Strecken,  wobei  jedoch  die  äussere  Multipli- 
cation  nicht  erwähnt  und  auch  nur  bei  der  Bildung  des  Tetraeder- 
Volumens  angewandt  wird.  Am  eingehendsten  ist  die  Drehung 
einer  Strecke  durch  den  Factor  e''  (t""  in  der  „Raumlehre*'  des 
Ref.)  behandelt.  Hieraus  ergeben  sich  in  einfachster  Weise  auf 
wenigen  Seiten  die  Gleichungen  der  wichtigsten  Curven  und 
die  Hauptbegri£fe  und  Sätze  der  Curven-  und  Flächentheorie. 
Dass  der  Verf.  als  Zeichen  der  inneren  Multiplication  wieder 
das  von  Grassmann  selbst  aufgegebene  liegende  Kreuz  gewählt 
hat,  können  wir  schon  im  Interesse  einheitlicher  Bezeichnungen 
nicht  als  Verbesserung  ansehen.  Im  übrigen  ist  die  kleine  Schrift 
mit  ihrer  klaren  und  übersichtlichen  Darstellung  sehr  gut  geeig- 
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net,  wenigstens  nach  einer  Seite  hin  eine  Vorstellang  von  4en 
Vorteilen  der  Ausdehnungslehre  zu  gewähren.  Dass  der  Ueber* 
Setzer  bei  sonstiger  Worttreue  den  in  der  Vorrede  des  Verf. 
stehenden  ausdrücklichen  Hinweis  auf  das  oben  genannte  grössere 
Werk  des  Verf.  fortgelassen  hat,  ist  im  Interesse  der  Sache  zu 
bedauern.  Sehg. 

P.  MoLBNBROEK.     Theorie  der  QuaterDionen.    Leiden.  E.J. 

Brill.  XII  +  284  S.  80. 

Im  Hinblick  auf  die  vorhandenen  deutschen  BearbeitoDgea 
der  Quaternionen  (z.  B.  von  Odstroil,  Graefe,  nebst  UebersetzuDg 
des  Hamilton'sohen  Originalwerkes  durch  Glan)  kann  es  zweifel- 
haft erscheinen,  ob  eine  weitere  Arbeit  derselben  Art  noch  ein 
Bedürfnis  ist.  Jedenfalls  aber  hat  der  Verf.  Recht,  wenn  er 
sagt,  dass  zur  Verbreitung  der  Kenntnis  dieses  Zweiges  der 
Mathematik  eine  kurze  Darstellung  der  wesentlichen  Theorien 
desselben  geeigneter  ist  als  das  umfangreiche  Originalwerk.  Das 
vorliegende  Buch  beschränkt  sich  auf  die  Theorie  selbst  (im 
Anschluss  an  Hamilton)  und  behandelt  die  Anwendungen  nar 
andeutend.  Eine  systematische  Darstellung  derselben  soll  folgen. 
Doch  bietet  der  Verf.  auch  einiges  Neue,  und  zwar  in  der  geo- 
metrischen Deutung  der  imaginären  Grössen,  die  übrigens  völlig 
unabhängig  von  der  eigentlichen  Quaternionenrechnung  ist  Ist 
er  ein  Vector  im  Räume,  so  wird  unter  cd  der  Inbegriff  aller 
Strecken  verstanden,  welche  aus  a  durch  Drehung  um  einen 
rechten  Winkel  entstehen  können,  also  die  im  Endpunkte  ron  a 
senkrechte  Kreisfläche  (Vectorkreis)  mit  dem  Radius  a.  Dem* 
gemäss,  wenn  ß  ein  anderer  Vector  ist,  der  mit  o  einen  End- 
punkt gemeinsam  hat,  unter  ß-\-ai  der  Mantel  des  Kegels  (Vector- 
kegel),  welcher  ß  zur  Axe  und  den  Kreis  ai  zur  Grundfläche 
hat.  Eine  Quatemion,  welche  einen  einfachen  Vector  in  einen 
Vectorkegel  transformirt,  wird  eine  „konisch  spaltende^  genannt, 
und  ihre  Wirkung  mit  derjenigen  eines  doppelt  brechenden 
Krystalls  verglichen,  der,  wie  Hamilton  gezeigt,  unter  Umständen 
einen  aufTallenden  Lichtstrahl  in  einen  Strahlenkegel  zweiten 
Grades  spalten  kann.    Die  imaginären  Punkte  einer  reellen  6e- 
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radoD  Bind  in  diesem  Zusammenhange  EreisÜDien  in  Ebenen, 
welche  auf  der  Geraden  senkrecht  stehen,  und  mit  Mittelpunkten, 
welche  in  der  Geraden  liegen.  Legt  man  durch  die  reelle  Gerade 
eine  beliebige  Ebene,  so  kann  man  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  einer  solchen  Kreislinie  als  Repräsentanten  zweier  conjugirt- 
imagin&ren  Punkte  in  dieser  Ebene  auffassen  und  gelangt  so  zu 
derselben  Darstellungsart  imaginärer  Punkte,  welche  Ref.  im 
„System  der  Raumlehre**  II.  111  (1875)  und  Schlömilch  Z. 
XXIII.  143ff.,  sowie  Tarry  in  seiner  „Geom6trie  gön^rale"  (1889) 
gegeben  hat.  Die  Sprache  des  Buches  ist  meist  correct  und 
überall  verständlich,  wenn  auch  mancherlei  Eigenheiten  der  Aus- 
drucksweise den  Ausländer  verraten.  (Vergl.  die  Selbstanzeige 
auf  S.  75  dieses  Bandes.    Red.)  Schg. 


R.  Grassmann.  Die  Ausdehnungslehre  oder  die  Wissen- 
schaft von  den  extensiven  Grössen  in  strenger  Formel- 
entwickelang.     StettiD.  B.  GraBsmaDD.  1X4- 132  S.  8<^. 

In  Betreff  der  Stellung  des  vorliegenden  Werkes  zu  sonstigen 
Arbeiten  des  Verfassers  und  der  Eigentümlichkeiten  seiner  Dar- 
stellungsweise vergleiche  man  das  Referat  über  des  Verfassers 
„Zahlenlehre^,   S.  158  dieses  Bandes   der  F.  d.  M.     Von  beson^ 
derem  Interesse  ist  hier  das  Vorwort,    weil  der  Verfasser  darin 
über  den  Anteil,    welchen    er   an   der  Ausarbeitung   der  „Aus- 
debnungslehre"   seines  Bruders   gehabt   hat,   eingehendere  Aus- 
kunft giebt.    Doch  constatirt  er  ausdrücklich  das  alleinige  geistige 
Eigentum  des  Bruders  an  dieser  Wissenschaft.  Dem  Buche  selbst, 
welches   als  Erweiterung   einer   schon  1872  publicirten  kleinen 
Schrift  anzusehen  ist,   liegt  im  wesentlichen  Gang  und  Darstel- 
lungsweise  der  „Ausdehnungslehre  von  1862^  zu  Grunde;   doch 
fehlt  die  einem  besonderen  Bande  zuzuweisende  Functionenlehre, 
und  die  geometrischen  Anwendungen  sind  bis  auf  einzelne  Ver- 
anschaalichungs- Beispiele  weggelassen.     Dagegen  ist  eine  über- 
sichtlichere und  durchsichtigere  Anordnung  des  Stoffes  im  ein- 
zelnen durchgeftihrt,  die  Beweise  sind  gekürzt,  auch  finden  sich 
kleine  Aenderungen  in  der  Bezeichnungs weise,  und  im  Rahmen 

Fortaohr.  d.  Math.  XXIII.  2.  47 
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einer  fast  völligen  Umgestaltung  der  Terminologie  auch  solche 
Aenderungen ,  darch  welche  der  Verfasser  einzelne  Begriffe  vor 
Verwechselungen  besser  zu  sichern  bestrebt  ist  Wenn  dann 
mit  leisem  Tadel  bemerkt  wird,  dass  es  bisher  noch  niemand 
weiter  unternommen  habe,  die  Äusdehnungslehre  in  ihrer  Tollen 
Allgemeinheit  neu  darzustellen,  so  liegt  der  Grund  darin,  dass 
diese  Arbeit,  wie  einst,  so  noch  heute  in  der  Luft  sehweben 
würde,  und  erst  dann  zeitgemäss  erscheinen  wird,  wenn  die 
Ausfallung  dieses  grossen  abstracten  Gebftudes  mit  geometrischeni 
Inhalt  in  der  Hauptsache  vollendet  sein  wird,  wozu  nicht  mehr 
lange  Zeit  erforderlich  sein  dürfte.  Ein  künftiger  Bearbeiter 
der  Ausdehnungslehre  wird  zwar  immer  auf  den  Arbeiten  H. 
Grassmann's  fussen  müssen,  aber  auch  aus  dem  vorliegenden 
Buche  mancherlei  Belehrung  schöpfen.  Schg. 


H.  Taber.     On  the  application  to  matrices  of  any  order 
of  the  quaternioQ  symbols  5  and   F.    Lond.  m.  s.  Proc. 

XXIL  67-79. 

Die  vom  Verf.  an  anderer  Stelle  (American  Journ.  XU) 
gegebene  Ausdehnung  des  Begriffs  einer  Matrize  zweiter  Ordnung 
(Vector-  und  Scalarteil  einer  Quaternion)  auf  beliebig  hohe  Ord- 
nungen wird  hier  benutzt,  um  verschiedene  von  Sylvester  aof- 
gestellte  Sätze  und  Aufgaben  in  kurzer  Form  zu  behandeln, 
bezw.  zu  vervollständigen.  Schg. 


P.  MoLENBROEK.      üeber   die   geometrische   Darstellbar- 
keit  imaginärer  Punkte  im  Räume.    Hoppe  Arch.  :2)  x. 

261  -  282. 

A.  Macfarlane.     Principles  of  the  algebra  of  physich. 

Amer.  Absoc.  adr.  of  Science  XL.  65>117. 

Bericht  auf  S.  76  und  78  dieses  Bandes. 


A.  S.  Christie.     What  is  a  quaternion?     Waehinjcton  BüU 

XI.  579-580. 
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R.    GaERTNER.      Teilungen.     Hoppe  Arch.  (2)  X.  337-379. 

Eine   geometrische  Deutung   gewisser   algebraischer    Bezie- 
hungen, welche  besonders  Bemerkenswertes  nicht  bietet. 

Sehn. 


Capitel  2. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.     Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Carven. 

W.  Dyck.  üeber  die  gestaltlichen  Verhältnisse  der 
durch  eine  DiflFerentialgleichung  erster  Ordnung  zwi- 
schen     zwei     Variabein     definirten     Ourvensysteme. 

MÜDcb.  Ber.  XXI.  23-57. 

Die  durch  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

mit  reellen  Goefficienten  zwischen  zwei  Veränderlichen  x^  y  in 
der  xy -Ebene  definirten  Curven  werden  zunächst  hinsichtlich 
ihres  Verlaufs  in  der  Umgebung  derjenigen  Punkte  x,  y  unter- 
sucht, welche  durch  das  Gleichungssystem 

definirt  sind,  wo  y'  zur  Abkürzung  für  -^  gesetzt  ist.    Wird  die 

durch  die  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  definirte  Gurve  die 
Discriminantencurve  genannt,  so  sind  jene  Punkte  geometrisch 
dadurch  charakterisirt,  dass  in  ihnen  die  Richtung  der  Tangente 
an  die  Integralcurve  zusammenfällt  mit  der  Richtung  der  Tan- 
gente an  die  Discriminantencurve.  Der  Verfasser  verlegt  den 
Coordinatenanfangspunkt  in  einen  jener  Punkte  und  die  x-Axe 
in  die  genannte  Tangentialrichtung;  werden  dann  bei  der  Po- 
tenzen twickelung  lediglich  diejenigen  Glieder  berücksichtigt,  die 
in  X  und  y'   von   der   zweiten  Dimension  sind,    so  ergiebt  sich 

47* 
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die  DifferentialgleiehuDg  zweiten  Grades 

wo  a,  6,  c  Constanten  sind,  nnd  aas  welcher  darch  Differentiation 
nach  X  die  Differentialgleichung  ersten  Grades 

entsteht.  Den  Verlauf  der  durch  diese  letztere  Differentialglei- 
chung definirten  Gurven  deutet  der  Verfasser  zunächst  in  der 
d?^'- Ebene  und  kehrt  dann  mit  Hülfe  der  6in*zweideatigen  Ab- 
bildung dieser  Ebene  in  die  ursprüngliche  a;y- Ebene  zurück. 
Auf  diese  Weise  zeigt  sich,  dass  man  unter  den  in  Betracht 
gezogenen  singulären  Stellen  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  im  allgemeinen  drei  Fälle  zu  unterscheiden  hat  Im 
ersten  Falle  bilden  die  Curven  in  der  o;^'- Ebene  logarithmische 
Spiralen,  und  diesen  entsprechen  in  der  xy-Ebene  Curven,  welche 
im  Innenbereich  der  Discriminantencurve  unendlich  oft  um  den 
singulären  Punkt  oscilliren  und  dabei  mit  Spitzen  auf  die  Discri- 
minantencurve  auftreffen.  In  dem  zweiten  und  dritten  Falle 
gehen  durch  den  singulären  Punkt  in  der  a;y'- Ebene  je  zwei 
ausgezeichnete  Gerade,  gegen  die  sich  die  übrigen  Integralcurven 
in  einfacher  Weise  gruppiren,  und  diesen  Geraden  entsprechen 
je  zwei  Parabeln  in  der  rcy- Ebene.  Nunmehr  folgt  eine  Unter- 
suchung über  den  Gesamtverlauf  der  Curvensysteme,  insbeson- 
dere über  die  Relationen  zwischen  der  Anzahl  der  singulären 
Stellen  in  einem  gegebenen,  von  der  Discriminaqtencurve  be- 
grenzten Gebiet,  wobei  die  schon  in  früheren  Arbeiten  vom  Ver- 
fasser angewandten  Eronecker'schen  Charakteristiken  als  Hülfs- 
mittel  dienen.  Ht 

A.  E.  Pellet.     Sur  la  rectification  approximative  d'un 
arc  de  courbe.    s.  M.  p.  Bull.  xix.  5-8. 

Zuerst  wird  der  allgemeine  Satz  bewiesen:  Trägt  man  auf 
der  Tangente  einer  ebenen  Curye  vom  Berührungspunkte  aus 
nach  beiden  Seiten  hin  zwei  gleiche  unendlich  kleine  Strecken, 
ferner  auf  der  Normale  nach  dem  Erümmungsmittelpunkte  hin  den 
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dreifaehen  ErümmuDgsradiuB  ab  und  verbindet  den  letzteren  End- 
punkt mit  den  beiden  ersteren  durch  zwei  Gerade,  so  begrenzen' 
diese  auf  der  Carve  einen  Bogen,  der  von  der  Tangente  um 
ein  Unendlicbkleines  fünfter  Ordnung  differirt.  Auf  der  Ellipse, 
Hyperbel  und  Parabel  giebt  es  zwei  Punkte,  wo  jene  Differenz 
siebenter  Ordnung  ist.  Auf  den  Flächen  zweiten  Grades  ist  sie 
in  den  Nabelpunkten  und  parabolischen  Punkten  sechster  Ord- 
nung. H. 

M.  d'Ocagns.  Sur  la  liaison  entre  las  expressions  du 
rayon  de  courbure  en  coordonnäes  ponctuelles  et  en 
coordonn^es  taugentielles.    s.  M.  F.  Bull.  xix.  26-29. 

Die  cartesischen  Coordinaten  eines  Gurvenpunktes  M  seien 
X,  y\  die  plücker'schen  Coordinaten  der  Tangente  in  M  (negative 
reciproke  Strecken,  welche  die  Tangente  auf  der  x-  und  y-Axe 
abschneidet)  97,  ^;  die  parallelen  Coordinaten  der  Tangente  (Or- 
dinate in  a;  =  0  und  variabelm  x')  fi,  «;  dieselben  vonüf  (d.  h. 
negative  reciproke  Ordinaten  der  durch  dieselben  Fusspunkte 
and  M  gezogenen  Geraden,  entsprechend  denselben  Abscissen) 
p,  q.     Dann  ist 

dx'   dfi"  "  y>g'  '       du'  dp'  ~  x>^q^' 

Demzufolge  wird  der  Krümmungsradius 

R  =     1    fOB\'_  d'C  fMT^^  _  d^c  (SJUy  _    2    (AKy 
dY^Opy  '^  dfj'\OTy  '^  du'      d      ~  d^       d     ' 
dx^  dp^~ 

Hier  ist  d  =  00',  wo  0  Anfang  der  xy,  0'  der  Punkt  x  =  x', 
^  =  0;  OH  die  Parallele  mit  der  Tangente;  P,  H  die  Punkte, 
in  denen  das  Lot  von  M  auf  die  a;-Axe  diese  und  OH  schneidet; 
ST  die  Tangente,  begrenzt  von  der  y-  und  2;-Axe;  AK  die  Gerade 
durch  M  und  0\  begrenzt  durch  die  y-Axe  und  OH.  Aus  dem 
ersten,  sowie  vierten  Ausdruck  von  R  folgt  ein  Satz  von  Reiss. 

H.   • 
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M.  d'Ocagnb.  Sur  une  d^termination  particuli^re  du 
centre  de  courbure  des  lignes  planes.  AppIicatioD  aux 
courbes  alg^briques  d^ordre  quelconque.    S.  M.  F.  Bali. 

XIX.  31-34. 

Es  wird  die  Formel  hergeleitet: 

d^P       QN      1 


i  j^t  — 


dx*  ""  SiM  sin'^' 
wo  P  das  Qaadrat  des  Radiusvectors  des  GarvenpuDktes  M,  N 
der  Schnittpunkt  der  Normale  und  der  x-Axe,  ä  der  Krfim- 
mungsmittelpunkt  und  d-  der  Winkel  zwischen  der  Normale  und 
der  x-Axe  ist;  dadurch  wird  folgender  Satz  begründet:  Schneidet 
eine  Gerade  eine  algebraische  Gurve  m^'  Ordnung  in  den  Punk- 
ten Jlfj,  If,,  ...,  Mjn  unter  den  Winkeln  &^^  ^,,  ...,  &tn]  triffi 
ferner  eine  auf  ihr  senkrechte  Gerade  die  den  Jf  entsprechenden 
Normalen  in  iV,,  iV,,  . . .,  JVmi  und  sind  ^2^,  Jß,,  . . .,  fi^  die  zu- 
gehörigen ErUmmungsmittelpunkte,  so  ist 

^fl2V_l_^     _1_ 
"  UM  sin'^  sin'a ' 

wo  a,,  or„  ...,  Om  die  Winkel  zwischen  den  m  Asymptoten  und 

der  ersten  Geraden  bezeichnen.  H. 


M.  d'Ocagne.     Determination  du  rayon  de  courbure  en 
coordonn^es  paralleles  ponctuelles.      Beig.  bqII.  (3)  xxi 

220  -  227. 

E.  Catalan.     Rapport,     ibid.  118-119. 

Zwei  parallele  Gerade  AP^  BQ^  auf  denen  zwei  feste  Punkte 
Ä^  B  markirt  sind,  werden  durch  die  Geraden  MB^  MÄ  in  B^^ 
A^  geschnitten.  Setzen  wir  p  =  (1 :  AB^\  q  =  (1:  BA^%  so  sind 
p  und  q  die  parallelen  Coordinaten  von  M,  Der  Krümmungs- 
radius einer  ebenen  Curve  in  einem  Punkte  Jf  wird  durch  die 
Formel 

1  _^^. 


gegeben,  wo  d  der  Abstand  von  AP  und  BQ  ist,  H  der  Schnitt- 
punkt von  AM  mit  der  durch  B  zur  Tangente  in  M  gezogenen 


r 
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Parallele  BH.  Diese  Formel  ermöglicht  leicht  die  Aufstellung 
einer  gleichwertigen  Formel  fttr  das  Reiss'sche  Theorem  über 
die  Krümmung  einer  Curve  in  den  Punkten,  in  denen  sie  durch 
eine  Gerade  geschnitten  wird.  Mn.  (Lp.) 


H.  DE  Rheville.  Construction  gäom^trique  du  centre 
de  courbure  en  un  point  d'nne  courbe  rapportöe  k 
des  coordonn^es  polaires.    Nouv.  Ann.  (3)  x.  411-416. 

Ist  der  Radiusvector  q,  die  Amplitude  oi  und  die  Normale  a 
eines  Curvenpunktes  A  gegeben,  und  ist  N  Schnittpunkt  von  a 
mit  dem  im  Anfangspunkte  0  des  Coordinatensystems  auf  q  er- 
richteten Lote,  und  F  Schnittpunkt  von  q  mit  dem  nunmehr  in 
N  auf  a  errichteten  Lote,  so  liegt  der  zu  A  gehörige  Krüm- 
mungsmittelpunkt C  auf  a  in  der  Mitte  einer  Strecke  NN'  von 
der  Eigenschaft,  dass  die  Parallele  NG  zu  CF  auf  q  eine  Strecke 

OG  =  —  -j-^  bestimmt.     A^  N  und  der  Schnittpunkt  D  von  NF 

mit  OC  sind  Eckpunkte  eines  Dreiecks,  dessen  Seite  AD  mit  NO 
einen  Punkt  B  gemein  hat,  für  den  die  Beziehung 

1 


OA.OB  = 


d'w 


gilt.  Die  für  OG  und  OA .  OB  ermittelten  Bedingungen  führen 
jede  zu  einer  linearen  Construction  des  zu  A  gehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunktes C.  Js. 


A.  Demoulin.     Sur  la  courbure  des  lignes  planes. 

Belg.  M6m.  C.  in  &<>.  XLIV.  48  S. 

Diese  Abhandlung  ist  in  den  Berichten  der  mit  der  Prüfung 
beauftragten  Herren  Mansion,  Gatalan,  Le  Paige  besprochen 
worden  (Belg.  Bull.  XX.  20-27.  1890).  Folgendes  sind  die 
Grundgedanken.  Es  seien  A  und  B  zwei  feste  Punkte,  ^  eine 
feste  Gerade,  die  AB  in  0  trifft.  Die  Lage  jedes  Punktes  M 
der  Ebene   (AB^  J)   wird    durch    die  positiven  oder   negativen 
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Abst&nde  m  =  0Ä\  n  =  OB'  der  Schnittpunkte  A\  B'  von  ^i/mit 
AM  und  BM  bestimmt.  In  dem  Coordinatensysteme  (m,  n)  besitzt 
eine  Gerade  eine  Gleichung  von  der  Gestalt  am+bn-i'emn  =0. 
Der  Verf.  sucht  die  Tangente  und  den  Krümmungsradius  einer 
Curye  in  diesem  neuen  Goordinatensystem  und  macht  sehr  schöne 
Anwendungen  von  ihm  auf  die  Kegelschnitte  und  besonders  auf 
die  Gurren  dritter  Ordnung.  Mn.  (Lp.) 


H.  GoDBFROT.     Relation  entre  les   rayous  de   courbure 
des  dövelopp^es  des  coarbes  r^ciproqnes.     s.  M.  f.  Bali. 

XIX.  109-113. 

Die  Tangenten  zweier  Gurren  in  zwei  Punkten  L,  L^  mögen 
sich  in  A  schneiden.  Die  Gerade  LL^  berühre  eine  dritte  Gurre 
in  M.    A  erzeugt  eine  Gurve,  deren  Normale  AP  sei.    Es  sei 

LM  =  /,    L^M.  ^=^  l^^ 
Z  ALM  =  A,     AL^M  =  X,,    LAP  =  a,     L^AP  =  a,. 

Dann  ist  nach  Aoust,  Analyse  infinitesimale  des  courbes  planes, 
L.  II.  Gh.  IV.  294,  die  Relation  bekannt: 

rsin'Acosa  _  r, sin* A, cos«, 

wo  r,  r,  die  Krümmungsradien  der  Gurven  (L),  (L,)  bezeichnen. 
Es  wird  der  Fall  betrachtet,  wo  AL  mit  AP  zusammenfällt,  and 
auf  zwei  Guryen  (^),  (A^)  angewandt.     Dann   ergiebt  sich  die 

Relation : 

„.  rsinU  __   r'sinT  __  r^sin'X^ 

^  ^  /cosa,  ""  /'cosa'i   ~        /,       ' 

welche  zu  folgenden  zwei  Sätzen  führt.  Der  erste  lautet:  ^Ist 
eine  Gurve  B  so  beschaffen,  dass  das  Verhältnis  BAiBA*  der 
Entfernungen  jedes  ihrer  Punkte  von  zwei  Gurven  (A)  und  (i') 
constant  ist,  so  liegen  die  Krümroungsmittelpunkte  von  {A)  und 
{A')  in  gerader  Linie  mit  dem  Punkte,  wo  AA'  seine  Enveloppe 
berührt^.  (Zu  ergänzen  ist  vermutlich,  dass  dieser  Punkt  eben 
der  obengenannte  Punkt  B  sein  soll.)  Zweitens  wird  der  Fall 
betrachtet,  wo  die  Gurven  (L),  (L')  transformirte  durch  reciprokc 
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Radienyectoren   von   eiDander  sind.     Gleichung  (3)  wird  dann: 

LP  _  VD' 
i    ^     l'    ' 

wo 

LD  =  rsinU,     VD'  =  r'sin'V 

ist,  und  D,  P'  die  Fusspunkte  der  Lote  aus  den  Erümmungs- 
mittelpunkten  der  Evoluten  von  (^1)  und  (il')  auf  LV  bedeuten. 
Der  Satz  sagt  dann,  dass  D  und  />'  mit  dem  Pole  der  Trans- 
formation in  gerader  Linie  liegen.  H. 


Gl.  Sbrvais.     Bar  la  courbare  de  la  podaire  et  de  la 
polaire  r^ciproque  d'une  courbe  donn^e.     Mathesis  (2)  i. 

84-88. 

Synthetischer  Beweis  einiger  neuen  oder  alten  Formeln  nach 
einem  selir  einfachen  Verfahren.  Mn.  (Lp.) 


G.   DB   LoNGCHAMPS.      Les    sommets    dans    les    courbes 

planes.     Assoc.  Fran^.  Marseille  XX.  23-37. 

^Scheitel^  (sommet)  einer  Gurve  sind  die  Punkte,  in  denen 
der  Krttmmungskreis  eine  yierpunktige  Bertihrung  mit  ihr  hat. 
Der  Aufsatz  beschäftigt  sich  zuerst  mit  den  bekannten  Eigen- 
schaften der  Scheitel  und  geht  im  zweiten  Teile  auf  die  Bezie- 
hungen der  unendlich  kleinen  geometrischen  Grössen  in  der  Um- 
gebung des  Scheitels  näher  ein.  Die  Note  soll  nach  Angabe 
des  Verfassers  das  erste  Gapitel  einer  grösseren  Untersuchung 
aasmachen.  Lp. 

G.  PiRONDiNi.     AIcune  questioni  sulle  evolute  successive 
di  una  linea  piana.   Napoii  Rend.  (2)  v.  139-150. 

Die  vier  Paragraphen  umfassende  Mitteilung  beschäftigt 
sieb  mit  den  aufeinander  folgenden  Evoluten  einer  ebenen  Gurve. 
Im  §  1  wird  jene  Gurve  L  gesucht,  die  so  beschaffen  ist,  dass 
jeder  ihrer  Punkte  mit  den  entsprechenden  Erümmungscentren 
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der  zweiten  und  vierten  Krümmung  auf  je  einer  Geraden  liegt. 
Dabei  ergiebt  sich  durch  einfache  Rechnung  folgendes  Resultat: 
„Wenn  dieser  Fall  eintritt,  so  enthält  die  betreffende  Gerade 
nicht  nur  die  Centren  der  zweiten  und  vierten  Krflmmung,  son- 
dern die  sämtlichen  zusammengehörigen  Centren  aller  Evoluten 
gerader  Ordnung;  desgleichen  liegen  auch  die  entsprechenden 
Punkte  aller  Evoluten  ungerader  Ordnung  in  einer  zweiten  Gera- 
den, die  mit  der  entsprechenden  ersten  einen  constanten  Winkel 
einschliesst.  Ferner  sind  die  Evoluten  gerader  Ordnung  sämt- 
lich unter  einander  und  mit  der  Curve  L  ähnlich,  während  die 
ungerader  Ordnung  unter  sich  ähnlich  werden.  Die  einzig  mög- 
lichen Curven  dieser  Gattung  sind  die  Spiralen: 

(I)        Q  =  ae^  +  be-'"*^ 

und  die  cykloidalen  Curven: 

(II)        q  =  aco8(md-f  ^)- 

Im  §  2  wird  der  specielle  Fall  behandelt,  in  welchem  die 
vierte  Evolute  mit  der  ursprünglichen  Curve  L  zusammenfällt 
Diesem  Fall  entspricht  nur  jene  Curvenfamilie,  die  man  ßr 
m  =  1  aus  Gleichung  (I)  erhält 

§  3.  Soll  die  Curve  L  mit  ihrer  achten  Evolute  zusammen- 
fallen,  so  dass  die  entsprechenden  Punkte  auf  einander  zu  liegen 
kommen,  so  ergiebt  sich  nur  eine  Curvenfamilie,  die  dieser 
Eigenschaft  genttgt  und  durch  die  Gleichung  gegeben  ist: 

(III)         ß  =  A«^  +  Bt-^  +  Ce  2    cosCy  ö  +  d) 

+  JSe"^'cos(^Ö-ff). 

§  4.  Lässt  man  die  Ebene,  welche  ein  geschlossenes  System 
von  vier  Curven  des  §  2  oder  ein  geschlossenes  System  von 
acht  Curven  des  §  3  enthält,  auf  einer  developpabeln  Fläche 
rollen,  so  erhält  man  ein  geschlossenes  System  von  vier,  resp- 
acht  Flächen  (surfaces  moulures  von  Monge),  in  welchem  jede 
Fläche  jener  Mantel  der  Krümmungscentrafläche  der  vorher- 
gehenden ist,  welcher  den  geodätischen  ErQmmungslinien  ent- 
spricht.    Bm. 
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« 

Ph.  Gilbert.      Sur  un   cas   singulier  du   problfeme   des 
courbes  enveloppes.    Bmx.  s.  sc.  xva.  37-39. 

Die  Hüllcurve  der  Curven  mit  den  Gleichungen 

^(«,  y,  0  f(x,  y,  c)  =  0 

enthält  die  Schnittpunkte  der  Curven 

F{x,  y,  c)  =  0,     fix,  y,  c)  =  0. 

Mn.  (Lp.) 

J.  Neuberg,  G.  de  Longchamps,  H.  J.  Woodall.     So- 
lution  of  question    10926.     Ed.  Times.  LV.  91. 

Eine  Gerade  wälzt  sich  auf  einer  gegebenen  Curve.  Die 
Winkelhalbirende  zwischen  jener  beweglichen  Geraden  und  einer 
fest  gegebenen  Geraden  berOhrt  ihre  eigene  Hüllcurve  in  ihrem 
Schnittpunkte  mit  der  Normale  der  gegebenen  Curve. 

Lp. 


B.    Theorie  der  algebraischen  Curven. 
G.  ToRELLi.    Appunti  sulla  teoria  delle  forme.    Annali  dei 

B.  Istitnto  Teenico  e  Nantico  di  Napoli. 

1.  Wir  betrachten  n  binäre  Formen  v,,  ti,,  ...,  tin  vom 
Grade  n  in  den  Variabeln  x^,  x^.  Durch  6  bezeichnen  wir  die 
Determinante 


2+ 


.  .  ^ 


und  durch  0  die  Determinante,  welche  aus  den  Formen  «'*"  Gra- 
des U^^  17,,  . ..,  Un  wie  0  aus  den  u^  u,, ..'.,  u»  entspringt.  Be- 
zeichnet man  endlich  durch  (fJ)m  die  m^  Ueberschiebung  von  f 
über  J,  so  ist  identisch: 


(«  0 


2« 


(«,£/.)•  («,1/,)-  ...  (u,u,y 


= (:)©-(.!,)w. 
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2.    Setzt  man 

{abncdY  +  (aeyidby  +  (adr(bcy  =  (o,  6,  c,  rf)„ 

80  kann  man  aagenacheinlich  die  bekannte  Identit&t 

(a6)(c«0  +  (ac)(db)  +  (,ai)(be)  =  0 

folgendermassen  schreiben: 

(o,  b,  c,  d),  =0; 

hier  ist  die  linke  Seite  die  Quadratwurzel  ans  der  Determi- 
nante 

0      (ab)    (flkj)     (ad) 
(ba)       0      (bc)     (bd) 
(ca)    (cb)      0       (c«0 
i(do)    (tU>)    (de)       0 

d.  h.  die  wohlbekannte  Pfaff'sche  Function 

\(ab)    (ae)    (ad) 

(bc)    (bd) 

(cd) 

Hat  man  statt  vier  Symbolpaare  deren  sechs:  a,  6,  c,  d,  e,f,  so  ist: 

(aby(c,  d,  e,  0.  +  (ac)'(d,  e,  f,  6).  +  (ad)»(e,  f,  &,  «X 

+  (<!«)•(/;  6,  c,  d),  +  (of  )»(6,  c,  d,  e).  =  0, 

dies  kann  auch  folgendermassen  geschrieben  werden: 

I  (ab)*  (ae)*  (ad)*  (ae)*  (af)* 
(6c)'  (bd)*  (be)*  (bf)* 

(cd)*  (ce)*  (cf)*   =  0. 
(de)*  (df)* 
{efy 

Hat  man  Überhaupt  2r  Symbolpaare  a,  6,  c, ...,(,  m,  n,  so  hat 

man  die  Identit&t 

(06)»^-* (c,  d,  e,  . . . ,  m,  «)  +  (ac)^-^(d,  e, . . . ,  m,  »,  6)  -|-  •  •  •  =  0 

oder 

(a6)''-\oc)*'-»(ady'-' . . .  (amy^*  (an)*-^ 
(6c)*'-' (6d)*-»  . . .  (6m)»—»  (6«)"-» 


=  0. 


(m«)*'— ' 


Gapitel2.    Analytische  Geometrie  der  Ebene.  749 

Setzt  man  darin  u^  =  o?,  und  ti,  =  — x^,  so  bekommt  man  eine 
Identität,  welche  die  gewöhnliche  Identität 

als  besonderen  Fall  in  sich  enthält.  La. 


L.  Bbbzolari.     Sulla  teoria  deirinvoluzione,  specialmente 
deU'involuzione  cubica.    Napoii  Rend.  (2)  v.  35-40. 

L.  Berzolabi.     Sairinvoluzione  cubica.    NapoH  Rend.  (2)  v. 

71-79. 

In  der  ersten  Abhandlung  geht  Herr  Berzolari  von  folgen- 
dem Satze  aas:    „(w— 1)   beliebige   binäre  Formen  nl^  Grades 
können   als   lineare  Combinationen   der  partiellen   Ableitungen 
(«—2)'"  Ordnung  einer  Form  (2n—2)**"  Grades  dargestellt  wer- 
den; dieselbe  ist  die  Gordan'sche  Govariante  0  der  beiden  binären 
Formen   n^^  Grades,    durch  welche  der  zu  den   (n— 1)  Formen 
conjugirte  Büschel  bestimmt  wird.^    Herr  Berzolari  benutzt  diesen 
Satz,  um  aus  einer  gegebenen  kubischen  Involution  ihre  conju- 
girte,   die  mit  ihr   die   Doppelpunkte   gemein  hat,   abzuleiten. 
Nach  einer  anderen  Methode  hatte  Herr  Caporali  zwei  Paare  der 
conjugirten   Involution  gefunden;    Herr  Berzolari    bestimmt   die 
Pole  dieser  Gruppe  hinsichtlich  der  durch  die  Gordan'sche  Gova- 
riante dargestellten  Gruppe. 

Eine  weitere  Betrachtung  zeigt,  dass  zwei  conjugirte  kubische 
Involutionen  aus  den  Polargruppen  zweier  apolaren  biquadratischen 
Formen  zusammengesetzt  werden  können.  Diese  beiden  Gruppen 
gehören  der  von  Hrn.  Le  Paige  betrachteten  Involution  an,  von 
der  eine  Gruppe  aus  den,  beiden  Involutionen  gemeinsamen 
Doppelpunkten,  zwei  andere  aus  den  zugehörigen  Verzweigungs- 
punkten der  einen  und  der  anderen  Involution  bestehen.  Inter- 
essante Anwendungen  davon  lassen  sich  auf  die  rationale  Raum- 
carTe  vierter  Ordnung  machen.  E.  E. 


J.    DB  Vries.     Involutious  cubiques  dans  le  plan  com- 

plexe.     Palermo  Rend.  Y.  289-300. 
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Versteht  man  in  der  Gleichang  einer  Involution  n^  Grades 
auf  einer  Geraden 

(1)  Kx)  +  Zlg(x)  =  0 

unter  g(x)  die  Gruppe,  welche  den  unendlich  fernen  Punkt  ent- 
hält, und  macht  den  Coefficienten  von  x^*-^  in  g(x)  gleich  1,  so 
ist  bei  der  Darstellung  in  der  Zahlenebene  der  Parameter  il  der 
Schwerpunkt  der  Gruppe.  Herr  de  Vries  weist  zunächst  nach, 
dass  in  einer  kubischen  Involution  zwei  Gruppen  vorkommen, 
deren  Punkte  zwei  gleichseitige  Dreiecke  bilden.  Ihre  Sch\Ter- 
punkte  sind  die  Doppelpunkte  der  „focalen"  Involution 

(2)  f(x)  +  lg\x)  =  0. 

Der  Name  focal  wird  gewählt,  weil  auch  im  allgemeinen  Falle 
eine  Gruppe  von  (2)  aus  den  Brennpunkten  einer  Gurve  von  der 
Klasse  (n— 1)'  besteht,  welche  die  Seiten  des  von  der  entsprechen- 
den Gruppe  der  ersten  Involution  dargestellten  fi-Ecks  in  ihren 
Mitten  berührt. 

Die  Nullpunkte  der  Hesse'schen  Form  einer  binären  Form 
dritten  Grades  liegen  in  der  Zahlenebene  mit  jedem  Gruppenpunkte 
auf  einem  Apollonius'schen  Kreise  der  beiden  anderen.  Diese 
Punkte  eines  solchen  „isodynamischen^  Paares  entsprechen  ein- 
ander in  einer  zwei-zweideutigen  Verwandtschaft,  und  zwar  enthilt 
jede  Gruppe  einer  zweiten  kubischen  Involution  drei  zusammeo- 
gehörige  Punktepaare.  Diese  Involution  ist  keine  andere  als  die 
conjugirte  der  gegebenen.  Herr  de  Vries  betrachtet  dann  die  be- 
kannte biquadratische  Involution,  auf  die  conjugirte  InvolntioDen 
dritten  Grades  führen,  und  giebt  eine  Verallgemeinerung  dieses 
Theorems.  Den  Abschluss  der  Arbeit  bilden  Bemerkungen  Aber 
die  sich  selbst  conjugirte  kubische  Involution  und  diejenige  mit 
einem  dreifachen  Punkte.  E.  K. 


G.  Castklnüovo.     Alcune    osservazioni    sopra    le   serie 
irrazionali    di  gruppi   di    punti    appartenenti  ad    una 

CUrva   algebrica.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VIIj.  294-299. 

Die  Note   umfasst  zwei  Paragraphen;    im  ersten  wird  der 
Riemann-ßoch'sche  Satz  auch   für   den  Fall   irrationaler  (nicht 
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linearer)  einfach  unendlicher  Scharen  von  Punktgruppen  be- 
wiesen, wozu  sich  der  Verf.  einer  von  Hrn.  Segre  angegebenen 
Formel  bedient  (Rom.  Acc.  L.  Rend.  1887).  Diesem  Beweise  fOgt 
Hr.  Segre  in  einer  Anmerkung  noch  einen  zweiten  bei.  Im 
zweiten  Paragraphen  wird  ein  Zusammenhang  zwischen  den 
Doppelpunkten  einer  irrationalen  Schar  angegeben,  zu  dessen 
Ableitung  der  Verfasser  sich  eines  Theorems  des  Hrn.  Noether  be- 
dient (Zur  Theorie  des  eindeutigen  Entsprechens.  Math.  Ann.  VIII). 

Bm. 

W.  Binder,     üeber  absolute  Elementensysteme  auf  ebe- 
nen   Unicursalcurven    vierter    und    dritter    Ordnung. 

Schlömilch  Z.  XXXVL  78. 

Diese  Arbeit  schliesst  sich  an  diejenigen  des  Herrn  E.  Weyr 
über  Punktsysteme  auf  Gurven  eng  an.  Der  Verfasser  nennt 
absolute  Systeme  solche  Punktsysteme  einer  Curve,  welche  durch 
die  Curve  selbst  schon  bestimmt  sind  oder,  wie  der  Verfasser 
sagt,  a  priori  vorhanden  sind.  In  dieser  Abhandlung  werden 
die  Punktsysteme  betrachtet,  welche  durch  die  Tangenten  der 
Curve  auf  ihr  ausgeschnitten  werden,  in  Zusammenhang  mit  dem 
System  der  Berührungspunkte  der  Tangenten,  welche  durch 
einen  Punkt  der  Curve  gelegt  werden.  Beide  sind  in  obigem 
Sinne  absolute  Systeme.  Mit  Hülfe  der  Abbildung  der  Curve 
auf  einen  Kegelschnitt  werden  diese  Systeme  und  ihre  soge- 
nannten Directionscurven  näher  untersucht.  W.  St. 


E.  Bertini.      Rappresentazione    di    una    forma   ternaria 
per  combinazioue  lineare  di  due  altre.     Lomb.  ist  Rend. 

(2)  XXIV.  1095-U15. 

Bericht  auf  S.  210-211  dieses  Bandes. 


A.  Cayley.     On  the  notion  of  a  plane  curve  of  a  given 

Order.     Mess.  (2)  XX.  148-150. 

„Eine  Curve   von   der  Ordnung  n   ist   eine  Curve,    welche 
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allein  durch  die  Bedingung  beBtimmt  ist,  durch  ^»(»+3)  gege* 
bene  Punkte  zu  gehen  und  ausserdem  sich  derartig  zu  Ter- 
halten,  dass,  wenn  n+l  von  diesen  Punkten  auf  einer  Geraden 
liegen,  die  diese  Gerade  als  einen  Teil  von  sich  einschliesst/ 

Lp. 

A.  Demoulin.     Sur  diverses   cons^quences  du  th^orfeme 

de   Newton.     Belg.  M6m.  c.  id  8».  XLV.  18  s. 

Das  Newton'sche  Theorem   kann  so  ausgesprochen  werden: 
Das  Verhältnis 


i  = 


X^  .«Tg  ••  •  ^m 


der  Abstände  der  Schnittpunkte  einer  Curve  m^'  Ordnung  mit 
zwei  Secanten  von  dem  Schnittpunkte  dieser  Secanten  bleibt  un- 
veränderlich, wenn  die  beiden  Secanten  parallel  mit  sich  ver- 
schoben werden.     Hr.  Demoulin  folgert  daraus  die  Beziehung 

in  dem  Falle,  dass  die  eine  der  Secanten  Tangente  wird,  falls 
g>  der  Winkel  der  x  mit  den  y,  q  der  Krümmungsradius  ist. 
Diese  Formel  wird  in  dem  Falle,  dass  der  Berührungspunkt  ein 
vielfacher  Punkt  ist,  auf  eine  geistvolle  Art  umgeformt.  Hierauf 
macht  der  Verf.  von  den  erhaltenen  Formeln  zahlreiche  Anwen- 
dungen, indem  er  die  eine  der  Secanten  dreht  oder  ihren 
Schnittpunkt  auf  verschiedene  Weisen  beweglich  macht 

Mn.  (Lp.) 

E.  Catalan  et  F.  Mansion.  Rapport  sur  le  memoire 
de  M.  A.  Demoulin  intitul6:  Sur  diverses  cons^nences 
du  thdorferae  de  Newton.     Belg.  Ball.  (3)  XXL  315-d^i. 

Besprechung  dieser  Abhandlung,   die  in    den  Denkschriften 
der  Akademie  in  8''''  XLV  (1891)  erschienen  ist.        Mn.  (Lp.) 
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W.  C.  L.  Gorton.     On  centres  and  lines  of  mean  po- 

sition.    Annals  of  Math.  Tl.  33-44. 

Das  Centram  mittlerer  EntfernuDg  einer  Punktgnippe  in 
einer  Ebene  bezüglich  einer  ihrer  Geraden  z  fällt  mit  dem  Schwer- 
punkte zusammen,  sobald  jenen  Punkten  Gewichte  beigelegt  wer- 
den, die  umgekehrt  proportional  sind  ihren  Abständen  von  js,  und 
letzteres  die  Grenze  zwischen  positiven  und  negativen  Abständen 
bildet.  Liegen  nun  von  einer  Gurve  n^'  Ordnung  n  Inflexions- 
punkte  auf  einer  Geraden,  so  fällt  das  Centrum  mittlerer  Ent- 
fernung der  Berührungspunkte  der  von  einem  beliebigen  Punkte 
aasgehenden  Tangenten  bezüglich  jener  Geraden  stets  in  den 
nämlichen  Punkt.  Werden  von  den  Punkten  einer  Geraden  g 
an  eine  Curve  n^  Ordnung  die  Tangenten  gezogen,  so  bilden 
die  jedesmaligen  Berührungspunkte  Punktgruppen,  deren  Centrum 
mittlerer  Entfernung  bezüglich  g  mit  einem  und  demselben  Punkte, 
dem  Centrum  mittlerer  Entfernung  der  Pole  von  g  bezüglich  der 
Curve,  zusammenfällt.  Obiger  Definition  analog  ist  das  Centrum 
mittlerer  Entfernung  einer  räumlichen  Punktgruppe  bezüglich 
einer  Ebene  zu  definiren;  endlich  geben  die  für  das  Centrum 
mittlerer  Entfernung  in  trilinearen  Coordinaten  abgeleiteten  For- 
meln ohne  weiteres  duale  Sätze  für  die  Centrale  mittlerer  Ent- 
fernung einer  Gruppe  von  Geraden  einer  Ebene  bezüglich  eines 
ihrer  Punkte,  oder  einer  Gruppe  von  Ebenen  bezüglich  eines  be- 
liebigen Punktes.  Js. 

D.  HiLBBRT.    üeber  die  reellen  Zttge  algebraischer  Curven. 

Math.  ADD.  XXXVIII.  115-138. 

Der  Verf.  charakterisirt  zunächst  den  Unterschied  zwischen 
dem  paaren  und  unpaaren  Charakter  eines  ebenen  Curvenzuges, 
indem  er  die  homogenen  Coordinaten  eines  Curvenpunktes  als 
rechtwinklige  Coordinaten  eines  Baumpunktes  deutet  und  so  der 
Curve  einen  Kegel  zuordnet,  dessen  Spitze  im  Coordinatenanfang 
liegt.  Kegel  und  Curvenzug  heissen  unpaar  oder  paar,  je  nach- 
dem der  erstere  den  Raum  in  zwei  oder  (mit  HinzufÜgung  des 
Scheitelraumes)  in  drei  Gebiete  teilt.    Dem  Innen-  und  Aussen- 

Fcrtaohr.  d.  M afh.  XXHI.  S.  48 


754  IX-  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

räume  des  Kegels  entsprechen  hierbei  das  Innere  und  Aeussere 
des  Curvenzuges.  Auf  diese  Bestimmungen  gründen  sich  nan 
Untersuchungen  über  die  yerschiedenen  Möglichkeiten,  welche 
bei  Curven  mit  der  Maximalzahl  reeller  Zttge  hinsichtlich  des 
Charakters  und  der  Lage  dieser  ZQge  vorkommen.  Es  werden 
dabei  Curven  von  gerader  und  ungerader  Ordnung  unterschieden 
und  die  Resultate  für  die  F&Ue  n  =  6,  7,  8  specialisirt  Sodann 
wird  die  von  Harnack  für  algebraische  ebene  Curven  beant- 
wortete Frage  nach  der  Maximalzahl  ihrer  reellen  Züge  auf 
Raumcurven  ausgedehnt  und  festgestellt,  dass  diese  Zahl  bei 
einer  irreduciblen  Raumcurve  n*"  Ordnung  J(n — 2)*+l  oder 
J(n— 1)(«— 3)  +  l  ist,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist. 
Hierauf  werden  die  Lagen-  und  gestaltlichen  Verhältnisse  dieser 
Curven  untersucht  und  speciell  für  ihre  unpaaren  Züge  die  Maxi- 
malzahlen angegeben.  Je  nachdem  n  =  4y,  4y+l,  4y  +  3  ist, 
existiren  höchstens  21^—2,  2^ — 1,  2v — 1  unpaare  Züge.  Aus- 
nahmsweise gelten  für  n  =  3,  4,  5  bezw.  die  Zahlen  1,  2,  3. 
Schliesslich  wird  bewiesen,  dass  ebene  und  Raumcurven  mit  den 
ermittelten  Maximalzahlen  wirklich  existiren.  Scbg;. 


W.  Stahl.     Zur  Erzeugung  der  ebenen  rationalen  Curven. 

Math.  AoD.  XXXVIII.  561-585. 

Den  geraden  Schnitten  einer  rationalen  Curve  n^*^  Ordnung  A«: 

n 

QXi  =  g>i(fi)  =  HpOipfi^^'-i'      (t  =  1, 2,  3) 
sind  11—2  linear  unabhängige  Functionen: 

conjugirt;  den  geraden  Schnitten,  die  ein  beliebiger  Strahlen- 
bQschel  mit  dem  Mittelpunkte  Z  mit  der  Curve  gemein  hat,  ausser 
diesen  Functionen  fk  noch  eine  weitere  Function  f«-.!,  deren 
Coefficienten  den  Bedingungen: 

genügen.    Ist  Z   ein  Punkt   von  Rn   mit   dem  Parameter  il,  so 
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moss  sich  unter  den  Functionen  /«  auch  die  Potenz  (ß — ly  be- 
finden und  sich  durch  sie  linear  in  der  Form: 

aasdrücken  lassen,  was  unmittelbar  zur  Aufstellung  der  Glei- 
chungen der  oo"~-^  zu  Ä«  perspectiven  Strahlenbüschel  (» — 1)'" 
Ordnung  führt;  entsprechende  Elemente  haben  den  gleichen  Para- 
meter A.  Jedem  dieser  Strahlenbüschel  ist  eine  Form  (n— 1)'*' 
Ordnung: 

zugeordnet,  deren  invariante  Eigenschaften  sich  für  die  zuge- 
hörigen Strahlenbüschel  (n— 1)*«'  Ordnung  als  besonders  wichtig 
erweisen  (§  3,  2). 

Im  allgemeinen  giebt  es  oo"-^'"-^  zu  Rn  perspective  Strahlen- 
büschel  (n— r--2)'"  Ordnung,  wobei  2r^n— 3  sein  muss.    Bei  un- 

(«4-1  V" 
— ~— 1     Ordnung   und 

ein  Büschel  ^ — ^ — )    Ordnung  vorhanden,  bei  geradem  oo^  Büschel 

\-^)  Ordnung,  die  perspectiv  zu  Ä„  liegen.  Für  specielle  Ä«  lässt 
sich  die  Ordnung  der  zu  ihr  perspectiven  Strahlenbüschel  weiter 

erniedrigen.  Giebt  es  dann  für  n— 3 >r> — ^ —  einen  zu  fi„  per- 
spectiven Strahlenbüschel  {n—r—  2)'"  Ordnung,  so  absorbirt  er  alle 
zu  Rn  perspectiven  Strahlenbüschel  kleinerer  Ordnung,  als  r4-2; 
von  dieser  Ordnung  sind  hingegen  cx>^''-"+s  vorhanden.  Für 
den  grOssten-Wert  n— 3  von  r  giebt  es  einen  zu  A«  perspectiven 
Büschel  erster  Ordnung  und  oo»-*  Büschel  (w— 1)'*"  Ordnung; 
letztere  Büschel  werden,  wenn  A»  nicht  zerfällt,  niemals  beein- 
flusst     Die  zu  fi„  perspectiven  Strahlenbüschel  (ri—r— 2)*«'  Ord- 

n4-r 

nung   bestimmen  Formen  (n  +r)**'  Ordnung  F^  deren  r*®  Polaren 

den  fk  angehören.  Lässt  sich  eine  Function  F(1C)  als  eine  Summe 
von  V  Potenzen  linearer  Functionen  Q'—iJ^p)  darstellen,  so  kann 
durch  die  den  (jip  zugehörigen  Punkte  von  Rn  eine  zu  Rn  projec- 

tive  und  zu  dem  F(l)  beigeordneten  Strahlenbüschel  (n— r— 2)'«' 

48* 
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OrdnoAg  penpeoliye  Cnrve  w  c^  (o^r—Sy*'  Ordnung  C^  gelegt 

werden,  die  mit  A»  jene  Ponkte  entsprechend  gemein  hat   Ana- 

»—1 
log  gilt:  L&s8t  sich  eine  Fnnetion  F(l)  darstellen  als  eine  Sanine 

von  o  Potenzen  der  linearen  Functionen  (X^fi,\  so  kann  darcli 

die  den  fi,  zugehörigen  Punkte  eine  zu  A«  projectire  und  zu  dem 

F(l)  beigeordneten  Strahlenbftsehel  (n—iy**  Ordnung  per8pe^ 

tiye  Cnrye  w  =  («—  ly^  Ordnung  C»  gelegt  werden,   die  mit  A, 

jene  Punkte  entsprechend  gemein  hat    Im  ersteren  Falle  redn- 

cirt    sich    C»    fQr    ü  =  r  +  2    auf    einen    Punkt,     durch    den 

die  Strahlen  des  BQschels   (n--r — 2)^  Ordnung  gehen;    A«  hat 

•—I 
einen  (r-f2)-faehen  Punkt    Im  letzteren  Falle  kann  f^il),weDD 

n 
n  eine  gerade  Zahl,  durch  eine  Summe  von  v  =  -^Potenzen dar- 
gestellt werden,   und  C»   wird  die  Erzeugende  niedrigster  Ord- 
nung des  Büschels;  ist  fi  eine  ungerade  Zahl,  so  ist  diese  Dar- 

«1+1 
Stellung  auf  oo^  Weisen  durch  die  Summe  yon  v  =     T^      Poten- 

zen  möglich,  und  es  ergeben  sich  oo'  Curven  (^r»  =  — ^ — \die 

perspectiv  zum  Bfischel  (fi— 1)^'  Ordnung  sind  u.  s.  w. 

Auf  Rn  können: 

__  (n-to~l)(fi— tp-2)  ...  (ii— 4tp— 2) 
^  "  (3io+2)! 

Curven  C«  projectiv  so  bezogen  werden,  dass  beide  Carveo 
3flo-h2  Punkte  entsprechend  gemein  haben.  Haben  sie  3w+3 
Punkte  entsprechend  gemein,  so  besteht  zwischen  den  dreireihi- 
gen Determinanten   der  o^   eine  Bedingungsgleichnng  tod  der 

^  ,  2(«-»— lX«-w— 2)...(fi~4»-3)(w+l)  fl,, 

Ordnung  — ^^ ^ >^  ^.  ^0; ^ — —^i  woraus  m 

(3»+ 3)1  ' 

fp  3x  0  sieh  leicht  schliessen  lässt,  dass  die  Fläche  dreifacher  Se- 
canten  einer  rationalen  Raumcurve  von  der  Ordnung 

(n-lXn -2X11-3) 
2 
ist  oo^  zu  Bn  projective  Gurren  C«  haben  mit  ihr  3io4'l  ^^^^^^ 
gemein ;  awisohen  den  Parametern  solcher  Punkte  besteht  eine  Be- 
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dingnogsgleichuDg  von  der  Ordnung 

(n— io— IX» — to-:— 2)  ...  (n — 4to) 
(3u?— 1)! 
Anwendungen  obiger  Sätze  auf  rationale  Curven  bis  zur  fünften 
Ordnung   schliessen  diese  Untersuchungen;   ihnen  ist  eine  nach 
gleichen  Gesichtspunkten  durchgeführte  Besprechung  der  zu  A« 
perspectiven  CurvenbQschel  beigefügt*  Js. 


M.  A.  TiCHOMANDRiTZKT.     Uebcr  siDguläre   Punkte   der 
algebraischen  ebenen  Curven.     Charkow  Mitt.  (2)  ii.  114-128. 

(RnasiBch,  1890.) 

Es  wird  gezeigt,  dass  man  durch  nur  rationale  Operationen 
(Algorithmus  des  grössten  gemeinschaftlichen  Teilers)  aus  der 
gegebenen  Gleichung  einer  algebraischen  ebenen  Curve  F(x^  y)=0 
eine  Reihe  von  Gleichungspaaren  g>(x)  =  0,  tp(x^  y)  =  0  ab- 
leiten kann,  deren  jedes  die  Coordinaten  der  singulären  Punkte 
von  einer  gewissen  Art  giebt.     Zu   diesem  Zwecke   suche  man 

den  gemeinschaftlichen  Teiler  von  F(x^  y),  -^  und  ^  •     Sind 

q>(jt)  und  V^(^,  y)  der  letzte  und  der  vorletzte  Rest,  dann  be- 
stimmen die  Gleichungen  g>(x)  =  0,  t^(x,  y)  =  0  alle  singulären 
Punkte  der  Curve.    Adjungirt  man  dann  dem  \p{x^  y)  die  Grössen 

9*F       d*F  *  d*F 

5-|-,    r.  p.  ,  -^-5-  und  sucht  ihren  gemeinschaftlichen  Teiler,  so 

werden  auch  zwei  Gleichungen  6{x)  =  0,  Vi(®»  y)  =  0  erhalten. 
Giebt  es  gemeinschaftliche  Lösungen  von  0(x)  =  0  und  ip{x)  =  0 
[sie  werden  bestimmt  durch  die  Gleichung 

Z>((iP(a;),ö(a?))  =  y,(x)  =  0], 

80  giebt  es  auf  der  Curve  höhere  Singularitäten  als  Doppel- 
punkte.   Letztere  werden  durch 

und  erstere  durch  9>,  (x)  =  0,  ip^ip^  y)  =  0  bestimmt.  Sie  kön- 
nen dann  in  ähnlicher  Weise  weiter  zerlegt  werden. 

Si. 
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Fr.  Meyer.  Ueber  Discriminanten  und  Resultanten  der 
Gleichungen  fUr  die  Singularitfiten  der  ebenen  alge- 
braischen  Curven.      Math.  Add.  XXXYIII.  369-404. 

Es  seien  die  Punktcoordioaten  einer  ebenen  rationalen  Cam 
Ä,  durch  die  Parameterdarstellung  x^  =  f,(A),  a?,  =  f^(l) 
a?,  =f,(A)  gegeben,  wo  fi,  f^j  f^  ganze  rationale  Functionen 
n}^^  Grades  von  X  sind;  dann  wird  zunächst  diejenige  Gleichung 
C(A^,  ^)  =:  0  aufgestellt)  welche  bei  festgehaltenem  A  die  n-2 
übrigen  Schnittpunkte  X,  der  in  l  gezogenen  Tangente  liefert. 
Aus  dieser  Gleichung  ergeben  sich  die  Gleichungen  fQr  die  Para- 
meter des  Wendepunktes  und  der  Berührungspunkte  einer  Doppel- 
tangente:  ß(A)  =  0  bezw.  M(l)  =  0,  wo  ß  aus  C  durch  Ein- 
setzen von  ^^  =  l  entsteht,  und  M  die  in  Bezug  auf  l^  genom- 
mene Discrimioante  von  C  ist.  Die  in  Bezug  auf  l  genommene 
Discriminante  von  C  zerfällt  in  zwei  Factoren  ^(l)P(l\  wo 
^  =  0  die  Schnittelemente  der  Doppelpunkte  und  P  =  0  die 
Restpunkte  der  Wendetangenten  liefert.  Die  sämtlichen  Bil- 
dungen hängen  ausser  von  X  nur  noch  von  den  dreireihigen 
Determinanten  d  ab,  welche  man  aus  den  Coefficienten  von 
A)  Af  f%  bilden  kann.  Das  Problem  besteht  nun  darin,  die  drei 
Discriminanten  I>(ß),  ö(-^),  D(M)  und  die  drei  BesultantcD 
R{QA\  R(i2M\  R{j1M)  in  ihre  irreducibeln  Factoren  zu  zer- 
legen (vergl.  F.  d.  M.  XX.  1888.  155),  und  dieses  Problem  wird 
mit  Zuhülfenahme  der  geometrischen  Bedeutung  der  einzelnen 
Factoren  vollständig  erledigt.  Unmittelbar  folgt  die  Zerlegung 
D(ß)  =  [^jf\[MM],  wo  die  Ausdrücke  rechts  den  Cuspidal- 
factor  und  den  Undulationsfactor  bedeuten,  d.  h.  diejenigen  Func- 
tionen von  il,  deren  Verschwinden  die  Bedingung  f&r  einen  Rück- 
kehrpunkt, bezw.  für  eine  vierfach  berührende  Tangente  liefert. 
Eine  Reihe  weiterer  Invarianten  von  /?„  wird  direct,  ohne  dass 
eine  Factorenabsonderung  nötig  ist,  erhalten,  wenn  man  statt 
der  Formen  fj,  f,,  /",  die  n — 2  linear  unabhängigen  zu  diesen 
conjugirten  Formen  qp,(A),  . . .,  q>n-'i{X)  zu  Grunde  legt.  So  wird 
der  Tritangentenfactor  [T,]  und  Wendeberührfactor  [ßM],  deren 
Verschwinden  die  Existenz  einer  dreimal  berührenden  Geraden, 
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bezw.  einer  noch  einmal  berührenden  Wendetangente  bedingt, 
endlich  noch  der  Trinodalfaetor  [Jy\  erhalten,  d.  h.  die  irre- 
dacible  Invariante,  deren  Verschwinden  einen  dreifachen  Punkt 
bedingt.  Zwecks  gleicher  Behandlung  der  noch  übrigen  Inva- 
rianten ist  ein  neues  Verfahren  notwendig,  „das  HQlfsprincip 
des  Projicirens^.  Dasselbe  besteht  darin,  dass  man  zu  den  Coor- 
dinaten  ^j,  rr,,  x^    noch  eine  vierte  x^   und  gleichzeitig  zu  den 

A»  /«»  fs  ^^^^  ®^°®  ™'*  ^4  proporti9nale  Form  f^  vom  n**»  Grade 
in  l  mit  willkürlichen  Goefficienten  hinzufügt,  wodurch  sich  die 
Zahl  der  conjugirten  Formen  um  eine  verringert.  Die  so  defi- 
nirte  Raumcurve  wird  nun  auf  eine  feste  Projectionsebene  pro- 
jicirt;  dann  wird  nach  derjenigen  Fläche  gefragt,  auf  welcher  man 
den  Projectionsmittelpunkt  annehmen  muss,  damit  die  entstehende 
ebene  Curve  gewisse  Besonderheiten  ihrer  Singularitäten  auf- 
weist. Der  Grad  dieser  Fläche  giebt  zugleich  den  Grad  des 
entsprechenden  invarianten  Factors  in  Bezug  auf  die  Determi- 
nanten S  an.  Mittels  dieses  Satzes  werden  die  früheren  Grad- 
zahlen wiedergefunden,  und  ausserdem  der  Grad  für  den  Selbst- 
berührungsfactor  [J^T^^y  ferner  für  den  Doppelpunktswendungs- 
factor  [ii^]  und  den  Doppelpunktstangentenberührfactor  [^M] 
ermittelt.  Hiernach  wird  nun  die  Zerfällung  der  oben  genannten 
drei  Discriminanten  und  drei  Resultanten  ausführbar.  Die  er- 
haltenen Formeln  sind 

RCAM)=  [^^p("-3)[^,T,]*[^M]. 

Zum  Schluss  formulirt  der  Verfasser  das  benutzte  Princip 
des  Projicirens  algebraisch  und  bringt  zugleich  seine  Entwicke- 
lungen  mit  dem  Correspondenzprincip  in  Zusammenhang,  wobei 
sich  ergiebt,  dass  jedem  Factor  der  erhaltenen  Zerlegung  die 
Coincidenz  einer  gewissen  Correspondenz  auf  der  Curve  entspricht. 

Ht 
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M.  J.  M.  Hill.     Oi>  node  and  cusp-loci  which  are  also 

envelopes.     Lond.  M.  8.  Proc.  XXII.  216-236. 

Ist  f (x,  y,  c)  eine  ganze  rationale  Fanction  der  Coordinatea 
x^  y  und  des  Parameters  c,  und  ist  C  =  0  die  Gleichung  einer 
Curve,  deren  jeder  Punkt  für  eine  gewisse  Curve  der  Curven- 
schar  f(xy  y,  c)  =  0  eine  Spitze  ist,  so  tritt,  wie  bekannt  ist,  C* 
als  Factor  in  der  bezüglich  c  genommenen  DiscrimiDante  ron 
f(xj  y,  c)  auf.     Der  Verfasser  beweist  nun ,   dass  sogar  C*  not* 

wendig  als  Factor  auftreten  muss,   sobald   noch  ^-^    f&r  jede 

Spitze  verschwindet,  und  ferner,  dass  in  diesem  Falle  die  an 
die  Spitze  gelegte  Tangente  zugleich  die  Curve  C  =  0  berfihrt 
Ferner  zeigt  der  Verfasser,  dass  in  der  Discriminante  iV'  als 
Factor  auftritt,  wenn  JV  =  0  der  Ort  der  in  der  Curvenschar 
vorkommenden  Doppelpunkte  ist,  und  eine  der  beiden  Tangenten 
im  Doppelpunkte  zugleich  die  Curve  N  =  0  berQhrt        Ht. 


M.  J.  M.  Hill.  On  the  locus  of  singular  poiuts  and 
lines  which  occnr  in  connexioii  with  the  theorj  of 
the    locus    of   ultimate    iDtersections    of  a  system  of 

SUrfaces.        Lond.   R.  S.   Proc.    L.    180-186,    Lond.   Phil.  Traos. 
OLXXXIII.  (1892.)  141-278. 

Die  erste  Schrift  ist  ein  Auszug  aus  der  zweiten.  Die  Unter- 
suchungen haben  den  Zweck,  die  von  Hrn.  Cayley  aufgestellten 
Sätze  über  die  in  Bezug  auf  a  genommene  Discriminante  der  Cur- 
venschar f{x,  y,  a)  =3  0  auf  eine  Flächenschar  auszudehnen.  Za- 
nächst  betrachtet  der  Verfasser  die  Flächenschar  f(x^  y,  js,  a)  =  Ot 
wo  f  eine  ganze  rationale  Function  von  den  Coordinaten  x,  y^  i 
und  dem  Parameter  a  ist.  Von  dieser  Fiächenschar  gelten  die 
Sätze:  1.  Ist  E  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche,  welche  alle 
Flächen  der  Schar  berührt,  so  ist  £  einfacher  Factor  der  in  Be- 
zug auf  a  genommenen  Discriminante  von  f(x,  y,  J5,  a).  Ein 
Beispiel  bietet  die  Flächenschar  (9'—a)'-fx  =  0,  wo  q>  und  x 
Functionen  von  rr,  y,  z  sind,  und  x  =  0  die  berührende  Fläche 
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darstellt.  2.  Ist  B  =  0  eine  Fläche,  deren  jeder  Punkt,  fUr  eine 
gewisse  Fläche  der  Sehar,  Knotenpunkt  mit  zerfallendem  Tan- 
gentenkegel ist,  so  ist  J3'  Factor  in  der  Discriminante.  Das 
einfachste  Beispiel  ist  (qp  — a)'+3e'/''  =  0»  wo  ^  =  0  die  Glei- 
chung jener  Knotenfläche  ist.  3.  Ist  11  =  0  der  Ort  von  Dop- 
pelpunkten, deren  Tangentenkegel  in  eine  Doppelebene  ausartet, 
80  ist  U*  Factor  der  Discriminante.  Als  Beispiel  dient  die 
Curvenschar  (q>'-ay  +  %*  =  0.  Entsprechende  Sätze  gelten  für 
Scharen  von  Flächen  f(a?,  y,  ä,  a,  6)  =  0,  wo  a  und  b  zwei  will- 
kürliche Parameter  sind.  Ist  £  =  0  eine  alle  Flächen  der  Schar 
berfihrende  Fläche,  so  ist  E  ein  Factor  der  in  Bezug  auf  a  und 
b  genommenen  Discriminante   von  /*,   d.  h.    der  Resultante   von 

/•=  0,    ^=  0,  ^=  0.     Hierfttr  ist  Ä-Ka:-a)(y-6)  =  0  das 

einfachste  Beispiel,  wo  die  Ebene  2  =  0  in  der  That  die  genannte 
Eigenschaft  besitzt.  Sind  ferner  C  =  0,  B  =  0  die  Oerter  der 
gewöhnlichen  Knotenpunkte,  bezflglich  der  biplanaren  Knoten- 
punkte, so  treten  C,  bezüglich  fi'  als  Factoren  jener  Discrimi- 
nante auf.  Es  folgt  eine  grosse  Zahl  von  ähnlichen  Sätzen  über 
die  Flächenörter  für  höhere  in  der  Flächenschar  auftretende 
Singularitäten.  Ht. 

E.   Bertini.     Dimostrazione  di   uno  teorema  sulla  tras- 
formazione  delle  curve  algebriche.   Bivista  di  Mat.  i.  22-24. 

Einfacher  Beweis  des  oft  erwähnten,  aber  bisher  nicht  ex- 
plicit  bewiesenen  Satzes,  dass  man  eine  beliebige,  einfache 
oder  zusammengesetzte  ebene  Curve  mittels  einer  birationalen 
Transformation  in  eine  andere  überführen  kann,  die  nur  Doppel- 
punkte besitzt  Der  Beweis  wird  mittels  zweier  Transformationen 
der  Ebene  erhalten.  Bm. 

A.  HiMSTBDT.    UeberSingularitSten. algebraischer  Curven. 

Pr.  (No.  34)  Progymn.  Löbau  i.  Westpr.  24  8.  8<>.  1  Tafel. 

Discussion  der  bekannten  möglichen  Fälle  von  Doppel- 
punkten und  dreifachen  Funkten,  durch  Figuren  und  einfache 
Beispiele  erläutert  R.  H. 
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Cl.  Servais.     Sur  1a  courbure  des  polaires  en  un  poin 
d'une  courbe  d'ordre  n.     Beig.  Ball.  (3)  XXL  362-367. 

C.  Le  Paigb.     Rapport,    ibid.  324. 

Zahlreiche  Folgerungen  aus  dem  vom  Verf.  einfaeh  hewie 
senen  folgenden  Satze:  In  einem  vielfachen  Punkte  p^Ordnao 
ist  bei  einer  Curve  n^'  Ordnung  das  Verhältnis  zweier  em 
sprechenden  Krümmungsradien  der  Curve  und  der  C^—p—y; 
Polare  des  Punktes  constant.  So  ergiebt  sich  z.  B.  der  folgend 
Zusatz :  In  einem  Punkte  einer  beliebigen  Curve  bildeD  die  Er&m 
mungen  der  Polaren  eine  arithmetische  Progression.      Mn.(LpO 


Cl.  Servais.     Sur  la  courbure  des  courbes  alg^riqnes. 

Belg.  Bull.  (3)  XXL  587-594. 
C.   Le    PaIGE.       Rapport,    ibid.  526-527. 

Verallgemeinerung   einer  Mannheim'schen  Formel    hetü^W'^: 
der  Krümmung   zweier   in  Bezug   auf  einen   Kreis    reeiproke 
polaren  Curven.     Zahlreiche  Folgerungen  aus  dieser  Formel  h 
Anknüpfung  an  verschiedene  Sätze  von  Duhamel,   Liouville  ete 

Hn.  (Lp.) 

E.  Catalan.     Sur  un  thöorfenae  de  M.  Servais. 

Cl.  Servais.     Sur   la  courbure  des  ligues  algäbriquei?. 

Belg.  Bull.  (3)  XXIL  512-551. 
C.   Le  Paige.      Rapport,    ibid.  434-435. 

Der  Liouville'sche  Satz  über  die  Summe  der  ErfimmoDgeD 
bezüglich  der  Berührungspunkte  der  zu  einer  g^ebenen  Biehtnitz 
parallelen  Tangenten  findet  auf  die  mit  Singularitäten  behaftetes 
Curven  keine  Anwendung.  Aus  einem  Jacobi'schen  Satze,  von 
dem  der  Liouville'sche  ein  besonderer  Fall  ist,  kann  man  die 
folgenden  Sätze  ableiten :  Wenn  man  an  einer  algebraisches 
Curve  zu  einer  gegebenen  Richtung  parallele  Tangenten  zieht, 
so  ist  die  Summe  der  reciproken  Producte  der  durch  die  Cnrre 
auf  jeder  Tangente  bestimmten  Strecken  der  Null  gleich.  Wenn 
man   durch    die  Berührungspunkte    dieser   Tangenten   Secaoten 
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zieht,  die  zu  einander  parallel  sind,  so  ist  die  Summe  der  reci- 
proken  Produete  der  auf  jeder  Secante  von  der  Curve  bestimm- 
ten Strecken  der  Null  gleich.  Mn.  (Lp.) 


A.  Demouli N.  Sur  la  courbure  des  lignes  d'ordre  p 
poss^dant   nu  point   multiple  d'ordre  p— 1.      Belg.  Ball. 

(3)  XXII.  120-128. 

Anadehnung  der  in  den  akademischen  Denkschriften  in  8^® 
dargelegten  Methode  auf  den  Fall  eines  vielfachen  Punktes. 

Mn.  (Lp.) 

6.  FouRET.  Sur  quelques  propri^t^s  relatives  aux  poiiits 
d'incidence  des  droites  issues  d'un  mime  point  et  ren- 
con tränt  uoe  courbe  plane  alg^brique  sous  un  mime 

angle.     Palermo  Rend.  V.  75-79. 

Eine  Verallgemeinerung  des  Normalensystems  einer  ebenen 
Curve  besteht  darin,  dass  man  durch  die  einzelnen  Punkte  einer 
ebenen  Curve  unter  einem  constanten  Winkel  gegen  die  ent- 
sprechende Tangente  Strahlen  zieht.  Diese  nennt  Hr.  Fouret 
Einfallsstrahlen  und  den  constanten  Winkel  Einfallswinkel  und 
untersucht,  an  einen  Satz  von  Liouville  (Journ.  de  Math.  (1)  VL 
309)  anknflpfend,  ein  System  von  solchen  Strahlen,  dessen 
sämtliche  Individuen  durch  einen  festen  Punkt  der  Ebene  gehen. 
Hierbei  gelangt  er  zu  drei  nicht  uninteressanten  Sätzen  über 
das  Verhalten  des  Centrums  der  mittleren  Entfernungen  der  Ein- 
fallspunkte solcher  durch  einen  Punkt  gehenden  Linien,  wenn 
die  algebraische  Curve  unter  Festhaltung  ihrer  Asymptoten  defor- 
mirt  wird.  Bm. 


Weitere  Litteratur. 

C.   Cronb.      Nogle   hovedsaetninger    af  Functionslaeren 
og  de  algebraiske  Ligningers  Tbeori.  KjöbobayD.  64  8.  s^. 
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H.  Ruoss.  Die  metrischen  Beziehungen  der  Krümmung 
reciproker  Flächen  nnd  Carven  sowie  der  Flächen- 
inhalte der  letzteren.      Oiss.  Erlangen.  8^    [Bericht  auf  S.799.] 

6.  Krohs.  Die  Serret'schen  Carven  sind  die  einzigen 
algebraischen  vom  Geschlecht  Null,  deren  Coordinaten 
eindeutige  doppeltperiodische  Functionen  des  Bogens 
und  der  Curve  sind.    Dias.  Halle.  8^ 

F.  Stosch.  üeber  diejenigen  Unicursalcurven ,  deren 
Bogen  eine  algebraische  Function  der  rechtwinkligen 

Coordinaten  ist.     Oiss.  Erlangen.  80. 

G.  Stiner*      üeber  Curven  vom   Geschlecht  Null. 

Zürich.  52  S.  8°.  (1890.) 


G.    Gerade  Linie  und  Eegelsehnitte. 
A.  PouLAiN.     Sur  la  distance  de  deux  points.      Hathesia 

(2)  I.  184-186. 

Beweis  einer  merkwürdigen  Formel  von  Lagrange,  die  dea 
Abstand  zweier  Punkte  als  Function  der  Abstände  des  einen 
derselben  von  n  gegebenen-  Punkten  und  der  Gewichte  ausdrflekt, 
welche  man  in  diesen  Punkten  annehmen  muss,  damit  der  andere 
Punkt  ihr  Schwerpunkt  sei.  Diese  Lagrange'sche  Formel  liefert 
die  meisten  in  der  neueren  Geometrie  betrachteten  Abstände. 

Mn.  (Lp.) 

A.  Cayley.     On  the  problem  of  tactions.     Qaart.  J.  xxv. 

104-127. 

Isaac  Newton  hat  in  seinen  Principien  (Buch  I,  Lemma  XVI) 
eine  geometrische  Lösung  des  Apollonischen  Problems  entwickelt, 
einen  Kreis  zu  zeichnen,  der  drei  gegebene  Kreise  berührt. 
Verfasser  giebt  nun  hier  eine  elegante  analytische  Behandlung 
der  von  Newton  gegebenen  Lösung,  eine  Lösung,  welche  nament- 
lich gestattet,  die  einzelnen  speciellen  Fälle  der  Aufgabe  eingehend 
zu  discutiren.  Bm. 
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K.  RücKOLDT.     Der  gerade  Kreiskegel  and  die  f^bene. 

Pr.  (No.  666)  Realgymn.  Bisenach.  13  8.  4^ 

Die  Arbeit  will  zeigen,  wie  nach  der  Diseussion  der  Glei- 
chung II.  Gr.  die  Kegelschnitte  ganz  allgemein  aus  dem  geraden 
Kreiskegel  hergeleitet  werden  können.  Aus  der  für  jeden  Schnitt 
geltenden  Scheitelgleichung 

in  welcher  A  den  Abstand  des  Gurvenscheitels  T  vom  Mittelpunkt 
S  des  Kegels,  2a  die  Kegelöffnung  und  co  den  Neigungswinkel 
Ton  ST  gegen  den  Schnitt  bedeutet,  ergeben  sich  durch  Annahme 
bestimmter  Werte  für  oi  die  besonderen  Fälle.  Bei  der  Parabel 
wird  auch  aus  der  aufgestellten  Gleichung  diejenige  bestimmt, 
deren  Flächeninhalt  bei  gegebener  Kegelhöhe  ein  Maximum  ist; 
auch  fttr  die  anderen  Curven  werden  bestimmte  Beispiele  durch- 
geführt und  am  Schluss  aus  Auf-  und  Seitenriss  die  Curven  ge- 
zeichnet. Lg. 

O.  ScHLÖMiLCH.     lieber  die  Durchschnitte  einer  Geraden 
und  einer  Curve  zweiter  Ordnung.    Schiomiich  z.  xxxvi. 

190-191. 

Einfache  Construction  *  der  Durchschnitte  der  Geraden 
X  +  ycotg/9  =  a  mit  dem  Kegelschnitte  r  =  p/(l  +  tgycos w),  wenn 
r,  €o  Polarcoordinaten  bedeuten.  Lp. 


J.   S.  CoLLiN.     Tangentes   communes  k  deux  coniques. 

Nonv.  Ann.  (3)  X.  302-305. 

Dem  Verf.  gelingt  es,  durch  Einführung  der  Richtungscoeffi- 
cienten  eine  ganz  elementare  Theorie  der  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten zweier  Kegelschnitte  zu  geben.  Wbg. 


P.   H.  8cH0UT£.     Sur  les  foyers  des  coaiques.      Matheais 

(2)  r.  129-132. 

Der  Verfasser  erhält  die  Brennpunkte  der  Kegelschnitte  ver- 
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mittelst  der  Bediogung,  dass  zwei  rechtwinklige,  durch  einen 
Brennpunkt  gezogene  Geraden  zu  einander  conjugirt  sind.  Aus 
den  erhaltenen  Ergebnissen  leitet  er  leicht  die  Gleichung  der 
kubischen  Curve  ab,  die  der  Ort  der  Brennpunkte  eines  tangen- 
tialen Kegelschnittbfischels  ist.  Mn.  (Lp.) 


R.  H.  PiNKBRTON.  On  the  condition  that  tbe  straight 
line  lx'{'fny+ni  =  0  should  be  a  normal  to  the  conic 
(a,  6,  Cj  fj  Qj  A)(a:,  y,  zf  =  0,  the  coordinates  beiug  tri- 

linear.      Edinb.  M.  8.  Proc.  IX.  1-4. 

Folgendes  ist  die  verlangte  Beziehung: 
(a,  6,  c,  f,  gj  Ä)(/— mcosC — neos 6',  m— wcosil' — fcosC, 

n— /cosB'— mco8il')'X2 
=  J(P+  tfi*+  n»~  2m»cosi4'-2n/coBB'-2/«co8C7, 

wo  Ä\  B\  C  die  Winkel  des  Bezugsdreiecks  sind,  S  fhr 
(ii,  B,  Cy  F,  ö,  £r)(/,  m,  n)'  gesetzt  ist,  und  wo  J,  A,  B, . ..  die  Be- 
deutung haben  wie  bei  Salmon,  Conic  Sections,  Gap.  XVIII. 

Gbs.  (Lp.) 

G.  DB  LoNGCBAMPS.  ExprcssiOD  du  rayon  de  courbure 
daDs  las  coniques  inscrites  k  un  triangle  de  r^f^rence, 

AB80C.  FraD9.  Marseille  XX.  11-23. 

Die  Gleichung  des  dem  Bezugsdreiecke  ABC  eingeschriebeneo 
Kegelschnittes  laute  in  barycen irischen  Coordinaten  o,  /?,  /: 
a^p^  +  ß^q^  +  y*r^—2aßpq-2aypr'-2ßyqr  =  0. 

Dann  wird  der  Krümmungsradius  in  dem  Berührungspunkte  A' 
der  Seite  BC  durch  die  Formel  gegeben: 

in  der  J  den  Inhalt  von  ABC  bezeichnet.  Diese  Formel,  welche 
zuerst  von  Hrn.  Demoulin,  einem  belgischen  Geometer,  gefunden 
ist,  wird  zu  Anfang  durch  den  Verf.  bewiesen.  Danach  wird 
ein  Auszug  eines  Briefes  von  Hrn.  Demoulin  abgedruckt  mit  dem 
Beweise  dieses  Mathematikers  sowie  mit  den  angeknüpften  Fol* 
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gerungen,  welche  sich  besonders  auf  die  Steiner'sche  Ellipse  be- 
ziehen. Lp. 

V.  Jambt.     cur  le  th^or^me  de  Joachimstbal.      Mathesis 

(2)  I.  105-108. 

Beweis  jenes  Satzes  und  einiger  ihm  nabestehenden  Sätze, 
z.  B.  des  folgenden:  Der  Kreis  durch  die  Fusspunkte  dreier  Nor- 
malen von  einem  Punkte  an  einen  Kegelschnitt  geht  auch  durch 
die  Projection  des  Mittelpunktes  auf  die  Tangente  in  dem  dia- 
metral dem  Fusspunkte  der  vierten  Normale  gegenüber  liegen- 
den Punkte  des  Kegelschnitts.  Mn,  (Lp.) 


O.  SchlOmilch.    üeber  die  Kriimmungskreise  der  Kegel- 

sobnitte.    Hoffmaon  Z.  XXII.  161-168. 

Lösung  einiger  Aufgaben  über  die  Krfimmungskreise  von 
Kegelschnitten,  die  auf  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades 
fahren,  z.  B.  denjenigen  Punkt  eines  Kegelschnittes  zu  finden, 
dessen  Krttmmungskreis  eine  Directrix  berührt,  oder  dessen 
KrQmmungskreis  bei  der  Hyperbel  eine  Asymptote  berührt. 

Lp. 

E.  Cesaro.      Etüde    intrins^ue    des    coniques    et    des 

cassinoides.      Mathesis  (*2)  I.  51-62. 

Eine  Studie  über  diese  Curven  und  einige  nahe  stehende 
vermittelst  der  zwischen  dem  Bogen  und  dem  Krümmungsradius 
bestehenden  Beziehung.  Mn.  (Lp.) 


SOLLERTINSKT.        Propri^t^S     des    COuiques.        Mathesis  (2)  I. 
177-182. 

Trägt  man  auf  der  Normale  in  einem  Punkte  D  einer  Ellipse 
nach  beiden  Seiten  eine  Strecke  ab  gleich  dem  geometrischen 
Mittel  aus  den  Abständen  dieses  Punktes  von  den  beiden  Brenn- 
punkten, so  sind  die  Brennpunkte  und  die  Endpunkte  der  abge- 
tragenen Strecken  die  Ecken  eines  harmonischen  Vierecks,  d.  h. 
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eines  derartigen  einsehreibbaren,  dass  das  Product  zweier  Gegen- 
seiten gleich  dem  der  beiden  anderen  ist  Dieser  Satz  and  der 
gleichartige  für  die  Hyperbel  haben  zahlreiche  Folgerungen. 

Mn.  (Lp.) 

R.  W.  Genese.     Sur  an   cercle  remarqoable  qui  passe 
par  deux  points  fixes  d'nne  coniqae.      Nooy.  Ann.  (3)  x. 

318-320. 

Es  sei  AB  eine  feste  Sehne  eines  Kegelschnittes;  C  ihr  Pol 
and  P  ein  beweglicher  Punkt  des  Kegelschnittes:  zieht  man  darcb 
C  eine  Antiparallele  za  AB  in  Bezug  auf  den  Winkel  AFB, 
welche  PA  und  PB  beziehentlich  in  Q  und  Q'  trifft,  so  liegen 
die  vier  Punkte  A^  B,  Q'^  Q  auf  einem  Kreise,  welcher  f)lr  alle 
Lagen  von  P  derselbe  bleibt  Wbg. 


F.  Lbrch.     Ueber  Dreiecke,  welche  einem  Kegelschnitt 
um-  und  einem  anderen  eingeschrieben  sind.     Pr.  (No.  171) 

Friedrichs-Gymn.  Breslan.  39  S.  8^ 

Wenn  einem  Kegelschnitte  zwei  beliebige  Dreiecke  umge- 
schrieben werden,  so  liegen  die  sechs  Eckpunkte  bekanntlich 
wieder  auf  einem  Kegelschnitt,  und  es  giebt  unzählige  Dreiecke, 
welche  dem  einen  Kegelschnitt  umgeschrieben,  dem  anderen  ein- 
geschrieben sind.  Man  kann  sich  demnach  eins  der  Dreiecke  in 
Gestalt  und  Lage  derart  beweglich  vorstellen,  dass  es  die  Schar 
der  Dreiecke  durchläuft.  Die  merkwtirdigen  Punkte  des  Drei- 
ecks beschreiben  dabei  Bahnen,  und  deren  Natur  ist  es,  mit  der 
sich  der  Verf.  beschäftigt.  Es  wird  der  Ort  des  Schwerpunktes, 
der  Ort  des  Höhenschnittes,  der  Ort  des  Mittelpunktes  des  um- 
geschriebenen Kreises,  der  Ort  des  Mittelpunktes  des  Feuerbaeh'* 
sehen  Kreises  untersucht,  und  gezeigt,  dass  alle  diese  geometri- 
schen Oerter  Kegelschnitte  sind.  Zum  Schluss  werden  noch  einige 
Relationen  abgeleitet,  welche  sich  auf  die  Mittelpunkte  der  eioen 
Dreieck  ein*  und  umgeschriebenen  Kegelschnitte  beziehen,  nod 
welche  Steiner  ohne  Andeutung  eines  Beweises  seiner  Zeit  rer- 
öffentlicht  hat  Sehn. 


j 
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G.  B.  Mathews.      Proofs  of  Steiner's  theorems  relating 
to  circumscribed  and  inscribed  conics.    Lond.  m.  s.  Proc. 

XX  IL  18-27. 

Die  Beweise  beziehen  sieh  auf  einige  Theoreme,  welche 
Steiner  in  Grelle's  Journal  Bd.  XXX.  97-106,  ohne  Einsicht  in 
ihre  Herleitung  zu  geben,  yeröfifentlicht  hat.  Diese  Theoreme 
beschäftigen  sich  wesentlich  mit  denjenigen  Kegelschnitten,  welche 
unter  den  einem  Vierseit  eingeschriebenen  Kegelschnitten  Maxi- 
malflächen haben,  sowie  mit  denjenigen,  welche  unter  den  einem 
Viereck  umgeschriebenen  Kegelschnitten  Minimalflächen  besitzen. 
Das  erste  Problem  findet  in  gewandten  analytischen  Formen 
seine  Lösung.  Zwei  Kegelschnitte  entsprechen  der  geforderten 
Bedingung,  ihre  Mittelpunkte  werden  als  Schnitte  eines  Kegel- 
schnitts und  einer  Geraden  gefunden,  und  damit  ist  ihre  Con- 
struetion  gegeben.  Das  zweite  Problem  fQhrt  auf  drei  eigent- 
liche Losungen,  wenn  man  neun  uneigentliche  ausser  Acht  lässt, 
so  dass  seine  rein  geometrische  Behandlung  notwendig  die  An- 
wendung anderer  Curven  als  Kegelschnitte  und  gerade  Linien 
erfordert.  Sehn. 

O.  Richter.    Ort  der  Kegelschnittssehnen,  die  von  einem 
gegebenen  Punkte  aus  unter  rechtem  Winkel  erscbeinen. 

Schlömilch  Z.  XXXVI.  49-56. 

Die  Sehnen  umhüllen  einen  zweiten  Kegelschnitt.  H. 


Gr.  RozzoLiNO.      Una  proprietk  metrica  fu  poli  e  polari 
in  una  conica  dotata  di  centro.      (9  S.;   ohne  Datum   und 

Drackort) 

In  der  „Analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte^  von  Salmon 
^wird  als  Anwendung  der  Theorie  der  conjugirten  Diameter  der 
folgende  Satz  ausgesprochen:  Sind  zwei  Halbmesser  eines  Kegel- 
schDitta  gegeben,  und  betrachtet  man  die  Tangenten  in  ihren  End- 
punkten und  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Halbmessern,  so  bekommt 
man  zwei  inhaltsgleiche  Dreiecke.  Hr.  Rozzolino  beweist  dieses 
Xbeorem  analytisch  auf  eine  Weise,  welche  sogleich  sehen  lässt, 

Portaohr.  d.  Math.  ZXUI.  2.  49 
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dass  daaiselbe,  wie  folgt,  verallgemeinert  werden  kann :  Verbindet 
man  zwei  Punkte  der  Ebene  eines  Kegelsehnitts  mit  dem  Mittel- 
punkte desselben  und  jeden  mit  dem  Punkte,  in  dem  seine  Po- 
lare den  durch  den  anderen  gehenden  Durchmesser  schneidet^ 
so  bekommt  man  zwei  inhaltsgleiche  Dreiecke.  La. 


M.  LiRoux.  Agr^gatiou  des  Sciences  math^matiqnes 
(concours  de  1890).  Solution  g^om^trique  de  la 
question  de  Math^matiques  speciales.     Nonv.  Ann.  (3)  x. 

264-267. 

Lbbel.      Agr^gation    de   Math^matiques.     Concours    de 

1890.     J.  de  Math.  8p6c.  (3)  V.  13-17. 

„Alle  Kegelschnitte,  welche  einem  gegebenen  Dreiecke  ein- 
geschrieben sind  und  von  einem  Punkte  P  aus  unter  einem  rech- 
ten Winkel  gesehen  werden,  werden  noch  von  einem  zweiten 
Punkte  P'  aus  unter  einem  rechten  Winkel  erblickt  Der  geo- 
metrische Ort  der  Mittelpunkte  dieser  Kegelschnitte  ist  eine  Ge- 
rade, nämlich  das  Mittellot  von  PP'.  Verändert  der  Punkt  F 
seine  Lage,  so  bewegt  sich  der  Punkt  P'  derart  mit,  dass  die 
Gerade  PP'  stets  durch  einen  festen  Punkt  J  geht,  und  zwar 
den  Höhenpunkt  des  gegebenen  Dreiecks,  und  dass  das  Pro- 
duct  JP.JP'  constant  bleibt." 

Der  Verf.  des  ersten  Aufsatzes  zeigt  zunächst,  dass  alle 
einem  gegebenen  Dreiecke  eingeschriebenen  und  von  einem 
Punkte  aus  unter  einem  rechten  Winkel  gesehenen  Kegelschnitte 
noch  eine  vierte  feste  Gerade  berühren,  also  einem  Vierecke  ein- 
geschrieben sind,  und  bedient  sich  dann  zum  Beweise  der  oben 
stehenden  Sätze  eines  Theorems  über  die  Monge'scben  Kreise, 
sowie  des  bekannten  Steiner'schen  Satzes,  dass  die  Directricen 
aller  einem  Dreiecke  eingeschriebenen  Parabeln  durch  den  Höhen- 
punkt  desselben  gehen. 

Der  Verf.  der  zweiten  Note  behandelt  dieselbe  Aufgabe  an&> 
lytisch,  ebenso  wie  ein  Herr  E.  A.  schon  früher  im  J.  de  Math. 
sp6c.  (3)  IV  (1890),  S.  221-224.  •  Wbg. 
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Lkmaire.     Note   sur  la  question   pr^c^dente.     Nouv.  adiu 

(3)  X.  267-269. 

Der  Verfasser    beweist   die  vorher  besprochenen  Sätze  mit 
Hülfe  der  Theorie  der  Involutionen.  Wbg. 


Marchand.     Remarques  sur  le  m^me  probl&me.     Noav. 

Aoo.  (3)  X.  269-276. 

Der  Verfasser  benutzt  die  Ghasles'sche  Methode  der  Charak- 
teristiken, um  das  oben  besprochene  Problem  in  der  allgemei- 
neren Form  zu  erörtern,  dass  der  Winkel,  unter  dem  die  einem 
Dreieck  eingeschriebenen  Kegelschnitte  von  einem  Punkte  aus 
gesehen  werden,  ein  beliebiger  ist.  Wbg. 


J.  WOLSTENHOLMB.      Solotloil    of  questlon  6922.     Ed.  Times 
LV.  68-71. 

Vier  Punkte  S,  A\  Aj  X  liegen  auf  einer  Geraden  so,  dass 
SA'  =  AX  ist.  In  2  wird  das  Lot  auf  jener  Geraden  errichtet 
und  „Directrix**  genannt,  während  S  der  , Brennpunkt**  heisst. 
Fällt  man  von  irgend  einem  Punkte  P  der  Ebene  das  Lot  PM 
auf  die  Directrix,  zieht  SP  und  AM^  die  sich  in  Q  schneiden,  so 
hat  man  zwei  sich  entsprechende  Punkte  P  und  Q  einer  Ver- 
Mrandtschaft.  Der  Ort  von  Q  ist  von  derselben  Ordnung  und 
Klasse  wie  eine  von  P  beschriebene  Curve.  Die  Tangenten  der 
!];urven  in  P  und  Q  schneiden  sich  auf  der  Directrix.  Der  Fuss- 
>unkt  N  des  Lotes  von  Q  auf  die  Directrix  liegt  auf  Pi4'.  An- 
irendungen  auf  Kegelschnitte  mit  S  als  Brennpunkt,  XM  als  Di- 
ectrix.  Lp. 

^»  Grossbtete.     Agrögation  des  Sciences  matb^matiques 
(concours    de    1890).      Solution    de    la    question    des 
I    Math^matiques  ^I^mentaires.    Nouv.  Aon.  (3)  x.  256-264. 

Es  sind  zwei  Gerade  xOx'  und  yOy'  gegeben,  welche  sich 
I  einem  Punkte  O  schneiden,  ferner  auf  der  ersteren  ein  Punkt 
{^    auf  der  zweiten  ein  Punkt  B.    Eine  bewegliche  Gerade  soll 

49* 
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xOai  in  Jf  und  yOy'  in  AT  so  treffen,  dasa  die  Strecke  XiV  gleich 
der  Summe  oder  gleich  dem  absoluten  Werte  der  Differenz  der 
Strecken  AU  und  BN  ist. 

1)  Es  giebt  in  beiden  Fällen  zwei  Reiben  solcher  Gferaden; 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  im  allgemeinen  von  jeder 
dieser  Reihen  zwei  Gerade. 

2)  Es  sei  IfJV  eine  Gerade,  welche  zu  einer  dieser  beiden 
Reihen  gehört:  der  geometrische  Ort  fttr  den  Mittelpunkt  des 
dem  Dreieck  OJfA'  umgeschriebenen  Kreises  ist  ein  Kegelschnitt, 
welcher  einen  Brennpunkt  in  O  hat,  und  die  En^eloppe  diese? 
Kreises  ist  ein  Kreis.  Wbg. 


M.  d'Ocagnb.     Remarque  sur  la  parabole.    J.  deMath.spec. 

(3)  V.  97-101. 

Ein  leicht  zu  findender  Satz  ttber  den  Schwerpunkt  der  vier 
Schnittpunkte  einer  Parabel  mit  einem  beliebigen  Kreise  wird 
zur  Aufstellung  einiger  Eigenschaften  der  KrQmmungskreise  einer 
Parabel  benutzt  Lp. 

A.  J.  Pressland.      The   triangle  and  its  escribed  para- 

bolas.     Edinb.  M.  S.  Proc.  IX.  4-10,  28-30. 

Die  Beziehungen  zwischen  einem  Dreiecke  und  seinen  an- 
geschriebenen Parabeln  treten  bei  der  Auigabe  auf,  eine  gerade 
Linie  zwischen  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  so  einzufügen,  da^s 
das  Zwischenstück  gleich  jeder  der  abgeschnittenen  Strecken  is^t 
Die  Behandlung  ist  meistens  analytisch,  teilweise  aber  auch  srn- 
thetisch,  und  es  ergeben  sich  einige  interessante  Sätze,  die  mit 
bekannten  Sätzen  der  Dreiecksgeometrie  eng  zusammenhängen. 

Gb».  (Lp.) 

Balitrand.      Sur  la  question   266.      Solution   et  d^ve* 

loppemCDtS.     J.  de  Math.  sp^c.  (3)  V.  2i9-S51. 

Einem  gegebenen  festen  Dreiecke  ABC  beschreibt  nan  alle 
Dreiecke  A^WC  ein,    welche  denselben  Schwerpunkt  G   liabeo. 
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Dann  umhallen  die  Seiten  B'C\  C  A\  A'V  drei  Parabeln,  näm- 
lieh  die  Artzt'seben  (J.  Neoberg).  Zusammenhang  mit  der  Drei- 
ecksgeometrie.  Lp. 

J.  WOLSTBNHOLMB,  AnDBRSON,  J.  D.  WiLLIAMS.      Solutioil 
of  queatioD    10594.    Bd.  Times  LIV.  48-49. 

Auf  der  Parabel  y'  =  Aax  werden  zwei  Punkte  P,  Q  mit 
den  Coordinaten  am^^  2am  und  a(8-4'^')>  —  l^m  angenommen. 
Der  Kreis  mit  Q  als  Mittelpunkt  und  QP  als  Radius  schneidet 
die  Parabel  in  drei  neuen  Punkten,  die  Ecken  eines  gleichseiti- 
gen Dreiecks  sind.  Ferner  ist  QP  stets  Normale  der  Parabel 
y'  =  36a(a;4-12a).  Lp. 

J.  WoLSTENHOLME,  T.  Galliers,  G.  G.  Storr.     Solution 

of  questioD    10298.     Bd.  Times  LIV.  55. 

Die  Htlllcurve  der  Umkreise  der  gleichseitigen  Dreiecke, 
welehe  der  Parabel  y^  =  4ax  umgeschrieben  sind,  ist  die  Hyperbel 
3(ir+o)'— y'  =  12a',  welche  dem  Orte  der  Eckpunkte  dieser 
Dreiecke  (3aj-f  5a)'— y'=  3a'  ähnlich  ist.  Die  Hüllcurve  der  In- 
kreise ist  3(x  +  a)'— y'  =  3a'.  Lp. 


J.  Wolstenholme.     Solation  of  question  7053.  Ed.  Times 

LV.  53-56. 

Einem  Dreiecke  aßy  wird  ein  Dreieck  ABC  von  gegebenen 
Wiokeln  umgeschrieben,  und  ein  anderes  Dreieck  abc  mit  Seiten, 
die  denen  von  ABC  parallel  sind,  wird  aßy  eingeschrieben.  Eine 
grössere  Anzahl  von  gegenseitigen  Beziehungen  der  Dreiecke 
ABC  und  abc  wird  aufgestellt,  so  besonders  Oerter  und  HüU- 
curven  der  mit  ihnen  zusammenhäDgenden  Punkte  oder  Geraden 
und  Curven.  Lp- 

Babisien.     Concours  d'admission   k  Tficole  Centrale  en 

1889.      SolutioD.      Nouv.  Ann.  (3)  X  228-235. 

£8   BeiBü  Osfij  Off   zwei   rechtwinklige  Axen  und  LV   eine 
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Parallele  zu  Oy  im  Abstände  a,  welche  Ox  inA  schneiden  möge; 
es  wird  der  ßOschel  von  Parabeln  betrachtet,  welche  durch  den 
Punkt  0  gehen  und  die  Gerade  LL'  zur  Directrix  haben. 

1)  Der  geometrische  Ort  fttr  die  Brennpunkte  dieser  Para- 
beln ist  ein  Kreis  mit  dem  Hittelpunkt  0  und  dem  Radius  a; 
der  Ort  ihres  Scheitels  ist  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  die 
Mitte  von  OA^  deren  kleine  Axe  OA  =  a  ist,  und  deren  grosse 
Axe  die  Länge  2a  hat. 

2)  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  xOy  gehen  zwei  der  be- 
trachteten Parabeln;  dieselben  sind  reell,  wenn  der  Punkt  inner- 
halb der  Parabel  y^'\-Aax'-'4a^  =  0  liegt;  sie  fallen  in  eine  zu- 
sammen, wenn  der  Punkt  auf  dieser  Parabel  liegt,  und  sie  sind 
imaginär,  wenn  er  ausserhalb  derselben  liegt. 

3)  Der  geometrische  Ort  S  des  Punktes  If,  fhr  den  die  Tan- 
genten in  0  an  die  beiden  Parabeln  des  Büschels,  welche  durch 
M  gehen,  auf  einander  senkrecht  stehen,  ist  die  Parabel  y*-\'2ax  =0. 

4)  Während  sich  der  Punkt  M  auf  der  Parabel  S  bewegt, 
dreht  sich  die  Verbindungslinie  der  Brennpunkte  der  beiden 
durch  M  gehenden  Parabeln  des  Büschels  um  einen  festen  Punkt 

Whg. 

Barisien.     Concours  d'admission  k  TEcole  Polytecbnique 
en  1890.     Solution.   Nonv.  Ann.  (3)  X.  201-206. 

Es  ist  in  einer  Ebene  eine  gleichseitige  Hyperbel  H  gegeben, 
deren  Gleichung,  bezogen  auf  ihre  Axen  als  Coordinatenaxen, 
a?'— y*  =  o"  lautet.  Von  einem  Punkte  M  der  Ebene,  dessen  Co- 
ordinaten  ^  =  p,  ^  =  9  sind,  werden  die  Normalen  an  die^ 
Garve  gezogen,  und  es  soll  durch  die  Fusspunkte  dieser  Nor- 
malen eine  neue  gleichseitige  Hyperbel  K  gelegt  werden,  deren 
Normalen  in  diesen  Punkten  wieder  durch  einen  Punkt  gehen. 
Wenn  der  Punkt  M  sich  ausserhalb  der  Ellipse  p^-f  ^9'  =  ^^' 
befindet,  giebt  es  zwei  reelle  Hyperbeln  ÜT;  liegt  er  auf  dieser 
Ellipse,  so  giebt  es  nur  eine  Hyperbel  IT;  liegt  er  endlich  inner- 
halb dieser  Ellipse,  so  sind  die  Hyperbeln  K  imaginär.  —  Der 
geometrische  Ort  des  Punktes  If,   für  welchen  die  Hyperbeln  B 
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und  K  zusammenralleD,  setzt  sich  zusammen  aus  der  gleichseiti- 
gen Hyperbel  p'— 9'+2o'  =  0  und  aus  einer  Curve  ß'^' Ordnung. 
—  Eine  andere  Behandlung  derselben  Aufgabe  steht  im  J.  de 
Math.  sp6c.  (3)  IV.  157-161  (1890).  Whg. 


Barisien.     Concours   d'admission  k  l'EcoIe  Centrale  an 

1890.      Solution.      Nouv.  Add.  (3)  X.  243-251. 

Es  sind  zwei  rechtwinklige  Axen  x'Ox,  y'Oy  und  zwei  in 
Bezug  auf  0  symmetrische  Punkte  A,  B  gegeben: 

1)  Man  nimmt  auf  der  d;-Axe  einen  beliebigen  Punkt  P  an 
und  betrachtet  die  Parabel  (P)f  welche  die  Geraden  PA  und  PB 
in  A  bez.  B  berQhrt:  Während  der  Punkt  P  die  x-Axe  durch- 
läuft, beschreibt  der  Brennpunkt  von  (P)  eine  Hyperbel,  deren 
Centram  in  0  liegt,  und  deren  eine  Asymptote  zur  x-kn»  parallel 
ist;  und  der  Scheitel  von  (P)  beschreibt  eine  Hyperbel  mit  den- 
selben Eigenschaften,  die  zudem  durch  den  Punkt  A  geht. 

2)  Man  nimmt  auf  der  y-Axe  einen  Punkt  Q  an  und  be- 
trachtet die  Parabel  (0),  welche  die  Geraden  QA  und  QB  in  A 
bez.  B  berührt :  Die  beiden  Parabeln  (P)  und  (ff)  schneiden  sicbi 
ausser  in  A  und  B  noch  in  zwei  Punkten  C  und  D;  wenn  nun 
die  Punkte  P  und  Q  sich  auf  der  x-  bez.  ^-Axe  so  bewegen, 
dass  sie  stets  gleichen  Abstand  vom  Ursprung  haben,  so  be- 
schreiben die  Punkte  C  und  D  eine  Ellipse  mit  den  Axen  Ox^ 
Oy  und  dem  Centrum  O.  —  Eine  andere  Behandlung  derselben 
Aufgabe  findet  sich  im  J.  de  Math.  spöc.  (3)  V.  118-119. 

Wbg. 

E.  Lampe,    W.  J.  Greenstreet,    G.  Heppel.     Solution 

of  question    10965.       Ed.  Times  LV.  115-116. 

Wenn  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  einer  fest  gegebenen 
Parabel  eine  vierpunktige  Berührung  hat,  so  ist  der  Ort  ihres 
Mittelpunktes  das  Spiegelbild  der  Parabel  gegen  die  Directrix; 
das  Quadrat  der  Halbaxe  der  Hyperbel  ist  a'=  Ap,  wenn  R  der 
Krümmungsradius  der  Parabel,  p  der  halbe  Parameter  ist.    Ist 
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statt  der  Parabel  eine  Ellipse  gegeben,  so  ist  der  Ort  des  Mittel- 
punktes der  vierpunktig  berührenden  Hyperbel  die  Fosspunkten- 
curve  der  Ellipse  a'«'+6'y' =  (a»  +  6')"  für  den  Mittelpunkt 
als  Pol,  wie  auch  früher  schon  als  Uebungsaofgabe  gestellt  war. 

Lp. 

E.  Lampb,   Anderson.     Solution  of  question  10559. 

Ed.  Times  LIV.  74-76. 

Der  vom  Ref.  zum  Beweise  vorgelegte  Satz  lautet:  Setzt 
man  die  Oeclination  der  Sonne  während  eines  Tages  constant 
voraus,  so  ist  die  Curve,  welche  der  Endpunkt  des  Schatteos 
eines  verticalen  Stabes  von  der  Länge  l  im  Laufe  eines  Tages 
in  unseren  Breiten  gt  auf  der  Horizontalebene  beschreibt,  be- 
kanntlich eine  Hyperbel.  Die  Asymptoten  aller  dieser  Hyperbeln 
für  verschiedene  Tage  des  Jahres  umhüllen  eine  Parabel  vom 
Parameter  4/tg9),  deren  Scheiteltangente  diejenige  Gerade  ist, 
welche  von  dem  Endpunkte  des  Schattens  an  den  Tagen  der 
Aequinoctien  beschrieben  wird.  Der  Ort  der  Endpunkte  der  con- 
jugirten  Axen  aller  Hyperbeln  ist  eine  andere  Parabel  vom  Para- 
meter ligg>*  Lp. 

B.  Ghakravarti,  T.  Galliers,  Bhattarta.     Solution  of 

question    9162.     Ed.  Times  LIV.  40. 

Die  reciproke  Polare  der  Evolute  der  HypelftV— o*y*=aV 
mit  Bezug  auf  den  Kreis,  der  den  Abstand  der  beiden  Brenn- 
punkte zum  Durchmesser  hat,  ist  die  Curve  a'/^'— *7y*  =  1- 

Lp. 

J.    WOLSTENHOLMB,      ANDERSON.         SolutlOU     of     question 
10494.      Ed.  Times  LIV.  111-112. 

Angaben  von  geraden  Linien,  deren  Schnittpunkte  die 
Lemoine'schen  und  die  Brocard'sohen  Punkte  der  einer  Ellipse 
eingeschriebenen  grössten  Dreiecke  liefern.  Lp. 
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W.  J.  Grkenstrbbt,  T.  Gallibs,  M.  Brierly.    Solution 

of  qiiestion   10288.      Bd.  Times  LIV.  83-84. 

Die  Httlicurve  der  Seiten  eines  Dreiecks,  das  der  Ellipse 
b*x^  +  a*y'  =  a'fc'  eingeschrieben  ist  und  den  festen  Höhen- 
schnitt  Xj  Y  besitzt,  hat  die  Gleiehnng: 

(2^^ ^+P — ;  C2y  y — -r^. ) 

+«'(X'-a«)  +  y'(r-5')  =  2xyXY. 

Lp. 

J.-G.  Darboux.     Solution  de  la  question  276.    J.  de  Math. 

8p6c.  (3)  V.  136-144. 

Zwei  Gegenecken  eines  vollständigen  Viersei ts  bleiben  fest; 
zwei  andere,  nicht  gegenüberliegende  Ecken  beschreiben  einen 
Kegelschnitt.  Die  eine  der  beiden  letzten  Ecken  beschreibt  eine 
Gerade.  Dann  ist  der  Ort  der  sechsten  Ecke  ein  Kegelschnitt. 
Analoger  Satz,  wenn  der  Kegelschnitt  durch  eine  Fläche  zweiter 
Ordnung,  die  Gerade  durch  eine  Ebene  ersetzt  wird.  Der  Verf., 
Schüler  des  Lycöe  Louis -le- Grand,  behandelt  die  letztere  Auf- 
gabe. Lp. 

LsiNEKUGKii.     Solution  de  la  question  272.      J.  de  Mutb. 

sp^.  (?)  V.  166-167. 

Zieht  man  in  einem  Punkte  M  der  inneren  von  zwei  con- 
centrischeu  und  ähnlichen  coaxialen  Ellipsen  die  Normale,  welche 
die  Axen  in  P  und  Q  schneidet,  ferner  die  Tangente,  welche  die 
äussere  Ellipse  in  R  und  S  schneidet,  so  sind  die  Winkel  PRQ 
und  PSQ  von  unveränderlicher  Grösse.   (Satz  von  J.  Neuberg.) 

Lp. 

Rbzbau«     Solution  de  la  question  221.    J.  de  Math.  sp^e.  (3) 

V.  91-95. 

Analytische  Lösung  der  Aufgabe,  an  einen  gegebenen  Kreis 
eine  solche  Tangente  zu  ziehen^  dass  die  auf  ihr  von  zwei  festen 
Geraden  ausgeschnittene  Strecke  eine  gegebene  Länge  /  hat. 

Lp. 
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Yalb,  T.  U.  Taylor.     Solutions  of  exercises.      AddaIs  of 

Math.  y.  231-232. 

Drei  leichte  Aufgaben  der  rechnenden  Geometrie.        H. 


Th.  Meyer,      lieber  zwei  merkwttrdige  Ponktpaare  auf 
einer  Axe  einer  Curve  zweiter  Ordnung.      Natarf.  Ges. 

Halle  LXIV.  542-546. 


J.  PüZYNA.      üeber    einen    Satz    von    F,    Fohe.       Krak. 

Denkschr.  XVIL  24-45.  (Polnisch,  1890.) 


C.  A.  Laisant.     Interpretation  g^om^trique  d'une  iden- 

titö.     äoc.  Philom.  Ball.  (8)  III.  51. 


D.     Andere  specielle  Gurven, 
W.  W.  RousE  Ball.     On  Newton's  Classification  of  cubic 

CUrves.      Lond.  M.  S.  Proc.  XXIL  104-143. 

Die  Enumeratio  linearum  tertii  ordinis,  welche  Newton  im 
Jahre  1704  als  einen  Anhang  zu  seiner  Optik  zuerst  veröfFent- 
licht  hat,  enthält  die  ersten  Versuche,  die  Methoden  der  analyti- 
schen Geometrie  auf  eine  erschöpfende  Klassification  der  Car?en 
dritter  Ordnung  anzuwenden.  Die  vorliegende  Abhandlung  ent- 
hält eine  Uebersicht  Ober  den  Inhalt  dieser  Schrift  und  vergleicht 
sie  mit  einer  früheren  von  Newton  gegebenen  Behandlung  dieses 
Gegenstandes,  welche  in  einer  Handschrift  in  der  Portsmonth 
Sammlung  sich  findet.  Es  folgt  eine  kurze  Angabe  der  Schrif- 
ten, welche  sich  mit  dem  gleichen  Gegenstande  in  der  Folge  be- 
scbäftigt  und  eine  engere  Beziehung  zu  der  Newton'schen  Me- 
thode haben,  und  an  diese  schliessen  sich  zwei  Auszüge  aus 
Newton's  Manuscripten.  Das  eine  führt  den  Titel:  „Fragments 
concerning  lines  of  the  third  Order",  das  andere  „Enumeratio 
curvarum  trium  dimensionum".  Sehn. 
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W.   BuRNSiDE.     On    the    form    of  closed   curves   of  the 

third   class.      Mess.  (2)  XXI.  25*26. 

Durch  einfache  Ueberlegungen  werden  als  die  beiden  mög- 
lichen Formen  ermittelt:  1)  eine  einzige  geschlossene  Curve  mit 
drei  Spitzen,  2)  eine  aus  zwei  Teilen  bestehende  Curve:  der  erste 
Teil  hat  die  Form  des  ersten  Falles,  der  zweite  ist  ein  diesen 
Teil  umschliessendes  Oval.  Lp. 


H.  VON  Jbttmar.  Analytische  Untersuchungen  der  Cur- 
ven  zweiter  und  dritter  Ordnung  mittels  numerischer 
Dreieckscoordinaten.    Hoppe  Arch.  (2)  x.  id-di. 

Numerische  Dreieckscoordinaten  eines  Punktes  heissen  die 
Verhältnisse  seiner  Abstände  von  den  drei  Seiten  eines  festen 
Grunddreiecks  zu  den  entsprechenden  Höhenloten.  Nach  Auf- 
stellung der  fundamentalen  Relationen  werden  diejenigen  Gebilde 
zweiten  und  dritten  Grades,  welche  in  symmetrischer  Beziehung 
zum  Grunddreieck  stehen,  dann  auch  die  einaxigen  discutirt  und 
vier  besondere  Aufgaben  gelöst.  U. 


F.  H.  LoUD.     A  theorem  in  plane  cubics.     AnDals  of  Math. 

VI.  5-6. 

Der  Satz  ist  folgender.  Eine  Curve  dritten  Grades  wird 
von  vier  Geraden  PQR^  PGL^  QHM^  RKN  in  den  neun  bezeich- 
neten Punkten  geschnitten.  Die  Sehnen  KMj  GN,  HL  schneiden 
die  Curve  bezw.  noch  in  Ä,  Bj  C  and  die  Sehnen  GL^  HM,  KN 
in  a,  by  e;  dann  liegen  A,  B,  C  und  a,  6,  c  in  zwei  geraden 
Linien,  welche  die  Sehne  PQR  in  demselben  Punkte  schneiden. 

H. 


J.  Valyi.     Zur  Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ord- 
nung und  sechster  Klasse.  II.    Ungar.  Ber.  ix.  U3-iö0. 

Verf.   beweist   mit  Hülfe   der  Darstellung   der   Coordinaten 
einer  solchen  Curve  durch  Weierstrass'sche  elliptische  Functionen 
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den  Satz:  Wenn  zwei  r-Ecke  At^Bt  auf  einer  solchen  CuiTe  h 
liegen,  dass  alle  Verbindungslinien  AkBk  durch  einen  Punkt Q,a!V 
Verbindungslinien  AkBk^t  durch  einen  Punkt  C^  gehen,  so  geben 
auch  alle  Verbindungslinien  AkBk^k  durch  einen  Punkt  Ci\  ferne: 
alle  iljkC-t-i-A  durch  Ba,  alle  BjkC»-»  durch  J*.  Er  zeigt  fernerj 
dass  solche  „r-fach  perspectiven  r-Ecke*'  wirklich  eiLstiren  uctj 
bestimmt  die  Ordnungszahl  der  von  ihnen  gebildeten  HaDoigfar 
tigkeit.  Bdt 

G.  DB  LoNGCHAMPs.     Sur  les  cubiques  unicursales. 

Progreso  mat.  l.  49-54. 

Hr.  Zahradnik  hat  gezeigt  (vgl.  F.  d.  M.  V.  1873.  366,  M 
1874.  443),  dass  die  einläufigen,  durch  einen  Doppelpaokt  .ge- 
kennzeichneten Curven  dritter  Ordnung  als  Cissoiden  emur. 
werden  können,  d.  h.  sich  aus  den  Kegelschnitten  herleiten  las^a. 
wie  die  gemeine  Cissoide  aus  dem  Kreise.  Hr.  de  LoDgcbaiDii> 
zeigt  im  gegenwärtigen  Aufsatze,  dass  jener  Satz  eine  AasnatL' 
erleidet,  wenn  die  kubische  Curve  die  Gerade  im  ünendlichrr 
als  dreifache  Asymptote  besitzt.  Darauf  beschäftigt  sich  lir 
Verf.  mit  der  Punkt- Gonstruction  der  einläufigen  kubischen  Currei 
und  mit  der  Construction  der  Tangenten  an  diesen  Carven. 

Tx.  (Lp.) 

Waboquikr,     Jfecole  Normale  sup^rieure.     ConcoQrs  it 

1890.     J.  de  Math.  8p6c.  (3)  V.  18-20. 

Bei  rechtwinkligen  Axen  nimmt  man  auf  der  «-Axe  eiuc 
festen  Punkt  A^  auf  der  y-Axe  einen  festen  Punkt  B  an  ofl^ 
legt  durch  den  Ursprung  0  die  Parallele  zu  AB.  Drei  Krei^- 
von  denen  der  erste  Oac  in  A,  der  zweite  Oy  in  B,  der  driöf 
die  Parallele  durch  0  zu  AB  in  0  berührt,  haben  dieselbe  Poieci- 
linie.  Dieselbe  geht  durch  einen  festen  Punkt  Die  gemei. 
schaftlichen  Punkte  jener  drei  Kreise  liegen  auf  der  kubiKkea 
Curve 

(«'+  y'X^'x  -f  a'y)--2ab(bx  +  ay)'  +  a^b\bx  +  ay)  =  0, 
deren  Gestalten  erörtert  und  abgebildet  werden.  Lp. 
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H.  Brocard.     Sur  une  clasee  particuli^re  de  triangles. 

MatbesiB  (2)  I.  153-166. 

Untereuehung  einer  gewissen  Strophoide,  die  zu  einer  geo- 
metrischen Deutung  der  Functionen  sn^  cn,  dn  fahrt,  wenn  der 
Modul  gleich  1  ist.  Mn.  (Lp.) 

Jan  DK  Vries.     Polygones  cycliques   sur  courbes  cubi- 

ques  planes.    Arch.  N^erl.  XXV.  1-32. 

Uebersetzung  der  Abhandlung:  Amst.  Versl.  en  Meded.  (3) 
VII.  430-461  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  560).  Mo. 


T.  Tuch.  Eine  Cremona'sche  Punkt-Gerade-Verwandt- 
scbaft  zweiter  Ordnung  nebst  einer  Untersuchung 
über  die  einer  Curve  dritter  Ordnung  gleichzeitig  ein- 
und  umgeschriebenen  Dreiecke.    Dies.  Jena.  51  s.  8«.  (1890.) 


G.  B.  Mathews.     On  a  certain  class  of  plane  quartica. 

London  M.  8.  Proc.  XXII.  173-176. 

Die  allgemeinste  Curve  vierter  Ordnung  kann  erzeugt  wer- 
den als  Einhüllende  der  zu  allen  Punkten  eines  Kegelschnitts  in 
Bezug  auf  eine  feste  Curve  dritter  Ordnung  gehörenden  ersten 
Polaren.  Der  Verf.  legt  eine  specielle  Curve  dritter  Ordnung  zu 
Grunde  x'4-y'  +  *' =  0;  er  zeigt,  dass  alsdann  die  entstehende 
Quartic  auch  aus  einem  doppelt  unendlichen  System  von  Kegel- 
schnitten und  Curven  dritter  Ordnung  hergeleitet  werden  kann 
und  berechnet  das  vollständige  System  ihrer  Doppeltangenten. 

R.  M. 


E.  MöCKB.     üeber  zweiaxig- symmetrische  Curven  vier- 
ter Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten.    Pr.  Gymo.  Gross- 

Strehlitz  1891  (No.'204).  20  S.  49  a.  1892  (No.  206).  16  8.  4«. 

In  der  leicht  anzusetzenden  Gleichung  dieser  Curven  drttckt 
der  Verf.  die  Coefficienten  durch  vier  Parameter  a,  b,  c,  d  aus, 
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sodass  (+  a,  0)  die  beiden  Doppelpunkte  und  (0,  +  c),  (0,  +  d), 
(+  o»  +  ^)  andere,  anschaulich  sofort  hervortretende  Punkte  sind. 
Die  Abhängigkeit  der  Currengestalt  von  der  Realit&t  und  den 
besonderen  Wertverhältnissen  dieser  vier  Grössen  wird  er- 
schöpfend discutirt  und  durch  18  Figuren  erl&utert.        R.  M. 


Balitrand.  Sur  les  courbe«  du  quatri^me  ordre  qui 
ont  trois  points  doubles  d'inflexiou  et  an  particulier 
sur  la  Kreuzcurve.     Mathesls  (2)  i.  24l-2i5. 

Untersuchung   der   Curven    mit    der    trilinearen    Gleichung 
/»'»•  +  wa'aj'  +  nx'y"  =  0.  Mn.  (Lp.) 


H.    BrOCARD.      Le   trifolium.      J.   de    Math.  Bp6c.    (3)    V.   32-42, 
56-64,  80-85.  106-115,  123-132,  149-157,  177-181. 

Die  Fusspunktencurve  der  dreispitzigen  Hypocykloide  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  des  sie  dreifach  berührenden  Kreises  ist  eine  Carie 
vierter  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkte;  dieselbe  ist  unter 
diesem  Gesichtspunkte  von  Hrn.  G.  de  Longchamps  im  J.  de 
Math.  spöc.  (3)  1.  203-205  und  220-223  (1887)  untersucht  wor- 
den und  hat  den  Namen  „schiefes  Dreiblatf*  erhalten.  Hr.  Broeard 
giebt  zunächst  eine  neue  Erzeugung:  Durch  einen  Punkt  P  einer 
Kreislinie  zieht  man  eine  Sehne  PRj  durch  R  eine  Parallele  zu 
einer  vorgegebenen  festen  Geraden  f.  Trägt  man  die  Sehne  RP 
von  R  aus  auf  dieser  Parallele  beiderseitig  bis  Jlf  und  M*  ab, 
so  ist  der  Ort  von  M  (oder  W)  ein  schiefes  Dreiblatt,  dessen 
Gleichung  fHr  den  durch  P  gehenden  Durchmesser  als  j;-Aie 
und  die  Tangente  in  P  als  y-Axe  lautet: 

(«'+y')'  =  2aaj(aj'+y')  +  2ax(a;"-3y»)co82Ö 

+  2ay(3«*-y085n2(?. 
Die  Arbeit  entwickelt  sodann  eine  grosse  Anzahl  von  Eigen- 
schaften dieser  Curve  unter  den  folgenden  Ueberschriften:  Merk- 
würdige Punkte  des  schiefen  Dreiblatts.  Das  schiefe  Dreiblatt 
und  das  regelmässige  Dreiblatt.  Tangente  und  Normale  am 
schiefen    Dreiblatt.     Das   schiefe  Dreiblatt   und    die  dreieckige 
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Hypocjkloide.  Eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten. Dreiecke  in  Verknflpfang  mit  dem  schiefen  Dreiblatte. 
Krümmung  des  schiefen  Dreiblatts.  Gleichseitige  Hyperbel  in 
Verknöpfung  mit  dem  schiefen  Dreiblatte.  Besondere  Fusspunkt- 
curyen  der  dreieckigen  Hypocykloide.  Das  gerade  Dreiblatt. 
Das  Zweiblatt  Andere  Gonstructionen  des  schiefen  Dreiblattes. 
Eine  geometrische  Transformationsart.  Bertihrende  gleichseitige 
Hyperbeln  bei  dem  schiefen  Dreiblatte.  Verschiedene  Fragen. 
Uebersicht  und  Schlussfolgerungen.     Bibliographische  Angaben. 

Lp. 

U.   BiGLBR.     Ueber  die  Reflexion  an  einer  Kugelfläche. 

Hoppe  Arch.  (2)  X.  113-153. 

Der  Verfasser  untersucht  nicht  nur  die  Brennlinie  eines  re- 

flectirendeu  Kreises  mit  allen  ihren  Singularitäten  ftlr  jede  Lage 

des  leuchtenden  Punktes,  sondern  auch  die  Evolvente  derselben, 

welche   (sonst    als    secundäre    Brennlinie    bezeichnet)   von    ihm 

Wellenlinie  genannt  wird,  weil  in  ihr  alle  Aetherteilchen  gleiche 

Schwingungszustände  haben.    Der  Verfasser  giebt  selbst  an,  dass 

die  Brennlinie  schon  1857  von  Holditch,  Quart.  J.  I,  ausführlich 

untersucht  ist,  glaubt  aber,  dass  seine  Methode  und  die  Resultate 

Qber  die  Wellenlinie    neu    seien;  er  hat  dabei  Gayley's  Membir 

upon  Caustics  von  demselben  Jahre  (Philos.  Transactions  CXLII) 

übersehen.    Vergl.  auch  Salmon- Fiedler,  Höhere  ebene  Gurven. 

Art.  115,  116.  R.  M. 

Balitrand.     Sur  la  lemniscate.  J.  de  Math.  Bp6c.  (3)  v.  76-80. 

FQr   die   Schnittpunkte   eines   beliebigen    Kreises    und    der 
Lemniskate,  deren  Coordinaten  durch 

ai  at^ 


*  =  T-r^i    y  = 


14.(«'     »       14./* 

dargestellt  werden,  wird  die  bi quadratische  Gleichung  in  i  auf- 
gestellt; durch  Discussion  derselben  erhält  man  eine  Anzahl  von 
Sätzen  über  ,,concyklische"  Punkte  auf  der  Lemniskate. 

Lp. 
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J.  WoLSTBNHOLME,  H.  J,  WooDALL,  Gbakrivarti.    So- 
lution of  qnestion   10442.      Bd.  Times  LV.  74-76. 
Untersuchung  der  Curve: 

y*  +  8ay'(«— 3a)  +  16a\a—2x)  =  0. 
Jede  Sehne  durch  den  Ursprung  der  Coordinaten  wird  von 
der  Curve  harmonisch  geteilt     Die  Hittelpunkte  der  Paare  con- 
jugirter  Funkte  liegen  auf  einer  Parabel  mit  dem  Ursprung  als 
Brennpunkt  und  4a  als  Parameter.  Lp. 

A.  FiLiPOwsKi.     üeber  die  Cassinische  Curve.     Fr.  Lem- 

berg  1891.  1-20.  (Polnisch.) 
Aufstellung  und  Discussion  der  Gleichung  dieser  Curve. 

Dn. 

S.  HuDLER.     Die  Cassini'sche  Curve.    2.  Aufl.    Wi«o.  2ss. 

gr.  8«  u.  2  Taf.  

H.  Brocard.      Remarque  au  sujet  de  la   trisectrice  de 

MaC-Laurin.    J.  de  Math.  sp^o.  (3)  V.  245-246. 

Eine  geometrische  Erzengungsart  der  Curve.  Lp. 


G.  Peeschkb.      Die    negativen    Fusspunktencurven   der 
Kegelschnitte,  dargestellt  als  RoUcurven.     Diss.  Rostock. 

37  8.  S^-  (1890.)  

F.  Machovec.     Ueber  die  Erttmmungsmittelpnnkte  der 
Dreieckscurven  (courbes  triangulaires).    Prag.  Ber.  83-96. 

Dreieckscurven  (courbes  triangulaires)  nennt  Herr  de  la 
Gournerie  Curven,  welche  in  trimetrischen  Coordinaten  sich  in 
der  Form  darstellen  aa^f  +  Z^^J  +  y^?  =  0.  Zwei  solche  Carvcn 
von  der  Form  Oraj[-f /Jr^cJ+yr«?  =  0  und  atX\+ß^^+y^^  =0 
mügen  sich  in  einem  Punkte  berühren.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung ist  das  Verhältnis  ihrer  ErOmmungshalbmesser  Qr  und  Qs 
in  diesem  Punkte  nur  von  den  Zahlen  r  und  s  abh&ngig  und 
Qr      *— 1 


zwar  ist  —  = 


r— 1 
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Fflr  «  =  —  1  stellt  die  zweite  Gleichung  einen  dem  Funda- 
mentaldreieck umgeschriebenen  Kegelschnitt  dar,  ftlr  5  =  ^  einen 
Kegelschnitt,  welcher  dem  Fundamentaldreieck  eingeschrieben 
ist.  Construirt  man  daher  eine&  Kegelschnitt,  welcher  die  Drei- 
eckscurve  C^^^  in  einem  beliebigen  Punkte  berührt  und  dem 
Fundamentaldreieck  um-  oder  eingeschrieben  ist,  so  ist  das  Ver- 
hältnis der  Krümmungshalbmesser  beider  Curven  in  ihrem  Be- 
rQhrungspunkte  f&r  alle  Punkte  C^^^  constant. 

Mit  der  Entwickelung  dieser  Beziehungen  beschäftigt  sich 
die  vorliegende  Arbeit.  Sehn. 


Barisibn.     Concours  pour  las  bourses  de  Licence  (Paris, 

1889).      Solution.     Nouv.  Ann.  (3)  X.  297-301. 

Untersuchung  der  durch  die  Gleichung 

_(a.»_a>4-l)» 

definirten  Curve.  Whg. 

GuiMARABS.     Sur  une  ^quarre  cycloidale  propra  k  eflfec- 
tuer  la  rectification  das  arcs  da  cercla.      S.  m.  f.  BqU. 

XIX.  98-99. 

Benutzt  die  Basis  der  Gykloide  zur  Ausmessung  der  Länge 
eines  Bogens  des  erzeugenden  Kreises.  Lp. 


A.  Cayley.     On  the  epitrochoid.     Mees.  (2)  xx.  150-158. 

Der  Verf.  beweist  zuerst  den  Satz:  „Wenn  man  in  einem 
beliebigen  Augenblicke  den  Kreis  betrachtet,  welcher  den 
Krümmungshalbmesser  der  rollenden  Curve  in  dem  Berührungs- 
punkte mit  der  geradlinigen  Basis  zum  Durchmesser  bat,  so  ist 
jeder  Punkt  dieses  Kreises  ein  Wendepunkt  auf  derjenigen 
Epitrochoide,  welche  derselbe  Punkt  beim  Rollen  der  Curve  auf 
der  Geraden  beschreibt".  Demnach  entsprechen  jedem  Punkte 
eines  rollenden  Kegelschnittes  zwei  Punkte  der  Peripherie  dieses 
Kegelschnittes,  deren  zugehörige  Epitrochoiden  in  ihnen  Wende- 

Poftaohr.  d.  Math.  XZIU.  8.  50 
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punkte  besitzen.  Die  bezflglichen  Rechnungen  werden  f&r  die 
Hyperbel,  Ellipse  und  Parabel  durchgeführt,  wobei  einzelne  be- 
sondere Sätze  sich  ergeben.  Lp. 


J.  WoLSTENHOLMB.     Solution  of  question  7251.    Ed.  Times 

LIV.  68-70. 

Untersuchung  derjenigen  logarithmisehen  Spirale,  welche  mit 
einer  Epicykloide  oder  Hypocykloide  eine  Tierpunktige  BerOb- 
rung  hat.  Z.  B.:  Der  Berührungspunkt  P  und  der  Pol  S  der 
Spirale  sind  inverse  Punkte  in  Bezug  auf  die  Basis  der  Epi- 
cykloide; Berechnung  der  Bogenlänge  des  Ortes  von  S, 
Krümmungsradius,  der  Wendepunkte.  Lp. 


A.  MiCHALiTSCHKB.  Die  archimedische,  die  hyperbolische 
und  die  logarithmiscbe  Spirale.  Zum  Gebrauche  für 
Studirende  an  Universitäten  und  technischen  Hoch- 
schulen.    Zweite  Auflage.     Erster  Teil.     Prag.  H.  Domi- 

Diene.  79  S.  u.  1  Taf.  gr.  8«. 

Der  Inhalt  des  jetzt  als  „erster  Teil"  bezeichneten  BSud- 
chens  stimmt,  abgesehen  von  unwesentlichen  Verbesserungen, 
mit  dem  der  ersten  Auflage  überein,  die  in  F.  d.  M.  XX.  1888. 
751  angezeigt  ist.  Als  Fortsetzung  der  Darstellung  der  geome- 
trischen Eigenschaften  der  betrachteten  Gurven  soll  ein  zweiter 
Teil  ihr  Vorkommen  in  der  Mechanik  behandeln.  Lp. 


M.  d'Ocagnb.     Sur  une  courbe  d^finie  par  la  loi  de  sa 

rectification.      Nouv.  Ann.  (3)  X.  82-90. 

Das  Problem  der  Rectification  der  Gurven  wird  dahin  um- 
gekehrt, dass  die  Curve  gesucht  wird,  wenn  deren  Bogen  in 
Beziehung  zu  einer  variabeln  geraden  Strecke  gegeben  ist.  Hier- 
von wird  ein  einziges  Beispiel  behandelt.  Die  gegebene  Be- 
ziehung ist  zunächst  die,  dass  der  Abstand  der  entsprecheodeo 
Punkte  der  Gurve  und  Geraden  constant  ist    Dabei  würde  indes 
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die  Rotation  ihrer  Verbindungslinie  willkürlich  bleiben.  Zu  ihrer 
Bestimmung  wird  nachher  angenommen,  dass  das  momentane 
Rotationscentrum  von  beiden  Punkten  gleichen  Abstand  habe. 
Es  ergiebt  sich  eine  der  Curven  der  Kategorie,  welche  Sylvester 
Syntractrix  genannt  hat.  Von  ihr  werden  manche  Eigenschaften 
entwickelt.  H. 


Capitel  3. 
Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

A.     Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raumcurven. 
H.  Resal.       Exposition     de     la    thdorie    des    surfaces. 

Pans.  Oaathier -Villars  et  Fils.   XIII  + 171  S.   S\   [Darbouz  Ball.   (2) 
XV.  226-227,  J.  de  Math.  Bp6c.  (3)  V.  165-166.] 


Ä.  RiBAUCOUR.      Memoire    sur    la   th^orie   g^n^rale   des 

surfaces   COUrbes.      Joarn.  de  Math.  (4)  VII.  5-108,  219-270. 

Der  Verfasser  setzt  in  dieser  umfangreichen  Abhandlung  die 
Grundlagen  einer  eigenartigen  Methode  zu  flächentheoretischen 
Untersuchungen  auseinander,  deren  er  sich  schon  wiederholt  in 
früheren  Arbeiten  bedient  hat,  und  die  er  als  Geometrie  um  eine 
Bezugsfläche  (66omätrie  autour  de  la  surface  de  r^f6rence)  be- 
zeichnet, welche  gewissermassen  die  Stelle  des  Goordinaten- 
Systems  vertreten  soll. 

Es  sei  etwa  eine  Fläche  0  durch  die  Parameter  u  und  c 
gegeben,  und  es  seien  OX  und  OY  die  Tangenten  der  Para- 
meterlinien,  OZ  die  Normale  dieser  Fläche  im  Punkte  0(u^  d). 
Wenn  aber  jedem  Punkte  0  ein  Punkt  M  des  Raumes  entspricht, 
80  ist  dessen  Lage  zu  bestimmen  durch  seine  Coordinaten  $,  fj,  ^ 
in  Bezug  auf  die  augenblicklich  gewählten  Axen.  Man  gehe 
nun  von  0  zu  irgend  einem  Nachbarpunkte  0^(u -{-du,  v  +  dt) 
fiber;  dann  geht  M  über  in  M\   die  Zuwachse  von  f,  r^^  ^  seien 

50* 
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J^^  Jt]^  J^^  während  die  Projectionen  Ton  MM'  auf  OX,  OY, 
OZ  seien  Jx^  Jy^  Ji\  diese  drei  Grössen  lassen  sich  berechnen 
ans  du,  dr,  J^^  Jtjy  Jt,^  so  dass  man  Grösse  nnd  Richtnng  Yon 
MM^  bestimmen  kann. 

Giebt  man  allgemeiner  eine  Gleichung  von  der  Form 
^(f>  ^1  Ci  **) «')  =  0>  80  wird  für  jeden  Punkt  0(ii,  o)  eine  ihm 
entsprechende  Fläche  definirt,  die  sich,  als  Ganzes  betrachtet, 
in  gewisser  Weise  deformirt,  wenn  u  und  ü  um  du  und  de 
wachsen;  auch  diese  Deformation  lässt  sich  bestimmen.  Hat 
man  die  hier  angedeuteten  Transformationen  ein  f&r  allemal 
ausgeführt,  so  kann  man  alle  Operationen  der  analytischen  Geo- 
metrie ,,um  eine  Fläche  herum*'  ebenso  ausführen,  wie  mit  car- 
tesischen  Goordinaten.     Die  Fläche  0  heisst  die  Bezugsfläche. 

Der  Umstand,  dass  die  Parameterlinien  auf  0(tf,  t>)  nicht 
orthogonal  zu  sein  brauchen,  veranlasst  dazu,  die  Bestimmung 
der  Axen  OX  und  OY  etwas  allgemeiner  als  zwei  beliebig  be- 
stimmte orthogonale  Tangentenrichtungen  einzuführen.  In  der- 
selben Weise,  wie  von  einer  Bezugsfiäche,  kann  man  auch  von 
einem  dreifachen  Flächensjstem  ausgehen,  welches  von  drei 
Parametern  q^  q^^  q^  abhängt,  und  darauf  einen  anderen  Raum 
beziehen.  Dies  Verfahren,  welches  bereits  von  Herrn  Liouviüe 
in  einem  Falle  durchgeführt  ist,  führt  namentlich  bei  dreifach 
orthogonalen  Flächensystemen  zu  bemerkenswerten  Resultaten. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  man  durch  passende  Wahl 
der  Bezugsfläche  bei  den  Problemen  der  Flächentheorie  sehr 
grosse  Vereinfachungen  sowohl  hinsichtlich  der  Form  der  auf- 
tretenden Differentialgleichungen,  als  auch  hinsichtlich  der  geo- 
metrischen Deutung  der  Resultate  erlangen  kann.  Will  man 
z.  B.  die  Theorie  der  Ereissysteme  untersuchen,«  welche  auf 
einem  Flächensystem  normal  stehen,  und  wählt  man  eine  dieser 
Trajectorienflächen  als  Bezugsfläche,  so  findet  man,  dass  das 
Problem  sich  zurückführen  lässt  auf  die  Integration  der  Gleichung 

d'Z      _    dz   1    dB        dZ    1    ÖH, 
dQdg,     "     dQ    H   dg,  +  dg,   Ä,     öq   ' 

welche  in  vielen  Fällen   eine  Integration  gestattet.     Wählt  man 
als  Bezugsfläche  die  Eingehüllte  der  Kreisebenen,  so  erhält  man 
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zwar  eine  Differentialgleichung  von  weniger  einfacher  Form,  aus 
welcher  aber  gewisse  Eigenschaften  des  Kreissjstems  unmittelbar 
in  Evidenz  treten,  und  die  im  Grunde  doch  als  der  einfachste 
Ausdruck  des  Problems  betrachtet  werden  muss. 

Ein  anderes  Beispiel  bildet  das  Biegungsproblem.  Sucht 
man  alle  Flächen,  welche  sich  auf  eine  gegebene  biegen  lassen, 
so  wählt  man  als  Bezugsfläche  etwa  die  gegebene  Fläche,  und 
man  wird  auf  eine  Differentialgleichung  geführt,  die  nur  in  weni- 
gen Fällen  eine  vollständige  Integration  gestattet. 

Stellt  man  sich  aber  das  Problem,  alle  Paare  von  Flächen 
zu  suchen,  welche  auf  einander  abwickelbar  sind,  und  wählt  man 
als  Bezugsfläche  den  Ort  der  Mitten  der  Verbindungslinien  der 
einander  entsprechenden  Punkte,  so  kommt  man  auf  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

—K TT-      St£l, 

öuov 

Die  Vereinfachungen,  welche  die  Methode  bietet,  beruhen 
wesentlich  darauf,  dass,  wenn  die  Bezugsfläche  gegeben  ist,  ge- 
wisse Integrationen  bereits  als  vollzogen  anzusehen  sind. 

Den  Plan  der  Untersuchung  giebt  der  Verfasser  folgender- 
massen  an:  Im  ersten  Teile  werden  die  grundlegenden  Formeln 
entwickelt,  im  ersten  Capitel  für  den  Fall,  dass  die  Parameter- 
linien der  Bezngsfläche  orthogonal  sind,  im  zweiten  für  nicht 
orthogonale  Parameterlinien,  im  dritten  Capitel  ist  ein  dreifach 
orthogonales  räumliches  System  zu  Grunde  gelegt.  Im  zweiten 
Teile  sind  Anwendungen  gegeben,  welche  sich  auf  Systeme  von 
Geraden  und  auf  Evolutenflächen  (d^veloppäes,  nach  der  vom 
Verfasser  eingeführten  Benennung)  beziehen;  es  soll  weiter  folgen 
die  Untersuchung  der  Paare  von  Flächen,  welche  auf  einander  ab- 
wickelbar sind;  ferner  von  Flächen,  welche  sich  orthogonal  ent- 
sprechen, der  cyklischen  Systeme  und  der  allgemeinsten  Bewe- 
gung eines  EOrpers,  der  vier  Bedingungen  unterworfen  ist. 
Daran  soll  sich  schliessen  die  Untersuchung  von  Systemen  ebener 
Curven,  welche  ein  Flächensystem  normal  durchschneiden.  Als 
Portsetzung  dieser  Art  von  Anwendungen  käme  dann  die  Unter- 
suchung  der   Eigenschaften   der   ebenen  Schnitte   einer  Fläche, 
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welche  durch  die  TangeDtialebenen  einer  zweiten  gebildet  sind, 
oder  specieller  durch  diejenigen  der  Fläche  selbst.  Hierbei  er- 
geben sich  einige  neue  Eigenschaften,  u.  a.  eine  VerallgemeiDe- 
rung  eines  Beltrami*schen  Satzes. 

Den  Schluss  soll  die  Untersuchung  der  dreifachen  Orthogo- 
nalsysteme bilden. 

Indessen  ist  der  Stoff  derartig  angewachsen,  dass  die  an- 
gegebenen Anwendungen  bisher  nur  zum  kleineren  Teile  erledigt 
sind.  A. 

J.  Knoblauch,     üeber  die  geometrische  Bedentang  der 
flächentheoretischen  FundamentalgleichuDgen«  acu  Math. 

XV.  249-257. 

Zwischen  den  Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter  Ord- 
nung existiren  bekanntlich  drei  Gleichungen,  deren  geometrische 
Bedeutung  meist  gar  nicht  berücksichtigt  wird.  Fflr  die  erste 
derselben  wird  gewöhnlich  allein  die  Deutung  gegeben,  dass  das 
ErQmmungsmass  K  einer  Fläche  nur  von  den  Fundamentalgrössen 
erster  Ordnung  abhängt,  ohne  dass  die  geometrische  Bedeutung 
des  Ausdruckes,  den  man  für  K  erhält,  weiter  betrachtet  wird. 
Indessen  hat  bereits  im  Jahre  1848  0.  Bonnet  (Journ.  de  TEc. 
Polyt.  Heft  XXXII,  S.  52)  fflr  K  folgende  Formel  entwickelt: 

Hierin  bedeutet  g^  die  geodätische  Krümmung  der  Parameterlioie 
u  =  const  und 

wo  G  die  dritte  der  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  bezeichDCt 
wie  bei  Gauss,  und  F  =  0  angenommen  ist.  Diese  Gleichung  fftr 
K  vertritt  die  erste  der  drei  betrachteten  Relationen*,  aber  eine 
Deutung  der  beiden  anderen  ist  bisher  nicht  in  befriedigender 
Weise  gelungen,  wenn  auch  Bour  (Journ.  de  Tfec.  Polyt  Heft 
XXXIX.  1862)  für  ein  bestimmtes  Parametersystem  eine  solche 
gegeben  hat.  Dieselbe  würde  aber  für  andere  Parameter  unbe- 
quem  sein  und  die  Hinzuziehung  von  Grössen  erfordern,  welche 
für  die  Flächentbeorie  sonst  von  geringem  Nutzen  sind.     Der  Ver- 
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fasser  sacht  diesen  Uebelstand  dadurch  zu  vermeiden,  dass  er  die 
beiden  Evolutenflächen  (Krammungsmittelpunktsflächen)und  deren 
HauptkrQmmungen  benutzt;  hierdurch  gelingt  es  ihm,  eine  geo- 
metrische Deutung  der  beiden  anderen  Gleichungen  aufzufinden. 
Diese  Gleichungen  nehmen  nämlich  die  Form  an: 

Hierin  bedeuten  ff,-  (i  =  1,2)  und  Ki  die  Summe  und  das  Pro- 
duct  der  Hauptkrümmungen  der  zum  Krümmungsradius  Qi  gehörigen 
Evolutenfläche,  und  gt  die  geodätische  Krümmung  der  entsprechen- 
den Krümmungslinie  der  Urfläche. 

Die  Einführung  der  eben  definirten  Grössen  ermöglicht  die 
geometrische  Deutung  derjenigen  partiellen  Differentialgleichun- 
gen dritter  Ordnung,  durch  welche  irgend  eine  Flächengattung 
definirt  ist,  und  umgekehrt,  wie  dies  in  der  Abhandlung  weiter 
erläutert  wird.  A. 


R.  Hoppe,     üeber  die  sphärische  Darstellung  der  asym- 
ptotischen Linien  einer  Fläche.   Hoppe  Arcb.  (2)  x.  443-446. 

Der  Verfasser  entwickelt  gewisse  Formeln,  welche  Herr 
Guichard  in  einer  Abhandlung:  Surfaces  rapportäes  ä  leurs 
lignes  asymptotiques  etc.  (Ann.  de  FJ^c.  Norm.  (3)  VI.  333,  F. 
d.  M.  XXI.  1889.  764)  gewonnen  hatte,  auf  etwas  einfachere 
Weise,  wozu  ihn  gewisse  methodische  Bedenken  gegen  dessen 
Behandlungsweise  veranlasst  haben.  A. 


V.  RoüQüET.      Formales    g^n^rales    de    la    thöorie   des 
courbes  gauches.     Applications.      Toulouse  M6m.    (9)   iii. 

117-132. 

Der  Theorie  der  Raumcurven  legt  der  Verfasser  3  Systeme 
Yon  Formeln  zugrunde,  die  er  ^allgemeine  Formeln  der  Perimor- 
phie"  nennt.  Der  erzeugende  Punkt  0  der  Curve  s  ist  Anfang 
der  Coordinaten  X,  7,  Z  in  den  Richtungen  der  Tangente,  Haupt- 
und  Binormale.    Relativ  zu  diesen  hat  ein  Punkt  A  die  Coordi- 
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naten  ^,  17,  ^.  Das  erste  FormelBystem  ist  die  Bedingung  dafQr, 
dass  Ä  im  Räume  fest  ist;  das  zweite  dafttr,  dass  eine  beliebige 
Gerade  X:l  =  Y:m  ^  Z:n  \m  Räume  fest  ist  (den  unbestimmten 
Factor  in  /,  m,  n  hat  der  Verfasser  nicht  beachtet;  es  muss 
/*4-m'4-n'  =  1  sein).  Das  dritte  System  bestimmt  die  momentane 
Bewegung  eines  beliebigen  Punktes  (X,  Yy  Z).  Von  diesen  Grund- 
formeln wird  Anwendung  gemacht  auf  die  Bestimmung  einer  Curve, 
deren  Krümmung  und  Torsion  als  Functionen  des  Bogens  ge- 
geben sind.  Die  Resultate  enthalten  nur  das  Elementarste  des 
Bekannten.  H. 


G.  KoBNiGS.     Sur  les  syst^mes  conjugu^s  k  invariants 

^gaUX.      0.  R.  GXIII.  1022-1024. 

Der  Verfasser  fragt  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der 
Bedingung,  dass  die  auf  eine  Fl&che  F  mit  conjugirten  Para- 
meterlinien u  =  const.,  V  =7  const.  bezogene  Differentialgleiehnng 

Ö  X  öx       -  öx  ^ 


dudv         du         dv 
gleiche  Invarianten  besitzt,  d.  h.  dass  -^  =  -^  ist. 

Es  lassen  sich  Congruenzen  G  angeben,  deren  Developpabeln 
das  Parameternetz  (ti,  v)  aus  der  Fläche  F  ausschneiden. 

Durch  jeden  Punkt  P  der  Flftche  geht  eine  Gerade  g^  die 
einer  solchen  Congruenz  angehört;  ihre  Brennpunkte  seien  F^,  /,. 
Man  construire  den  zu  P  in  Bezug  auf  F,,  F,  zugeordneten  har- 
monischen Punkt  P'.  Die  Punkte  P'  erfüllen  eine  neue  Fläche 
F\  die  zu  F  „conjugirte  harmonische"  Fläche.  Dann  sagt  das 
gemeinte  Eriterium  aus,  dass  das  dem  Parameternetze  (u,  f7)auf 
F  entsprechende  Gurvennetz  auf  F'  ebenfalls  ein  conjugirtes  ist 

My. 

R.  V.  Lilienthal.     Zur  KrOmmungstheorie  der  Curven- 

SCharen.     Math.  Ann.  XXXVIIL  429-451. 

Die  Arbeit  ist  eine  Fortsetzung  einer  Abhandlung  „Ueber 
die  Krümmung   der  Curvenscharen"    (Math.  Ann.  XXXIL   545, 
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F.  d.  M.  XX.  1888.  770).  Während  dort  die  Veränderlichkeit 
der  drei  Variabein  durch  die  Bedingung  des  Fortschreitens  in 
der  Normalebene  einer  Gurve  der  Schar  an  der  betrachteten 
Stelle  beschränkt  war,  sind  dieselben  hier  unbeschränkt  verän- 
derlich angenommen.  Hierdurch  treten  neue  Invarianten  auf, 
welche  bei  geradlinigen  Strahlensystemen  nicht  vorkommen, 
durch  welche  sich  abet  gewisse  Integrabilitätsbedingungen  ein- 
fach ausdrücken  lassen.  Nach  Transformation  der  Lam^'schen 
Differentialparameter  in  Bezug  auf  die  Gurvenschar  werden  die 
Beziehungen  der  Schar  zur  Einheitskugel  betrachtet,  und  es  stellt 
sich  der  reciproke  Quotient  aus  dem  Querschnitt  eines  Tangenten- 
bündels  und  dem  parallelen  Eugeloberflächenelement  als  Invarian- 
te des  Quadrates  des  durch  die  Gurvenschar  bestimmten  Linien- 
elementes dar.  Den  Schluss  der  Untersuchungen  bilden  Fol- 
gerungen fttr  die  Flächentheorie.  In  dieser  Weise  giebt  der 
Verfasser  in  der  Einleitung  den  Inhalt  seiner  Arbeit  an,  auf 
deren  Detail  ohne  grösseren  Formelapparat  nicht  eingegangen 
werden  kann.  A. 


V.   KoMMBRELL.       Beitrage    zur    Gauss'schen    Flächen- 

theorie.     Diss.  Tabingen.  Fr-  Faes.  III 4-  46  S.  mit  1  Taf.  (1890.) 


A.   Voss.      Zur  Theorie    der   Krümmung    der  FlächeD. 

Math.  ADD.  XXXIX.  179-256. 

In  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  kann  man  als 
Grundlage  die  Betrachtung  der  Normalen  in  den  einem  Flächen- 
punkte  benachbarten  Punkten  ansehen,  durch  welche  man  auf 
die  HauptkrOmmungen ,  die  Krümmungen  der  Normalschnitte 
und  auf  den  Begriff  des  Krümmungsmasses  u.  s.  w.  geführt  wird. 
So  fruchtbar  diese  Betrachtungsweise  nun  auch  ist,  weil  alle 
Bestimmungen  in  Zusammenhang  gebracht  sind  mit  den  Mass- 
Verhältnissen  auf  der  zweidimensionalen  Fläche,  so  vermisst  der 
Verfasser  darin  eine  gewisse  Beziehung  zum  dreidimensionalen 
Räume.  Er  hat  deshalb  einen  anderen  Ausgangspunkt  gewählt, 
nämlich  die  Eigenschaft,  dass  vier  Punkte  der  Fläche  nicht  in 
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einer  Ebene  liegen,  und  fragt,  wie  das  Volumen  gewisser  an- 
endlich kleiner  Tetraeder,  deren  Eckpunkte  auf  der  Fläche  liegen, 
mit  den  KrQmmungseigenschaften  der  Fläche  zusammenhängt. 
Ist  P  ein  durch  die  Parameterwerte  tf«,  e^  bestimmter  gewöhn- 
licher Flächenpunkt,  und  sind  die  Nachbarwerte  m  =  u^  +  h^ 
t>  =  v^-f-Zr  Parameter  des  Punktes  P,,  so  hat  man  zwei  Paar 
Parameterlinien  u^,  u^+h^  foi  Co+ '^v  ^o  h  und  Ar  in  erster  Ord- 
nung verschwinden,  die  sich  in  vier  Punkten  schneiden:  P,  P^,  P„P,f 
und  der  Inhalt  des  durch  sie  bestimmten  Tetraeders  T  ist  von 
der  vierten  Ordnung  unendlich  klein.  Dividirt  man  deshalb  zu- 
nächst T  durch  die  zweite  Potenz  des  doppelten  Dreiecks 
2PP,  P,  "=  Jß,  so  entsteht  ein  Grenzwert,  der  im  allgemeinen 
von  Null  verschieden  und  von  der  Richtung  PP^  unabhängig  ist, 
aber  in  keinem  Zusammenhange  mit  den  Erttmmungsverbältnisaen 
steht.  Bilden  aber  die  Parameterlinien  ein  conjugirtes  System, 
so  ist  jener  Grenzwert  Null,  und  T  verschwindet  von  der  sechs- 
ten Ordnung.  Um  zu  einem  Grenzwert  zu  gelangen,  dividirt 
der  Verfasser  noch  durch  das  Quadrat  von  OP^  =  ds.  Diesen 
Grenzwert,  nur  aus  gewissen  naheliegenden  Gründen  mit  12 
multiplicirt,  der  im  allgemeinen  noch  von  der  Wahl  der  con- 
jugirten  Parameter  abhängt,  nennt  der  Verfasser  «»Parameter- 
krümmung^  der  Fläche,  und  findet  dafür  den  Ausdruck: 
1       ,.    /  72T  \ 

^^^  ■  I  -■  ^^-^..iM-«-        ■■■■■      N^^— ^«  II  I        ■  ■»  I  ■!        ■■■■■■  I        —  I.  « 

Vgg f>  edu^  +  *Afdudv + gdv* 

Hierin  sind  6,  /*,  g,  E,  F,  G  die  Fundamentalgrössen  erster  und 
zweiter  Ordnung  in  der  bekannten  Hoppe'schen  Bezeichnung, 
während  ^i,  B,  C,  il,,  ^j,  C,  die  Coefficienten  sind,  die  sich  aas 
den  Identitäten  ergeben: 

W  =-'*ö7.  +  ^'ä^ +  *'''' 

d^x         wydx       jj  dx       „ 
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wo  statt  X  auch  y  oder  z  gesetzt  werden  kann,  und  in  denen 
p,  9,  r  die  Richtungscosinus  der  Normale  bedeuten.  (Man 
vergleiche  Hoppe,  Flächentheorie  §  5).  Die  drei  obigen  DiflFe- 
rentialgleichungen,  denen  jede  der  drei  Coordinaten  genügt,  wer- 
den vom  Verfasser  als  die  partiellen  Differentialgleichungen  der 
Fläche  bezeichnet.  Die  Grössen  A^  Ä,  C,  il,,  B,,  C,  sind  durch 
die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  und  ihre  Ableitungen 
darstellbar.     Es  ist  z.  B. 

Die  sechs  Grössen  A^  Aj,  u.  s.  w.  werden  vom  Verfasser  die 
charakteristischen  Coefficienten  genannt.  Da  im  vorliegenden 
Falle  conjugirte  Parameter  vorausgesetzt  sind,  ist  F  =  0. 

Die  Parameterkrümmung  hat  unter  anderen  folgende  Eigen- 
schaften, die  denen  der  gewöhnlichen  Normalkrümmung  analog 
sind:  Es  giebt  stets  zwei  reelle,  zu  einander  senkrechte  Rich- 
tungen, für  welche  die  Parameterkrümmungen  ein  Maximum  und 
ein  Minimum  werden.  Das  Product  dieser  Hauptparameterkrüm- 
mungen ist  gleich 


KS  - ».  »)(^  - »».) 
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eg-r  "  eg^r 

wo  K  das  Erflmmungsmass  bedeutet;  es  hängt  also  auch  jenes 
Product  nur  von  den  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  ab. 
Jede  andere  Parameterkrümmung  kann  aus  den  beiden  Haupt- 
krflmmungen  in  analoger  Weise  abgeleitet  werden,  wie  dies  bei 
den  gewöhnlichen  Normalkrümmungen  durch  den  Euler*schen 
Satz  geschieht  Es  giebt  zwei  reelle  oder  imaginäre  Richtungen, 
für  welche  die  Parameterkrümmung  Null  ist,  sie  sind  den  asym- 
ptotischen Richtungen  zu  vergleichen;  das  Tetraeder  T  verschwin- 
det für  sie  von  der  siebenten  Ordnung. 

Da  die  oben  benutzten  Ausdrücke  a  und  ß  nur  von  den 
Fundamentalgrössen  erster  Ordnung  abhängen,  so  bleiben  sie 
bei  jeder  Biegung  der  Fläche  ungeändert.    Da  sie  aber  anderer- 


796  IX.  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

seits  mit  dem  Tetraederinbalt  zusammenhängen,  bo  ist  zu  ver- 
muten, dass  sie  bei  einer  coUinearen  Transformation,  bei  welcher 
ja  conjugirte  Riebtungen  wieder  in  solche  Qbergehen,  gewisse 
invariante  Eigenschaften  haben.  Um  diese  aufzusuchen,  unter- 
nimmt nun  der  Verfasser  zunächst  eine  allgemeine  Untersuchung 
tlber  die  collineare  Transformation  der  Flächen  und  ihre  Diffe- 
rentialinvarianten. Diese  Untersuchung  hat  eine  von  der  vorigen 
Betrachtung  ganz  unabhängige,  selbständige  Bedeutung  und  f&hrt 
zu  sehr  interessanten  Resultaten,  welche  sich  freilich  ohne  grösse- 
ren Formelapparat  nicht  mitteilen  lassen,  obwohl  die  Entwicke- 
lung  überaus  durchsichtig  ist.  Es  genüge  der  Hinweis  darauf, 
dass  bei  dieser  Transformation  die  Fundamentalgrössen  zweiter 
Ordnung  bis  auf  einen  Factor  ungeändert  bleiben,  ebenso  das 
Krümmungsmass,  und  dass  die  Richtungscosinus  der  Normale 
uud  die  charakteristischen  Coefficienten  der  transformirten  Fläche 
sich  in  einfacher  Weise  bestimmen.  An  diese  Transformation 
knüpfen  sich  mancherlei  Probleme,  deren  eines,  eine  Fläche  so 
collinear  zu  transformiren ,  dass  das  Krümmungsmass  bis  auf 
einen  constanten  Factor  ungeändert  bleibt,  eingehend  behandelt 
wird.  Hinsichtlich  der  Parameterkrümmung  zeigt  sich  nun,  dass 
die  Grössen  a  und  ß  bei  jeder  collinearen  Transformation  unge- 
ändert bleiben,  und  dass  bei  noch  speciellerer  Wahl  der  con- 
jugirten  Parameter,  nämlich  wenn  E  =  +  fif  =  P,  bei  positiv 
oder  negativ  gekrümmten  Flächen,  auch  die  Ausdrücke 

C+(il-2B,)    und    C, +(ii-2B) 
absolut  invariant  sind.     Ist  endlich  £  =  6  =  0,   sind  also  die 
Parameterlinien  Haupttangenten  (mithin  nicht  conjugirt),  so  sind 

A^  und  C  absolut  invariant,  und  ^  =  -^-^»    "^'^^' 

Eine  bemerkenswerte  Folgerung  aus  diesen  Resultaten  ist, 
dass  gewisse  rein  metrische  Eigenschaften  bei  projectivischen 
Transformationen  unverändert  bleiben.  Hierfür  werden  mehrere 
interessante  Beispiele  gegeben.  Es  folgt  eine  Betrachtung  der 
brächen  mit  der  Parameterkrümmung  Null,  bei  der  besonders 
wichtig  der  Fall  a  =  /J  =  0  ist,  in  welchem  die  abwickelbaren 
Tangentenflächen,  welche  die  Fläche  längs  den  Parameterlinien 
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berühren,  und  zu  welchen  die  Lie'schen  Translationsflächen  ge- 
hören, in  Kegel  Obergehen.  Weiter  wendet  sich  die  Untersuchung 
zur  Bestimmung  solcher  conjugirten  Parametersysteme,  für  welche 
die  Parameterkrümmungen  den  Normalkrümmungen  entsprechen. 

Für  diese  muss  ^  =  -^  sein,  also  a  =  ßj  so  dass  die  Eigen- 
schaft bei  projectiven  Transformationen  erhalten  bleibt.  Diese 
Bestimmung  wird  auf  eine  partielle  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  zurückgeführt  und  dann  bei  einigen  speciellen  Flächen- 
gattangen  vollständig  durchgeführt.  Im  letzten  Teil  wird  die 
Parameterkrümmung  in  dualistisch  entsprechender  Weise  durch 
die  Betrachtung  des  von  vier  benachbarten  Tangentialebenen 
gebildeten  Tetraeders  deiinirt.  Hierbei  ergiebt  sich,  dass  zwar 
die  Parameterkrfimmung  keine  dualistisch  sich  selbst  entsprechende 
Grösse  ist;  es  zeigt  sich  aber,  dass  auf  gewissen  Flächen  dua- 
listische Parametersysteme  existiren,  für  welche  die  Parameter- 
krflmmung  in  beiderlei  Sinn  mit  der  Normalkrümmung  überein- 
stimmt, und  dass  auch  diese  Eigenschaft  bei  gewissen  Transfor- 
mationen erhalten  bleibt.  Aus  dieser  Inhaltsangabe  wird  man 
ersehen,  dass  die  Arbeit  reich  ist  an  fruchtbaren  Ideen  und 
interessanten  Resultaten.  A. 


E.  Catalan.      Sur   la    courbure   des    snrfaces.      Lettre 
adressöe  k  M.  Casorati.    Acta  Math.  xv.  191-192. 

Herr  Catalan  äussert  gegenüber  dem  von  Herrn  Casorati 
eingefährten  Begriff  des  Erümmungsmasses  „suivant  Yiiie 
commune": 

(Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XXII.  335  u.  Acta  Math.  XIV.  95;  F.  d.  M. 
XXL  1889.  749)  dasselbe  Bedenken,  welches  der  unterzeich- 
nete Referent  bereits  in  dem  angeführten  Bericht  am  Schlüsse 
geäussert  hatte,  dass  nämlich  der  Unterschied  zwischen  positiv 
und  negativ  gekrümmten  Flächen,  der  auch  für  jeden  Nicht- 
matbematiker  evident  ist,  in  diesem  Werte  gar  nicht  zum  Aus- 
druck kommt.  A. 
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R.  Mbhmke.  üeber  zwei,  die  Krümmung  von  Curven 
und  das  Gauss'sche  KrQmmungsmass  von  Flächen 
betreffende  charakteristische  Eigenschaften  der  linearen 
Punkttransformationen.    Schlömilch  z.  XXXVI.  206-213. 

Der  erste  Satz,  um  welchen  es  sich  handelt,  ist  vom  Ver- 
fasser bereits  ohne  Beweis  in  Böklen  Mitt.  IV.  38  (vergl.  das 
Referat  unten  S.  799)  veröffentlicht.  Er  lautet:  Es  berOhren  sich 
mehrere  Curven  in  demselben  Punkte,  und  es  ist  auf  der  Haupt- 
normale  eine  Strecke  abgetragen,  deren  Länge  der  Krümmung 
proportional  ist,  die  sogenannte  KrUmmungsstrei&e.  Wird  das 
Gebilde  einer  beliebigen  Punkttransformation  unterworfen,  so 
bilden  die  Endpunkte  der  KrQmmungsstrecken  der  ursprünglicheD 
und  der  transformirten  Curven  zwei  affine  Punktsysteme.  Bei- 
läufig ergiebt  sich  hierbei  auch  der  Satz:  Wird  eine  Conre  C  io 
einem  Punkte  mit  der  Krdmmung  Null  von  zwei  Curven  berQbrt, 
welche  gemeinschaftliche  Schmiegungsebenen  besitzen,  so  bleibt 
bei  einer  Transformation,  bei  welcher  die  transformirte  Carre 
die  Krümmung  Null  behält,  das  Verhältnis  der  Krümmnugen 
der  beiden  anderen  Curven  ungeändert. 

Der  andere  Satz  bezieht  sich  auf  Flächen  und  lautet:  Wird 
eine  Fläche  F,  die  einen  „ebenen^  Punkt  x  (d.  h.  mit  der  Krfim- 
mung  Null)  hat,  so  transformirt,  dass  der  Punkt  eben  bleibt,  so 
wird  das  Verhältnis  der  KrQmmungsmasse  irgend  zweier  Flächen, 
die  F  in  X  berühren,  bei  der  Transformation  nicht  geändert. 

Die  Beweisführung  ist  insofern  interessant,  als  sie  mit 
Hülfe  der  Grassmann'schen  Ausdehnungslehre  geschieht  und  sieb 
ohne  weiteres  auch  auf  mehrdimensionale  Räume  erstreckt  Man 
vergleiche  in  Betreff  der  Transformation  die  Arbeit  des  Herrn 
Voss:  „Zur  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen",  Referat  oben 
S.  793.  A. 


R.  Mehmke.  Einige  Sätze  über  die  räumliche  Collinea- 
tion  und  Affinität,  welche  sich  auf  die  Krümmung 
von  Curven  und   Flächen  beziehen.    SchlomilchZ.xxxvi. 

66  -  60. 
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Der  Satz  von  Gauss,  nach  welchem  das  Erttmmungsmass 
einer  Fläche  bei  deren  Biegung  sich  gleich  bleibt,  ist  nur  einer 
unter  vielen,  welche  sich  über  die  Unveränderlichkeit  gewisser 
bestimmenden  Grössen  für  Flächen  und  Curven  bei  deren  Varia- 
tion aufstellen  lassen.  Der  Verfasser  zieht  25  Fälle  ans  Licht, 
wo  Grössen,  die  mit  Krümmungen  in  Zusammenhang  stehen,  bei 
projectiver  und  affiner  Transformation  unveränderlich  sind.  Die 
einfachsten  sind  folgende.  Die  Bedingung  des  Gauss'schen 
Satzes  ist  projective  Transformation  der  Fläche.  Berühren  zwei 
Flächen  eine  Ebene  in  zwei  verschiedenen  Punkten,  so  ist  allen 
affinen  Transformationen  gegenüber  das  Verhältnis  ihrer  KrUm- 
raungsmasse  unveränderlich.  Haben  zwei  Curven  einen  Punkt 
und  in  diesem  die  Schmiegungsebene  gemein,  so  wird  bei  keiner 
projectiven  Transformation  der  Curven  das  Verhältnis  ihrer  Tor- 
sionen geändert.  Bei  affiner  Transformation  können  die  Oscu- 
lationspunkte  auch  verschieden  sein.  H. 


R.  Mehmkis.      Krilmmungseigenschaften   der  räumlichen 

Inversion.     Böklen  Mitt.  IV.  36-43. 

In  weiterem  Verfolg  des  im  vorigen  Bericht  dargelegten 
Gedankens  findet  der  Verfasser  mehrere  Sätze  über  die  Unver- 
änderlichkeit gewisser  mit  der  Krümmung  der  Curven  und 
Flächen  in  Zusammenhang  stehenden  Grössen  bei  Transforma- 
tion durch  reciproke  Radien.  Voraus  gehen  einige  neue  Rela- 
tionen solcher  Grössen  bezüglich  auf  die  inversen  Curven  und 
Flächen.  H. 

H.  Ruoss.  Die  metrischen  Beziehungen  der  Krümmung 
reciproker  Flächen  und  Curven,  sowie  der  Flächen- 
inhalte der   letzteren.     Böklen  Mltt.  IV.  46-69,  73-92;   Diss.  Er- 

lADgeD. 

Unter  den  zahlreichen  Ergebnissen  der  hier  mitgeteilten 
Untersuchungen  hebt  der  Verfasser  folgende  als  besonders  be- 
merkenswert hervor:  „Das  Product  der  Torsionen  in  einem  Punkt 
einer  Raumcurve   und    dem   entsprechenden  der  Rückkehrkante 
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ihrer  reciproken  Developpabeln  ist  gleich  dem  Quadrat  des  Sinus 
ihrer  Polhöhe.^  „Das  Product  der  FIficheiikrfilnmuDgen  in  ent- 
sprechenden Punkten  einer  Fläche  und  ihrer  Reciproealfläche  ist 
gleich  der  vierten  Potenz  des  Sinus  ihrer  Polhöhe."  „Die  Diffe- 
renz der  Flächeninhalte  der  Fusspunktscurve  einer  gegebenen,  im 
Endlichen  geschlossenen  Curve  und  der  Fusspunktscurve  ihrer 
Evolute  ist  constant  fOr  jeden  beliebigen  Pol,  und  zwar  gleich 
dem  Inhalt  der  gegebenen  Curve.''  Der  erste  Artikel  bezieht 
sich  auf  die  Ebene,  der  zweite  auf  den  Raum.  H. 


Sir  William  Thomson.  On  a  theorem  in  plane  kinetic 
trigonometry ,  suggested  by  Gauss's  theorem  of  cur- 
vatura  integra.    PMl.  Mag.  (5)  xxxn.  471-473. 

Folgendes   ist   der   betreffende    Satz:   Sind    LABM^   NBCQ, 
RCAS  drei  Wege  eines  Massenpunktes,   der  sich  unter  der  Eio- 

Wirkung  einer  Kraft  ( — ^— ,  — ^j  frei  in  einer  Ebene  be- 
wegt, und  der  von  irgend  drei  Orten  aus  nach  einer  beliebigen 
Richtung  in  der  Ebene  mit  solchen  Geschwindigkeiten  geschleo- 
dert  wird,  dass  die  Summe  der  kinetischen  und  potentiellen 
Energie  in  jedem  einzelnen  Falle  denselben  Wert  E  hat,  so 
übertrifft  die  Summe  der  drei  Winkel  Ay  B,  C  die  Grösse  ?r 
um    einen    Betrag,    der    gleich    dem    Oberflächenintegral   tod 

(^•^-|-+  --TTj^^Si^—V  ist,    erstreckt   ttber    den    Flächenranm 

ABC,  [In  Bezug  auf  den  Ausdruck  „kinetische  Trigonometrie' 
vergleiche  man  Thomson  und  Tait,  „Natural  Philosophy% 
§§  361  a),  b),  c),  d).]  Gbs.  (Lp.) 


F.  Adam.     Sur  le  lieu   des  centres   de   courbare  d'une 
courbe  gauche  et  sur  las  courbes  gauches  k  courbure 

COnstante.      Noav.  Ann.  (3)  X.  142-152. 

Es  wird  zuerst  der  Satz  bewiesen :  Der  Ort  a  des  ErQmmungs- 
mittelpunktes  0'  einer  Curve  C  (Ort  des  Punktes  M)  berfihrt  (ib 
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0')  den  Kreis,  welcher  um  den  Badius  OM(j=  AJ  der  osculiren- 
den  Kugel  als  Durchmesser  in  der  Normalebene  beschrieben  ist. 
Dann  folgt  noch  weiter  die  Formel: 

da         ds    ,       ,  . 

wo  T  den  Torsionsradius  (mithin  (p  den  Torsionswinkel)  bezeich- 
net Alles  Fernere  beruht  auf  Irrtum.  Es  wird  das  Lot  Mfi 
auf  MO  in  der  Normalebene  betrachtet  und  ohne  Begründung 
behauptet,  dass  MN  eine  Enveloppe  zuliesse.  Bedingung  dafür 
würde  sein 

wo  R  Krümmungsradius  von  C,  eine  Gleichung,  die  ausdrückt, 
dass  O  fest  ist.  Ausserdem  wird,  mit  Berufung  auf  eine  bekannte 
Formel,  q>  =  Winkel  iVilfO'  gesetzt,  worin  sich  eine  Verwechse- 
lung der  Einhüllenden  der  Krümmungsaxe  mit  der  Evolute  ver- 
rät. Diese  zwei  irrigen  Aufstellungen  liegen  aber  allem,  was 
folgt,  zu  Grunde.  H. 

W.  P.  Ekmakow.     Geodätische  Linien.     Mosk.  Math.  Sammi. 

XY.  576-580.  (Rassisch,  1891.) 

Referat  F.  d.  H.  XXIL  1890.  760. 


P.   G.  SsusLow.      üeber    die  Krümmung   der   Flächen. 

VIII.  Vers.  Russ.  Natorf.  n.  A erste.  (Russisch,  1890.) 

Einfachere  Darstellung  der  von  Thomson  und  Tait  herrühren- 
den,  von  der  gewöhnliehen  etwas  abweichenden  Theorie  der 
Krümmung  der  Flächen  und  einige  daraus  folgende  Sätze. 

Si. 

L.   BiANCHi.     Sui  sistemi  tripli  ortogonali  che  contengono 
una    Serie    di    superficie  con   un   sistema  di   linee  di 

CUrvatura   piane.     Annall  dl  Mat.  (2)  XIX.  177-199. 

Die  Aufgabe,  ein  dreifaches  Orthogonalsystem  zu  bestimmen, 
TV'elcbes  eine  Schar  von  Flächen  mit  einem  System  ebener  Krüm- 

FortMtar.  d.  Math.  ZXUI.  2.  51 
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muDgslinien  enthält,  läBBt  sich  zurflckfahren  auf  die  bekannte 
Bestimmung  der  cyklischen  Systeme,  und  es  genügen,  um  eines 
dieser  Systeme  zu  bestimmen,  folgende  cbarakteristifichen  Ele- 
mente: 

1)  Eine  Fläche  2*^,  welche  orthogonal  zu  den  ebenen  Curven 
C  ist,  2)  eine  dieser  ebenen  Gurven  C,,  3)  die  Erfimmungskreise 
der  Gurven  C  in  ihren  Durchschnittspunkten  mit  2^.  Sind  diese 
Elemente  gegeben,  und  bilden  die  gegebenen  Kreise  ein  Nor- 
malensystem, d.  h.  lassen  sie  eine  Reihe  von  orthogonalen  Flächen 
zu,  so  existirt  das  entsprechende  dreifach -orthogonale  System 
und  kann  durch  Quadraturen  bestimmt  werden.  Jede  Fläche, 
welche  ein  System  ebener  Krtimmungslinien  besitzt,  gehört  einem 
derartigen  dreifachen  Orthogonalsystem  an. 

Zwei  specielle  Fälle  sind  besonders  ausgezeichnet.  Der  erste 
tritt  ein,  wenn  für  alle  Flächen  2,  der  einen  der  beiden  Scharen, 
welche  die  ebenen  Erümmungslinien  C  haben,  der  Winkel,  unter 
dem  sie  von  den  Ebenen  dieser  Gurven  geschnitten  werden,  eon- 
stant  ist.  Die  Bestimmung  dieser  speciellen  Systeme  lässt  sich 
zurückführen  auf  die  infinitesimale  Deformation  der  Flächen  mit 
constanter  Krümmung. 

Der  zweite  Fall  ist  der,  dass  für  jede  einzelne  Fläche  ^ 
jener  Winkel  constant  ist,  aber  von  einer  Fläche  zur  anderen 
variirt.  Die  Bestimmung  dieser  allgemeineren  Systeme  lässt  sieh 
zurückführen  auf  die  infinitesimale  Deformation  der  Flächen, 
Welche  ein  System  von  asymptotischen  Linien  mit  constanter 
Torsion  haben. 

In  diesen  beiden  Fällen  genügen  Quadraturen,  um  beliebig 
viele  dreifache  Orthogonalsysteme  der  entsprechenden  Art  zn 
erhalten.  A. 

L.  BiANCHi.  Sülle  superficie  le  cui  sezioni,  fatte  con 
un  sistema  di  piani  paralleli,  tagliano  le  linee  di  cur- 
vatura  sotto  angolo  costante.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  vii. 

4-13. 

Die  Flächen  (2>,  deren  Schnitte  mit  einem  Systeme  paralleler 
Ebenen  die  Krümmungslinien  unter  constantem  Winkel  schneiden, 
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gehören  einer  Klasse  an,  welche  der  Verfasser  bereits  früher 
untersucht  hat  (u.  a.  Annali  di  Mat.  (2)  XVIIL  301,  F.  d.  M. 
XXII.  1890.  766).  Sie  bilden  aber  einen  Ausnahmefall,  dessen 
directe  Untersuchung  vorzuziehen  ist.  Die  Bestimmung  dieser 
Flächen  kommt  auf  die  Integration  einer  Gleichung  von  der  Form 

^+^  =  ^' 

welche  bekannt  ist,  zurück,  und  aus  jeder  Lösung  derselben  er- 
giebt  sich  eine  -Fläche  (Z>  durch  Quadraturen.  Eine  bemerkens- 
werte Eigenschaft  der  Flächen  4>  ist,  dass  sie  in  Reihen  geord- 
net werden  können,  welche  einem  dreifachen  Ortbogonalsystem 
angehören.  In  dieser  Hinsicht  bildet  die  vorliegende  Arbeit  eine 
Ergänzung  zu  dem  im  vorangehenden  Referate  besprochenen 
Aufsatze  des  Verfassers.  Die  Flächen  0  stehen  ferner  in  einem 
wichtigen  Zusammenhange  mit  einem  Doppelsystera  ebener  Cur- 
ven,  durch  welche  die  Ebene  in  unendlich  viele  flächengleiche 
Parallelogramme  zerlegt  wird.  A. 


A.  Pbtot.     Sur  certains  sy Stomas  de  coordonn^es  spb^- 
riqnes  et  sur  les  systömes  triples  orthogonaux  correspon- 

dantS.    C.  B.  OXIL  1426-1429. 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  Bestimmung  der  Flächen  2,  welche 
eine  Lamä'sche  Familie  bilden,  wenn  man  sie  einer  geeigneten 
geradlinigen  Translation  unterwirft,  sich  auf  die  der  orthogonalen 
sphärischen  Systeme  reducirt,  für  welche  die  Differentialparameter 
9',  p'  des  Linienelements  der  Kugel  die  Relation 

dq^  ^  dp' 
dv  du 
verificiren.  Legt  man  nämlich  durch  jeden  Punkt  M  von  S  normal 
zu  der  Geraden,  welche  die  zwei  geodätischen  Krümmungsmittel- 
punkte der  zwei  Krümmungslinien  in  ff  verbindet,  eine  Ebene,  so 
bleibt  diese  einer  festen  Geraden  parallel.  Diese  Gerade  ist  es 
eben,  in  deren  Richtung  die  oben  genannte  Translation  stattfinden 
massi  um  eine  Lamä'sche  Familie  zu  erzeugen.  Daraus  folgt 
unmittelbar  der  Satz:  Ist  eine  Fläche  eine  solche  S  für  drei  ge- 

61* 
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radlinige,  nicht  einer  und  derselben  Ebene  pitrallele  Translationen, 
so  kann  sie  nur  eine  Ebene  oder  eine  Kugel  sein;  sind  hingegen 
die  Translationen  parallel  einer  Ebene,  so  hat  man,  um  alle  ent- 
sprechenden S  zu  erhalten,  zu  Ebene  und  Kugel  noch  alle  zu 
dieser  Ebene  normalen  Gylinder  hinzuzufügen.  H. 


DB  Salvert.     Memoire  sur  la  recherche  la  plns  gön^rale 
d'un  Systeme  orthogonal  triplement  isotherme.    Bnix.  s. 

8C.  XV  B.  201-394. 

Fortsetzung  der  in  F.  d.  M.  XXL  1889.  756  und  XXII. 
1890.  768  besprochenen  Arbeit.  Im  V.  Gap.  erledigt  Hr.  de  Salvert 
die  Lösung  der  Aufgabe,  die  er  sich  gesteckt  hatte,  n&mlich 
ausser  in  den  Ausnahmefällen  (die  vorher  behandelt  sind)  die 
rechtwinkligen  Goordinaten  als  Function  der  krummlinigen  Goordi- 
naten  durch  die  Bedingungen  zu  bestimmen,  gleichzeitig  sechs 
nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  zu  genQgen.  Zu- 
erst lehrt  er  zwei,  so  zu  sagen,  zu  einander  inverse  Methoden, 
welche  zum  gesuchten  Resultate  führen;  dann  skizzirt  er  m- 
gehender  die  erste  dieser  beiden  Methoden,  indem  er  mit  der 
grössten  Sorgfalt  nachweist,  wie  alle  Teile  logisch  in  einander 
greifen.  Darauf  ermittelt  er  1)  das  System  partieller  Differeo 
tialgleichungen  zweiter  Ordnung,  denen  in  dem  allgemeinsten 
Falle  des  orthogonalen  Systems  jede  der  drei  krummlinigen 
Goordinaten  einzeln  genUgt;  2)  f&r  den  allgemeinsten  Fall  des 
orthogonalen  Systems  die  simultanen  totalen  Differentialgleichon- 
gen  zwischen  den  drei  ersten  Ableitungen  einer  und  derselben 
rechtwinkligen  Coordinate.  Nunmehr  integrirt  er  dieselben,  be- 
stimmt die  willkürlichen  überschiessenden  Gonstanten  darch  di« 
nachträgliche  Verification  der  vorgelegten  Gleichungen  erster 
Ordnung,  bildet  endlich  die  endgültige  Lösung  und  giebt  die 
geometrische  Definition  der  das  orthogonale  System  bildendes 
Oberflächen.  Zuletzt  schliesst  er  mit  einer  eingehenden  Prüfang 
des  Verfahrens,  welches  zu  demselben  Ergebnisse  geführt  hat 
Diese  ganzen  Untersuchungen  zeigen,  dass  Lama  in  Wahrheit 
nicht  bewiesen  hat,  dass  er  die  Frage  vollständig  gelöst  habe. 
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das  so  za  sagen  divinatorische  Verfahren,  welches  ihn  zu  der 
vollständigen  Lösung  geführt  hat,  ist  von  dem  Gesichtspunkte 
der  strengen  Logik  her  nicht  ausreichend. 

In  dem  auf  das  Capitel  V  folgenden  Anhange  vervollständigt 
es  Hr.  de  Salvert  in  drei  ziemlich  umfangreichen  Noten.  In  der 
ersten  findet  er  „systematisch''  das  allgemeinste  orthogonale 
System  unter  der  Annahme,  dass  es  unter  seinen  drei  Familien 
den  allgemeinsten  Typus  der  isothermen  Familien  zweiter  Ord- 
nung begreife.  Durch  die  Verbindung  der  Ergebnisse  dieser 
Note  mit  einem  Teile  derer  aus  dem  V.  Capitel  gelangt  er  aber- 
mals zur  vollständigen  Lösung  des  Problems,  welches  er  sich 
gestellt  hatte. 

Die  zweite  Note  enthält  die  zweite  Bestimmungsart  der  das 
System  in  dem  allgemeinsten  Falle  ausmachenden  Familien.  Die 
dritte  Note  endlich  bringt  die  folgerichtige  Anwendung  und  den 
Vergleich  der  beiden  dargelegten  Methoden  (vorangehende  Note 
und  Gap.  V)  auf  den  besonderen,  dem  sphärischen  System  ent- 
sprechenden Fall. 

Die  zuweilen  etwas  lange  Darstellung  des  Hrn.  de  Salvert 
ist  dafür  auch  immer  sehr  klar,  und  die  Rechnungen  sind  mit 
der  grössten  Eleganz  durchgeführt.  Mn.  (Lp.) 


K.  ZoRAwsKi.     üeber  Deformation  der  Flächen.     Krakau 

Abb.  (2)  I.  225-291.  (Polniacb,  1891.) 

Die  Abhandlung  enthält  eine  Anwendung  der  Lie'schen 
Fransformationstheorie  auf  die  von  Lie  selbst  in  den  Math. 
\nDalen  XXIV  (über  Differentialinvarianten,  S.  574-775,  vergl. 
r.  d.  M.  XVL  1884.  91)  angeregte  Frage:  Bringt  man  das  Bogen- 
^lemeot  einer  Fläche  auf  die  Form 

ds'  =  Edx^+2Fdxdy  +  Gdy\ 
ind  fahrt  man  neue  Variabein 

«,  =  X(«»  y)y   y,  =  y(^>  y) 

in,  so  erhält  das  Bogenelement  die  neue  Form 

(b»  =  E,dx\  +  2F,dx,dy,+G,dy\', 
abei    werden  Ej,  F^  und  G^    als  Functionen    von  £,  F,  ö,  a?,  y 
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durch   gewisse  Relationen   beBtimmt,   die,   mit  x^  =  X,  y,  =  Y 

vereinigt,  eine  unendliche  Gruppe  bilden.     Die  DifferentialioTa- 

rianten   dieser  Gruppe,   welche   bei  jeder  Biegung   der  Fläche 

ihren  ursprünglichen  Wert  behalten,  nennt  der  Verfasser  Biegungs- 

invarianten.     Dieselbe  Benennung  wurde  von  Herrn  Weingarten 

in  der  Abhandlung:  „Ueber  die  Eigenschaften  des  Linienelementfö 

der   Flächen    von    constantem   Krflmmungsmass"    (J.  ffir  Math. 

XGIV,  F.  d.  M.  XV.  1883.  637)   in   einer   speciellen  Bedeatuog 

eingeführt     Zu   den    Biegungsinvarianten   gehören  z.  B.:  das 

Gauss'sche  Krttmmungsmass,  die  Beltrami'schen  Parameter  ood 

Minding's  geodätische  Krümmung.    Die  Abzahlung  der  Biegungs* 

invarianten    verschiedener    Ordnungen    bildet    den    Hauptinhalt 

dieser  Arbeit 

Es   werden   zuerst  (Abschnitt  I)   Hauptsätze   der   Lie'schen 

Transformationstheorie  mitgeteilt,  dann  (Abschnitt  II)  einige  all- 

gemeine,  ftlr  die  zu  behandelnde  Frage  wichtigen  Theoreme  aaf- 

gestellt,   so  z.  B.  die  Aufgabe  gelöst:   „Aus  den  gegebenen  Id- 

crementen 

dx  =  f(«,  y)dt,    dy  =  lyC«,  y)di 

der  Veränderlichen  x  und  y  und  aus  dem  Incremente  einer 
gewissen  Function  xp(x,y)  die  Incremente  aller  ihrer  Differeotial- 
quotienten  nach  x  und  y  zu  bestimmen.''  Wir  heben  noch  die 
folgenden  Theoreme  hervor: 

Theorem  I.  „Besitzt  die  allgemeine  infinitesimale  Transfor- 
mation einer  unendlichen  continuirlichen  Gruppe  in  den  Verän- 
derlichen Xj,  .  .  .,  x^,  ^x»  *  *  M  ^«  ^^^  Form 

p+r 

Zf    =:    ^  5fc(a?,,    .  .  .,    Xn)Zkf, 
1 


WO 


Zkf  =   i'l«(^n  .  .  .,  Xn)-^  (fc  =  1,  2,  .  .  „  p), 


1 

m 


Zif  =  s^nniVi^  •  •  M  y«)  0^        ('  =  p+ii  •  •  •»  p+0 

gegebene  Ausdrücke  sind  und  die  ^  ganz  willkürliche  Functiiv 
nen,  so  bilden  die  infinitesimalen  Transformationen 

Zp^xf^    Zp+2fi     .  .  .,    Zp^f 
eine  endliche  Gruppe." 
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Theorem  IV.     „Sind  die  GleichungeD 

Xlcf   =    -5*&.(a?„    .  .    .,    Xn)  ^  (*   =    1,    2,    .  .  .,    9) 

von  einander  unabhängige,  dann  sind  es  auch  die  Gleichungen 

(Ä  =  1,  2,  .  .  .,  9), 
wo  ^  ganz  willkürliche  Functionen  ihrer  Argumente  bezeichnen.^ 
Theorem  V.     „Sind  die  Gleichungen 

Xkf  =  i^lttCa:,,  .  .  .,  xn)^  =  0         (/f  =  1,  2,  .  .  .,  </) 

voD  einander  unabhängig,  so  sind  die  Gleichungen 

*  df 

Zkf  =  Xkf+£M^kfi(x^)    .  .  .,    Xn,    Z^y    .  .   .,    2m)-^—    =  0 

1  C/»^ 


(Ä  =  1,  2,  .  .  .,  7), 


m 


df 


C^k/i  und  ^2,,  sind  ganz  willkürliche  Functionen)  dann,    und    nur 
dann,  von  einander  abhängig,  wenn  die  Gleichungen 

ZJ  =  0  (/  =  9  +  l,  .-.,  q  +  Q) 

Ton  einander  unabhängig  sind.'' 

Es  wird  dann  (Abschnitt  III)  die  eigentliche  Aufgabe  der 
Arbeit  formulirt  und  auf  die  Berechnung  der  Di fFerentialin Va- 
rianten der  oben  genannten  unendlichen  Gruppe  zurückgeführt. 
Die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  dieser  Gruppe 
lautet 

(Die  §^Q,  i7,<j,  . . .  bedeuten  hier  die  partiellen  Diflferentialquotien- 

d*+^0(x,  w) 
ten  der  Functionen   §,  tj  der  Bezeichnung  — ^  .X  ^       ?=   *•* 

gemäss.) 
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Die  unendliche  Gruppe  kann  aber  auf  verschiedene  Weisen 
erweitert  werden.  Erweitert  man  sie  in  Bezug  auf  die  Diffe- 
rentialquotienten von  E,  F,  G  nach  x  und  y,  so  gelangt  man  zu 
der  „Gauss'schen  n^"  erweiterten  Gruppe": 

^    '  ""  ^dx  +  ^'dy^r  r^  dt  dEit^   3t  ÖFa+    8t  doj 

Erweitert  man  sie  in  Bezug  auf  die  Differentialquotienten  der 
willkürlichen  Functionen  q>\  9)',  . . . ,  q>**^  der  Veränderlichen  x 
und  y,  so  bekommt  man  die  „Beltramische  n^  erweiterte  Gruppe '^ 


1  u  (I  dt  ^Vik 
Erweitert  man  sie  noch  in  Bezug  auf  die  Differentialquotienteu 
von  y  nach  x^  wenn  y  als  Function  von  x  betrachtet  wird,  so 
erhält  man  die  „Minding'sche  n^  erweiterte  Gruppe"* 

Endlich  wird  die  Gruppe 

A  Y  -  <»     f +^'-2:*2;*  g^  3^^  +-^'  ^,   5^(,, 

„allgemeine  n^  erweiterte  Gruppe"  genannt 

Das  Problem  für  die  erweiterte  Gauss'sche  Gruppe  wird  also 

auf  die  Bestimmung  derjenigen  Functionen  f  zurückgeführt,  fOr 

welche 

e<")/-  =  0; 

da  aber  §  und  tj  ganz  willkürlich  sind,  so  muss  man,  um  die 
Differentialgleichungen  zu  erhalten,  deren  Lösungen  die  Biegungs- 
invarianten sind,  die  Coefficienten  aller  Functionen  ^,  17,  ^^,r»  ?/m 
gleich  Null  setzen.  Dasselbe  gilt  auch  für  die  anderen  erwei- 
terten Gruppen. 

Es  wird  dann  (Abschnitt  IV)  die  Anzahl  der  Gaass'schen 
Biegungsinvarianten  bestimmt;  dieselben  ergeben  sich  als  LOsuq- 
gen  gewisser  Systeme  linearer  homogener  partieller  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  mit  einer  abhängigen  Veränderlichen. 
Es  zeigt  sich  dann,  dass  es  keine  Gauss'schen  Biegungs- 
invarianten  erster  und  zweiter  Ordnung   giebt;   die  Anzahl  der 
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Gauss'schen  Biegungsinvarianten  dritter  Ordnung  ist  gleich  1, 
die  der  vierter  Ordnung  gleich  1,  und  allgemein  die  der  n'«° 
Ordnung  (»>4)  gleich  n — 2. 

Eine  analoge  Untersuchung  führt  den  Verfasser  zur  Be- 
stimmung der  Anzahl  der  übrigen  Biegungsinvarianten.  Die 
Anzahl   der  Beltrami'schen  Biegungsinvarianten   von  der  ersten 

bis  zur  n*«°  Ordnung  (n  >  3)   ist   gleich  c^     — ,    die  der 

Minding'schen  ist  1  für  n  =  2,  1  für  w  =  3,  2  für  «  =  4  und 
gleich  1  für  n  >  4.  Die  Resultate  stellt  der  Verfasser  in  folgen- 
der Tabelle  zusammen: 

Anzahl  der  Biegungsinvarianten : 


\jruuuug 

Gauss'scbe 

trami'sche 

ding'sche 

Sämtliche 

1 

0 

ifi 

0 

m 

2 

0 

3m 

1 

3m+l 

3 

1 

4m 

1 

4m+2 

4 

1 

6m 

2 

6m+3 

5 

3 

6m 

1 

6m+4 

6 

4 

7m 

1 

7m+5 

*                 A                ■ 

n 

n-2 

(ii  +  l)m 

1 

(n+l)OT+n— 1 

Summe 

bis  zar  n"" 

Ordnung 

inclasire 

in(n-3) 

in(n+3)m 

n 

in(n+ 3)m 
+  *«(«- 1) 

Im  letzten  (VI.)  Abschnitte  giebt  der  Verfasser  eine  allge- 
meine Methode  zur  Berechnung  der  Biegungsinvarianten  und 
wendet  sie  auf  die  Bestimmung  einiger  Biegungsinvarianten 
niedrigster  Ordnungen  an,  nämlich  des  Gauss'schen  Erümmungs- 
masses,  der  Beltrami'schen  Differentialparameter  erster  und 
zweiter  Ordnung  und  der  Minding'schen  geodätischen  Krümmung. 
Diese  Methode  des  Verfassers  beruht  auf  einigen  allgemeinen 
Sätzen,  welche  die  Anwendung  der  Jacobi'schen  Methode  auf 
die  Integration  allgemeiner  vollständiger  Systeme  von  Differential- 
gleichungen ermöglichen.  Ueber  diese  Erweiterung  der  Jacobi'- 
schen   Methode   hat   der  Verfasser   im    III.  Bande   der    „Prace 
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matematyczno-fisyczne*'  einen  Aufsatz  erscheinen  lassen ,  Ober 
welchen  wir  im  nächsten  Jahrgange  des  Jahrbaches  referireD 
werden.  Dn. 

J.  Weingarten.    Sur  la  th^orie  des  surfaces  applicables. 
(Extrait  d'une  lettre  k  M.  Darboux).    0.  R  cxii.  607-6io 

J.  Weingarten.     Sur  la  thdorie  des  surfaces  applicables 
sur  une  surface  donnäe.   o.  R.  CXII.  706-707. 

E.  GouRSAT.      Sur  la   th^orie   des   surfaces  applicables. 

CR.  CXII.  707-710. 

1)  Der   erste    Brief  betrifft   Fl&chen,    deren   Linienelement 
durch  die  Gleichung 

gegeben  ist.  Führt  man  als  Parameter  ein  das  halbe  Quadrat 
des  Abstandes  des  Punktes  von  0  und  die  Lftnge  des  von  0  aaf 
die  Tangentialebene  gefällten  Lotes,  setzt  man  also 

80    ergeben    Bich   ^=_^p'^,     _  =  _  4.(p  +  ^')_  „od 

analoge  Gleichungen,  wo  q  und  q*  die  HauptkrQmmungsradien 
bedeuten.    Genügt  diese  Fläche  der  Gleichung 

9p'  +^^+^^9p9g  +  ^^  9g'  """' 

wo  g>  eine  gegebene  Function  von  p  und  q  bedeutet,  so  sind  die 
Ausdrücke 


■<^) + -(l!) = ^f 


dq^  ^dp 

und  die  analogen  vollständige  Differentiale.     Alle  diese  Flächen 
sind  auf  einander  abwickelbar.  Durch  Anwendung  auf  die  Fnnetios 

ergiebt   sich    eine   auch    von  Herrn  Darboux  betrachtete  Fläche. 
Hieran  schliessen  sich  einige  weitere  Bemerkungen. 
2)   In  der  zweiten  Note  wird  allgemeiner  gesetzt 
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wo  P  Function  von  p  allein  ist,  und  es  wird  untersucht,  wann  die 
betreffenden  Flächen  Liouville'sehe  werden.  Man  kommt  so  zu 
einer  neuen  Klasse  auf  einander  abwickelbarer  Liouville'scher 
Flächen,  für  welche 

A*  =  (a-/»)[^(«-2)-^(/»-2)] 

ist;  zu  denselben  gehören  als  Grenzfälle  die  früher  von  Herrn 
Weingarten  gefundenen  Flächen,  für  welche 

3)  Herr  Goursat  giebt  auch  eine  Erweiterung  des  in  dem 
ersten  Briefe  angedeuteten  Weingarten'schen  Theorems,  indem 
er  setzt 

g>  =  pq-ip^ß-iap^ 

Es  ergiebt  sich  dann  das  Resultat,  dass  auf  unendlich  viele 
Arten  die  Constante  k  so  bestimmbar  ist,  dass  man  die  Flächen, 
fQr  welche 

ist,  durch  Quadraturen  bestimmen  kann;  die  geodätischen  Linien 
dieser  Flächen  lassen  sich  einfach  darstellen.  A. 


E.  Goursat.     Sur  le  th^or^me  de  M.  Weingarten  et  sur 
la  th^orie  de  surfaces  applicables.     Toulouse  Ann.    v.  E. 

1-34. 

Der  Satz  des  Herrn  Weingarten,  durch  welchen  die  Be- 
stimmung der  auf  eine  gegebene  Fläche  abwickelbaren  Fläche 
auf  die  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  von  einfacher  Form  zurückgeführt  wird,  ist  in  dem 
vorhergehenden  Referat  besprochen.  Herr  Goursat  giebt  in  dem 
ersten  Teile  der  vorliegenden  Arbeit  einen  ausführlichen  Beweis 
dieses  Satzes.  In  dem  folgenden  Teile  werden  Anwendungen 
auf  Flächen  gemacht,  für  welche 

ds^  =  du^+2(u  +  0(f)))dv' 
ist,    und  specieller  auf  solche,  für  welche  (D(v)  =  0  ist,    wobei 
sich  viele  interessante  Resultate  ergeben.  A. 
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E.  GouRSAT.     Sur  nn  probl^me  relatif  k  la  d^formation 

des   SUrfaces.    American  J.  XIV.  1-8. 

Es  ist  bekannt,  dass  sich  sowohl  die  Umdrehaagsflächen, 
als  auch  allgemeiner  die  Oesimsflächen  (nioulures)  so  biegen 
lassen,  dass  sie  in  Fl&ehen  derselben  Art  Obergehen,  und  dass 
dabei  die  KrQmmungsIinien  einander  entsprechen,  deren  eines 
System,  nämlich  die  Parallelkreise  bezw.  Trajectorien,  in  paral- 
lelen Ebenen  liegen. 

Der  Verfasser  stellt  sich  nun  die  allgemeine  Frage:  Welche 
Flächen  S  kann  man  so  biegen,  dass  ein  System  ebener  paral- 
leler Schnittlinien  in  ein  ebensolches  System  fibergeht?  Es  ist 
bekannt,  dass,  wenn  man  x  und  y  als  Parameter  wählt,  jede 
der  drei  Coordinaten  der  gebogenen  Fläche  S'  die  partielle 
Differentialgleichung  erfüllen  muss: 

(*•- rO(P'+ (?«-~l)  +  (S«- Är)(p'+ «•+ 1) 

+  (rT^  2sS  +  iRXPp  +  Oq)  =  0, 

[Diese  Formel  enthält  in  der  Abhandlung  mehrere  Druckfehler]. 
In  ihr  sind  p,'  g,  r,  «,  f,  P,  Q^  A,  S,  T  die  partiellen  AbleitoD- 
gen  erster  und  zweiter  Ordnung  von  2  und  von  2,  F  oder  Z, 
Sollen  nun  die  Schnitte  senkrecht  zur  x-Axe  in  der  gebogenen 
Fläche  wieder  in  parallele  Schnitte  fibergehen,  so  kann  man 
setzen  X  Function  von  x  allein ;  dann  kommt  man  auf  die  Bedin- 
gung, dass 

8*—rt  =  ipF(x) 

sein  muss,  wo  F(x)  eine  willkfirliche  Function  von  x  bedeutet. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  durch  die  Methode  von  Monge  und 
Ampäre  integriren.  Es  ergiebt  sich,  dass  die  Flächen  S^  welche 
eine  Biegung  der  verlangten  Art  gestatten,  durch  folgende  Eigen- 
schaft charakterisirt  sind: 

Es  seien  in  der  Ebene  der  yz  zwei  beliebige  Curven  C  und 
C  gegeben,  und  M  und  üf'  seien  zwei  Punkte  derselben  mit 
parallelen  Tangenten.  Man  verbinde  diese  beiden  Punkte  and 
teile  die  Verbindungslinie  nach  einem  Verhältnis  A  durch  den  Punkt 
Äfjt.     Der  Ort  von  Mk  ist  eine  Curve  C»;  bei  variirendem  k  erhält 
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man  ein  ganzes  System  solcher  Curven.  Man  verschiebe  nun 
jede  Carve  Ck  parallel  zur  rr-Axe  um  die  Strecke  x,  wo  x  eine 
willkürliche  Function  Yon  k  ist.  Die  so  verschobenen  Curven 
bilden  die  Schnitte  einer  Fläche  S. 

Die  Aufsuchung  der  Flächen  £>'  ist  dann  durch  Quadraturen 
möglich.  Wählt  man  f&r  C  und  C  concentrische  Kreise,  so  sind 
S  and  S^  Umdrehungsflächen.  Sind  C  und  C  irgend  zwei  Paral- 
lelcurven,  so  sind  die  Flächen  S  und  S'  Gesimsflächen.  Ist  C 
aas  C  durch  Translation  entstanden,  so  sind  auch  S  und  S* 
Translationsflächen.  Sind  C  und  C  ähnlich  und  ähnlich  liegend, 
so  sind  es  auch  die  Curven  Ch\  sind  es  ähnlich  und  ähnlich 
liegende  Kegelschnitte,  so  kann  man  das  Verschiebungsgesetz 
so  wählen,  dass  S  eine  beliebige  Fläche  zweiter  Ordnung  wird. 
So  entsteht  eine  Reihe  specieller  Fälle,  in  denen  sich  auch  die 
Flächen  S'  verhältnismässig  einfach  ausdrucken  lassen. 

Bei  dem  Interesse,  welches  dieses  Biegungsproblem  verdient, 
möge  dem  Referenten  der  Hinweis  gestattet  sein,  dass  man  die 
Curven  Ck  auch  auffassen  kann  als  Parallelschnitte  einer  beliebigen 
abwickelbaren  Fläche.  Um  also  die  Fläche  S  zu  erhalten,  braucht 
man  nur  ein  beliebiges  System  paralleler  Schnitte  einer  beliebi- 
gen abwickelbaren  Fläche  nach  einem  beliebigen  Gesetze  lotrecht 
zu  ihren  Ebenen  zu  verschieben.  Ist  z.  B.  a?  =  f(y,  s)  die  Glei- 
chung einer  beliebigen  abwickelbaren  Fläche,  so  ist  qi(x)  =^  f{y^  z) 
lie  Gleichung  einer  Fläche  8,  A. 


3.   Padova.     Di  alcune   classi  di    superficie   suscettibili 
di  deformazioni  infinitesime  speciali.    Lomb.  [st.  Rend.  (2) 

XXIV,  821-829. 

Der  Verfasser  betrachtet  eine  Fläche,  welche  durch  unendlich 
leine  Biegungen  so  deformirt  wird,  dass  die  von  den  einzelnen 
unkten  beschriebenen  Wege  bestimmte  Eigenschaften  haben, 
nd  stellt  sich  die  Aufgabe,  hieraus  die  Fläche  zu  bestimmen, 
r  löst  dies  Problem  in  zwei  Fällen: 

1)  dass  die  Projectionen  aller  Wege  auf  die  betreffenden 
ISchennormalen  einander  gleich  sind, 
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2)  daas  die  Wege  gleich  geneigt  zu  den  betreffenden  Flächen- 
normalen  sind. 

Im  ersteren  Falle  ergiebt  sich  n.  a.  der  Satz,  dass  die  Flächen 
mit  constantem  negativen  Erflmmungsmass  ic*  solcher  Biegun- 
gen gestatten. 

Im  zweiten  Falle  ergiebt  sich:  Es  lassen  sich  der  Bedingung 
entsprechend  auf  ^'-fache  Art  solche  Flächen  biegen,  bei  welchen 
die  Linien  constanter  Krümmung  geodätische  Parallelen  sind, 
welche  auf  Umdrehungsflächen  abwickelbar  sind,  und  für  welche 
die  NormalkrOmmung  jener  geodätischen  Parallelen  Null  ist. 

A. 


B.  Mlodzibiowski.      8ur    la    d^formation    des    surface<i. 

Darboax  Bull.  (2)  XV.  97-101. 

Im  Journal  der  math.  Gesellschaft  zu  Moskau  hat  Herr 
Peterson  im  Jahre  1866  die  Biegung  von  zwei  Klassen  tod 
Flächen  besprochen,  deren  Gleichungen  sind: 

(1)  «  =  a(ti)a(c),  y=.a(u)ß(v),    »  =  fe(tt); 

(2)  x  =  a(u)  +  a(v),     y  ^  ß(v),  ä  =  ö(«). 

Diese  letzteren  sind  Translationsflächen. 

Jede  Fläche  zweiter  Ordnung  gehört  zur  ersten  Klasse^  da.« 
Paraboloid  ausserdem  auch  zur  zweiten.  Man  erhält  also  durch 
die  Peterson'scben  Formeln  unendlich  viele  Flächen,  welche  ab^ 
wickelbar  sind  auf  Flächen  zweiter  Ordnung.  Diese  Formelo 
sind  allgemein  1)  fQr  die  Flächen: 

X  =  ol/a'  +  Z^'+Ä-lcosi,     y  =  aya'  +  /9*  — ä  — IsW, 


(3) 


=  /"*V6^Ä_l)a-d«, 


wo 


•'-*/  a'  +  ß*  +  h-l  **"' 

und  h  eine  willkürliehe  Constante  ist;  2)  fQr  die  Flächen: 


(4) 
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x  =  flA  +  |,     y=/y/J"-(p-l>'Mr, 


'3        ^IkS        1>^'S 


(Ä'-l)a'»rfi*. 


Auf  den  Flächen  (3)  gehen  die  Ebenen  der  Linien  o  =  const. 
durch  die  «-Axe,  auf  den  Flächen  (4)  sind  sie  parallel  der 
a;s- Ebene.  Die  Ebenen  der  Linien  u  =  const.  sind  ftir  beide 
Flächenarten  parallel  der  xy -Ebene.  Die  Abbildungen  besitzen 
folgeude  Eigenschaften: 

Bezieht  man  die  Flächen  (3)  auf  cylindrische  Coordinaten, 
so  erkennt  man,  dass  die  Linien  v  =  const.  aus  einer  einzigen 
entstehen,  indem  die  Entfernungen  von  der  s-Axe  im  Verhältnis 

ya^+ß^+h—l :  1  gestreckt  werden.  Bei  der  Biegung  deformiren 
sie  sich  nach  demselben  Gesetze  wie  die  Meridiane  einer  Um- 
drehungsfläcbe. 

Ferner  gehen  die  Flächen  (3)  in  die  Flächen  (4)  über,  wenn 
die  s-Axe  ins  Unendliche  rückt. 

Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  noch  eine  allgemeinere 
Klasse  von  Flächen  an,  auf  welche  die  Peterson'sche  Biegung 
sich  anwenden  lässt:  sie  sind 


(8) 


y  =  aQSinq>  +y       ^^  — ■^^  at?,     a  =  6, 


wo  a  und  6  Functionen  von  u  sind,  ^,  q>  und  y  dagegen  von  v. 
Die  gebogenen  Flächen  sind  hieraus  zu  bilden,  indem  man  ^,  q> 
ind  6  durch  q^,  %  und  b^  ersetzt,  wo 

f        i/-iXÄ— 1  /'7gV+(A-i)(g"+eV')j, 

6,  =J    y6'»_(A-l)o"d«. 

«0 

i'Clr  Q  =  const.  werden  diese  Flächen  Oesimsflächen,  fBr  }>  =  0 
ntstehen  die  oben  betrachteten  Flächen  (3).  A. 
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A.  RiBAUCOUR.     Snr  les  syst^mes  cjcliqnes.     CR.  cxiii. 

304-307,  324-326. 

Der  Verfasser  hatte  im  Februar  1890  der  Pariser  Akademie 
eine  Mitteilung  über  Gongruenzen  von  Kreisen  gemacht,  welche 
orthogonal  zu  Fl&chen  stehen  und  von  ihm  cyklische  Systeme 
genannt  worden  waren.  Inzwischen  haben  sich  andere  Mathe- 
matiker mit  diesen  Gongruenzen  beschäftigt,  so  z.  B.  Herr  Bianchi 
in  mehreren  Arbeiten  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  766).  Dies  giebt 
Herrn  Ribaucour  Veranlassung,  auf  den  Gegenstand  zurückzu- 
kommen und  seine  früheren  Mitteilungen  in  einigen  Punkten  zu 
vervollständigen.  In  der  ersten  Note  wird  die  Theorie  der 
cyklischen  Systeme  entwickelt;  die  zweite  Note  zeigt  den  Zu- 
sammenhang, in  welchem  die  cyklischen  Systeme  mit  einem 
kinematischen  Problem  stehen,  nämlich  mit  dem  der  Bewegung 
eines  Körpers,  der  vier  Bedingungen  unterworfen  ist,  und  zwar 
in  dem  speciellen  Falle,  dass  die  Schönemann  -  Mannheim^scbeo 
Geraden  sich  immer  schneiden.  A. 


E.  CossBRAT.     Sur    les    syst^mes    conjugu^s    et    sur  la 
ddformation  des  surfaces.     G.  R.  cxui.  460-463. 

E.  CossBRAT.     Ses  les  syst&mes  cycliques  et  sur  la  de- 
foroiation  des  surfaces.    c.  r.  cxiii.  498-500. 

Der  Verfasser  entwickelt  in  der  ersten  Note  mehrere  tod 
den  Herren  Ribaucour,  Darboux  und  Bianchi  aufgefundene 
Sätze  über  cyklische  Systeme  und  ihren  Zusammenhang  mit  dem 
Bicgungsproblem ,  indem  er  die  Betrachtung  der  CongnienzeD 
von  Geraden  anknüpft  an  die  sphärischen  Abbildungen  ihrer 
abwickelbaren  Flächen.  Den  Satz  von  Herrn  Ribaucour,  nadi 
welchem  auf  zwei  auf  einander  abwickelbaren  Flächen  stets  eio 
System  von  conjugirten  Linien  der  einen  einem  solchen  der  an- 
deren  entspricht,  und  zwar  so,  dass  ein  solches  System  auf  2  zQ 
den  Erüromungslinien  der  Trajectorienflächen  der  cyklischen  Sve- 
teme  gehört,  welche  durch  2*  bestimmt  sind,  ergänzt  er  dahio, 
dass  die  sphärische  Abbildung  dieser  einander  entsprechenden  cod 
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jagirteü  Systeme  diejenige  der  abwickelbaren  Flftchen  einer 
cyklischen  Congruenz  ist. 

Durch  einige  weitere  Untersuchungen  gelangt  er  schliesslich 
zu  folgendem  Resultat:  Wenn  eine  Fläche  mehr  als  eine  Biegung 
zulässt,  bei  welcher  die  Ertlmmungslinien  erhalten  bleiben,  so 
gestattet  sie  unendlich  viele.  Ihre  Normalen  bilden  eine  cykli- 
Bche  und  Ribaucour'sche  Congruenz,  und  umgekehrt.  Sie  gehört 
zu  den  Oesimsflächen. 

Wenn  eine  Fläche  nur  eine  solche  Biegung  zulässt,  so  bilden 
ihre  Normalen  eine  cyklische  Congruenz,  und  umgekehrt;  ihre 
sphärische  Abbildung  ist  diejenige  einer  Fläche  mit  constanter 
Krümmung. 

Die  zweite  Note  enthält  einige  weitere  Ausführungen,  welche 
sich  u.  a.  auf  Flächen  mit  constanter  Krümmung  und  auf  Minimal- 
flächen beziehen.  A. 


A.  Adam.  Note  sur  les  surfaces  de  rävolatipn  applicables 
sur  nne  surface  de  r^volution  donn^e  et  plus  g^n^rale- 
ment  sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  d'une 
famille  sont  situöes  dans  des  plans  paralleles  et  qoi 
sont    applicables    sur    une    surface    de  mSme  nature« 

Nony.  Ann.  (3)  X.  18-23. 

1)  Man  kann  bekanntlich  eine  ebene  Curve  in  ihrer  Ebene 
auf  unendlich  viele  Weisen  so  biegen,  dass  die  Umdrehungsflächen, 
welche  sämtliche  Curven  bei  Drehung  um  eine  Axe  der  Ebene 
beschreiben,  auf  einander  abwickelbar  sind,  so  dass  die  Meridiane, 
bezw.  die  Parallelkreise,  einander  entsprechen. 

Diese  Eigenschaft  bleibt  bestehen,  wenn  man  sämtliche  Cur- 
ven um  eine  beliebige,  zur  ursprtlnglichen  Axe  parallele  Gerade 
der  Ebene  sich  drehen  lässt. 

2)  Die  Umdrehungsflächen  gehören  zu  den  Flächen,  deren 
eines  System  von  Krflmmungslinien  (die  Parallelkreise)  in  paral- 
lelen Ebenen  liegt.  Die  allgemeinsten  Flächen  dieser  Art  sind 
die  Gesimsflächen  (moulures  —  nach  Monge),  das  sind  diejenigen 
Flächen,  welche  von  einer  ebenen  Curve,  dem  Querschnitt,  be- 

Fortsehr.  d.  Math.  XXIII.  2.  52 
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sehrieben  werden,   wenn   ihre  Ebene  sieh  auf  einer  beliebigen 
Cylinderflftche  abrollt 

Man  kann  eine  solche  Gesimsflftche  auf  unendlich  viele 
Weisen  so  biegen,  dass  sie  wieder  in  eine  Gesimsfläche  fiber- 
geht, und  dass  die  Krümmungslinien  wieder  in  Krflmmungslinieii 
fibergehen.  Hierbei  ist  nicht  nur  eine  Deformation  des  Quer- 
schnittes, sondern  auch  eine  solche  des  Cylinders  erforderlich; 
aber  die  Deformation  des  Querschnittes  ist  unabhängig  von  der 
Form  des  Cylinders,  wofern  nur  die  Geraden  der  Ebene,  welche 
nach  einander  den  Cylinder  berfihren,  dasselbe  System  von  Pa- 
rallelen in  dieser  Ebene  bilden.  Es  ist  dann  nur  notig,  den 
neuen  Cylinder  nach  demselben  Gesetz  zu  deformiren,  wie  frfibei 
den  alten.  Diese  Deformation  ist  also  insbesondere  ganz  die- 
selbe, wie  wenn  die  Ebene  um  eine  den  Erzeugenden  des  Cj- 
linders  parallele  Gerade  rotirte.  A. 


L.  Rafft.     Sur  certaines  surfaces,   dont  les  rayons  de 
courbure  sont  li^s  par  une  relation.     S.  M.  F.  BuIL  xii 

158-169. 

Es  wird  folgender  Satz  bewiesen:  Soll  eine  Fläche  auf  eise 
Umdrehungsfläche  abwickelbar  und  einer  ihrer  Hauptkrfimmung^ 
radien  eine  Function  des  andern  sein,  so  ist  sie  eine  Schraobes- 
fläche  oder  eine  Fläche  mit  constanter  Total -Erfimmnng,  ab^ 
sehen  von  einem  Specialfalle,  der  besonders  untersucht  wird. 

A. 


P.  StAckbl.     Ueber  bedingte  Biegung  krummer  Flächen. 

Natnrf.  Ges.  Halle  LXIV.  16. 


A.  Wangerik,     üeber  die  Abwickelung  von  Rotations 
flächen    mit   constantem    negativen    KrUmmungsmass 

auf  einander.     Natarf.  Ges.  Halle  LXIV.  16-17. 
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L.  Rafft.     Determination  de  toutes   les  surfaces  mou* 
lures  applicables  8ur  des  surfaces  de  r^volution.      S.  M. 

F.  BolL  XIX.  34-37. 

Nach  einem  Satze  von  Massiea  ist  notwendige  und  hinreichende 
BediDgang  dafür,  dass  eine  Fläche  auf  eine  Umdrehungsfiäche 
abwickelbar  sei,  die,  dass  die  Differentialgleichung  der  Kürzesten 
ein  lineares  und  homogenes  Integral  zulasse  (Darboux,  Theorie 
des  snrfaces  III.  29).  Das  Linienelement  ds  einer  Gesimsfläche 
(moulure)  genügt  der  Gleichung 

d«'  =  du^+(iu-rydv\ 

Es  mnss  also,  um  obige  Bedingung  zu  erfüllen,  eine  Function 
C  von  u  und  t>  und  eine  Function  W*  von  v  allein  existiren, 
so  dass 

(1)         W'V'+^C(U-V)==0, 

(2)        »f"+(J7— F)>CL  =  0. 

Nach  einer  Discussion  gewisser  besonderer  Fälle,  welche  aus- 
geschlossen werden  können,  gelangt  der  Verfasser  zu  der  allge- 
meinen Lösung 

t7— F  =  e«« , 

iurch  welche  eine  Klasse  von  Gesimsflächen  bestimmt  ist,  welche 
ichon  Herr  Dini  als  Lösung  eines  weniger  allgemeinen  Problems 
ä^efunden  hatte.  A. 

j.  Rafft.     8ur  les  surfaces  moulures   dont  les   Iignes 
d'^gale  conrbure  sont  paralleles.     S.  M.  F.  Bali.  xix.  54-57. 

Es  wird  bewiesen,  dass  das  Quadrat  des  Linienelementes 
erjenigen  Gesimsflächen,  bei  denen  die  Linien  gleicher  Krüm- 
iung  parallel  sind,  die  Form  hat: 

9  sind  dies  die  bereits  von  Herrn  Dini  betrachteten  Flächen. 
''gl.  das  vorige  Referat.)  A. 

52* 
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H.  Molins.  De  la  d^termination  des  surfaces  de  r^vo- 
lutioD  ayant  an  mSme  axe  donn^  et  qui  sont  coupees 
par  une  sphöre  doDD^e  suivant  uiie  ligne  g^od^sique. 

ToQloase  M6m.  (9)  III.  296-317. 

Eb  ist  eine  Kugel  und  eine  Gerade  gegeben.  Man  sucht  eine 
Umdrehungsfläche,  welche  die  gegebene  Gerade  zur  Axe  hat  and 
von  der  Kugel  in  einer  geodätischen  Linie  geschnitten  wird. 

Die  Bestimmung  dieser  Fläche  wird  zurQckgeftthrt  auf  eioe 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  deren  allge- 
meine Integration  indessen  auf  Schwierigkeiten  führt  Es  werden 
deshalb  nur  einige  specielle  Fälle  näher  betrachtet.  A. 


Ch.  Biochb.  Remarques  sur  les  lignes  asymptotiqaes 
des  surfaces  rdgl6es  dont  les  gdo^ratrices  appartien- 
Dent  k  une  congruence  linäaire.    8.  M.  F.  Ball.  xix.  39-45. 

Die  kurze  Note  enthält  einige  Bemerkungen  und  weitere 
AusfQhrungen,  welche  sich  auf  gewisse  Eigenschaften  der  Regel- 
flächen  beziehen,  deren  Erzeugende  einer  linearen  Congmenz 
angehören.  Diese  Eigenschaften  sind  yon  Herrn  Picard  (Ann. 
de  l'Ec.  Norm.  (2)  VI.  329,  F.  d,  M.  IX.  1877.  574)  gefun- 
den,  und  auch  Halphen  hat  einen  Teil  derselben  untersucht 
(S.  M.  F.  Bull.  V.  134,  F.  d.  M.  IX.  1877.  529.)  A. 


Ch.  Bioche.     Sur  les  surfaces  gauches   dont   les  lignes 
de  courbure  poss^dent  une  propri^td  donn^e.     s.  M.  F. 

Ball.  XIX.  42-44. 

Bezeichnet  man  mit  r  den  Abstand  eines  Punktes  einer  Re- 
gelfläche  yon  dem  Strictionspunkte  der  Erzeugenden,  aaf  der  er 
liegt,  mit  s  den  Bogen  der  Strictionslinie  bis  zu  diesem  Stric- 
tionspunkte, so  ist  die  Differentialgleichung  der  Krfimmungslinien: 

(p  und  tp  sind  Polynome  zweiten  Grades  in  r,  deren  CoefBeienten 
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Fanctionen  von  s  sind.    Sollen  die  Ausdrücke  für  -r-  rational  in 

ds 

r  sein,  so  muss  xp^r)  identisch  gleich  Null  sein  (Man  rergl. 
S.  M.  F.  Bull.  XVI.  119,  F.  d.  M.  XX.  1888.  815).  Die  Flä- 
chen sind  dann  solche,  für  welche  der  Verteilungsparameter 
constant  ist  und  die  Strictionslinie  Erflmmungslinie.  Sie  werden 
kurz  als  Flächen  2  bezeichnet. 

Besitzt  ein  System  von  Erümmungslinien  einer  Regelfläche 
eine  Eigenschaft,  welche  durch  eine  in  r  rationale  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  ausdrückbar  ist,  so  gehört  sie  zu  den 
Flächen  2. 

Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  kann  man  z.  B.  die  Frage  be- 
antworten: Alle  Regelflächen  zu  bestimmen,  deren  eines  System 
von  Erümmungslinien  aus  Trajectorien  der  Erzeugenden  be- 
steht. Es  ergiebt  sich,  dass  die  einzigen  Flächen  dieser  Art 
sind:  das  einschalige  Umdrehungshyperboloid  und  die  Minimai- 
sch raubenfläche.  A. 


Ch.  Biochb.  Sur  les  surfaces  r^gl^es  qui  passent  par 
une  courbe  et  coupent  sous  an  angle  constant  la 
däveloppable  des  tangentes.    S.  m.  f.  Ball.  xix.  124-125. 

Betrachtet  man  diejenigen  abwickelbaren  Flächen,  welche 
die  abwickelbare  Tangentenfläche  einer  Gurve  c  unter  einem 
Constanten  Winkel  schneiden,  so  findet  man,  dass  der  Ort  der 
Erzeugenden  dieser  Flächen,  welche  durch  einen  Punkt  von  c 
gehen,  ein  Eegel  zweiter  Ordnung  ist.  Dieser  Eegel  hat  zur 
Hauptebene  die  rectificirende  Ebene,  zu  Haupt- Erzeugenden  die 
Tangente  und  die  Binormale,  seine  Ereisschnitte  sind  senkrecht 
za  diesen  Geraden. 

Damit  eine  Gerade,  die  mit  dem  aus  Tangente,  Hauptnormale 
und  Binormale  gebildeten  Trieder  einer  Curve  starr  verbunden 
ist,  eine  abwickelbare  Fläche  beschreibe,  muss  jener  Eegel  von 
constanter  Grösse  sein  und  die  Gerade  auf  dem  Eegel  liegen. 
Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  ist  die  Gurve  eine  Helix. 
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Diese  Betrachtungen   werden   in   eigenttlmlieher  Weise  auf 
geradlinige  Flächen  übertragen.  A. 


6.  PiRONDiNi.     Sülle  linee  di  stringimento  e  di  allarga- 
mento  di  an  aistema  di  cnrve  qualuDque.    Bologna  Mem. 

(5)  I.  631-649. 

Ist  auf  einer  Fläche  eine  Curvenschar  t>  =  conat  gegeben, 
und  betrachtet  man  die  Senkrechten  AC^  welche  von  einem 
Punkte  A  der  Nachbarcurve  auf  diese   gefällt  werden,   so  ist 

AC  =  y^:iILdv,    wenn  <te'  =  edu*+2fdud$+gdv\     Wenn 

nun  der  Punkt  A  die  Curve  v  durchläuft,  so  wird  AC*  bei  con- 
stantem  v  und  dv  im  allgemeinen  an  gewissen  Stellen  ein  Mini- 
mum, an  anderen  ein  Maximum  haben,  und  diese  Punkte  heissen 
Verdichtungs-  und  Verbreiterungsppnkte.  Der  Ort  derselben  ist 
die  Verdichtungs-  und  die  Verbreiterungslinie.  Die  Verdichtaogs- 
linie  ist  bereits  früher  von  Herrn  Brioschi  (1857  im  Giom.  Ist. 
Lomb.  Bd.  IX)  betrachtet,  aber  mehr  hinsichtlich  gewisser  Trans- 
formationen ihrer  Gleichung,  während  der  Verfasser  ihre  geo- 
metrischen   Eigenschaften    im   Zusammenhange    mit   denen  der 

Verbreiterungscurven  eingehender  untersucht.  Ist  — — i-  un- 
abhängig von  tf,  so  verändert  sich  AC  nicht;  es  giebt  also  weder 
einen  Verdichtungs-  noch  einen  Verddnnungspunkt,  und  die  Carve 
V  und  ihre  Nachbarcurve  sind  geodätische  Parallelen.  Im  all* 
gemeinen  sind  beide  Arten  von  Linien  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

m      |(-9  =  0    oder    ..^-2.f|  +  f.|=0. 

Im  Zusammenhange  mit  diesen  Linien  betrachtet  der  Verfasser 
solche  Linien  L,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  sie  Strictions- 
linien  sind  fUr  diejenigen  geradlinigen  Flächen,  welche  erzeugt 
werden  von  den  Tangenten  der  Curven  e  =  oonst  in  den  Punk- 
ten, wo  sie  von  L  geschnitten  werden.     Fflr  diese  ergiebt  sich 
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die  Oleichang: 

(^'S-l-fD*'+(«a-f|)*=»- 

Nun   ist  aus  der  Flächentheorie  bekannt,   dass   die  geodätische 
Krümmung  ^   einer   beliebigen  Linie  L  sich   folgendermassen 
ausdrfleken  lässt: 
—  =  -  — 4-  ^ 


Ä  ds      2{eg-f)fe 

x[fr|-4) ""-  (2«|-4.-fa)""C"-')]- 

WO  w  den  Winkel  der  Parameterlinien,  t  den  Winkel  der  Linie 
L  mit  den  Parameterlinien  v  =  const.  bedeutet. 

Ist  nun  t  =  0,  so  fällt  die  Linie  L  mit  der  Parameterlinie 
r  =  const  zusammen. 

Ist  aber  diese  Parameterlinie  geodätisch,  also  ^  =  0,   so 

ist  auch: 

Dann  geht  die  Gleichung  über  in: 

m         «t  -'%  =  »• 

Sind  also  zwei  der  Oleichungen  (1),  (6),  (7)  erfüllt,  so  ist 
es  auch  die  dritte,  und  die  Parameterlinien  o  =  const.  sind  geo- 
dätische Linien. 

Sind  aber  die  Parameterlinien  nicht  geodätische  Linien,  so  ist 
(6)  die  Gleichung  einer  Linie,  welche  Verdichtungs-  oder  Verbrei- 
terungslinie für  diejenigen  Linien  t  =  const.,  welche  orthogonal 
zu  V  =  const.  stehen. 

Ist  die  Gleichung  (7)  auf  der  ganzen  Fläche  erfüllt,  so 
sind  die  Linien  u  =  const.  Strictionslinien  für  die  Regelflächen, 
deren  Erzeugende  die  Tangenten  der  Linien  t  längs  der  Linie 
u  =  const  sind. 

Ist  eine  Linie  L  zugleich  eine  Linie,  die  der  Gleichung  (1) 
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genflgt,  and  zugleich  StrictioDslinie  der  geradliBigen  FUche, 
welche  von  den  Tangenten  an  v  gebildet  ist,  so  wird  sie  Haupt- 
linie genannt,  und  es  zeigt  sich,  dass  dieselbe  Linie  auch  Hanpt- 
linie  f&r  die  Cnryen  ist,  welche  orthogonal  zu  den  Cnrvea 
V  =:  const.  stehen.  Hieran  knttpfen  sich  viele  Untersuchungen 
ähnlicher  Art  A. 

6.  PiRONDiNi.      Alcuni  teoremi   sulIe    superfioie    svilup- 

pabili.    ADDali  di  Mat.  (2)  XIX.  247-253. 

1.  Die  Rückkehrkanten  einer  Schar  paralleler  abwickelbarer 
Fl&ohen  S  liegen  auf  einer  abwickelbaren  Flfiche  JS  and  bilden 
auf  ihr  ein  System  geodätischer  Parallelen.  Der  geodätische 
Abstand  je  zweier  ist  gleich  dem  Abstände  der  entsprechenden 
Parallelflächen.  Die  Fläche  2  ist  die  rectificirende  abwickelbare 
Fläche  der  Rückkehrkante  von  S. 

Diese  Sätze  werden  entwickelt,  auf  specielle  Fälle  ange- 
wandt, und  es  wird  dann  der  Beweis  für  gewisse  singulare 
Fälle  geführt  A. 

6.  KoBB.     Sur  les  sarfaces  d^veloppables.     8.  M.  F.  Boii. 

XIX.  1-3. 

Es  wird  der  Satz  bewiesen:  Durch  eine  geschlossene  Carve 
gehen  nie  benachbarte  abwickelbare  Flächen  ohne  singulare 
Punkte.  H. 

W.  Juno.     Asymptotische  Curven  auf  windschiefen  Flä- 
chen.    Gaaop.  XX.  294.  (Böhmisch.) 

Enthält  eine  Fortsetzung  der  analytischen  Studien  des  Autors, 
auf  welche  im  Bd.  XXI  dieser  Fortschritte  hingewiesen  wurde, 
wobei  er  die  genannten  Curven  unter  Intervention  von  zwei 
Leitlinien  sowie  einer  Leitlinie  und  einer  Leitebene  ableitet 

Std. 

G.  PiRONDiNi.      Sulla   determinazione  delle  linee  di  cui 
il  rapporto  della  curvatura  alla  torsione  h  una  funzione 

nota   dell'arCO.      Annali  di  Mat.  (2)  XIX.  213-282. 
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Bekanntlich  ist  nach  einem  Satze  yon  Bertrand  jede  Carve, 
bei  welcher  das  Verhältnis  des  Erümmangsradios  q  zum  Torsions- 
radius  r  constant  ist,  eine  Helix. 

Der  Verfasser  sucht  allgemeiner   diejenigen  Curven  L  auf, 

bei  welchen  -^  eine  gegebene  Function  des  Bogens  s  ist.    Man 

r 

lege  durch  L  die  abwickelbare  rectificirende  Fläche  S  und  nenne 
t  den  Winkel,  welchen  deren  Erzeugende  mit  der  Curve  L  bil- 
det. Man  wickele  danach  S  in  eine  Ebene  ab.  Dann  geht  die 
Rfickkehrkante  L^  von  2  in  eine  ebene  Curve  ^  und  die 
Curve  L  in  die  Gerade  ^  Über.  Wählt  man  diese  zur  x-Axe^ 
und  zur  y-Axe  die  dazu  Senkrechte,  welche  durch  den  Anfang 
des    Bogens  «  geht,    so    ist  s  die  Subtangente    von  ^q,    also 

s  =  x^  ?L —    Andererseits  ist  aber   ^  =  ctgi  =  -p-;   die  ge- 
dy  r  ^         dy^  ^ 

stellte  Bedingung  ^  =z  fp(ß)  geht  also  ttber  in  die  Differential- 

r 

gleichung 

dx  f  dx\ 


w        ^  =  fif-y^)^ 


und   die  Integration   dieser  Gleichung  ergiebt   die  Lösung   des 
Problems. 

Ist  umgekehrt  y  =.  \p(jc)   die  Gleichung   der  Linie  ^q,   so 

\l)(x^        f* 

ergiebt  sich  «  =  a?—  /;,\.   —  =  U^'(«).     Löst  man  die  zweite 

\f)  \X)       Q  ^  ^  ^ 

dieser  Gleichungen  nach  x  auf,  und  ergiebt  sich  x  =  /(— ),  so 
geht  die  erste  über  in: 


=  K7)-f  HKt)]- 


qy       r.  •  l-  ^q 

Diese   einfachen  Betrachtungen  werden   zunächst  auf  den  Fall 

^  =  — Y^   angewandt,   wodurch   man   auf  geodätische  Linien 

von  Kegelflächen  geführt  wird  (ftlr  a  =  oo  auf  solche  von  Cylin- 
dern).    Dann  wird  die  Gleichung 
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ZU  Grunde  gelegt,  und  es  ergiebt  sieh  ftir  A^  die  Gleichung 

•(i)" = (=fir. 

was  fOr  m  =  1,  m  =  —2   auf  Parabeln  und  fttr  m  =  — i  auf 
eine  gleichseitige  Hyperbel  fflhrt. 

Nach  diesen  Anwendungen  beschäftigt  sich  der  Verfasser 
mit  der  Bestimmung  der  Erttmmung  und  Torsion  ¥on  L^  and 
mit  weiteren  Ausführungen.  A. 


B.  Theorie  der  algebraischen  Flächen  und  Baumcurven. 
Fb.  Meter.      Ueber  Realitätseigenschaften    von    Raum- 

CUrven.    Gott  Nachr.  1891.  88-100. 

Die  in  frfiheren  Abhandlungen  (vergl.  F.  d.  M.  XXII.  1890. 
175)  vom  Verfasser  gewonnenen,  auf  rationale  Raumcurven  be- 
züglichen Besultate  werden  in  der  vorliegenden  Note  f&r  das 
Studium  der  Realitätseigenschaften  beliebiger  analytischer  Raam- 
curven  verwertet.  Die  Singularitäten  der  Curve  sind  dadurch 
charakterisirt,  dass  von  den  Schnittpunkten  einer  Ebene  oder 
einer  Geraden  mit  der  Raumcurve  eine  gewisse  genflgende  An- 
zahl zusammenfällt  Bezeichnet  man  getrennte  Schnittpunkte 
mit  verschiedenen  Buchstaben  a,  /?,  ^,  i  und  die  Anzahl  an 
einer  Stelle  zusammengerückter  Schnittpunkte  durch  einen  Ex- 
ponenten, so  kommen  fünf  derartige  Singularitäten  in  Betracht, 
nämlich  die  Ebenen  a^,  a'/9',  a'/^V  ^^^  ^'®  Geraden  a'/9,  o/9^d. 
Nunmehr  handelt  es  sich  um  die  Frage,  in  wie  weit  die  Anzahlen 
der  bei  einer  Curve  auftretenden  reellen  Singularitäten  eine  Aen- 
derung  erfahren,  wenn  während  der  Variation  der  Curve  ein 
Zusammenrücken  zweier  Singularitäten  stattfindet.  Dabei  darf 
man  sich  auf  solche  Zusammenrttckungen  beschränken,  für  deren 
Zustandekommen  das  Erfülltsein  einer  einzigen  Bedingung  zwi- 
sehen  den  Goefficienten  der  Curve  hinreicht  Diese  Bedingungen 
erhält  man  nach  den  früheren  Untersuchungen  des  Verfassen 
durch  Nullsetzen  gewisser  Factoren  der  Discriminanten  und  Re- 
sultanten der  zu  einer  rationalen  Raumcurve  gehörigen  Singa- 
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laritfttenformen.  Die  in  Betracht  kommenden  Factoren  bilden 
ein  System  von  14  Invarianten,  welche  der  Verfasser  einzeln 
vermöge  geeigneter  Variation  der  Curve  durch  Null  passiren 
Iftsst;  er  erhält  dadurch  Aufschluss  über  die  Realität  der  ein- 
und  austretenden  Singularitäten  und  gelangt  dadurch  schliesslich 
zu  dem  folgenden  zusammenfassenden  Satze:  Wird  die  Anzahl 
der  reellen  Ebenen  a^  mit  u>\  der  reellen  Ebenen  a*ß^  mit  t', 
der  reellen  Geraden  a*ß  mit  d',  sowie  endlich  die  Anzahl  der 
reellen  Ebenen  a^ß^y*  mit  nur  einem  einzigen  reellen  Bertlh- 
rungspunkte  mit  T"  bezeichnet,  dann  bleibt  bei  beliebigen  De- 
formationen der  Curve  das  Aggregat  lo'+rf'— *'— 2T"  entweder 
ganz  unverändert,  oder  es  erfährt  eine  Zu-  (resp.  Ab-)  nähme 
um  ganze  Vielfache  von  4,  während  es  immer  Fälle  giebt,  in 
denen  einzelne  Bestandteile  des  Aggregates  nur  um  2  sich  än- 
dern. Schliesslich  vergleicht  der  Verfasser  dieses  Resultat  mit 
der  bekannten  von  Hrn.  F.  Klein  herrührenden  Relation  zwischen 
Realitätsanzahlen  von  Singularitäten  ebener  Curven  und  deckt 
den  Grund  auf,  warum  der  eingeschlagene  Weg  zu  einem  ent- 
sprechenden Ergebnis  fQr  Raumcurven  nicht  führen  kann. 

Ht. 

K.  Th.  Vahlen.      Bemerkung    zur    vollständigen    Dar- 
stellung algebraischer  Raumcurven.    J.  far  Math,    cviii. 

346-347. 

Eronecker  hat  in  seinen  Vorlesungen  und  in  §  10  seiner 
„Festschrift''  darauf  hingewiesen,  dass  eine  algebraische  Raum- 
curve  im  allgemeinen  nicht  durch  drei,  sondern  erst  durch  vier 
Flächen  rein  dargestellt  werden  kann,  wenn  man  nämlich  alle 
fremden  isolirten  Punkte  ausschliessen  will.  Soviel  Ref.  weiss, 
war  aber  bisher  kein  Beispiel  für  diese  aus  der  Theorie  der 
Elimination  geschöpfte  Erkenntnis  vorhanden.  Herr  Vahlen 
liefert  ein  solches  in  der  Raumcurve  fttnfter  Ordnung  vom  Ge- 
schlechte Null  mit  einer  Quadrisecante.  R.  M. 


F.  H.  LouD.     Tangents  touching  a  surface  in  two  points. 

Aonals  of  Math.  V.  229. 
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Boyd  hat  den  Beruh rangspunkt  einer  Tangente  an  eine 
Flftche  einen  dreifachen  Pankt  genannt  Der  Verfasser  weist 
nach,  dass  dieser  nur  ein  Doppelpunkt  heissen  darf.         H. 


M.  J.  M.  Hill.  On  the  locus  of  singuIar  points  and 
lines  which  occur  in  connexion  with  the  theorjr  of 
the    locus    of   ultimate    intersections    of  a  system  of 

SUrfaces.       Lond.   B.   S.    Proc.   L.   180-186;     Lond.   PhiL   Traoi. 
GLXXXIIL  141-278.  (1892). 

Bericht  auf  S.  760  dieses  Bandes. 


S.  RiNDi.     SuUe  normali   comuni   a   due    superficie  al- 

gebriche.      Palermo  Bend.  y.  106-108. 

Die  Anzahl  der  gemeinsamen  Normalen  zweier  Flächen,  die 
bezüglich  vom  Orade  m  und  n  sind,  ist: 

N  =  mn(m*n^ — m'ii  — »iii*+"**+«'  +  »*»— 2m  — 2ii-t-2). 

Bm. 

M.  Pi£Ri.     A  proposito  della  Nota  del  sig.  Rindi  ^SuUe 
normali  comuni  a  due  superficie  algebriche^.    Paierao 

Bend.  V.  823. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  das  im  vorhergehenden  Be- 
ferate  angeführte  Resultat  über  die  Anzahl  der  gemeinsamen 
Normalen  zweier  Flächen  m^'  und  n^'  Ordnung  bereits  von 
Herrn  Fouret  (S.  M.  F.  Bull.  VI,  F.  d.  M.  X-  1878.  423)  er- 
halten worden  sei,  und  giebt  eine  noch  allgemeinere  Formel  ffir 
zwei  Mannigfaltigkeiten  (n— 1)^'  Dimension  im  Räume  S»  an, 
die  das  Fouret'sche  Resultat  in  sich  schliesst  Bm. 


F.  P.  RuFFiNi.  Delle  superficie  algebriche,  che  hanno 
potenza  in  rispetto  a  ogni  punto  dello  spazio  ovvero 
in  rispetto  ad  alcuni  dei  loro  proprii  punti.       Bologna 

Mem.  (5)  L  235-252. 
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Es  sei  eine  algebraische  Fläche  S^  gegeben  und  ein  belie- 
biger Punkt  0  ausserhalb  derselben.  Legt  man  durch  letzteren 
eine  Gerade  p,  welche  die  Fläche  in  m  Punkten  schneidet,  deren 
Entfernungen  von  0  mit  ^j,^„...,^m  bezeichnet  werden,  so  kann 
man  das  Product  n  =  QiQr"Qm  bilden.  Der  Verfasser  nennt 
nun  n  die  Potenz  der  Fläche  hinsichtlich  des  Punktes  0,  wenn 
dieses  Product  von  der  Richtung  der  Geraden  p  unabhängig  ist 

Liegt  der  Punkt  0  auf  der  Fläche  S"*,  so  begegnet  die  Ge- 
rade p  der  Fläche  ausserdem  in  m — 1  Punkten,  deren  Entfernun- 
gen von  0  durch  ^j,^^, ...,^m-i  bezeichnet  werden.  Ist  nun  das 
Product  n  =  ^j^,...^m-i  unabhängig  von  der  Richtung  der  Ge- 
raden p,  so  hat  die  Fläche  die  Potenz  n  hinsichtlich  dieses 
Punktes. 

Diese  beiden  Fälle  werden  von  dem  Verfasser  untersucht 
und  führen  ihn  zu  folgenden  Resultaten:  Nur  diejenigen  alge- 
braischen Flächen  gerader  Ordnung,  deren  Gleichungen  als  Glied 
höchster  Ordnung  ao(x^+y*+!&*y  enthalten,  haben  eine  Potenz 
bezüglich  jedes  Punktes  des  Raumes,  und  die  Flächen  ungerader 
Ordnung,  deren  Gleichungen  als  Glied  höchster  Ordnung 

ao(ax  +  by  +  cz)(x*+  y'-f  »')* 

enthalten,  haben  eine  Potenz  in  Bezug  auf  einen  oder  mehrere 
Punkte,  und  zwar  sind  diese  die  Berührungspunkte  der  Fläche 
mit  jeder  ihrer  Tangentialebenen,  welche  durch  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  Fläche  geht.  Diese  Flächen  müssen  aber 
nicht,  wie  der  Verfasser  angiebt,  eine  Asymptotenebene  und  k 
Asymptotenkegel  zweiter  Ordnung  besitzen.  In  einigen  Beispielen, 
welche  sich  auf  Flächen  vierter  und  dritter  Ordnung  beziehen, 
wird  das  Obige  näher  erläutert.  W.  St. 


Gbntt.     Memoire  sur  les  surfaces  gaucbes  rationnellea. 

S.  M.  F.  Bull.  XIX.  70-93. 


Die  Gerade 


U  V  tD 
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ist  durch  Angabe  der  sechs  Liniencoordinaten : 

II,  0,  tp, 

(in  der  letzten  Coordinate  steht  in  Folge  eines  Draekfehlers  y  statt 
y^)  vollständig  gegeben.  Sind  nun  diese  sechs  Grössen  ratio- 
nale Functionen  einer  Variable  l,  etwa  vom  n^  Grade,  so  durch- 
läuft  die  Gerade  eine  rationale  Regelflftche  n'*'  Ordnung  Cn. 
Auf  dieser  Grundlage  wird  nun  zunächst  gezeigt,  dass  die 
Fläche  von  4n-f  1  Bedingungen  abhängt,  dass  eine  gegebene 
Erzeugende  der  Fläche  drei  Bedingungen,  und  eine  gegebene 
Leitlinie  derselben  n+1  Bedingungen  entspricht  (im  Falle  ii>3). 
Eine  Fläche  C,  hat  im  allgemeinen  zwei  reelle  Leitlinien,  eine 
Fläche  C,  unendlich  viele. 

Hierauf  werden  die  Fälle  untersucht,  in  welchen  swei  Leit- 
linien zusammenfallen,  oder  eine  Leitlinie  ganz  im  Unendlichen 
liegt;  eine  Fläche,  bei  welcher  der  letztere  Fall  eintritt,  bat  eine 
Leitebene,  und  die  Zahl  der  zur  Bestimmung  einer  solchen  Fläche 
notwendigen  Bedingungen  ist  3ii4-2.  Als  Beispiel  werden  dann 
die  Gleichungen  einer  Begelfläche  zweiten  Grades,  die  durch  drei 
gegebene  Gerade,  und  einer  Regelfläche  dritten  Grades,  die  durch 
vier  Gerade  geht,  in  Liniencoordinaten  aufgestellt 

Dann  folgt  die  Bestimmung  der  Doppeicurve,  welche  dea 
Grad  |(n— l)(n--2)  hat,  falls  die  Fläche  vom  Grade  n  ist,  so- 
wie die  Aufsuchung  der  2(n  — 2)  singulären  Geraden  der  Fläche^ 
ferner  die  Bestimmung  der  Strictionslinie,  des  Centralpunktes 
und  der  Centralebene  sowie  des  Parameters,  der  die  VerteilaDg 
der  Tangentialebenen  längs  einer  Erzeugenden  angiebt  Des 
weitern  werden  die  Gleichungen  der  Tangentialebene  und  des 
von  den  Normalen  längs  einer  Geraden  der  Fläche  gebildeten 
Paraboloides  und  die  des  osculirenden  Hyperboloides  aufgestellt 

Zum  Schlüsse  wird  noch  gezeigt,  wie  sich  aus  den  gefnn- 
denen  Resultaten  die  Schwarz'sche  Elassification  der  rationalen 
Developpabeln  der  ersten  sieben  Ordnungen  ergiebt,  und  eine 
obere  Grenze  für  die  Anzahl  der  RUckkehrpunkte  einer  nnicar- 
salen  Raumcurve  angegeben. 

Wenn  auch  die  Resultate  grösstenteils  bekannt  sind,  so  muss 
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doch  zugegeben  werden,  dass  die  EinfQhrung  der  Plücker'schen 
Liniencoordinaten  die  ganze  Betrachtang  sehr  elegant  gestaltet. 

Bm. 

K.  Stoltz.      Beitrag    zur    Kenntnis    der    algebraischen 
Flächen  mit  Mittelpunkt.    Schlömilch  z.  xxxvi.  308-311. 

1)  ,,Die  Ortsfläche  der  Mittelpunkte  s&mtlicher  Flächen  von 
gerader  (n  =  2^*")  Ordnung,  welche  durch  ^(/m+1)(|u+2)(4|m+3) 
gegebene  Punkte  gehen,  ist  im  allgemeinen  eine  Fläche  von  der 
Ordnung 

MCM'+5)(iu  +  l)-3]  =  A»'[('»'+20)(n  +  2)-24]. 

Auf  dieser  Oberfläche  liegen  auch  die  Mitten  der  Verbindungs* 
linien  der  gegebenen  Punkte." 

2)  „Die  Ortsfläche  der  Mittelpunkte  aller  Flächen  von  un- 
gerader (n  =  (2y— !)*•')  Ordnung,  welche  durch  iv(v+l)(4v  +  b) 
gegebene  Punkte  gehen,  ist  im  allgemeinen  eine  Fläche  von  der 
Ordnung 

iv[(v'+bXv-l)  +  S]  =  ^(n  +  l)[(«  +  l)'+20)(ii-l)  +  24]. 

Diese   Fläche   geht  durch   die   gegebenen  Punkte   selbst  sowie 
durch  die  Mitten  der  Verbindungslinien  der  gegebenen  Punkte." 

Whg. 

G.  PiTTARELLi.     Sulle  Huee  assintotiche  delle  superficie 
gobbe  razionali  di  Cayley.      Rom.  acc.  l.  Rend.  (4)  vili. 

4Ö2-4.56. 

Das  Resultat  der  Untersuchung,  betreffend  die  Regelfläche  ^ 
vom  Geschlecht  0  mit  zwei  unendlich  nahen  Leitlinien,  lautet: 
„Eine  willkürliche  asymptotische  Linie  der  Fläche  V  wird  in 
einem  einzigen  Punkte  A  von  jeder  Erzeugenden  geschnitten. 
Lässt  man  einem  beliebigen  Punkte  L  der  Erzeugenden  den 
harmonisch  conjugirten  Punkt  L'  in  Bezug  auf  A  und  auf  den 
Schnitt  der  Erzeugenden  mit  der  geraden  Leitlinie  entsprechen, 
so  wird  der  repräsentative  Punkt  l  von  L  auch  die  Berfihrungs- 
ebene  in  L'  repräsentiren.''  H. 
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6.  PiTTARELLi.     Sülle  linee  assintotiche  di   nna  claBse 
di  superficie  di  genere  zero.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  viii. 

391-396. 

Das  Resultat  der  Untersnohang  in  Betracht  der  von  Clebsch 
in  Bd.  V  der  Math.  Ann.  aufgestellten  Regelflfiche  <D  lautet: 
^Eine  willkürliche  asymptotische  Linie  der  Fl&che  wird  in  iwei 
Punkten  ^1,  A'  von  jeder  Erzeugenden  geschnitten.  Lässt  man 
einem  beliebigen  Punkte  L  einer  Erzeugenden  den  harmoniscb 
conjugirten  Punkt  L'  in  Bezug  auf  das  Punktepaar  A^  il  ent- 
sprechen, so  wird  der  repräsentative  Punkt  X  von  L  auch  der 
repräsentative  Punkt  der  Berfthmngsebene  im  Punkte  V  sein.' 

H. 


S.  Mangbot.     Des  surfaces   qui  poss^dent   la    sym^trie 
courbe  des  syst^mes  de  plans.    c.  R.  GXii.  1497-1500. 

Durch  Verallgemeinerung  bildet  der  Verf.  aus  dem  Begriff 
der  Symmetrieebenen  den  der  Symmetrieflächen.  Diese  stehen 
zu  den  polyedrischen  Flächen  in  derselben  Beziehung  wie  die 
Symmetrieebenen  zu  den  regelmässigen  Polyedern.  E^  wird  die 
allgemeine  Gleichung  der  Symmetrieflächen  in  rechtwinkligen 
Goordinaten  aufgestellt  und  ebenso  die  Form  der  Gleichung  ßr 
diejenigen  allgemeinen  Flächen,  für  welche  dieselben  Symmetrie- 
flachen  existiren.  Schg. 

S.  PiNCHERLB.     Sopra  certe  superficie  razionali  che  s'io- 
contrano  in  questioni  d'analisi.    Lomb.  ist.  Rend.  (2)  ixiv. 

354-857. 

D.  MoNTBSANO.     Su  due  superficie  omaloidi  che  si  pre- 
sentano  in  questioni  analitiche.  Lomb.  ist  Rend.  (2)  xiiv. 

889-907. 

Ist  eine  algebraische  Gleichung  mit  zwei  complexen  Varii- 
beln  W  und  Z  gegeben,  so  können  die  Variationen  des  Modais 
von  Yf  mit  Vorteil  durch  eine  rationale  Fläche  dargestellt 
werden.     Diese  Beziehungen  werden  in  der  ersten  Abhandlung 
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erörtert  und  durch  das  Beispiel 

W^+^^ZW^-\-l  =  0 

mit  den  speciellen  Werten  tu  =  1,  2  und  n  =  1  erläutert. 

In  der  zweiten  Abhandlung  werden  die  beiden  den  genann- 
ten Werten  von  tn  und  n  entsprechenden  Flächen  genauer  unter- 
sucht und  eine  grössere  Anzahl  ihrer  Eigenschaften  ermittelt. 

Schg. 

Lelieuvre.     8ur  les  surfaces  k  göndratrices  rationnelles. 

C.  R   OXIII.  635-637. 

Auch  diese  Note  ist  eine  Fortsetzung  von  früheren  Mittei- 
lungen. Die  letzte  derselben  war  enthalten  in  C.  R.  CXI.  568  (F. 
d.  M.  XXII.  1890.  786).  Es  wird  in  ihr  eine  neue  Untersuchungs- 
methode far  Flächen  mit  rationalen  Erzeugenden  mitgeteilt, 
welche  die  Lösung  yerwickelterer  Probleme  gestattet.  Diese 
Methode  besteht  in  der  Einführung  eines  beweglichen  Coordinaten- 
trieders,  gebildet  aus  Tangente,  Normale  und  Binormale  der 
rationalen  Erzeugenden.  Der  Verfasser  teilt  kurz  einige  Besul- 
tate  mit,  welche  er  durch  seine  Methoden  erhalten  hat: 

1)  Die  asymptotischen  Linien  der  Flächen,  welche  beschrie- 
>en  werden  durch  einen  Kegelschnitt,  der  eine  Gerade  und  vier 
ilbenen  berührt,  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen. 

2)  Ein  ähnlicher  Satz  besteht  für  den  Fall,  dass  die  Erzeu- 
l^enden  kubische  Raumcurven  sind. 

3)  Die  einzigen  cyklischen  Flächen,  für  welche  die  kriti- 
chen  Punkte  des  Integrals  der  Erümmungslinien  fest  sein 
öoneo,  haben  entweder  eine  Enveloppe  der  kreisförmigen  Er- 
eugenden,  oder  es  giebt  auf  ihnen  zwei  Linien,  nämlich:  ent- 
weder Nabellinien  oder  gewisse  Linien  doppelter  Krümmung 
l  +  p'+  9*  =  0)'  Iq  gewissen  Fällen  lassen  sich  ihre  Krümmungs- 
nien  durch  Quadraturen  bestimmen.  A. 


Fortschr.  d.   Math.  XXIII.   2. 
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C.    Raumgebilde  ersten,  zweiten  und  dritten  Grades. 

Hj.  Tallqvist.  Bestimmung  der  Richtungscosinns  einer 
Geraden,  welche  mit  zwei  gegebenen  Geraden  Winkel 
von  gegebener  Grösse  einschliessen  soll.    Acta  Soc.  Feo- 

nicae  (HelsiDgfors).  XYII.  467-472. 

Herleitung   der   allgemeinen   Formeln    fttr   die  Losung  der 
fraglichen  Aufgabe.  Bdn. 


6.  Fazzari.     Volume  di  un  tetraedro  e  superficie  di  an 
triangolo    nello    spazio    in    coordinate    quadriplanari. 

Batt.  O.  XXIX.  247-256. 

G.  Fazzari.      Della    sfera    in   coordinate  quadriplanari. 

Ibid.  257-275. 

Der  Inhalt  der  ersten  Arbeit  ist  wohl  durch  den  Titel  ge- 
nügend gekennzeichnet.  In  der  zweiten  wird  zunächst  der  Ab- 
stand zweier  Punkte  berechnet;  hierdurch  kann  die  Gleiehuiyg 
einer  Kugel  sofort  angesetzt  werden,  und  man  gewinnt  die 
BestimmungsstQcke  der  dem  Fundamental-Tetraeder  umbesch^i^ 
benen  Kugel.  Nachdem  alsdann  die  Bedingungen  aufgestellt 
sind,  unter  welchen  die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Gradei 
eine  Kugel  darstellt,  geht  der  Verfasser  zu  speciellen  Kogela 
über;  er  behandelt  die  dem  Fundamental -Tetraeder  einbeschrie- 
bene Kugel  und  diejenige,  welche  durch  die  Schwerpunkte  seiner 
Seitenflächen  geht.  Wenn  im  besondern  die  gegenüberliegendea 
Kanten  des  Tetraeders  normal  zu  einander  sind  (die  Höhen  sich 
also  in  einem  Punkte  schneiden),  so  geht  diese  Kugel  auch  noch 
durch  die  Fusspunkte  der  Höhen,  ihr  Radius  ist  ^  des  Radios 
der  umbeschriebenen  Kugel.  Bei  demselben  Tetraeder  ist  i^oeb 
bemerkenswert  diejenige  Kugel,  welche  aus  jeder  Seitenfläche 
den  zugehörigen  Kreis  der  neun  Punkte  ausschneidet  (vergl.  da< 
Referat  über  B6n6zech  oben  S.  720).  R.  M. 
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S.  L.  Ravibr.     Sur  la  transformatioD  par  rayons  vectenrs 
r^ciproques  et  sur  one  gön^ration  m^canique  des  qua- 

driques.     Nonv.  Aon.  (3)  X.  371-373. 

Nach  einigen  Bemerkungen,  welche  das  Princip  der  Trans- 
formation durch  reciproke  Radien  von  der  Kugel  auf  eine  be- 
liebige Oberfl&che  zweiter  Ordnung  yerallgemeinern ,  giebt  der 
Verfasser  die  folgende  Erzeugungs weise  einer  solchen  Fläche: 
Man  nehme  in  einer  Ebene  E  einen  Kreis  K  mit  dem  Mittel- 
punkte C  an,  lege  durch  C  eine  beliebige  Gerade  und  nehme 
auf  ihr  zwei  Punkte  A  und  Ä'  an.  Ein  Punkt  Jlf  in  £  werde 
mit  A  verbunden,  der  aus  M  durch  Inversion  entsprungene  Punkt 
M'  mit  Ä'\  dann  beschreibt  der  Schnittpunkt  fi  von  AM  und  A'M' 
eine  Oberfläche  F,  zweiter  Ordnung,  wenn  M  die  Ebene  E  durch- 
läuft Der  Kreis  K  ist  ein  Kreisscbnitt,  die  Punkte  A  und  A' 
sind  (reelle)  Kabelpunkte  von  F,.  Lp. 


Fr.  Machovbc.     üeber  orthocentriscbe  Poltetraeder  der 
Flächen  zweiter  Ordnung.    Mocatsh.  r.  Math.  ii.  451-457. 

Die  einer  OrdnungBCurve  des  Axencomplexes  einer  Fläche  zwei- 
ter Ordnung  %  eingeschriebenen  Poltetraeder  von  qp,  sind  ortho- 
centrisch,  ihre  Orthocentra  fallen  in  den  Pol  der  Ordnungscurve. 
Je  drei  Eckpunkte  eines  orthocentrischen  Poltetraeders  von  qp, 
bilden  mit  dem  zugehörigen  Orthocentrum  ein  orthocentrisches 
Poltetraeder  einer  mit  qp,  confocalen  Fläche  zweiter  Ordnung, 
Jessen  Orthocentrum  der  vierte  Eckpunkt  des  ersteren  Tetraeders 
st.  Ein  beliebiger  Punkt  ist  Eckpunkt  von  oq*  orthocentrischen 
^oltetraedern  von  9),,  ihre  übrigen  Punkte  liegen  auf  einer  gleich- 
;eitigen  Hyperbel.  Eine  Axe  von  9),  ist  Kante  von  00'  ortho- 
lentrischen  Poltetraedern,  ihre  Orthocentra  liegen  auf  der  Linie 
kürzesten  Abstandes  zwischen  jener  Axe  und  ihrer  Polare  be- 
Ugrlich  (p^.  Einer  im  Complex  enthaltenen  Regelschar  zweiter 
>rdDung  sind  00'  orthocentriscbe  Poltetraeder  eingeschrieben,  ihre 
orthocentra  liegen  auf  einem  Strahle  der  zugehörigen  Leitschar. 

Js. 
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F.  Machovbc.     Beiträge  zu  den  Eigenschaften  der  Nor- 
malen der  Flächen  zweiter  Ordnung.      Prag.  Ber.  i89i. 

11  S.  (Böhmisch.) 


HuMBBRT.      Etüde  des  cönes   passant    par   Tintersection 
de  deux  quadriques.    J.  de  Math,  sp^c  (3)  v.  6-9,  25-29,  49-63. 

Die  Behandlung  setzt  die  Gleichung  der  einen  Fläche  in 
der  Form  ic'+y'+Ä'4-'*  =  0  voraus  und  discutirt  die  geome 
trische  Bedeutung  der  möglichen  Fälle  der  Gleichheit  von  Wur- 
zeln bei  der  biquadratischen  Gleichung,  von  welcher  die  Lösdd^ 
der  Aufgabe  abhängt.  Am  Schlüsse  werden  die  Resultate  fiber- 
sichtlich zusammengestellt.  Auf  die  Unterscheidung  der  Fälle 
nach  der  Realität  der  Wurzeln  ist  nicht  eingegangen.       Lp. 


L.  Levy.      Intersection   de  deux   quadriques.     Nouv.  Adb 

(3)  X.  65-76. 

Im  weiteren  Verfolg  von  Carvallo's  Methode  (Contact  de  deoi 
quadriques.  Nouv.  Ann.  (3)  IX.  586,  F.  d.  M.  XXII.  1890.  1^1 
untersucht  der  Verfasser  den  Bflschel  von  Flächen  zweiten  Grades 

f(«,  y» »)  0  +  *v(«, ».  »,0  =  0 

von  gemeimamer  Schnittcurve  in  Betreff  derjenigen  Flächt 
welche  ein  Kegel  ist,  ausgedrückt  durch  die  Gleichung  A(il)  =  0, 
und  unterscheidet  die  Fälle:  1)  wo  keine  erste  Unterdeterminacte 
von  A  Null  ist,  2)  wo  alle  ersten,  aber  nicht  alle  zweiten  Unter- 
determinanten  Null  sind,  3)  wo  alle  ersten  und  zweiten,  aber 
nicht  alle  Elemente  Null  sind,  4)  wo  alle  Elemente  Null  mL 
5)  wo  A  identisch  Null  ist.  In  den  Fällen  2),  3)  und  4)  d^ 
generirt  der  Kegel  in  eine  oder  zwei  Ebenen.  Im  ersten  eot- 
spricht  jeder  einfachen  Wurzel  von  A  =  0  ein  Kegel  mit  einer 
Spitze  ausserhalb  des  Flächenbtlndels,  jeder  doppelten  ein  Ee^l 
dessen  Spitze  auf  allen  Flächen  liegt,  jeder  dreifachen  desglei* 
chen;  überdies  berühren  die  Tangentialebenen  aller  Flächen  in 
der  Spitze  hier  auch  den  Kegel.  H. 
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C.  LoLLi.  Snlla  relazione  dei  dae  metodi  di  soluzione 
sintetico  ed  algebrico-geometrico  del  problema  degli 
assi  delle  superficie  di  2"  ordine.   Batt.  o.  xxix.  87-91. 

Die  in  der  synthetischen  Geometrie  übliche  Gonstruction 
der  Hauptaxen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mittels  der  Schnitt- 
geraden  zweier  Kegel  zweiter  Ordnung  wird  hier  in  analytischer 
Weise  auf  Grundlage  des  Polarsystems  für  den  Mittelpunkt  der 
Fläche  gefunden  und  discutirt.  W.  St. 


6.  M£Ti:NiER.     Sur  röqnatioD   en  S  des  quadriques  en 
coordonn^es  tangentielles.     J.  de  Math.  sp^c.  (3)  V.  i2M2d, 

145-149,  173-177. 

Indem  von  dem  Satze  ausgegangen  wird,  dass  die  Haupt- 
ebenen  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  und  die  unendlich  ferne 
Bbene  das  dieser  Oberfläche  und  dem  als  Fläche  zweiter  Ord- 
nung betrachteten  imaginären  Kreise  im  Unendlichen  gemeinsame 
^oltetraeder  bilden,  findet  das  Hauptaxenproblem  für  die  Flächen 
weiter  Klasse  in  homogenen  Ebenencoordinaten  eine  vollstän- 
[ige  Erledigung.  Im  letzten  Artikel  wird  dieselbe  Aufgabe  für 
^etraedercoordinaten  behandelt.  Lp. 


L  Antomari.      Determination    des    axes    d'une   section 
plane  d'une  quadrique.    J.  de  Math.  8p6c.  (3)  v.  169-173. 

1)  Bestimmung  der  Lage  der  Axen,  2)  Berechnung  ihrer 
änge,  wenn  der  Schnitt  einen  Mittelpunkt  besitzt,  3)  Berech- 
uog  des  Parameters  eines  parabolischen  Schnitts.  Lp. 


'.  B.  Newson.     A  pair  of  curves  of  the  fourth  degree 
and     tbeir    application    in    the    theory    of    quadrics. 

Amdricao  J.  XIV.  87-94. 


X*       y*       »• 


Gegeben  ein  EUipsoid  -7  +  p^  +  — ^  =  1,  a>6>c.    Zieht 
an  parallel  zur  2-Axe  eine  Gerade  mit  den  Coordinaten  (m,  n) 
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und  macht  sie  zum  Träger  eines  Ebenen-Bttschels,  so  kann  man 
fttr  alle  so  entstehenden  ebenen  Schnitte  den  Ort  der  Brennpunkte 
suchen.  Dies  ist  die  erste  der  hier  behandelten  Carven.  Die 
Directrices  der  ebenen  Schnitte  bilden  einen  Cylinder,  seine  Leit- 
curve  in  der  ory- Ebene  ist  die  zweite  der  fraglichen  Curven. 
Beide  sind  vierter  Ordnung ,  besitzen  in  (m,  n)  einen  Doppel- 
punkt, haben  mit  einander  und  mit  dem  Hauptschnitt  « =  0 
des  Ellipsoids  doppelte  Berührung.  Besondere  Eigenschaften 
und  charakteristisches  Zerfallen  findet  man,  wenn  (m,  n)  ins  Ud- 
endliche  wächst,  wenn  (m,  n)  mit  einem  Brennpunkte  oder  eineiu 
Scheitel  des  Hauptschnitts  zusammenfällt,  im  speciellen,  wenn  die 
Fläche  eine  Rotationsfläche  wird.  Nimmt  man  statt  des  Ellipsoids 
einen  Kegel,  so  gelangt  man  zu  besonderen  Gurren  dritter  Ord- 
nung, die  schon  von  Quetelet  und  anderen  belgischen  Mathema- 
tikern studirt  sind.  R.  M. 


J.  Neuberg.     Sur  les    moments   d'inertie.      MatheBUC^t 

226-233. 

Gedrängte  Uebersicht  der  Untersuchungen  von  Reye,  Hesse. 
Darboux  Ober  die  Beziehungen  der  Theorie  der  Trägheitsmomente 
zu  derjenigen  der  Oberflächen  zweiten  Grades.        Mn.  (Lp.) 


R.  Marcolonoo.      Osservazione    alla  Nota   ^Sulle  geo- 
deticbe    traociate    solle    quadriohe    prive    di    centro*. 

Napoli  Rend.  (2)  V.  32-33. 

Darstellung  der  geodätischen  Linien  eines  elliptischen  Pan- 
boloides  durch  die  Weierstrass'schen  Functionen  p  und  a. 

Bm. 

A.  R.  Johnson.     Solution  of  question   9088.     Ed.  Tiiees 

LIV.  64-G6. 

Die  von  dem  Verf.  behandelte  Aufgabe  verlangt,  1)  ver- 
mittelst der  fundamentalen  Invarianten  und  Covarianten  eines 
Systems  dreier  Kegelschnitte  die  Covariante  auszudrücken,  welck\ 
gleich  Null  gesetzt,  den  Ort  desjenigen  Punktes  giebt,  von  dem 
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die  sechs  an  jene  Kegelschnitte  gezogenen  Tangenten  in  Involu- 
tion sind;  2)  die  Gleichung  der  Oberfläche  zu  finden,  welche 
durch  die  gemeinschaftlichen  Tangenten  dreier  Oberflächen  zwei- 
ter Ordnung  erzeugt  wird;  3)  vermittelst  der  fundamentalen  In- 
varianten dreier  Oberflächen  zweiter  Ordnung  diejenige  Invariante 
auszudrücken,  deren  Verschwinden  die  Bedingung  dafür  ist,  dass 
die  drei  Flächen  ein  gemeinschaftliches,  zu  sich  selbst  conjugirtes 
Pentaeder  besitzen.  Lp. 

Rezeau.     Solution  de  la  question  27  L   J.  de  Math.  epöc.  (3) 

V.  259-261. 

Drei  Gerade  a,  6,  c  seien  einer  und  derselben  Ebene  paral- 
lel; man  betrachte  alle  Dreiecke  ÄBC^  deren  Ebenen  auf  diesen 
Geraden  liegen  und  die  denselben  Schwerpunkt  G  haben.  Die 
Seiten  dieser  Dreiecke  sind  die  Erzeugenden  dreier  Paraboloide, 
und  die  Ebenen  ABC  hüllen  einen  Kegel  zweiten  Grades  ein. 
(Satz  von  J.  Neuberg).  Lp. 

Gentt.      Agr^gation  des    sciences   math^matiques  (con- 
cours  de  1889).     Solution  de  la  question    de  math^- 

matiques   speciales.     Noav.  Aon.  (3)  X.  204-208. 

Lösung  der  Aufgaben,  welche  in  F.  d.  M.  XXII.  1890.  798 
abgedruckt  sind.  F. 

Marchand.      Remarques    sur    le    probl^me    de    Matbä- 
matiques   speciales  pour  Tagr^gation  en  1889.     Nony. 

ADD.  (3)  X.  322-325. 

Die  Note  behandelt  die  Sätze,  welche  aus  den  in  der  Auf- 
gabe angeführten  durch  Transformation  nach  dem  Dualitätsprin- 
[^ip  entstehen,  mit  der  Specialisirung,  dass  als  Flächen  zweiter 
Ordnung  Kugeln  genommen  werden.  F. 


S.    Mangeot.     Surfaces  de  sym^trie  du  troisi^me  ordre 
d'nne  quadrique.    Nouv.  Add.  (3)  x.  235-242. 
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Sjmmetrieflächen  einer  Fläche  zweiter  Ordnang  sind  FlfteheB, 

Yon  deren  Normalen  die  Flftehe  zweiter  Ordnung  gleiche  Stfieke, 

vom  Fasspunkte   ans   gerechnet,   abschneidet;   fBr  die  Fliehen 

zweiter  Ordnung  mit  einem  Mittelpunkte,   deren  Oleichung,  auf 

ihre  Axen  bezogen, 

/»•      «>       «* 

a        b        c 

lautet,  stellt  jeder  gleich  Null  gesetzte  Ausdruck,  welcher  in  Be- 
zug auf  die  drei  Grössen  x^,  y^,  jk^  homogen  ist,  die  Gleichung 
einer  Symmetrieflftche  dar.  —  Der  Verfasser  giebt  nun  eine  all- 
gemeine Methode  ftlr  die  Bestimmung  derjenigen  Symmetrie- 
flachen  an,  welche  algebraisch  sind,  und  stellt  insbeflondere 
eine  Tabelle  der  verschiedenen  Formen  auf,  welche  die  Glei- 
chung der  algebraischen  Symmetriefl&chen  dritter  Ordnang  so- 
nehmen  kann.  Wbg. 

8.  Mangeot.     Sar  les  surfaces   de  sym^trie  commune^ 

k   plusieurs   quadriques.      Abboc.  Fran^.  Marseille  XX.  224-23i 

Damit  zwei  Mittelpunktsflächen  zweiter  Ordnung,  von  denen 
die  eine  die  Gleichung 


hat,  in  Bezug  auf  eine  und  dieselbe  krumme  Oberfläche  beide  sm 
metrisch  seien,  ist  es  nötig  und  hinreichend,  dass  sie  dieselben 
Hauptebenen  besitzen.  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  be 
sitzen  beide  Flächen  unendlich  viele  gemeinsame  Symmetrieober- 
flächen. Die  Gleichung  x^y^^  =  const.  stellt  solche  Flächen  dar. 
falls  m,  n,  r  der  Bedingung  genügen : 

Einige  Eigenschaften  und  geometrische  Constructionen ,  welche 
auf  die  Oberflächen  x'^y^ssT  =  const.  Bezug  haben  und  aus  dem 
Symmetrie-Verhältnisse  derselben  zu  gewissen  Oberflächen  iwei> 
ter  Ordnung  fliessen,  werden  aufgestellt.  Lp. 
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F.  Lucas.     Note  sur  les  intersections  de  trois  quadriques. 

S.  M.  P.  Bull.  XIX.  118-119. 

Schneiden  sich  drei  Flächen  zweiten  Grades  in  acht  Punkten, 
80  gehören  ihre  28  gemeinsamen  Sehnen  einer  Fläche  dritten 
Grades  an,  welche  der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Flächen  zwei- 
ten Grades  ist,  die  durch  dieselben  acht  Punkte  gehen.  Ausser- 
dem ist  sie  der  Ort  der  Mitten  der  28  Sehnen,  wenn  allein  die 
Constanten  Terme  in  den  Gleichungen  jener  drei  Flächen  variiren. 

H. 

H.  V.  Jettmar.  Analytische  Untersnchungen  der  einem 
Tetraeder  zugeordneten  Flächen  zweiter  und  dritter 
Ordnung    mittelst    numerischer    Tetraedercoordinaten. 

Hoppe  Arch.  (2)  X.  398-419. 

In  homogenen  Goordinaten  ist  die  allgemeine  symmetrische 
Gleichung  zweiten  Grades  «J  +  aJ-t-oJ+oJ  =  n,  die  des  drit- 
ten Grades  mlal'\-n2a^a^a^  =  P»  der  Verf.  discutirt  die  bei- 
den hierdurch  dargestellten  Flächen,  danach  sechs  specielle  Flä- 
chen, deren  Gleichungen  nur  in  dreien  der  Goordinaten  symme- 
trisch sind,  und  noch  zwei  andere,  bei  welchen  sich  zwei  Paare 
von  Goordinaten  vertauschen  lassen.  R.  M. 


Fr.  DbrüYts.     8ur  un  proc^d^  de  gdnöration  de  la  sur- 

face  cubique.    Belg.  Ball.  (3)  XXII.  35-55. 

C.   Le  Paigb.     Bapport.   ibid.  4-0. 

Der  Verf.  stellt  zuerst  den  Satz  auf:  Wenn  ein  Dreieck 
sich  so  umgestaltet,  dass  zwei  seiner  Seiten  sich  auf  zwei  Paare 
von  festen  Geraden  stützen,  während  die  dritte  Seite  einen 
Kegel  mit  fester  Spitze  beschreibt,  so  beschreibt  die  Gegenecke 
eine  mehrfache  kubische  Oberfläche ;  der  Grad  der  Mehrfaohheit 
ist  gleich  der  Ordnung  des  Kegels.  Wenn  der  Kegel  eine  Ebene 
ist)  so  ist  die  kubische  Fläche  einfach.  Darauf  werden  die  Fol- 
gerangen aus  diesem  Satze  für  die  Erforschung  der  27  Geraden 
der  Oberfläche  und  der  auf  der  Oberfläche  gezogenen  Gurven 
erlftutert.  Mn.  (Lp.) 
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W.  J.  C.  Sharp,  S.  Sircom.     Solution  of  question  1O607. 

Ed.  Times  LIV.  59-61. 

Einige  Eigeoschafteo  der  Fläche 

wenn  /f,,  J„  J^,  J^  die  Inhalte  der  Dreiecksfläehen  des  Coor- 
dinatentetraeders  bezeichnen.  AusfQhrlich  ist  diese  Fläche  unter- 
sucht von  Eckardt  in  Math.  Ann.  V  (vergl.  F.  d.  M.  IV.  1871 
394flF.).  Lp. 

R.  Mbhmkb.     Ueber  die  Torsion  der  Raumcarven  dritter 

Ordnung.    Boklen  Mitt.  IV.  69-70. 

Der  Torsionsradius   einer  Gurve   dritter  Ordnung    in    b6]i^ 
bigem  Punkte  ist 

-  ^*  +  c'_    2h    _      c 
"^       c  sin2g) "~  sin2qp' 

wo  h  den  Abstand  dieses  Punktes  von  der  „Hauptaxe  der  Carte 
d.  h.  der  Centralaxe  des  durch  sie  bestimmten  Nullsystems* 
q>  den  Winkel  zwischen  der  Hauptaxe  und  der  Schmieguo^ 
ebene  bezeichnet,  und  c  constant  ist.  H. 


E.  Waelsch.     üeber  Formen  fünfter  Ordnung  auf  dr 

kubischen    RaumCUrve.     Wien.  Ber.  G.  803-821. 

Eine  Form  f  ftlnfter  Ordnung  sei  durch  ftlnf  Punkte  einer 
kubischen  Raumcurve  repräsentirt.  Die  niedrigen  Coyarian:^ 
sind  dann  durch  Elementargebilde  des  Raumes  fixirt:  die  ks^r 
sehen  Goyarianten  durch  Ebenen ,  die  quadratischen  durch  ^ 
secanten  und  die  biquadratische  Coyariante  dadurch,  dass  eist 
Gerade  angegeben  wird,  welche  die  yier  Tangenten  in  ca 
Punkten  der  Coyariante  schneidet.  Ausserdem  liegen  die  beics 
wichtigen  Goyarianten  ff  und  T  auf  einfachen  coyarianten  ¥j 
chen  der  fünf  Punkte.  Der  Verfasser  löst  nun  die  Aafgi)«^ 
die  Coyarianten  eines  yollständigen  Systems  der  Form  täurj 
Ordnung  zu  construiren.     Für  die  Inyarianten  werden  diejeni.^^ 
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Flächen  angegeben,  welche  die  Garven  dritter  Ordnung  ent- 
halten, die  durch  die  fünf  festen  Punkte  gehen,  und  auf  welchen 
diese  Punkte  eine  dem  Systeme  angehörende,  verschwindende 
Invariante  haben.  Das  hier  angenommene  vollständige  Formen- 
system weicht  nur  unwesentlich  von  dem  sonst  üblichen  ab. 

Es  ist  nicht  möglich,  hier  auf  die  Details  der  interessanten 
Arbeit  einzugehen.  Doch  mögen  einige  Sätze  Platz  finden.  Vor 
allem  sind  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  von  Wichtigkeit,  welche 
sich  durch  die  Involution  vierter  Ordnung  der  ersten  Polaren 
der  Form  fünfter  Ordnung  ergeben:  1)  das  „Begleitbyperboloid^, 
von  welchem  die  Geraden  einer  Schar  je  vier  Tangenten  der 
C,  schneiden,  welche  nie  ein  Quadrupel  berühren ;  2)  der  Haupt- 
kegel,  dessen  Erzeugende  vier  Tangenten  von  C,  treffen,  welche 
in  den  Nullpunkten  der  Hesse*schen  Form  eines  der  Quadrupel 
berühren;  3)  die  Hauptfläche,  für  welche  alle  durch  die  Quadrupel 
der  Involution  bestimmten  Tetraeder  Poltetraeder  sind.  Diese 
drei  Flächen  schneiden  auf  C,  die  Hesse'sche  Govariante  H  der 
Form  f  aus  und  gehören  zu  einem  Büschel. 

Durch  den  Mittelpunkt  des  Hauptkegels  (den  Hauptpunkt) 
gehen  alle  Ebenen,  welche  auf  C,  die  gemischten  zweiten  Polaren 
ausschneiden.  Zu  jeder  solchen  zweiten  Polare  gehört  eine  Form 
zweiter  Ordnung,  nach  welcher  polarisirt  wurde,  also  eine  Sehne 
von  C,.  Die  Sehnen  von  C,  und  die  Ebenen  des  Hauptpunktes 
sind  projectiv  auf  einander  bezogen  und  erzeugen  eine  Fläche 
dritter  Ordnung,  welche  die  Ueberschiebungsfläche  genannt  wird. 
Hauptsächlich  mit  Hülfe  dieser  Gebilde  und  der  ihnen  im  Null- 
system der  C,  entsprechenden  gelingt  es  dem  Verfasser,  die 
geometrischen  Bilder  aller  23  Covarianten  eines  vollständigen 
Systems  zu  construiren.  W.  St. 


D.    Andere  specielle  Raumgebilde. 
G.   Humbert.     Sur   la  surface   desmique    du   quatri^me 

ordre.    Joum.  de  Math.  (4)  IIL  353-398. 

Nach  Herrn  Stephanos  bilden  drei  Tetraeder  eine  desmische 
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Gonfiguration,  wenn  die  drei  FIfichen  vierter  Ordnung,  welehe 
aus  den  Seitenflächen  je  eines  Tetraeders  gebildet  werden,  einem 
Bflschel  angehören.  Alle  Flächen  dieses  Büschels  heissen  ^des- 
mische  Flächen  vierter  Ordnung^;  sie  enthalten  die  16  Grand- 
geraden des  Büschels.  Mit  den  Eigenschaften  einer  solchen 
Fläche  8  beschäftigt  sich  der  Verfasser.  Er  zeigt  zanächst,  da^ 
die  Fläche  S  zwölf  Knotenpunkte  besitzt,  welche  zu  dreien  auf 
den  16  Geraden  liegen  und  ebenfalls  die  Punkte  einer  zweiten 
desmischen  Gonfiguration  bilden.  Die  Arbeit  zerfällt  in  vier 
Teile. 

Der  erste  Teil  beschäftigt  sich  in  rein  geometrischer  Weise 
mit  den  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  je  zwei  Gruppen  der 
Doppelpunkte  enthalten  und  die  Fläche  S  in  Raumcurven  vierter 
Ordnung  erster  Art  schneiden.  Die  Gesamtheit  aller  Geraden 
dieser  Flächen  liefert  einen  Gomplex  dritten  Grades,  welcher 
bekanntlich  alle  Strahlenfelder  der  12  Ebenen  der  ersten  des- 
mischen Gonfiguration  sowie  alle  Strahlenbündel  der  Eeken  der 
zweiten  desmischen  Gonfiguration  enthält.  Er  ändert  sich  nicht, 
wenn  eine  Gruppe  der  16  Punkte  mit  einer  andern  vertauscht 
wird.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  der  drei  sich  so  ergeben- 
den Fläohenbttndel  schneiden  auf  S  drei  Reihen  von  Curven 
vierter  Ordnung  aus.  Längs  jeder  dieser  Gurven  wird  S  von  einer 
Fläche  zweiter  Ordnung  des  betreffenden  Bündels  berührt.  Die 
Erzeugenden  dieser  Flächen  liefern  bekanntlich  drei  Strahlen- 
systeme zweiter  Ordnung  sechster  Klasse,  welche  aus  Doppel- 
tangenten der  S  bestehen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  werden  im  zweiten  Teile  die 
Goordinaten  eines  Punktes  der  Fläche  S  durch  elliptische  Func- 
tionen zweier  Variabein  u  und  v  ausgedrückt,  und  zwar: 

a.u  a^u  a^u         ^       au 

9^^ir^^    ^y^TTT'    P*=:;r;r'    ^*^^' 

O^f)  0^f>  CJ,©  (SV 

Als  Gleichung  der  Fläche  folgt  hieraus: 

Nun  werden  die  Werte  von  u  und  o  angegeben,  welche  den 
Knotenpunkten  und  den  16  Geraden  entsprechen,  femer  die 
Gleichungen   der   drei  Systeme  von  Gurven  vierter  Ordnung  in 
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fli  and  r.    Letztere  sind: 

Die  Parameter  von  vier  Punkten  der  Fläche,  welche  auf  einem 
Strahle  des  desmischen  Complexes  dritten  Grades  liegen,  stellen 
sich  so  dar: 

Die  Geraden  eines  der  drei  Strahlensysteme  bestehen  aus 
den  Tangenten  je  eines  der  Systeme  von  Raumcurven  vierter 
Ordnung.     Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Curvenscharen 

sowie 
und 

conjugirte  Curvenscharen  der  Fläche  sind.  Die  Differentialglei- 
chung   der   Asymptotenlinien   ist   somit   di4'  +  3dc'  =  0.     Also 

sind    diese   selbst   durch   die  Gleichungen   «-}-©]/  — 3  ==  const. 

und  u — ©y— 3  =  const.  gegeben. 

Alle  diese  Curven  sind  durch  lineare  Gleichungen  zwischen 
H  und  f)  dargestellt.  Es  werden  nun  alle  „linearen  Curven'', 
deren  Gleichungen  in  gu-^-hv  =  a  gegeben  sind,  einer  allge- 
meinen Betrachtung  unterzogen.  Sie  zeigen  sehr  interessante 
Eigenschaften.  In  jedem  Punkte  einer  linearen  Curve  bildet 
ihre  Tangente  mit  denjenigen  der  drei  durch  den  Punkt  gehen- 
den Curven  vierter  Ordnung  einen  Büsehel,  dessen  anharmoni- 
sche Relation  längs  der  ersten  Curve  constant  ist.  Bildet  man 
die  Fläche   auf  die  Ebene  mit  den  rechtwinkligen  Coordinaten 

0?,  y  ab,  so  dass  u  =  xYE,  y  =  f  gesetzt  wird,  so  entspricht 
jeder  Geraden  der  Ebene  eine  einzige  lineare  Curve  der  Fläche, 
einer  linearen  Curve  aber  eine  unendliche  Anzahl  einander 
paralleler  Geraden.  Den  isotropen  Geraden  der  Ebene  ent- 
sprechen die  Asymptoten  der  Fläche,  zweien  senkrechten  Ge- 
raden zwei  in  allen  Treffpunkten  conjugirte  lineare  Curven.  Ist 
nun  Q  das  Doppelverhältnis  der  Tangenten  zweier  linearen  Cur- 
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ven,  welche  sich  in  einem  Punkte  von  S  schneiden,  and  der 
beiden  durch  diesen  Punkt  gehenden  Asymptoten,  so  wird 
Q  =  e^'^  gesetzt.  0  ist  dann  der  Winkel,  welchen  die  den 
linearen  Gurven  entsprechenden  Geraden  der  Ebene  mit  einander 
bilden,  und  der  „desmischer  Winkel"  der  linearen  Guryen  genannt 
wird.  Es  ergiebt  sich  nun  eine  Geometrie  auf  der  Fläche,  welche 
mit  der  euklidischen  Geometrie  der  Ebene  in  gewissem  Sinne 
übereinstimmt.  Einige  Beispiele  mögen  hier  Platz  finden.  Ein 
desmiscbes  Dreieck  der  Fläche  habe  drei  lineare  Curven  za 
Seiten.  Legt  man  durch  die  Ecken  eines  desmischen  Dreieckes 
die  zu  den  gegenQberstehenden  Seiten  conjugirten  linearen  Curreo, 
so  gehen  diese  durch  einen  Punkt.  Sind  A  und  B  zwei  auf 
derselben  Asymptote  gelegene  Punkte,  so  schneidet  jede  dartb 
Ä  gehende  lineare  Curve  die  ihr  conjugirte,  durch  B  gelegte  io 
einem  Punkte,  welcher  eine  Asymptotenlinie  beschreibt. 

Unter  den  Transformationen  der  Fläche  in  sich  selbst,  welche 
durch  lineare  Substitutionen  der  u  und  o  erhalten  werden,  ist 
eine  von  besonderer  Wichtigkeit.  Sie  hat  folgende  Eigenschaft: 
Besehreibt  der  Punkt  (ti,  o)  eine  beliebige  lineare  Curve,  so  b^ 
schreibt  der  transformirte  Punkt  (£/,  F)  eine  lineare,  zu  der 
ersten  conjugirte  Curve.  Der  einfachste  Fall  wird  gegeben  b 
V  =  — 3tJ,  F  =  «. 

Der  Punkt  (—3t),  u)  heisst  dann  der  Tangentialpnnkt  tob 
(u,  v).  Jeder  Punkt  hat  nur  einen  Tangentialpnnkt,  ist  ak: 
Tangentialpnnkt  von  neun  Punkten. 

In  dem  dritten  Teile  der  Arbeit  werden  die  eben«:^ 
Schnitte  der  desmischen  Fläche,  die  sogenannten  desmiscber 
Curven  vierter  Ordnung,  studirt;  es  zeigt  sich,  dass  sie  nifbt 
allgemeiner  Natur  sind.  Ihre  Haupteigenschaft  ist  die  folgende: 
Die  Punkte  des  ebenen  Schnittes  einer  desmischen  Fläche  en:- 
halten  unendlich  viele  Gruppen  von  je  16  Punkten,  durch  welei-e 
drei  Systeme  von  vier  Geraden  gehen.  Diese  Geraden  umbfiilevi 
die  Complexcurve  dritter  Klasse  des  oben  angegebenen  Cos- 
plexes.  Hieraus  folgt  eine  Erzeugung  der  desmischen  Osr^T. 
Es  sei  eine  Curve  C  dritter  Klasse  sechster  Ordnung  gegeben 
Durch    einen  Punkt  M   ihrer  Ebene   lege   man    drei  Tangent^i 
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an  C,  von  welchen  jede  noch  vier  Punkte  mit  C  gemein  hat. 
Die  Tangenten  von  C  in  diesen  12  Punkten  bilden  ein  desmisches 
vSystem,  d.  h.  sie  schneiden  einander  zu  dreien  in  16  Punkten. 
Besehreibt  M  eine  Gerade,  so  bewegen  sich  die  16  Punkte  auf 
einer  desmischen  Gurve  vierter  Ordnung. 

Insbesondere  werden  die  Schnitte  der  Tangentialebene  der 
Fläche  betrachtet,  und  unter  anderen  folgende  bemerkenswerte 
Eigenschaft  derselben  gefunden:  Durch  den  Doppelpunkt  der 
Curve  kann  man  sechs  Tangenten  an  sie  legen,  deren  BerQh- 
ruDgspunkte  auf  zwei  Geraden  D  und  D*  liegen.  Die  Geraden 
D  und  D'  schneiden  einander  in  einem  Punkte  der  Curve,  dessen 
Tangente  die  Gurve  in  zwei  weiteren  Punkten  schneidet,  welche 
aaf  den  Doppelpunktstangenten  liegen. 

Der  vierte  Teil  beschäftigt  sich  mit  der  Gremona'schen 
Erzeugung  der  desmischen  Fläche  (vergl.  Schur  im  J.  für  Math. 
XCV,  P.  d.  M.  XV.  1883.  558).  Es  wird  hier  folgender  Satz 
bewiesen:  Auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  F  seien  drei  einer 
Ebene  P  angehörende  Gerade  gegeben.  Der  Ort  der  Mittel- 
punkte der  Kegel  zweiter  Ordnung,  welche  F  in  drei  Kegel- 
schnitten schneiden,  deren  Ebenen  durch  die  drei  Geraden  gehen, 
ist  eine  desmische  Fläche  vierter  Ordnung.  Die  12  Knoten- 
punkte dieser  Fläche  sind  die  nicht  in  P  gelegenen  BerQhrungs- 
punkte  der  dreifachen  Tangentialebenen  von  F,  welche  die  drei 
e;egebenen  Geraden  enthalten. 

Zum  Schlüsse  wird  der  besondere  Fall  betrachtet,  in  wel- 
chem die  Goordinaten  der  Punkte  der  desmischen  Fläche  durch 
rigonometrische  Functionen  zweier  Variabein  darstellbar  sind. 
)anD  ist: 

QX  =  sincr,     qy  =  sin/9,     qz  =  Biny^     Qt  =  sin  a.  sin/?,  sin  / 
lit,  der  Bedingung  o  +  /?  +  y  =  0.  W.  St. 


Cardinaal.  Gonstructie  der  oppervlakken  van  den 
vierden  graad  met  dubbelkegelsnede  door  middel  van 
projectiviBche  bundeis  oppervlakken  van  den  tweeden 

graad.     Amst.  Versl.  en  Meded.  (3)  VIII.  88-146. 
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Werden  zwei  projeetivisehe  B&schel  von  Fi&ehen  zweiter 
Ordnung  angenommen,  deren  BaaiBCorv^i  in  je  zwei  Kegel- 
schnitte  übergegangen  sind,  und  werden  zwei  nicht  zu  der  näm- 
lichen Basiscurve  gehörige  Kegelschnitte  zur  C!oincidenz  gebracht, 
so  beschreibt  der  Durchschnitt  homologer  Elemente  der  beiden 
Bfischel  eine  Fliehe  vierter  Ordnung  mit  Ooppelkegelschnitt  d\ 
Zweck  des  Verfassers  ist,  die  Hauptformen  dieser  Flächen  zb 
bestimmen. 

Wählt  man  aus  jedem  Büschel  von  Flächen  zweiter  OrdnuDg 
zwei  beliebige  heraus,  so  bestimmen  die  vier  erhaltenen  Flächen 
ein  Gebüsch  von  Flächen  zweiter  Ordnung  im  Baume  B.  Die 
Polarebenen  eines  festen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Flächen  des 
Gebüsches  bilden  ein  Gebüsch  von  Ebenen  im  Baume  A,,  welches 
mit  jenem  Flächengebüsch  in  projeotivischer  Verbindung  stebt 
Mit  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelscbnitt  O^  in  fi 
correspondirt  bei  dieser  Verwandtschaft  zweiten  Grades  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung  Of  in  A,.  Hit  den  Kegdflächen  de« 
Gebüsches  im  Räume  A,  deren  Scheitel  die  Kernfläche  K*  bilden, 
correspondiren  in  A,  Ebeneni  welche  eine  Fläche  zweiter  Klasse 
Kl  berühren. 

Bei  der  Klassification  werden  zunächst  drei  Gruppen  unter- 
schieden, je  nachdem  der  Kegelschnitt  d'  ein  reeller  oder  ima- 
ginärer Kegelschnitt  ist,  in  zwei  sich  schneidende  oder  iDaaginäre 
Gerade  entartet,  oder  aus  zwei  zusammenfallenden  Gerades 
besteht.  Jede  Gruppe  zerf&Ilt  in  acht  Unterabteiltmgen.  In  Be- 
zug auf  das  Flächengebüsch  können  nämlich  die  zwei  Fälle 
unterschieden  werden,  wenn  dasselbe  keiner  besonderen  Bedin- 
gung genügt,  oder  wenn  alle  Flächen  ausser  dem  Doppelkegel- 
schnitt einen  gemeinsamen  Punkt  enthalten;  Fälle,  die  mit  den 
Zeichen  w  und  p  bezeichnet  werden  mögen.  Bei  der  Regelfläehe 
0*,  welche  bei  willkürlicher  Gestalt  und  Lage  mit  u>'  bezeichnet 
wird,  können  die  beiden  speciellen  Fälle,  wo  dieselbe  in  eine 
Kegelfläche  übergeht,  oder  eine  besondere  Lage  im  Räume  H, 
einnimmt,  durch  die  Zeichen  Ar,  b  unterschieden  werden.  Es 
lassen  sich  sodann  jene  Unterabteilungen  s<Aematiseh,  wie  nacb- 
stehend,  darstellen: 
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Fall  I     II    III    IV    V     VI     VII     VIII 

Flächengebüscb    w    p      w      tc     p     p       to        p 
Regelfläche  0\     «?'«?'      fc       b      b     k      k,b     k,b. 

In  jedem  dieser  Fälle  werden  die  Lage  der  Flächen  Äf*,  K]  und 
die  Curven  auf  der  erzeugten  Fläche  vierter  Ordnung  untersucht. 
Von  den  besonderen  Lagen  der  Fläche  0\  im  Räume  A,  werden 
dreizehn  unterschieden,  je  nachdem  0\  die  Fläche  Kl  berührt 
oder  in  speciellen  Curven  schneidet. 

Mit  einigen  Bemerkungen  Ober  Begelflächen  vierter  Ordnung 
und  über  Cykliden  schliesst  die  Abhandlung.  Mo. 


J.  C.   Klüyver.      Over   de  buigraaklijnen   eener  ruimte- 
kromme   van    den   vierden   graad   en   de   eerste  soort. 

Amst.  Versl.  eD  Meded.  (3)  YIII.  346-380. 

Die  Durchschnittscurve  R^  zweier  Flächen  zweiten  Grades 
besitzt  bekanntlich  sechzehn  Inflexionspunkte,  welche  zu  je  vier 
in  den  Ebenen  des  gemeinsamen  Quadrupels  der  beiden  Flächen 
liegen,  und  die  zu  den  in  einer  Ebene  enthaltenen  Inflexions- 
punkten  gehörigen  Inflexionstangenten  werden  erhalten,  indem 
man  diese  Punkte  mit  der  gegenüberliegenden  Ecke  der  gemein- 
samen Polarvierseite  verbindet.  Dadurch  zerfallen  die  sechzehn 
Inflexionstangenten  naturgemäss  in  vier  Gruppen.  Wählt  man 
aus  jeder  Gruppe  eine  einzige  Tangente  heraus,  so  bezweckt 
die  Abhandlung  die  Beantwortung  der  Frage,  ob  zwischen  den- 
selben eine  Relation  stattfindet.  Es  zeigt  sich,  dass  dies  in  der 
That  zutrifft,  so  dass  die  Aufgabe,  eine  R^  zu  construiren,  welcher 
Tier  beliebig  gegebene  Gerade  als  Inflexionstangenten  zugehören, 
entweder  unmöglich  oder  unbestimmt  ist. 

Die  Coordinaten  eines  Punktes  der  R^  werden  nach  Halphen 
mittels  der  Function  pu  von  Weierstrass  dargestellt,  wie  nach- 
stehend: 

p**u         p'u        pu  1 

Weiter  werden  homogene  Liniencoordinaten  p,>  =  Xfy^  ~  Xkyi  ein- 

PortKbr.  d.  Math.  ZXIII.  S.  54 
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geftihrt   and  die  zweien  Geraden  pa,  pat  zagebörige  InyariaDte 

für  den  Fall,  dass  diese  Geraden  Tangenten  der  B^  sind,  mittels 
(1)  transformirt.  Vier  Tangenten  in  Punkten  der  Curve  mit  den 
Argumenten  k„  u,,  u„  u^  haben  sechs  derartige  Invarianten, 
welche  mit  (23),  (31),  . . .  bezeichnet  werden,  und  eine  Relation 
zwischen  jenen  Tangenten  kann  nur  die  Grössen 

a  =  (23)(l4),    6  =  (31)  (24),    c  =  (12)(34) 
enthalten. 

Sind  nun  a^,  u,,  ti^,  u^  die  Argumente  der  ßerQhrungspunkte 
der  vier  Inflexionstangenten  <j,  /„  /,,  1^,  welche  untersucht  werden 
sollen,  so  ergiebt  sich,  dass  dieselben  einer  der  nachstehenden 
Relationen  genügen  mflssen: 

"1 +  «,  +  ««,  + W4  =0. 
Der  letzte  symmetrische  Fall  wird  zunächst  eingehend  behandelt 
Für  die  gesuchte  invariante  Beziehung  ergiebt  sich 

a  +  b  +  c  =  0. 
Sind  nun  <,,  /„  t^  beliebig,  aber  fest  gewählt,  so  werden  alle  Gt- 
radcn  f^,  welche  dieser  Bedingung  genügen,  einem  linearen  Com- 
plexe  angehören,  welcher  mittels  der  Durchschnittspunkte  von  /, 
mit  der  Regelschar  («,,  <,,  <,)  construirt  wird. 

Vier  windschiefe  Gerade  besitzen  im  allgemeinen  zwei  ge- 
meinsame Secanten  f\  f\  Die  Durchschnittspunkte  auf  jeder 
dieser  Secanten  bestimmen  zu  je  vier  zwei  binäre  biquadr&tiscbe 
Formen,  welche  absolute  Invarianten  A\  A"  haben.  Sind  nan 
jene  windschiefen  Geraden  Inflexionstangenten  der  H^,  so  bestellt 
die  nachstehende  Beziehung  zwischen  A\  A'^  und  der  absoluten 
Invariante  Ä  der  Curve: 

'*""\^'-2/  v.4"-2/' 
Specieller  werden  noch  die  Fälle  ^1  =  0,  -A  =  00,  A  =z  \  be- 
trachtet. Behufs  CoDStruction  einer  Ä^,  welche  vier  gegebene 
Gerade,  die  der  Bedingung  0  +  64-^  =  0  genügen,  als  In- 
flexionstangenten angehören,  werden  allgemein  vier  Tangenten 
der  R^  betrachtet,  deren  Berührungspunkte  in  einer  Ebeae  est- 
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halten  sind;  dieselben  bilden  sodann  eine  „Gruppe  associirter 
Bertlhrungspunkte".  Zwischen  jenen  Tangenten  und  den  sechs 
Verbindungsgeraden  der  Berührungspunkte  findet  eine  invariante 
Beziehung  statt  von  der  Form 

(12) (13)  _  r(ia)r 

(24)  (34)  —  L  (4a)  J  ' 
wo  mit  (la)  die  Invariante  der  Geraden  <,  und  der  Verbindungs- 
geraden   der    Berührungspunkte   auf  t^    und   /,    bezeichnet    ist. 
Demzufolge   kann  jede    Verbindungsgerade   zwei    Hyperboloide 
beschreiben.     Die  Eigenschaften  der  so  erhaltenen  zwölf  Hyper- 
boloide werden  untersucht;  es  ergiebt  sich,  dass  aus  den  sechs 
Paaren  dieser  Flächen  auf  vier  Weisen  je  eines  derart  gewählt 
werden  kann,  dass  das  Flächenpaar  eine  gemeinsame  Directrix  y 
hat,  woraus  sich  der  Satz  herleiten  lässt:  Die  Ebenen,  welche  vier 
gegebene  Gerade  in  vier  associirten  Bertihrungspunkten  schneiden, 
haben  vier  gemeinsame  Gerade  y\  und  diese  Beziehung  ist  eine 
involutorische,   d.  h.,  wie  jede  Ebene  durch  eine  Gerade  y  auf 
der  Geraden  t   vier   associirte  Berührungspunkte   bestimmt,    so 
schneidet   auch  jede  Ebene  durch  eine  Gerade  /  das  System  y 
in  vier  derartigen  Punkten.    Sodann  werden  Constructionen  ange- 
geben für  Curven  jR^,   welche  vier  gegebene  Gerade  in  vier  in 
einer  Ebene  enthaltenen  Punkten  berühren,  und  für  solche  Curven, 
zu  denen  vier  der  Bedingung  a-f-6-f<^  =  0  genügende  Gerade 
Inflexionstangenten  sein  können. 

In  den  Fällen,  wo  keine  Symmetrie  zwischen  den  Argumen- 
ten ti^,  ...,t<^  besteht,  erhält  die  invariante  Beziehung  die  ver- 
wickeitere Gestalt 

(a  +  6  +  c)*  =  64a' 6c, 
welche  auch  geometrisch  gedeutet  wird.  Mo. 


Fr-  Meyer,     üeber  Realitätsverhältnisse  auf  Raumcurven 
vierter  Ordnung  zweiter  Species.    Bökien  Mitt.  iv.  99-103. 

Die  einfachsten  Singularitäten,  welche  diese  Curven  besitzen, 
sind  die  vier  stationären  Ebenen  und  die  vier  Tangenten,  welche 
iie    Curve    nochmals   treffen.    Ist  a   der  Parameter   der  Curve, 

54* 
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80  sind  die  Parameter  der  stationären  Ebenen  die  Wurzeln  einer 
beliebig  gegebenen  Gleichung  vierten  Grades  9}  =  0,  und  die- 
jenigen der  Berührungspunkte  der  singulären  Tangenten  die 
Wurzeln  der  Hesse'schen  Form  von  q>.  Mittels  Uebergangsbe- 
trachtungen  findet  der  Verfasser  folgende  Sätze:  Bezeichnet  tr' 
die  Anzahl  der  reellen  stationären  Ebenen  und  d*  die  der  reellen 
Trefftangenten,  so  ändert  sich  die  Summe  tt^'-f  d'  beim  Durch- 
gänge durch  eine  Curve  mit  stationärer  Tangente  nicht,  dagegen 
beim  Durchgange  durch  eine  Curve  mit  Doppelpunkt  entweder 
auch  nicht,  oder  aber  um  +4. 

Es  ergeben  sich  hiernach  vier  Hauptklassen  für  reelle  ratio- 
nale Raumcurven,  welche  durch  w*  =  4,  d'  =  0;  «?'  =  2,  (f  =  2: 
ic'  =  0,  d'  =  4;  !!>'  =  0,  d'  =  0  charakterisirt  sind.       W.  St. 


F.  Machovec.     üeber  die  Oscnlationsebenen  der  Durch- 
scbnittscurve  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung.      Prag. 


Ber.  1890.  6  S.  8<». 


U.  FoRCKE.     Curven  auf  der  Kugelobei^fiäche.    Pr.  (No.  296; 

Qymn.  HaroelD.  17  S.  4^^. 

Voraus  geht  eine  sphärische  Coordinatentheorie.  Die  Coor- 
dinaten  x,  y  sind  die  geographische  Länge  und  Breite.  Eis  wer- 
den die  analytischen  Ausdrücke  und  Gleichungen  fQr  Punkte« 
Normalkreise,  Kreise  und  deren  Tangenten  entwickelt.  Dano 
wird  die  sphärische  Parabel  als  Ort  der  Punkte,  die  von  einem 
festen  Punkte  und  einem  Normalkreise  gleiche  Entfernung  habeo^ 
definirt,  ihre  Gleichung  vom  Scheitel  und  vom  Mittelpunkte  (der 
um  ^n  davon  absteht)  aus  sowie  ihre  Polargleichung  entwickelt 
und  ihre  Tangente  bestimmt-,  dann  die  sphärische  Ellipse  und 
Hyperbel  als  Orte  der  Punkte,  die  von  zwei  festen  Punkten 
constante  Summe,  bezw.  Differenz  der  Abstände  haben,  definirt. 
ihre  Gleichungen,  Leitstrahlen,  Leitlinie,  conjugirte  Durchmesser, 
Asymptoten  und  Polargleichung  erklärt  und  berechnet,  schliess- 
lich ihre  Uebereinstimmung,  die  Parabel,  der  Speoialfall,  ans 
Licht  gestellt.  H. 
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A.  DBL  Rfi.     Di  cinque  superficie  del  5°  ordine  con  rette 
semplici  e  doppie  ed  una  retta  tripla.    Rom.  Acc.  L.  Bend. 

(4)  VII,.  11-18. 

Die  fraglichen  Flächen  können  auf  verschiedene  Weise  er- 
zeugt werden,  z.  B.  als  Fundamentalflächen  specieller  Raumcon- 
uexe  erster  Ordnung  und  zweiter  Klasse: 

(1)  q>  =  ^xMa-Pa^tt^  =  0, 

wo 

4  4 

1  1 

ist,  und  p«  =  0,  qx  =  0  zwei  Ebenen  sind,  die  durch  die  singu- 
lare Gerade  gehen,  weictm  dieser  specielle  Gonnex  besitzt.  Die 
Gleichung  des  Connexes  wird  erfEillt  durch  die  beiden  Glei- 
chungen : 

(2)  lul+fiul^O, 

(3)  Ap.  +  M?«  =  0, 

durch  welche  die  Flächen  zweiten  Grades  des  Connexes  projecti- 
visch  auf  seine  Ebenen  bezogen  werden. 

Hieraus   ergiebt   sich   sofort  die  Gleichung  der  Flächen  in 
der  Form: 

(4)  £TikXiXk  =  O=0, 

WO  tij,  die  complementäre  Unterdeterminante  des  Elementes 

Uh  =  9xCtittk Vxßißk 

in  der  Determinante  D  =  \tik\  ist. 

Aber  es  folgt  daraus  auch,  dass  jedem  Punkte  a?,-^  der  auf 
einem  Schnitte  einer  Ebene  (3)  mit  der  ihr  entsprechenden  Fläche 
^2)  liegt,  diese  Fläche  durch  den  Gonnex  zugeordnet  ist,  und 
umgekehrt. 

Nach  einer  allgemeinen  Untersuchung  der  in  der  Gleichung 
(4:)  enthaltenen  Flächen,  welche  die  singulare  Gerade  des  Gon- 
nexes  zur  dreifachen  Linie  haben,  wird  der  Fall  untersucht,  dass 
die  Punkte  Xi  die  Gleichung  Z>  =  0  befriedigen.  Dann  degenerirt 
die  entsprechende  Fläche  zweiten  Grades,  und  es  ergeben  sich  fünf 
specielle  Flächen  0.    Die  eine  derselben  besitzt  weitere  vier  ein- 
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fache  Gerade f  längs  welchen  die  Tangentialebene  fest  bleibt; 
drei  andere  dieser  Flächen  <Z>  besitzen  noch  je  eine  Doppelgerade 
und  bezüglich  3,  2,  1  einfache,  und  die  letzte  derselben  hat 
ausser  der  dreifachen  noch  zwei  Doppelgerade. 

Die  Gleichungen  dieser  interessanten  Flächen  werden  io 
entwickelter  Form  gegeben  und  dann  noch  einige  Aasartangeo 
derselben  besprochen.  Bm. 

A.  DEL  Re.      Su   una  superficie  del  5"  ordine  dotata  di 
uua  retta  tripla,    di   rette   doppie  e  di  rette  semplid 

Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  Vlla.  11M19. 

Diese  Note  ist  eine  Fortsetzung  der  im  vorhergehenden  Re- 
ferate besprochenen  und  behandelt  diejenige  der  Flächen  (P, 
welche  ausser  der  allen  gemeinsamen  dreifachen  Geraden  noeli 
zwei  Doppelgerade  hat.  Statt  des  Connexes  sich  za  bediesei. 
verwendet  der  Verfasser  zur  Untersuchung  dieser  Fläche  (Z>,  die 
drei  simultanen  Gleichungen: 

(ji')  =  Xua'  +  9^^$'  4-  ^r  =  0, 
(v)   =Xp,  +  ^9,  =  0, 

in  denen  il,  ^,  v  beliebige  veränderliche  Parameter  sind.  (^. 
kann  dann  betrachtet  werden  als  der  Ort  der  Schnittpunkte  ^ 
durch  (n),  (71*)  dargestellten  Systems  von  Geraden  mit  den  Ere 
nen  eines  Strahlenbündels,  die  reciprok  auf  sie  bezogen  sind. 

Weiter  bedient  sich  der  Verfasser  zur  Untersacbung  te 
Fläche  einer  Abbildung  auf  die  Ebene  (ji\  welche  durch  ci^ 
Gleichungen 

(t=  1,...,4) 
vermittelt  wird.     Darin  ist 

tp'  =  Pa'A'+  qß'f^^+(Pß'  +  qa)l^  +  qrl^v  +  Prvl. 
Diese   Abbildung   ergiebt  mehrere   interessante   Resultate,  ^-^ 
denen  wir  nur  das  eine  anführen,   dass  die  Fläche  sechs  rt?* 
schiedene  Scharen  von  Kegelschnitten  besitzt. 
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Ad  die  Untersuchung  dieser  Abbildung  knüpft  der  Verfasser 
einige  Betrachtungen  allgemeinerer  Natur  an,  die  zwar  unab- 
hängig  von  der  Fläche  0^  sind,  aber  sich  unmittelbar  an  das 
Studium  derselben  anschliessen.  Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die 
hier  behandelte  Fläche  bereits  in  der  Arbeit  des  Herrn  Cremona: 
Sülle  trasformazioni  birazionali  dello  spazio  (Lomb.  Ist.  Rend. 
1871,  F.  d.  M.  III.  1871.  429)  sich  findet.  Bm. 


A.  WiMAN.     Klassifikation  af  regeljtorna  af  sjette  graden. 

Di88.  Land.  1892. 

Der  Verf.  bezweckt  eine  Einteilung  der  Regelflächen  sechsten 
Grades  R^  nach  der  Beschaffenheit  der  Doppelcurve.    Dabei  be- 
nutzt er  Methoden,  die  von  denjenigen,  welche  Hr.  H.  A.  Schwarz 
in  seiner  Arbeit  „Ueber  die  geradlinigen  Flächen  fünften  Grades^ 
(J.  für  Math.  LXVII.)  angewandt  hat,  principiell  verschieden  sind. 
Die  Untersuchung  einer  R^  wird  durch  die  Abbildung  des 
einfachsten  Complexes,  welchem  die  Ag  angehört,  auf  den  Punkt- 
raum eingeleitet,  wodurch  naturgemäss  die  Regelfläche  in  eine 
Curve  transformirt  wird.     Die  Erleichterung  der  Aufgabe  beruht 
nun    darin,    dass   in  den  betrachteten  Fällen  die  Complexkegel 
stets  in  Gerade  übergeführt  werden,  welche  einen  gewissen  leicht 
zu  bestimmenden  Complex  bilden.    Wie  man  leicht  einsieht,  wird 
dadurch  die  Doppelcurve  der  R^  in  die  Bisecantenregelfläche  der 
Bildcurve,   welche  diesem  Gomplexe  angehört,  abgebildet.    Das 
Studium  solcher  Bisecantenregelflächen  beschäftigt  hauptsächlich 
den  Verf.  in  der  vorliegenden  Arbeit,  und  die  Resultate  werden 
Bodann  auf  die  Doppelcurve  übertragen. 

Bei  der  Abbildung  muss  man  natürlich  die  Fundamental- 
^ebilde  in  der  Art  wählen,  dass  die  Bildcurve  auf  den  niedrig- 
sten Grad  sinkt.    Dieser  liegt  zwischen  3  und  5. 

Als  Hülfscomplex  kann  man  stets  einen  tetraedralen  benutzen, 
la  ein  solcher  ja  erst  durch  dreizehn  Bedingungen  bestimmt  wird. 
Diesem  Gomplexe  kann  man  bekanntlich  den  Punktraum  mittels 
»ines  Flächenbüschels  zweiten  Grades  sehr  einfach  entsprechen 
assen;    der  Complex   wird   nämlich  von  den  Polargeraden  der 
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Punkte  gebildet,  und  die  genannte  BiBeoantenregelfläehe  muss 
demselben  angehören.  Diese  Abbildung  wird  beim  Studium  der 
R^  mit  Leitgeraden  benutzt,  da  der  Tetraedralcomplex  in  einen 
speciellen  linearen  Qbergeht,  und  eine  der  Flächen  des  BQschels 
in  zwei  Ebenen  degeneriren  muss. 

Wenn  ein  allgemeiner  linearer  Complex  die  R^  enthält,  wird 
jener  in  den  Punktraum  durch  Noether's  Transformation  abge- 
bildet; die  Bisecantenregelfläche  hat  einen  Kegelschnitt  als  Leit* 
curve.  Umgekehrt  wird  bei  der  Abbildung  eines  Kegelschnitt- 
complexes  die  Bisecantenregelfläche  einem  allgemeinen  linearen 
Complexe  angehören.  Von  den  A,  ohne  Leitgerade  werden  nur 
diejenigen,  die  in  einen  von  diesen  beiden  Complexen  eingehen, 
besonders  behandelt. 

Der  Verf.  unterscheidet  folgende  Anzahl -Arten: 

p=Op=l     p=2 
Mit  einer  Leitgeraden:        32  18  7. 

Ohne  Leitgerade:  36  11  2. 

Wir  sehen  somit,  dass  die  A«  ohne  zwei  Leitgerade  höch- 
stens das  Geschlecht  (p)2  haben. 

Im  Anfang  der  Arbeit  werden  einige  allgemeine  Sätze  aas 
der  von  Cayley  und  Salmon  u.  a.  entwickelten  Theorie  der  re- 
ciproken  Flächen  hergeleitet,  namentlich  die  Bestimmung  der 
Anzahl,  dreifacher  Punkte  (0  und  des  Geschlechts  (P)  der  Dop- 
pelcurve  einer  Regelfläche  durch  die  Ordnung  (n),  das  Geschlecht 
(p)  und  die  Zahl  wirklicher  Doppelpunkte  (f)  der  Fläche,  und 
zwar  wird  erhalten: 

t  =  K'»-4)[(«-2Xn-3)-6p];  P  =  i(«-3)(«-4)-hp(i,-5)-f. 
Man  sieht  hieraus,  dass  p  ^  i(n— 2Xn— 3)  sein  muss,  weil  sonst 
t  <  0.  Dabei  wird  jedoch  vorausgesetzt,  dass  die  Fläche  keine 
dreifache  Curve  habe. 

Entsprechende  Formeln  werden  fQr  Regelflächen  mit  einer 
Leitgeraden  entwickelt.  Verf. 

B.  Glasisr.     Ueber  die  Minimalflächen,      inaag.  Diss.  Tq- 

hingen.  H.  Laupp  jr.  42  S.  B^. 

Der  Verfasser   hat  in  der  Bestimmung  der  Minimalfiächen 
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nach  der  Lie'schen  Methode  gewisse  Vereinfachungen  und  Er- 
weiterungen vorgenommen,  durch  welche  sich  manche  Unter- 
suchungen Qbersichtlicher  durchführen  lassen  als  bisher. 

Die  Bestimmung  einer  Minimalfläche  lässt  sich  bekanntlich 
zurQckführen  auf  diejenige  der  zugehörigen  Minimalcurve.  Diese 
aber  wird  wieder  bestimmt  durch  eine  gewisse  ebene  Curve. 
Diese  letztere  aber  wird  vom  Verf.  in  gewisser  Weise  trans- 
formirt,  ohne  dass  dabei  die  Minimalcurve  sich  ändert.  Bei 
dieser  Transformation  muss  der  unendlich  entfernte  Eugelkreis 
invariant  bleiben.  Die  Minimalcurve  selbst  wird  mittels  reci- 
proker  Radien  transformirt,  und  dadurch  wird  eine  Erzeugungs- 
weise dieser  Curven  gewonnen.  Auf  Grund  dieser  Betrachtungen 
werden  Ordnung,  Rang  und  Klasse  der  algebraischen  Minimal- 
flächen bestimmt.  Darauf  wird  die  Abbildung  dieser  Flächen 
besprochen;  es  werden  die  Doppelfläohen,  die  unendlich  fernen 
Curven  derselben,  die  Knoten  der  Fläche  und  gewisse  Strahlen- 
systeme untersucht;  ferner  werden  Minimalcurven  mit  einer  Schar 
algebraischer  Curven  betrachtet. 

Der  zweite  Abschnitt  der  Arbeit  behandelt  speciell  die  En- 
Dcper'sche  Fläche  neunter  Ordnung,  alle  Minimalcurven  vierter 
Klasse,  vierter,  fünfter  und  sechster  Ordnung  und  einige  andere 
specielle  Fälle.  A. 

A.    ScHöNFLiES.      Sur   les  surfaces   minima  limitöes   par 
quatre  ar§tes  d'un  quadrilatfere  gauche.    CR.  CXii.  478-480. 

A.    ScHöNPLiES.      Sur    les    dquations    de    deux    surfaces 
minima  päriodiques,  possödant  la  sym^trie  de  Tocta^dre. 

C.  R.  CXII.  515-518. 

-  Herr  H.  A.  Schwarz  hat  in  den  C.  R.  XCVI.  1011  (F.  d.  M. 
XV.  1883.  643)  den  Satz  ausgesprochen,  dass  unter  den  durch 
ein  windschiefes  Viereck  gelegten  Minimalflächen  fQnf  periodische 
sind.  Alle  diese  Flächen  besitzen  die  Symmetrie  des  Oktaeders. 
Der  Verfasser  ist  zu  dem  Resultate  gelangt,  dass  es  nicht 
fünf,  sondern  sechs  solcher  periodischen  Minimalflächen  giebt, 
ind  er  beweist  dies  in  der  ersten  Note  durch  die  Anwendung 
1er   Gruppen  von  Raumtransformationen. 
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Id  der  zweiten  Abhandlung  stellt  der  Verfasser  diese  Fla 
eben  mit  Hülfe  von  ^-Functionen  in  einer  sehr  übersichtlichen 
Form  dar,  durch  welche  die  Symmetrie  sogleich  in  Evidenz  tritt. 

A. 

M.    Peche.       Analytische    BestimmuDg     aller    Minimal- 
flachen,  welche  eine  Schar  reeller  Parabeln  enthalten. 

Inaug.-Diss.  GottiDgeo.  Dieterich  (W.  Fr.  Kaestner).  36  S.  gr.  8<». 

Die   philosophische  Facultät   in   Göttingen   hatte    1886   die 
Preisaufgabe  gestellt,  alle  Minimalfläcben  zu  bestimmen,  welche 
eine  Schar   reeller  Curven   zweiten  Grades  enthalten,    und  die- 
selben   in  Bezug   auf  ihre  wichtigeren  Eigenschaften  zu  unter 
suchen. 

Eine  Lösung  ist  versucht  von  Relander  [Helsingfors  18$>, 
Bestimmung  der  Minimalflächen,  welche...];  doch  ist  dieser 
Versuch  nicht  völlig  gelungen.  Der  Verfasser  hat  die  Lösun? 
durchgeführt  für  den  Fall,  dass  die  Kegelschnitte  Parabeln  oder 
Hyperbeln  sind,  und  zwar  im  ersteren  Falle  mit  Hülfe  eines 
ihm  von  Herrn  Schwarz  mitgeteilten  Satzes. 

Er  gelangt  zu  folgenden  Resultaten:  Die  einzigen  Minimai- 
flächen mit  einer  Schar  reeller  Parabeln  sind  die  Enneper'scbe 
Fläche  und  als  Specialfälle  hiervon  die  Catalan'sche  and  die 
Schraubenfläche.  Minimalflächen  mit  einer  Schar  reeller  Hyper- 
beln existiren  nicht,  wenn  man  vom  Grenzfalle  der  Schrauben* 
fläche  absieht.  Alle  hier  aufgezählten  Flächen  sind  als  Speciai- 
oder  Grenzfälle  enthalten  in  den  von  Herrn  Schwarz  bestimmtes 
Minimalflächen,  welche  von  einer  Schar  von  Kegeln  zweiteo 
Grades  eingehüllt  werden.  A. 


Hj.  Tallqvist.     Bestimmung  der  Minimalflächen,  welche 
eine  gegebene  ebene  oder  sphärische  Curve  als  Krflm- 

mungSCUrve   enthalten.     AcU  Soc.  Feooicae  (HeUingfora).  !vn. 

475-489. 

Wenn    eine    krumme   Fläche   eine   ebene    oder    sphärische 
KrUmmungscurve    besitzt,    so    bildet    bekanntlich    die   Flächen- 
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normale  mit  der  Osculationsebene  der  Gurve  einen  constanten 
Winkel  w.  Zufolge  dieses  Satzes  reducirt  sich  die  im  Titel 
angegebene  Aufgabe  auf  einen  Specialfall  des  von  Hrn.  H.  A. 
Schwarz  gelösten  Problems,  eine  Minimalfläche  zu  bestimmen, 
welche  durch  eine  gegebene  Gurve  geht,  und  deren  Normale 
längs  dieser  Gurve  nach  einem  gegebenen  analytischen  Gesetze 
ihre  Lage  ändert.  Und  zwar  bekommt  man,  den  verschiedenen 
Werten  von  w  entsprechend,  eine  ganze  Schar  von  Minimal- 
flächen, welche  eine  gegebene  Gurve  der  fraglichen  Art  als 
KrQmmungscurve  enthalten.  Ihre  analytische  Darstellung  leitet 
der  Verf.  aus  den  von  Hrn.  Schwarz  gegebenen  allgemeinen 
Formeln  her  und  wendet  nachher  die  Resultate  auf  einige  ein- 
fache Specialfälle  an  (die  gegebene  Gurve  Kreis,  Parabel,  ebene 
und  sphärische  Ellipse).  Bdn. 


R.  Nicodemi.  Intorno  alle  superficie  luoghi  di  cerchi 
che  da  un  dato  punto  si  projettano  sopra  un  dato 
piano    in    cerchi    e    soddisfano    ad    altre    condizioni. 

Atti  deir  Accademia  FontaDiana.  XXI.  109-127. 

Die  Kreise  q>  einer  Ebene  tt,  welche  von  einem  gegebenen 
Punkte  0  auf  eine  gegebene  Ebene  w  als  Kreise  xp  projicirt 
werden,  bilden  einen  Büschel;  diejenigen  unter  ihnen,  welche 
eine  neue  einfache  Bedingung  B  erfüllen,  sind  daher  in  endlicher 
Zahl  vorhanden.  Wenn  also  die  Ebene  n  eine  stetige,  einfach 
unendliche  Reihe  von  Lagen  annimmt,  so  erfüllen  die  Kreise  9), 
welche  der  Bedingung  B  genügen,  eine  gewisse  Fläche  X  Der 
Verf.  lehrt  eine  allgemeine  Methode  zur  Bestimmung  der  Glei- 
chung von  2  und  wendet  dieselbe  anf  die  folgenden  Fälle  an: 

I.  Die  Ebene /r  beschreibt  einen  Büschel,  und  die  Kreise  yj 
sollen  denselben  Radius  haben.  2  ist  dann  eine  Fläche  sechster 
Ordnung,  welche  als  Doppellinien  den  imaginären  Kugelkreis 
und  die  Axe  des  Büschels  hat;  der  Ort  der  Kreise  qp,  aus  denen 
JS  besteht,  ist  eine  Gurve  vierter  Ordnung,  welche  der  Durch- 
scbnitt  eines  Rotations-  und  eines  parabolischen  Cylinders  ist. 

II.  Die  Ebene  n  bewegt  sich  um  eine  auf  ihr  nicht  befind- 
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liehe    und    auf   w    senkreebte    Gerade  e,    and     die    Kreise  \p 
haben  noch  alle  denselben  Radius. 

III.  Die  Ebene  n  bewegt  sich  wie  im  vorigen  Falle,  und 
die  Kreise  q>  haben  alle  denselben  Radius.  2  ist  eine  Flache 
sechster  Ordnung,  welche  e  und  den  imaginären  Kugelkreis  als 
Doppellinien  hat. 

IV.  Die  Ebene  n  bewegt  sich  wie  in  den  zwei  vorigen 
Fällen,  und  die  Kreise  g>  treffen  eine  durch  0  gehende  Gerade  /. 
2  ist  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  durch  e  and  f  geht 
und  0  als  Doppelpunkt  hat 

Der  Leser  erkennt  ohne  Zweifel  die  grosse  Äehnlichkeit 
des  Themas  und  der  Methoden  der  vorliegenden  Abhandlung 
mit  derjenigen  desselben  Verfs.,  Ober  die  wir  schon  früher  be- 
richtet haben  (F.  d.  M.  XX.  1888.  575).  La. 


Ch.  Bioche.     Sur  une  classe  de  surfaces  gauches. 

S.  M.  F.  Ball.  XIX.  120. 

Es  sollen  unter  den  Regelflächen,  deren  Erzeugende  einem 
linearen  Gomplexe  angehören,  diejenigen  bestimmt  werden,  deren 
asymptotische  Linien  sich  durch  Homographie  in  einander  trans- 
formiren.    Ihre  allgemeine  Gleichung  ist: 

ay  =  XZ  +  F(»).  H. 


G.  PiRONDiNi.     Sulla  linee  d'ombra  di  alcune  superficie. 

Batt.  G.  XXIX.  356-378. 

Schattenlinie  heisst  eine  Linie,  längs  welcher  eine  Fläche 
von  einem  Kegel  oder  Gylinder  (von  beliebiger  Leitlinie)  berührt 
wird.  Das  Gegenwärtige  bezieht  sich  auf  Helikoide  (vgl.  Annali 
di  Mat.  (2)  XVL  137,  F.  d.  M.  XX.  1888.  830),  Regelflfichen 
für  Rotationskegel  als  Leitkegel,  parallele  Flächen  und  die  in- 
versen  Flächen  der  genannten.  Es  werden  teils  allgemein,  teils 
für  besondere  Fälle  die  Gleichungen  der  Schattenlinien  berechnet 

H. 
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B.  GusTAWicz.  Theorie  der  loxodroraischen  Curve  und 
des  loxodromiscben  Dreiecks  mit  Anwendung  auf 
Kartographie    und    Auflösung    nautischer     Probleme. 

Pr.  Krakau.  45  S.  (Poloiscb.) 


P.  SvESCHNiKOw.    P^pitrochoidale  Flächen.    Verallgemei- 
nerung der  Eigenschaften  der  epitrochoidalen  Flächen. 

Kasan  Qes.  (2)  I.  No.2.  166-177  n.  178-184.  (Rassisch.) 

Eine  epitrochoidale  Curve  ist  eine  sphärische  Carye,  be- 
schrieben durch  einen  Punkt  der  Ebene  eines  Kreises,  der  ohne 
Gleiten  auf  einem  andern  rollt,  indem  die  Ebenen  dieser  zwei 
Kreise  einen  constanten  Winkel  bilden.  Ihre  Gleichung  wird 
Yom  Verfasser  in  folgender  Form  gegeben: 

y  =  a\n^m(p-\-(\ — //cosft(]p)coscrsin9)  —  /u  sin  119)  cos  9], 
s  =  a(l  — /ucosfi9))sina. 
Hier  ist  a  der  Radius  des  rollenden  Kreises,  na  der  des  festen, 
^a  die  Entfernung  des  die  Curve  beschreibenden  Punktes   vom 
Mittelpunkte  des  rollenden  Kreises,  o  der  constante  Winkel  der 
Ebenen  beider  Kreise. 

Giebt  man  dem  a  alle  Werte  von  0  bis  2n^  so  erhält  man 
als  geometrischen  Ort  aller  so  erzeugten  Curven  die  epitrochoi- 
dale Fläche.  Mittels  Transformation  durch  reciproke  Radien 
wird  diese  Fläche  in  eine  Cylinderfläche  verwandelt,  und  man 
kann  also  aus  jeder  Eigenschaft  der  letzteren  die  entsprechende 
der  erster en  ableiten. 

Wenn  /u  =  1  ist,  erhalten  wir  die  vom  Verfasser  früher 
(F.  d.  M.  XXII.  1890.  809)  betrachteten  epicykloidalen  Linien 
und  Flächen. 

Im  zweiten  Aufsatze  wird  die  Aufgabe  in  der  Weise  ver- 
allgemeinert, dass  man  statt  der  Kreise  zwei  beliebige  ebene 
Curven  nimmt.  Si. 


L.  Raffy.     Sur  une  classe  de  surfaces  harmoniques. 

C.  R.  CXII.  424426. 
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Beweis  des  Satzes:  Jede  harmonische  Fläche,  deren  Linien 
gleicher  Krümmung  parallel  sind,  ist  auf  eine  Umdrehungsfläche 
abwickelbar.  A. 

L.  Rafpy.      Sur    la    d^formation    des  surfaces  spirales. 

C.  R,  CXII.  850-852,  S.  M.  F.  Bull.  XIX.  65-68. 

Wenn  fär  eine  Fläche  das  Quadrat  des  Linienelementes  in 
beliebigen  Parametern  gegeben  ist,  so  soll  untersucht  werden, 
ob  es  Spiralfiächen  giebt,   welche  dieses  Linienelement  besitzen. 

Der  Verfasser  drückt  die  totale  Krümmung  durch  — 2e^  2lji% 
bedient  sich  aber  im  übrigen  der  Darboux'schen  Bezeichnung  ßr 
die  Differentialparameter  (Darboux,  Theorie  des  surfaces,  Li  vre 
VIL,  Ghap.  L)  und  giebt  ohne  Beweis  folgendes  Resultat:  Mao 
bilde  die  Invariante  (1)  e^^J&\  falls  dieselbe  nicht  constant  ist, 
bilde  man  die  beiden  Invarianten 

deren  jede  eine  Function  von  e^^J&  ist.  Wenn  e-^J&  constant 
ist,  bilde  man  (4)  t-^JJ[ß),  Ist  auch  diese  Invariante  constant. 
so  ist  das  Linienelement  ein  solches  von  Spiralflächen  und  toq 
Umdrehungsflächen.  Ist  (4)  nicht  constant,  so  bilde  man  die 
Invariante 

welche  auch  wieder  Function  von  (1)  ist.  Setzt  man  die  Zähler 
von  (2)  und  (5)  Null,  so  erhält  man  die  specifischen  Charaktere 
der  Flächen,  welche  auf  Umdrehungsflächen  abwickelbar  sind. 

Auf  diese  Formeln  gründet  der  Verfasser  alsdann  die  Auf- 
suchung derjenigen  Linienelemente,  welche  zugleich  Spiralflächen 
und  Umdrehungsflächen  angehören.  A. 


L.  Rafft.      Sur   la  d^terraination   des  surfaces  spirales 
d'aprfes  leur  616ment  lin^aire.    o.  R  CXII.  U21-U24. 

In  der  Note  wird  eine  Gleichung  entwickelt  zur  Darstellung 
derjenigen  Spiralflächen,  welche  auf  eine  gegebene  abwickelbar 
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sind,  deren  es  nach  einem  Satze  des  Herrn  Maurice  L6vy  stets 
eine  zweifach  anendliche  Schar  giebt,  und  es  werden  einige 
Fälle  besprochen,  in  welchen  die  Integration  gelingt.  A. 


L.   Raffy.       Sur    les    spirales    harmoniques.     c.  r.  cxil. 

518-521. 

Das  Quadrat  des  Linienelementes  einer  Fläche,  welche  zu- 
gleich Spiral  und  harmonisch  ist,  hat  eine  der  drei  Formen: 

ds^  =  (au'"-\-bv"')(du^-^  dc*\ 
ds'  =  le^+e^^){du^+dv'), 
d#'  =  (Inaii  +  ln6t?)(dM'+  de»), 

deren   beide    letzten    durch  Grenzbetrachtungen    aus   der   ersten 
entstehen.  A. 


E.     Gebilde  in  Räumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen. 
B.   K.   Mlodzieiowski.       üeber    mehrfach    ausgedehnte 

Mannigfaltigkeiten.       Mosk.  Nachr.  Phys. -Math.  Abt.    B.  YIII. 
1-155.  (1889,  Rassisch.) 

Nach  der  Einleitung  bietet  die  Arbeit  Anwendungen  der  in 
des  Verfs.  „Untersuchungen  Ober  die  Biegung  der  Flächen^ 
(ibid.,  B.  VII.)  verwerteten  Methode  auf  die  betreffenden  Teile 
der  Mannigfaltigkeitslehre.  Die  Untersuchungen  betreffen  die 
analytische  Theorie  und  schliessen  sich  an  Riemann^s  berühmte 
Abhandlungen:  „Ueber  die  Hypothesen  . .  .^  und  „Comm.  math. . . ."" 
an.  Im  ersten  Gapitel  werden  die  Begriffe  der  Entfernung  zweier 
Punkte  einer  n-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit,  dann  ihres 
Linienelements,  wie  auch  des  von  Beltrami  eingeführten  Winkels 
zweier  Linienelemente  aufgestellt.  Dass  das  Quadrat  ds^  des 
Linienelements  eine  quadratische  Form  der  dxi  ist,  gilt  dem  Ver- 
fasser, wie  bei  Riemann,  als  eine  Hypothese. 

Im  zweiten  Gapitel  werden  Differentialinvarianten  aufgestellt 
und    deren    gegenseitige    Beziehungen    untersucht.     Indem    man 
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statt  a?j,  .  • .,  Xm  als  neue  Veränderliche  fi  willkflrliche  Fonetionen 
7n  •••i9>ii  einführt,  erhält  man  lfi(n-|'l)  Dififerentiatinvarianten 
dieser  %  welche  sich  sämtlich  ausdrucken  lassen  durch 


AM  =  i^A,^.^, 


wo  die  Aik  die  Unterdeterminanten  der  Determinante  2+a^  ^a^^  ,..a„ 
der  Coefficienten  des  Linienelemcnts  cb*  =  2andxidxi  bezeichnen 
und 

ist.  Der  zweite  Differentialparameter  ^,,  durch  die  Methode 
Beltrami's  erhalten,  wird  auch  durch  J^  und  v  ausgedrQckt 
Zur  Erläuterung  der  Eigenschaften  der  J^^  v  ^^^  ^i  beweist 
der  Verf.  Analoga  des  Green'scben  Satzes: 

und  löst  das  Problem  der  Minimalfläche  von  n  — 1  Dimensionen 
zwischen  gegebenen  festen  Grenzen.  Die  Gleichung  dieser  Fläche 
wird  als  Invariante  dargestellt: 

Das  dritte  Gapitel  enthält  die  Theorie  der  kOrzesten  Linien  der 
Mannigfaltigkeit.  Es  tritt  dabei  hervor,  dass  die  Fundamental- 
gleichungen der  kürzesten  Linien  in  der  allgemeinen  Gleichung 
der  Dynamik  als  ein  Special  fall  enthalten  sind,  was  der  rein 
analytischen  Theorie  der  Integration  der  Bewegungsgleichungen 
mehr  Anschaulichkeit  giebt 

Das  vierte  und  letzte  Capitel  ist  den  Anwendungen  der 
Theorie  der  Differentialinvarianten  auf  die  Frage  der  Transfor- 
mation einer  Mannigfaltigkeit  gewidmet.  Es  wird  hier  Riemann  s 
Methode  der  Aufstellung  der  Fundamentalinvariante  'F  erklärt 
und  dann  die  für  die  Bestimmung  der  Bedingungen  der  Aufein* 
anderlegbarkeit  zweier  Mannigfaltigkeiten  notwendigen  Invarian- 
ten aufgestellt.  Leider  bleibt  deren  Zusammenhang  unauf 
geklärt.  Es  folgen  dann  die  Riemann-Lipschitz'sche  Bedingung 
für  die  Ebenheit  einer  Mannigfaltigkeit,  wie  auch  dafür,  das$ 
eine  gegebene  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  in  der  gege- 
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benen  y-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  liege.  Daraus  folgt, 
dass  die  geringste  Zahl  v  der  Dimensionen  der  ebenen  Mannig- 
faltigkeit iV,  in  der  alle  n-faeh  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten 

liegen,  nicht  ^«(1  +  1)1  sondern  n+A'^'C'*'""!)  sein  muss,  so 
lange  wir  nicht  beweisen,  dass  zwischen  gewissen  Gleichungen 
identische  Relationen  bestehen.  Si. 


G.   Castblnüovo.       Ricerche    di    geometria    della    retta 
nello  spazio  a  quattro  dimensioni.     Yen.  Ist.  Atti.  (7)  ll. 

855-901. 

Im  vierdimensionalen  Räume  R^  kann  man  eine  beliebige 
Gerade  entweder  als  Verbindungslinie  zweier  Punkte  o?,  y  an- 
sehen, oder  als  Durchschnitt  dreier  dreidimensionalen  Räume 
^,  17,  ^.  Betrachtet  man  die  Gerade  als  Strahl,  so  nimmt  man 
als  ihre  homogenen  Goordinaten  zehn  Grössen,  welche  den 
folgenden  zweireihigen  Determinanten  proportional  sind: 
Tik  =  — r«  =  Xiifk—Xkifi  (t,  /c  =  1,  2,  ...,  5); 

diese  Goordinaten  sind  durch  quadratische  Gleichungen  folgender 
Form  unter  einander  verbunden: 

von  denen  drei  unabhängig  sind;  diese  Bedingungsgleichungen 
mhren  die  homogenen  Goordinaten  einer  der  oo*  Geraden  von 
H^  auf  sieben  unabhängige  zurück.  Betrachtet  man  die  Gerade 
Hb  Axe,  so  nimmt  man  als  ihre  homogenen  Goordinaten  die 
Ireireihigen  Determinanten,  die  in  der  Matrize  enthalten  sind, 
welche  die  Goordinaten  von  $,  17,  ^  bilden.  In  Folge  eines  wohl- 
bekannten Satzes  von  Glebsch  (Gott.  Abb.  XVII;  vgl.  F.  d.  M. 
V.  1872.  62)  sind  die  Goordinaten  der  ersten  Art  den  Coor- 
linaten  der  zweiten  Art  proportional. 

£iner  homogenen  Gleichung  ersten  Grades  zwischen  den 
lomogenen  Goordinaten  einer  Geraden  in  R^  genügen  00*  Gerade, 
velche  einen  „linearen  Gomplex''  C^  bilden.  Dieser  wird  durch 
leun  beliebige  seiner  Geraden  bestimmt.  Alle  Geraden  von  C^, 
f eiche  durch  einen  Punkt  von  R^  gehen,  bilden  einen  Strahlen- 
Ondel,    sind    daher   in  einem  dreidimensionalen  Raum  ß,   ent- 

Forwchr.  d.  Math.   XXIII.  S.  55 
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halten;  in  Folge  dessen  bestimmt  C,  in  R^  ein  NuUsystem.  Dieses 
ist  Singular,  daher  geben  die  den  Punkten  von  R^  entsprechen- 
den A,  dareh  einen  festen  Punkt  a  (den  „Hittelpunkt**  des  Com- 
plexes).  Jede  durch  a  gehende  Gerade  gehört  dem  Compleie 
an;  projicirt  man  C,  aus  a  auf  einen  dreidimensionalen  Baum, 
so  erhält  man  in  ihm  einen  gewöhnliehen  linearen  Strahlencom- 
plex.  Cg  kann  „speciell*'  sein;  in  diesem  Falle  besteht  er  aus 
allen  den  Geraden  von  A^,  welche  eine  bestimmte  Ebene  R^ 
schneiden. 

Die  Gleichung 

(1)        2:(iflf»+^6«)r* 

ik 

Stellt,  wenn  das  Verhältnis  Xifi  alle  möglieben  Werte  an- 
nimmt, oo'  lineare  Complexe  dar,  welche  einen  „Bfischel"  bilden. 
Die  oc^  Geraden,  welche  den  Complexen  des  Büschels  gemein- 
schaftlich sind,  bilden  ein  Strahlensystem  C^,  welches  durch  acht 
beliebige  seiner  Geraden  bestimmt  wird.  Durch  jeden  Punkt 
von  A^  geht  im  allgemeinen  ein  Btlschel  von  Geraden  von  C^: 
es  giebt  jedoch  oc'  singulare  Punkte,  von  denen  jeder  der  Mittel- 
punkt eines  in  C^  enthaltenen  StrahlenbQndels  ist,  wie  aach  der 
Mittelpunkt  eines  Complexes  des  Büschels;  der  Ort  der  singuläreo 
Punkte  von  C^  ist  ein  Kegelschnitt.  Einige  Bfischel  bieten  merk- 
würdige Besonderheiten  dar;  der  Verf.  zählt  drei  Arten  der- 
selben auf.    Aehnlich  stellt  die  Gleichung 

(2)        i:(laa  +  fibik  +  vca)ra  =  0, 

ik 

wenn  die  Verhältnisse  lifiiv  alle  möglichen  Werte  annehmen, 
cx)*  Complexe  dar,  welche  ein  „Netz*"  bilden.  Die  oo'  Geraden, 
welche  den  Complexen  des  Netzes  gemeinschaftlich  sind,  bilden 
ein  Strahlensystem  C„  welches  durch  sieben  beliebige  seiner 
Geraden  bestimmt  ist.  Durch  jeden  Punkt  von  A^  geht  im  all- 
gemeinen eine  Gerade  von  C,;  es  giebt  jedoch  oo'  singulare 
Punkte,  von  denen  jeder  der  Mittelpunkt  eines  in  C,  enthaltenen 
Strahlenbüschels  ist,  wie  auch  der  Mittelpunkt  eines  Complexes 
des  Netzes;  der  Ort  der  singulären  Punkte  von  C,  ist  die  „ Brenn- 
fläche^  F  dieses  Systems;  sie  ist  eine  Fläche  vierter  Ordnung, 
welche   durch   die  A,    von  A^   in  rationalen  Curven  geschnitten 
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wird,  und  die  allgemeinste,  welche  auf  einer  Ebene  durch  ein 
lineares  System  von  oo^  Kegelschnitten  eindeutig  abbildbar  ist; 
alle  Geraden  von  (7,,  und  sie  allein,  sind  dreifach  schneidende 
Gerade  von  F.  Einige  „specielle"  Netze  bieten  merkwürdige 
Besonderheiten  dar;    der  Verf.  zählt  sechs  Arten  derselben  auf. 

Endlich  stellt  die  Gleichung 

(3)        2:(^aa + i^bit  +  vc^  +  pdtt)r,t  =  0, 

ik 

wenn  die  Verhältnisse  XifAw.Q  alle  möglichen  Werte  annehmen, 
oc'  Complexe  dar,  unter  denen  fQnf  specielle  sind.    Die  oo'  Ge- 
raden,   welche   allen    diesen    Gomplexen   gemeinschaftlich   sind, 
bilden  ein  Strahlensystem  C,;  jeder  Punkt   einer  Geraden    von 
C^  ist  der  Mittelpunkt  einer  der  betrachteten  Complexe.     Daher 
bilden  diese  Mittelpunkte  eine  dreidimensionale  Mannigfaltigkeit 
F;  sie  ist  dritter  Ordnung,  lässt  6!  =  720  projective  Verwandt- 
schaften   in   sich    selbst   zu,    enthält  fünf  Ebenen  und  hat  zehn 
Punkte,  welche  zu  vieren  auf  jenen  Ebenen  verteilt  sind;  endlich 
gehen  durch  jeden  Punkt  von  V  sechs  Gerade  von  C„   welche 
auf  einem  Quadrikegel  gelegen  sind.    Dadurch  wird  der  Verf.  in 
ein  Untersuchungsgebiet  geführt,  auf  dem  er  schon  mit  Herrn  Segre 
zusammengetroffen  ist  (vgl.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  673;  XX.  1888. 
662  und  669),   und  ergreift  diese  günstige  Gelegenheit,   um   zu 
seinen   früheren   Resultaten    neue   wichtige  Beiträge   zu   geben; 
dieselben   verbreiten   vieles    Licht   über    gewisse    wohlbekannte 
Forschungen,  welche  die  Gleichungen  fünften  und  sechsten  Gra- 
des betreffen.    Es  genüge,  den  folgenden  Satz  anzuführen,  wel- 
cher ungemein  bemerkenswert  erscheint:  Ist  eine  beliebige  Form 
sechsten  Grades  gegeben,  so  kann  man  auf  V  einen  Punkt  finden, 
so   dass  die  sechs  Geraden  von  C^,  welche  durch  ihn  gehen,  auf 
deni  Quadrikegel,  welchem  sie  angehören,  ein  Sextupel  bilden, 
welches   zu   der   gegebenen  Form  projectiv  ist.     Der  Punkt  ist 
einzig,   wenn  die  Ordnung  des  Entsprechens  zwischen  den  Er- 
zeugenden  des  Kegels   und    den  Wurzeln    der  Form  von  vorn 
herein  gegeben  ist;  im  entgegengesetzten  Falle  kann  der  Punkt 
720  Lagen  annehmen,  welche  aus  einer  derselben  durch  die  720 
projectiven  Transformationen  von  V  in  sich  selbst  entstehen.    Die 

55* 
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Coordinaten  dieser  Punkte  sind,  wenn  man  von  ihrer  Ordnung 
absieht,  die  Werte  der  Function,  welche  Herr  Jonbert  (C.  R.  I 
Halbjahr  1867,  1025  und  1081)  aus  den  Wurzeln  der  Form 
sechsten  Grades  gebildet  hat. 

Die  Gleichung 

(4)        2!Qikra  =  0 

ik 

stellt  einen  linearen  Strahlencomplex  C^  dar,  wenn  die  Qik  feste 
Werte  und  die  r^  Liniencoordinaten  sind;  in  diesem  Falle 
können  die  Qik  als  Coordinaten  des  Complexes  angesehen  werden. 
Betrachtet  man  aber  die  r^  als  constant  und  die  Qa  als  Coor- 
dinaten einer  Ebene  in  A^,  so  stellt  sie  die  duale  Figur  von  f^ 
dar,  d.  h.  einen  Ebenencomplex  F^  in  A^,  von  dem  die  r^  als 
Coordinaten  gelten.  Und  falls  die  Coordinaten  von  C^  und  F^ 
durch  die  Gleichung  (4)  verbunden  sind,  so  können  die  Com* 
plexe  Cj  und  Fj  „conjugirt**  oder  „apolar"  genannt  werdeo. 
Wie  Cj  einen  Mittelpunkt  besitzt,  so  hat  F,  einen  „Centralraom'' 
a.  Die  Geraden  von  C,,  welche  sich  in  a  befinden,  bilden  einen 
gewöhnlichen  linearen  Complex  C;  einen  anderen  Strahlencom- 
plex r  bilden  die  Geraden  von  a,  welche  Axen  von  Ebenen- 
bündeln  sind,  deren  Elemente  F^  angehören;  sind  nun  C^  und 
Fj  conjugirt,  so  sind  C  und  F  (nach  der  Elein'schen  Bezeich- 
nung) in  Involution. 

Aus  der  Bedingungsgleichung  (4)  erfährt  man,  dass  xa 
jedem  System  von  oc"  (r  <  8)  linearen  Geraden-  (oder  Ebenen-) 
Complexen  ein  System  von  oo^^  linearen  Ebenen-  (oder  Geraden) 
Complexeu  conjugirt  ist;  dieses  letztere  besteht  aus  allen  Com- 
plexen, welche  den  gegebenen  conjugirt  sind.  Z.  B.  ist  eine4n 
linearen  System  von  oc^  Geradencomplexen  ein  System  von  sc* 
Ebenencomplexen  conjugirt;  auf  diese  Weise  wird  ein  zu  sieh 
selbst  duales  Gebilde  erzeugt,  welches  schon  von  Herrn  Segre 
erforscht  wurde  (vgl,  F.  d.  M.  XX.  1888.  666).  Von  den  an- 
deren  linearen  Systemen  von  oo',  . . .,  cx>^  linearen  Complexen 
können  die  Eigenschaften  sehr  leicht  abgeleitet  werden,  wenn 
man  das  Dualitätsgesetz  auf  das  schon  Gesagte  anwendet  and 
den  Begriff  des  Conjugirtseins  benutzt. 
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Was  wir  auseinandergesetzt  haben,  ist  unserer  Meinung 
nach  hinreichend,  um  klar  zu  machen,  dass  die  Liniengeometrie 
in  R^  in  vielen  Punkten  von  der  Liniengeometrie  in  A,  wesent- 
lich verschieden  ist.  Wie  der  Verf.  bemerkt,  findet  ein  ähnlicher 
Unterschied  zwischen  der  Liniengeometrie  in  R^  und  in  A».i  ftir 
jeden  Wert  von  n  statt;  derselbe  kann  leicht  ermittelt  werden 
durch  Ueberlegungen  und  Rechnungen,  welche  denjenigen  ähn- 
lich sind,  die  Herr  Gastelnuovo  in  seiner  wichtigen  Arbeit  ange- 
wandt hat  La. 

F.  Palatini.  Sopra  una  trasformazione  delle  6gure 
del  piano  in  6gare  dello  spazio  a  quattro  dimensioni 
fondata  sopra  una  corrispondenza  nnivoca  dei  punti 
reali    ed    immaginari    di    R2    coi    punti    reali    di  A«. 

Palmi.  Tip.  Q.  Lopresti.  20  S.  S^. 

Einem  Punkte  der  Ebene  mit  den  Goordinaten  x  =  a'\-iby 
y  =  c  +  id  wird  derjenige  Punkt  des  vierdimensionalen  Raumes 
zugeordnet,  dessen  rechtwinklige  Goordinaten  die  Zahlen  a,  6,  c,  d 
sind.  Auf  Grund  dieser  Festsetzung  werden  die  den  Geraden 
und  Gonfigurationen  der  Ebene  entsprechenden  Gebilde  des  vier- 
dimensionalen und,  durch  Projection,  des  dreidimensionalen  Rau- 
mes aufgesucht.  Hieran  schliessen  sich  Beziehungen  der  Flächen 
Im  vier-  und  dreidimensionalen  Räume  zu  ebenen  Gurven.  Die 
bei  den  ersteren  Gebilden  auftretenden  Ordnungszahlen  und  An- 
zahlen der  Singularitäten  sind  im  allgemeinen  die  Quadrate  der 
für  die  letzteren  geltenden  Zahlen.  Zum  Schluss  werden  noch 
speciell  die  den  Kegelschnitten  und  Gurvenbüscheln  entsprechen- 
den Gebilde  betrachtet.  Schg. 

F.    GiUDiCB.      Sulla   corrispondenza  fra    due    iperspazii. 

Bau.  0.  XXIX.  163-171. 

Auf  Grund  analytischer  Begriffsbestimmung  des  fi-dimensio- 
nalen  Raumes  wird  allgemein  bewiesen,  dass  zwischen  zwei 
Räumen  mit  verschiedener  Dimensionenzahl  eine  stetige  eindeu- 
tige Correspondenz  nicht  bestehen  kann.  Schg. 
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F.  AscHiERi.     Sülle  omografie  binarie  e  temarie.  —  Sali« 
omografie  binarie  e  i  loro  prodotti.     Lomb.  ut.  Reod.  r: 

XXIV.  278-292,  964-976. 

Herr  A.  behandelt  zanächst  Tom  analytischen  Standponkrc 
aus  die  collinearen  und  reeiproken  Besuehnngen  im  Baame  ji*^' 
Dimension.    Die  Gleichung  einer  solchen  Beziehung  ist 

Bei  der  collinearen  Beziehung  sinda;^,:^,, ...« ^«  und  X^yX,,....!' 
die  Coordinaten  eines  Punktes  des  einen  Raumes  S«  und  eine« 
S«.i,  der  den  homologen  Punkt  des  anderen  S.  enthält,  oder 
die  Coordinaten  eines  Sn^i  des  ersten  Feldes  und  eines  in  den 
entsprechenden  Sn-t  liegenden  Punktes. 

Bei  der  Correlation  sind  entsprechend  X\y  2',,  ...£  Q&i 
x^j  x^j  ...  Xn  beide  Punkt  -  Coordinaten  oder  5»-i  -  Coordiaates. 
Die  beiden  Räume  5«  und  Sn  sind  als  in  einander  liegend  gedacht. 
Herr  A.  stellt  nun,  hieran  anknüpfend,  zu  einer  HomograpLir 
die  inverse  auf,  bestimmt  die  Fundamentalelemente  und  ^ent 
dann  zur  Behandlung  der  involutorischen  Verwandtschaften  Qber. 
Ohne  näher  auf  den  Gegenstand  einzugehen,  begnflgt  sich  Her: 
A.,  zu  zeigen,  dass  eine  collineare  Verwandtschaft  eine  InTolatioa 
ist,  wenn  in  ihr  selbst  und  in  ihrer  inversen  it— 1  linear  unabbäDji- 
gen  Punkten  dieselben  Punkte  entsprechen,  und  eine  reciproke 
Beziehung  ein  Polarsystem,  sobald  zu  jedem  von  n-f  1  linear 
unabhängigen  Punkten  der  Sn^i  gehört,  welcher  die  Qbri^es 
n  Punkte  verbindet. 

Alsdann  dehnt  er  unter  Einführung  der  bekannten  symboli 
sehen  Bezeichnungs weise  die  Begriffe  der  permutablen,  anticoc- 
jugirten  und  harmonischen  oder  conjagirten  Homographien  aaf 
den  Raum  n^^'  Dimension  aus.  Zwei  Verwandtschaften  C^  and  C 
sind  permutabel,  wenn 


c,.c. 

=  C, 

.c. 

ist, 

anticonjugirt. 

wenn 

^1-^2 

und 

c,. 

c. 

Involutionen  sind, 

harmonisch, 

wenn 

C,.Cr^ 

wie 

c,. 

Cr' 
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Involutionen  sind.    Für  letztere  Beziehung  werden  die  hinreichen- 
den Bedingungen  aufgestellt. 

Die  Gleichung  einer  binären  Homographie  ist 
ß  =  aj,(ra?;  +  8x\)  -  x^{px\  +  qx\)  =  0. 
Indem  man  die  Goordinaten  p,  q^  r,  $  als  homogene  Punktcoor- 
dinaten  auffasst,  gelingt  es,  die  dreifache  Mannigfaltigkeit  der 
Projeotiyitäten,  die  auf  einem  rationalen  Träger  möglich  sind, 
auf  einen  Punktraum  abzubilden;  der  Verf.  beleuchtet  die  Eigen- 
schaften dieser  Abbildung,  die  er  in  einer  früheren  Abhandlung 
[cfr  F.  d.  M.  XXII.  1890.  624]  vom  geometrischen  Standpunkte 
behandelt  hatte,  nunmehr  vom  analytischen  Gesichtspunkte  aus. 

E.  K. 

F.  H.  ScHOUTE.     Le  döplacement  le  plus  gdnöral  dans 
Tespace  ä  n  dimensions.   DeiftAnD.  de  l'Ec.Poiyt.  vii.  139-158. 

Wenn  die  Punkte  x^  y,  auf  ein  orthogonales  System  im 
i'dimensionalen  Baume  £"  bezogen,  die  Goordinaten  o;^,  ^„...| 
't,  y,i  •••  haben  und  zwischen  diesen  Grössen  die  Belationen 

y*  =  ö*ia?i  +  a*2a?2+  •••  +  «*«««  — a*        (Ä  =  1,  2,  . . .,  n) 

'   estehen,  wobei  die  Coefficienten  den  Bedingungen 

flli  +  öfc  +  •  •  •  +  «Äi  =  1, 

(i  =  1,  2,  . . .,  n;  j  =  1,  2,  .  . .,  n;   •  ^j) 

enügen,  so  sind  die  beiden  Figuren,  denen  jene  Punkte  ange- 
ben, einander  gleich.     Es  besteht  Gongruenz  oder  Symmetrie, 
nachdem  die  aus  den  Goefficienten  a^  gebildete  Determinante 
den   positiven    oder   den  negativen  Wert  Eins  hat.    Hiermit 
'    ird  der  Satz  bewiesen,   dass  zwei  gleiche  Figuren  stets  einen 
'  )incidenzpunkt  haben,  welcher  reell  ist  und  in  endlicher  Ent- 
'  rnung   liegt   für  D  =  1  und  n  gerade,    oder  D  =  —  1  und  n 
gerade,   dagegen   im   Unendlichen   in   den   beiden   entgegen- 
setzten Fällen. 

Um  projectivisohe  Figuren  darzustellen,  werden  als  homo- 
ne  Goordinaten  gewählt  die  Entfernungen  eines  Punktes  von 
yi  Räumen   von  n  — 1   Dimensionen,    welche  £"   angehören. 
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und  es  wird  gesetzt: 

Qjfk  =  ö*ia?l  +  0*2*2  +  '••   +  ö*,ii  +  l*»+l  (*   =    1,  2,  .  .  .,  II  +  1). 

Es  ergiebt  sieh  sofort,  dass  die  Figuren  n  -f  1  Goincidenzpunkte 
haben,  von  denen  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  dargetban  wird, 
dass  im  Falle  der  Congruenz  für  n  =  2m  dieselben  einen  reellen 
Punkt  in  endlicher  Entfernung  und  m  Paare  conjugirt  imaginärer 
Punkte  im  Unendlichen  enthalten.  Für  n  =  2m  4- 1  dagegen 
bestehen  die  Goincidenzpunkte  aus  einem  reellen  Punkte  P^  und 
m  Paaren  conjugirt  imaginärer  Punkte  in  dem  Räume  E^,  wei- 
cher dem  £^'"+^  angehört,  zusammen  mit  einem  Punkte  einer 
bestimmten  Geraden,  welcher  dem  Punkte  P.  unendlich  benach- 
bart ist. 

In  einem  2m-dimensionalen  Räume  wird  die  allgemeinste 
Verrtlckung  durch  die  2m  Gleichungen 

ytk^i  =  a:2jfc-iCOS9)i  +  a?2*sinflpjk  \  /j^  —  j    9  m) 

dargestellt,  zu  denen  fQr  2m  4- 1  Dimensionen  noch  hinzutritt 

oder:  die  allgemeinste  Verrückung  besteht  bei  geradem  n  ans 
in  Rotationen  in  „unter  sich  absolut  normalen''  Ebenen  and  för 
ungerades  n  aus  ^(n — 1)  derartigen  Rotationen  und  einer  Trans- 
lation in  einer  zu  jenen  Ebenen  normalen  Richtung. 

Für  zwei  symmetrische  Figuren  in  einem  Räume  £"  besteht 
stets  ein  Raum  £"~\  welcher  dieselben  in  congruenten  Figuren 
schneidet,  und  von  dem  correspondirende  Punkte  der  beiden  Fi- 
guren gleiche  Entfernung  haben. 

Die  n  +  1  Goincidenzpunkte  zweier  derartigen  Figuren  be- 
stehen aus  einem  reellen  Punkte  (point  de  coincidence  opposee) 
und  dem  System  der  n  Goincidenzpunkte  des  zuvor  erwähnten 
Raumes  E"~^  Eine  Figur  in  £"  kann  im  allgemeinen  in  eine 
zu  derselben  symmetrische  übergeführt  werden  durch  eine  Be- 
wegung in  einem  (n-|-l)-dimen8ionaIen  Räume,  zu  dem  £"  ge- 
hört. Für  gerades  n  besteht  diese  Bewegung  aus  ^n  Rotationen 
und  einer  Translation;  für  ungerades  n  aus  ^(n -|- 1)  Rotationen. 
Jedenfalls  ist  unter  diesen  Rotationen  eine  einzige  Umwendung 
(Rotation,  deren  Winkel  n  beträgt)  vorhanden.  Mo. 
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Capitel  4. 

Liniengeometrie   (Complexe,   Strahlensysteme). 

E.  Müller.     Die  Liniengeometrie   nach    den   Prineipien 
der  Grassmann'schen  Ausdehnungslehre.    Monatsb.  f.  Math. 

11.  267-290. 

Eine  bisher  in  den  Anwendungen  der  Ausdehnungslehre 
gebliebene  Lücke  wird  durch  die  vorliegende  Arbeit  in  er- 
wünschter Weise  ausgefüllt.  Die  geometrische  Summe  zweier 
windschiefen  Linienteile  im  Räume,  der  von  Grassmann  geo- 
metrisch zunächst  nur  eine  formale  Bedeutung  beigelegt  wurde, 
stellt,  wie  der  Verf.  zeigt,  einen  linearen  Gomplex  dar.  Auf 
dieser  Grundlage  wird  nun  mit  Hülfe  der  charakteristischen 
Operationen  der  Ausdehnungslehre  die  Theorie  der  Strahlen- 
compleze  entwickelt.  Es  wird  die  lineare  Abhängigkeit  der 
Complexe  von  einander  erörtert,  die  Bedeutung  des  äusseren 
und  des  inneren  Productes  derselben,  sowie  der  „Ergänzung" 
dargelegt,  ferner  die  Bedingung  für  die  Involution  zweier  Com- 
plexe, für  einen  speciellen  Complex  u.  s.  w.  Zahlreiche  Resul- 
tate der  Liniengeometrie  werden  auf  diese  Weise  in  kürzester 
Form  abgeleitet  und  formulirt.  Dabei  stellt  sich  heraus,  dass 
eine  Gruppe  der  erhaltenen  Gleichungen  den  für  die  Kugelgeo- 
metrie geltenden  vollkommen  analog  ist,  sodass  jede  der  ein- 
schlägigen Formeln  der  Ausdehnungslehre  ebensowohl  im  Sinne 
der  Strahlengeometrie  wie  in  dem  der  Kugelgeometrie  gedeutet 
werden  kann.  Scbg. 

E.  Waelsch,     Zur  Infinitesimalgeometrie  der  Strahlen- 
congruenzen  und  Flächen.    Wien.  Ber.  C.  158-219. 

Die  Gleichung  einer  Geraden  a  in  Liniencoordinaten  sei 

6 

o  =  2:ak^k  =  (ax)  =  0, 

wobei  die  Xk  und  die  Ok  den  Relationen  (xx)  =  0  resp.  (aä)  =  0 
Genüge  leisten.     Sind  nun  die  at  Functionen  zweier  veränder- 
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liehen  Parameter  u  und  t),  so  beschreibt  die  Gerade  eioe  Strahlen- 
congruenz.  In  der  Umgebung  eines  Strahles  a  hat  man  die 
Gleichung 

(1)        0  =  a  +  (bdu+cdv)  +  i(edu^+2fdudv  +  gdv^  +  •  -  - , 
wobei  6,  o,  e,  f,  g  linear  in  den  x^  sind  und,  gleich  Null  gesetzt, 
lineare  Complexe  bestimmen.    Es  bestehen  dann  die  BeziehuDgen : 

(aa),  (a6),  (ac)  =  0;    (66)  +  (ae)  =  0;    (6c)  +  (ö/0  =  0; 

(ce)'\'(ag)  =  0  etc. 
Die  invarianten  Bildungen  der  Form  (1)  ergeben  nun  infinitesi- 
male Invariantenbildungen  der  Strahlencongruenz.  Diese,  insbe- 
sondere die  zu  einem  Gongruenzstrahl  sich  gesellenden  covarianten 
linearen  Complexe,  werden  von  dem  Verfasser  einer  eingehenden 
Untersuchung  unterworfen.    So  ergeben  die  Wurzeln  von: 

(bb)du^  +  2(bc)dudv  +  {cc)dv^  =  0 
die  Werte  von  duidv^   welche  der  Nachbarschnittgeraden  von  a 
in  der  Congruenz   entsprechen,    und    welche   mit  a   die  Brenn- 
punkte und  die  Brennebenen  dieses  Strahles  bestimmen. 

(fxy-(ex)(sx)=^0 
ist  die  Gleichung  eines  Complexes  zweiten  Grades,  welcher  aus 
den  BrennlinienbOscheln  (sie  werden  gebildet  von  den  Tangenten 
der  Brennfiäche  in  den  Berührungspunkten  mit  dem  Gongruenz- 
strahl a)  die  Inflexionstangenten  der  Brennfl&che  ausschneiden. 
Verschwindet 

J  =  (bcy-m(cc)  =  (af)' -  (ae)(aj), 
so  fallen  die  Brennpunkte  und  die  Brennebenen  des  Strahles 
zusammen.  Die  Congruenz  besteht  dann  aus  den  Inflexions- 
tangenten einer  Fläche.  Die  beiden  Brennlinienbüschel  sind  nun 
in  mehrfacher  Weise  zu  einander  projectiv  durch  die  dem 
Strahle  a  benachbarten  in  der  Congruenz.  Geht  man  nämlich 
von  dem  Strahle  a  zu  dem  benachbarten  a'  über,  so  schreitet 
der  Brennpunkt  1  von  a  auf  der  Brennlinie  A^  nach  1',  wäh- 
rend die  Brennebene  I  um  eine  Brenntangente  y,  des  Punktes  2 
nach  r  sich  dreht;  ebenso  erhält  man  für  den  Brennpunkt  2 
und  die  Brennebene  II  die  entsprechenden  Strahlen  l,  und  t,. 

Wird 

r  =  {cc)e—2(bc)f+(bV)g',    s^  =  (bb)\ale  +  2ayf+g] 
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gesetzt,  wobei  a^^  und  a^  die  Wurzeln  von 

(W)a'  +  2(6c)a  +  (cc)  =  0 

sind,  80  ist  die  Projectivität  P^(i^)~^(Q  gegeben  durch  die 
Gleichung 

die  Projectivität  iI  =  (Tj7\  (^a)  aber  durch 

irid(rQ-(s\)is\)  =  0. 

Die  Projectivität  Jy  =  (/„)X(Ty)  ist  mit  der  Dupin'schen  Tan- 
genteninvolution der  Brennfläche  identisch. 

Jeder  Strahl,  welcher  in  dem  Büschel  (1,  I)  liegt,  also  in 
dem  Bflschel,  welcher  durch  a  und  den  schneidenden  Nachbar- 
strahl a,  bestimmt  ist,  wird  ein  „Centralstrahl''  des  Punktes  1 
genannt.  Es  wird  nun  der  Satz  bewiesen,  dass  die  Central- 
strahlen  fbr  alle  Nachbarpunkte  1'  des  Punktes  1  in  einem  linearen 
Complexe  liegen,  welcher  der  „Begleitcomplex^  des  Strahles  a 
für  den  Punkt  1  genannt  wird.     Die  Gleichung  desselben  ist 

C^  {abcrsx)  =  0. 

Bedeutet  D  die  Determinante  {abcefg\  so  fallen  die  beiden  Be- 
gleitcomplexe  zusammen,  wenn 

T  =  —8ji.D  =  0 

ist.  Die  beiden  Begleitcomplexe  haben  im  allgemeinen  eine 
Strahlencongruenz  gemein,  deren  Leitlinien  die  ^Hauptbrenn- 
linien^  heissen  und  die  dem  Strahle  a  conjugirten  Tangenten 
der  Brennfläche  sind.  Das  Doppelverhältnis  d  der  Begleitcom- 
plexe, welches  auch  das  „Doppel Verhältnis  des  Strahles  a*'  ge- 
nannt wird,  ist,  wenn  ßy  die  Wurzeln  der  Gleichung 

sind,  gegeben  in 

Wichtige  aus  Gentralstrahlen  der  Congruenz  a  bestehende 
Congruenzen  werden  erhalten  durch  Differentiation  von 

a  =  ^(ii,  D)a, 
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wobei  q{uv)  eine  beliebige  Function  ist,  in 

5ä      ^        ,  da      ^ 

Hierbei  sind  aber  u  und  o  die  Parameter  der  in  der  Congmenz 
a  befindlichen  abwickelbaren  Flächen.^ 

Die  allgemeinen  Betrachtungen  werden  dann  specialisirt  f&r 
Normalencongruenzen  und  geben  hier  eine  reiche  Auswahl  inter- 
essanter, zum  Teil  neuer  S&tze,  von  welchen  einige  mitgeteilt 
werden  mögen. 

,,Die  Weingarten'schen  Flächen  sind  diejenigen,  bei  welchen 
die  Projectivitäten  P  und  n  einer  Normale  zusammen falles, 
für  welche  demnach  das  Doppelverhältnis  jeder  Normale  des 
Wert  Eins  hat.** 

„Das  Product  der  KrQmmungsmasse  der  Centrafläche  in  deo 
beiden  Berührungspunkten  einer  Normale,  multiplicirt  mit  dem 
Doppelverhältnis  der  Normale  und  der  yierten  Potenz  des  Ab- 
Standes  der  beiden  Berfihrungspunkte,  ist  gleich  Eins." 

Also 

dK^K^d*  =  1. 
Für  Weingarten'sche  Flächen  folgt  hieraus  die  von  Halphen  ge- 
fundene Beziehung  üT^ff,  =  l/d\ 

„Berühren  sich  zwei  Flächen  in  einem  Punkte  in  dritter 
Ordnung,  so  berühren  sich  ihre  Normalencongruenzen  in  der  ge- 
meinsamen Normale  in  zweiter  Ordnung  und  umgekehrt" 

„Das  Doppelverhältnis  der  Normalen  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  ist  constant  gleich  Neun."  W.  St. 


C.  GuiCHARD.       Sur    une    classe    particulifere    de    con- 
gruences  de  droites.    0.  R.  oxu.  1424-1426. 

Die  Brennpunkte  einer  Geraden  D  der  Gongruenz  seien  F 
und  F\  C  sei  der  Mittelpunkt  der  Strecke  FF\  n  die  Ebene 
senkrecht  zu  D  durch  C.  Der  Ort  der  Punkte  C  wird  Mittel- 
fläche (surface  mediane),  die  von  n  eingehüllte  Fläche  die  Gen- 
tralflächo  der  Gongruenz  genannt  Hier  werden  nur  solche  Con- 
gruenzen  betrachtet,  bei  welchen  den  abwickelbaren  Flächen  der 
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Congruenz  conjugirte  Guryen  auf  der  Mittelfläche  und  der  Cen- 
tralfläche  entsprechen.  Sind  $,  17,  ^  Grössen,  welche  proportional 
den  Richtungscosinus  von  D  sind,  ferner  x^  y^  z  die  Coordinaten 
des  Punktet  C;  o?,,  y,,  ä,  und  aj^,  y,,  a,  diejenigen  von  F  und  f", 
und  sind  alle  diese  Grössen  mit  Hülfe  zweier  Variabein  u  und  f> 
ausgedrückt,  so  dass  u  =  const.  und  e  s=  const.  die  abwickel- 
baren Flächen  der  Congruenz  repräsentiren^  so  hat  man 

a?,  =  a?  +  Af ,     a?3  =  «  —  if ,    etc. 
Der  Verfasser  zeigt  nun,  dass  die  Lösung  des  Problems  darauf 
hinauskommt,  vier  Lösungen  ^,  rj^  ^,  l  einer  Differentialgleichung 

der   Form   ^   ^    =  ilf  .0  zu  finden,  so  dass  A  eine  Function  von 

^'  =  |«-j-jy»-j-^»  igt.    Als  particuläre  Lösungen  werden  angeführt: 

1)  X  =  const.,  die  Focalflächen  reduciren  sich  auf  Curven. 

2)  ^  =  const.,  die  Abwickelbaren  der  Congruenz  berühren 
die  Focalflächen  längs  Erümmungslinien;  die  conjugirten  Curven 
auf  der  Centralfläche  sind  geodätische  Linien. 

S)  X  z=  Q^  die  Mittelfläche  und  Centralfläche  decken  einander 
in  einer  Minimalfläche,  deren  Normalen  die  Congruenz  bilden. 

W.  St. 

A,  Petot.     Sur   une  classe   de  congruences  de  droites. 

C.  B.  GXIII.  841-844. 

Kennt  man  die  sphärische  Repräsentation  einer  Congruenz, 
d.  h.  die  den  Abwickelbaren  der  Congruenz  entsprechenden  Cur- 
ven u  und  V  der  Kugel,  so  hängt  die  Bestimmung  der  Congruenz 
von  der  Integration  einer  Laplace'schen  Differentialgleichung  ab. 
Sind  nun  die  Curven  ti  und  t>  der  Kugel  zugleich  die  sphärischen 
Bilder  a  der  Asymptoten  einer  Fläche,  so  schneiden,  wie  Herr 
Guichard  gezeigt  hat,  die  Abwickelbaren  der  Congruenz  H  ein 
System  conjugirter  Curven  auf  der  Centralfläche  der  Congruenz 
aus  und  umgekehrt.  Die  Bestimmung  solcher  Curven  a  auf  der 
Kugel  macht  Schwierigkeiten.  Der  Verfasser  bestimmt  dagegen 
direct  eine  Congruenz  H.  Hieraus  ergiebt  sich  dann  eine  Me- 
thode, mittels  welcher  man  Flächen  erhält,  die  auf  ihre  Asym- 
ptoten bezogen  sind.     Es  wird  der  Satz  bewiesen:   „Sind  x,  y,  s 
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Lösungen  einer  Differentialgleicbnng  der  Form: 

dudv  "*'  \dH       dl  dudo)da  +  du  ~dt>  ~    ' 

du  • 

wobei  f  eine  beliebig  gegebene  Function  von  u  und  o  ist,  80 
erzeugt  die  Gerade 

X^x  _  Y—y  _  Z—z 

dx     "^     dy      ^^     d» 
du  du  du 

eine  Congruenz  H.  Und  umgekehrt:  bei  jeder  Congruenz  H  ge- 
nügen die  Goordinaten  der  Punkte  ihrer  Focalfiäche  r  =  const. 
einer  DiflFerentialgleichung  obiger  Form.** 

Lässt  sich  also  für  besondere  Functionen  f  die  Differential- 
gleichung  integriren,  so  erhält  man  eine  Gongruenz  ff,  hieraus 
folgt  das  System  a  der  sphärischen  Abbildung  und  daraus  die 
Fläche  JS*,  welche  auf  ihre  Asymptoten  bezogen  ist.  Es  wird 
dann  noch  gezeigt,  wie  man  für  die  Gebilde  ff,  a  und  £  eine 
Keihe  neuer  Resultate  erhalten  kann.  W.  St. 


G.  FoüRET.     Sur  les  congruences  de  droites  du  premier 
ordre  et  de  la  premi^re  classe.    S.  M.  F.  Ball.  xix.  &s-6i. 

Ein  neuer  Beweis  des  bekannten  Satzes,  dass  die  Geraden 
einer  Gongruenz  erster  Ordnung  und  erster  Klasse  durch  zwei 
windschiefe  Gerade  hindurchgehen.  A. 


R.  Schumacher.  Einteilung  der  Strahlencongruenzen 
zweiter  Ordnung  mit  Brenn-  oder  singulären  Linien; 
EbenenbUschel  zweiter  Ordnung  in  perspectiver  Lage 
zu  rationalen  Curven.    Math.  add.  xxxvill.  298-306. 

Die  Einteilung  dieser  Strahlensysteme  zweiter  Ordnung  n^^ 
Klasse,  welche  Herr  Sturm  (Math.  Ann.  XXXVI.,  F.  d,  M.  XXIl. 
1890.  678)  gemacht  hat,  enthält  noch  eine  LQcke  bei  den  Con- 
gruenzen  vom  Range  n— 1,  welche  der  Verfasser  ausfüllt.  Es 
sind  dies  die  Gongruenzen,  welche  einen  Kegel  zweiter  Ordnung 
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berühren  und  eioe  Curve  n*®'  Ordnung  treffen.  Es  wird  hier 
gezeigt,  dass  die  Curve  nicht  durch  die  Kegelspitze  zu  gehen 
braucht,  wie  Herr  Sturm  annahm,  sondern  eine  rationale  Curve 
n^«!^  Ordnung  ist,  zu  welcher  ein  Ebenenbttschel  zweiter  Ordnung 
perspectiv  liegt.  Es  werden  dann  besonders  die  Fälle  n  =  4,  5 
bei  ebenen  Curven,  n  =  3,  4,  5,  6,  7,  8  bei  Raumourven  betrachtet. 

W.  St, 

G.  Pick,     üeber  das  System  der  covananten  Strahlen- 
complexe  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung.     Wien.  Ber. 

C.  561-573. 

Der  Verfasser  giebt  zunächst  in  einer  Einleitung  eine  Ueber- 
sicht  über  die  vorhandenen  fundamentalen  Complexe  zweiten  und 
dritten  Grades,  welche  mit  zwei  gegebenen  Flächen  zweiter  Ord- 
nung in  covarianter  Beziehung  stehen,  mittels  der  kanonischen 
Formen  der  Gleichungen  dieser  Flächen,  bezogen  auf  ihr  gemein- 
sames Poltetraeder.  In  den  folgenden  Paragraphen  werden  die 
Gleichungen  dieser  Complexe  in  symbolischer  Form  aufgestellt 
und  fundamentale  Relationen  entwickelt.  Kurz  wird  auf  die 
geometrische  Bedeutung  eingegangen.  Zum  Schluss  wird  mittels 
der  gefundenen  Relationen  die  Gleichung  des  Poltetraeders  in 
Strahlencoordinaten  aufgestellt.  W.  St. 


Balitrand.      Sur    les    complexes    de    droites  et  sur  la 

question  254.  J.  de  Math.  ap^o.  (3)  V.  197-206. 
Die  -von  Herrn  Amigues  gestellte  Aufgabe  fordert  die  Unter- 
suchung des  Complexes,  der  von  den  Sehnen  eines  dreiaxigen 
Ellipsoides  gebildet  wird,  welche  ihre  Mitten  in  einer  der  drei 
Hauptebenen  haben.  Der  Verf.  stellt  zuerst  die  Hauptsätze  aus 
der  Theorie  der  Complexe  voran  und  macht  dann  Anwendung 
von  ihnen  auf  den  zu  behandelnden  Complex.  Lp. 


J.  C.  Klüyvek.     Over  stralenstelsels,  die  uit  vier  elkaar 
kriiisende  lijnen  kunnen  worden  afgeleid.     Amst.  Versi. 

CD  Meded.  (3)  VIII.  41-83. 
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J.  C.  Klutvbr.      Sur  des   syst^mes    de   rayons   dddnits 
de  quatre   droites  donnöes   dans   Tespace.     Arcb.  N^eri. 

XXV.  70-101. 

In  seinem  „Ca]cöl  der  abzählenden  Geometrie^  hat  Hr.  Schobert 
gezeigt,  dass  zwischen  vier  beliebigen  Tangenten  einer  R*  stet« 
eine  invariante  Beziehung  stattfindet,  und  Hr.  Voss  hat  die  si- 
multane Invariante  F  berechnet,  deren  Verschwinden  aasdrficlt, 
dass  vier  Gerade  Tangenten  einer  A'  sein  können.  Der  Ver- 
fasser bestimmt  diese  Invariante  in  folgender  Weise:  Sind  1,2,3,4 
die  Tangenten  einer  A",  so  besteht  stets  eine  Regelfläche  zweiter 
Ordnung,  welche  ausser  A'  die  Geraden  1,  2  enthält;  eine  zweite 
derartige  Fläche  enthält  A'  nebst  3  und  4.  Diese  beiden  Flachen 
schneiden  sich  noch  in  einer  Secante  2  von  A',  welche  die  Re- 
gelscharen (3, 2,  1),  (2, 3, 4),  (3, 1,4),  (1, 2, 4)  berührt.  Umgekehrt, 
wenn  diese  Regelscharen  eine  gemeinsame  Tangente  z  haben, 
so  wird  der  Durchschnitt  zweier  Hyperboloide  (12»),  (342)  eioe 
die  Geraden  1,  2,  3,  4  berührende  A'  sein. 

Die  simultane  Invariante  zweier  Geraden  x^  y  mit  den  ho- 
mogenen Coordinaten  ptt,  p'n  wird  mit  (xy)  bezeichnet.  Beziehen 
sich  pft,  p'iky  Pik  auf  die  Geraden  1,  2,  3,  so  werden  die  Coordi- 
naten qa  einer  Geraden  der  Regelschar  (1,  2^  3)  dargestellt  durch 

g.ik  =  A,prt  +  A,p:*  +  A,p5i 

mit  der  Bedingung 

(1)        A,A.(23)  +  A,A,(31)  +  Ä,Ä,(12)  =  0 

wegen  der  Relation 

Jede  Gerade  z   schneidet   zwei   Gerade  q  der  Regelschar,   weil 
aus 

(qz)  =  A,  (U)  +  A,(2;5)+  A,(3*)  =  0 

und  (1)   zwei  Werte    für  A,,  A„  A,    gefunden    werden  können. 
Diese  Geraden  q  fallen  zusammen,  wenn  z  der  Gleichung  genügt : 

1/(23XÜ)  +  1/(31X2^)  +  1/(12X30  =  0. 

Eine   gemeinsame  Tangente   der   vier   Regelscharen    muss    vier 
Gleichungen  dieser  Form  genügen,    woraus  sich  durch  Elimina- 
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;ion  von  z  die  Bedingung  für  1,  2,  3,  4  ergiebt.    Setzt  man 
a=:  (23X14),    6  =  (31)(24),    o  =  (12)(34), 
a-f6  +  c  =  *j,    fcc-f-ca  +  flfc  =  «j»    abc  ^  s^^ 

lo  ist  die  Invariante,  deren  Verschwinden  gefordert  wird, 

r  =  («J-40'-128i,v 

Wenn  /"  =  0,  so  findet  man  weiter  zur  Bestimmung  von  js,   bei 

Einführung  der  Bezeichnung  P,  =  y(12)(13X14) : 

(]b)_(2Ä)_g*)_(4^ 

P^     "    P.  P.  P.    * 

Die  Geraden  a  gehören  somit,  weil  Pj,  P,,  ...  positiv  oder  ne- 
gativ sein  können,  zwölf  linearen  Gomplezen  an,  welche  nun, 
ohne  dass  die  Bedingung  T  =  0  stattfindet,  näher  untersucht 
werden.  Dieselben  enthalten  zu  je  sechs  ein  gemeinsames  Hyper- 
boloid; im  ganzen  sind  acht  derartige  Flächen  vorhanden.  Die 
Figur  zeigt  eine  weitgehende  Analogie  mit  den  zwölf  Teilebenen 
der  Flächenwinkel  eines  willkflrlichen  Vierfiachs.  Die  Glei- 
chungen jener  Hyperboloide  werden  aufgestellt  Auf  allen  diesen 
Flächen  sind  die  beiden  gemeinsamen  Secanten  f\  f"  der  Ge- 
raden 1,  2,  3,  4  enthalten;  ausserdem  haben  in  jeder  Gongruenz 
die  beiden  Hyperboloide  zwei  Gerade  g\  g"  gemeinsam,  welche 
zugleich  erzeugende  Elemente  einer  der  durch  die  vier  gegebenen 
Geraden  zu  je  drei  bestimmten  Begelscharen  sind.  Eine  geo- 
metrische Gonstruction  dieser  Geraden  g'^  g"  wird  angegeben. 

Es  ergiebt  sich  weiter,  dass  die  Hyperboloide  fl„  ...,  B^ 
in  zwei  Gruppen  geteilt  werden  können,  deren  letztere  merk- 
w^flrdige  Eigenschaften  hat  Die  in  dem  Falle  J"  =  0  auf  einer 
der  Flächen  JSf^,  ...,  H^  liegenden  Geraden  a  berühren  nämlich 
itets  die  Begelscharen  (234)  u.  s.  w.,  was  bei  den  auf  den  an- 
deren Hyperboloiden  enthaltenen  Geraden  z  niemals  vorkommen 
kann.    Hieraus  ergiebt  sich  sodann,  dass  geometrisch  untersucht 

erden  kann,  ob  vier  gegebene  Gerade  eine  R*  gemeinschaft- 

ich  berflhren  können. 

Ordnet  man  die  Linien  1,  2,  3,  4  auf  drei  Weisen  in  Paare, 

.  B.  (23),  (14),   so   bestimmt  jede  Combination  ein  Nullsystem 

ritter  Ordnung,  indem  einem  Punkte  P  die  Ebene  n  durch  die 

FortMlir.  d.  Math.  XXin.  3.  56 


882  IX.  Abschnitt.    AnalytiBclie  Geometrie. 

beiden  aas  P  an  die  Linienpaare  2,  3  und  1,  4  gelegten  gemein- 
samen Secanten  zugeordnet  wird.  P  besehreibt  sodann  eine  R\ 
wenn  die  Nullebene  n  sieb  um  eine  Gerade  dreht,  und  mit  einer 
Punktreihe  correspondiren  die  Tangentenebenen  einer  Develop- 
pabeln  dritter  Klasse.  Ist  jedoch  diese  Ponktreihe  auf  einer 
Geraden  /  enthalten ,  welche  die  beiden  gemeinsamen  Secanteo 
f\  f "  der  gegebenen  Geraden  schneidet,  so  dreht  sich  die  Ebene 
n  um  eine  Gerade  x.  Die  Beziehung  zwischen  /  und  x  ist  eine 
involutorische.  Beschreibt  nun  die  Gerade  /,  indem  sie  foTt- 
während  auf  f,  f"  ruht,  eine  Regelschar,  so  erzeugt  x  eioe 
unicursale  Regelfläche  F^  sechster  Ordnung,  worauf  1,  %  3, 4 
als  Doppelstrahlen  und  f ,  f"  als  dreifache  Gerade  enthaltes 
sind.  Hit  den  beiden  anderen  Combinationen  (12)(34)  und 
(31)(24)  correspondiren  zwei  andere  Flächen  F*,  und  es  zeigt 
sich  nun,  dass  diese  drei  Regelflächen  sechster  Ordnung  nur 
dann  zusammenfallen  können,  wenn  die  Gerade  /  eins  der  Hyper- 
boloide ff^,  ...,  ÜTg  beschreibt. 

Die  vier  Paare  der  Durchschnittspunkte  der  Geraden  l,  2, 3,^ 
mit  den  Curven  A',  welche  bei  einer  beliebigen  Combination 
(12)  (34)  in  dem  zugehörigen  Nnllsystem  den  Erzeugenden  jener 
Hyperboloide  zugeordnet  sind,  bestimmen  vier  binäre  quadratische 
Formen,  deren  Invarianten  untersucht  und  geometrisch  inter- 
pretirt  werden. 

In  dem  Falle,  wo  F  verschwindet,  sind  die  Geraden  1,  •.•)'l 
Rflckkehrkanten  der  Regelfläche  F%  und  die  Geraden  f',  f  sind 
conjugirte  Polargeraden  in  Bezug  auf  jede  A*,  welche  die  ^e^- 
benen  Geraden  berührt.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  sodann  durth 
eine  wiederholte  projective  Transformation  alle  Curven  R^  aa^ 
einer  einzigen  hergeleitet  werden  können. 

Die  zweite  Abhandlung  ist  eine  französische  Uebersetzong 
der  ersten.  Mo. 


H.  Ader.      Demonstration  nouvelle  d'un  thSoröme  snr 
las  normalies.    Noav.  Add.  (3)  x.  22ö-22a 

Geometrischer   Beweis   des   Satzes:    „Wenn   die   Leitcarrc 
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einer  Normalenfläche  durch  einen  Punkt  einer  Oberfläche  geht, 
80  berühren  die  Hauptnormalebenen  dieses  Punktes  die  Normalen- 
fläche in  den  Hauptkrümmungsmittelpunkten^.  Wbg. 


A.  Ahrbndt.  Analytische  Untersuchungen  über  die 
Constitution  der  in  krummen  Flächen  gebrochenen, 
a  priori  astigmatischen  StrahlenbUndel  mit  Anwen- 
dungen  der   neueren  Geometrie.     Schiömiicb  z.    xxxvi. 

Ö9-115. 

Die  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  den  allgemeinen,  zu- 
erst von  Rausch  betrachteten  Fall,  dass  die  Brennlinien  eines 
StrahlenbQndels  nicht  beide  senkrecht  stehen  auf  dem  Haupt- 
strabi, welchen  Fall  Matthiessen  zuletzt  eingehend  in  Schiö- 
miicb Z.  XXXIII  (F.  d.  M.  XX.  1888.  1132)  analytisch  behan- 
delt hat. 

Es  wird  zunächst  angenommen,  dass  beide  HauptkrQmmungen 
der  brechenden  Fläche  Null  sind,  wie  dies  bei  der  Ebene  in 
jedem  Punkte  zutrifft;  alsdann,  dass  eine  Hauptkrfimmong  Null 
ist,  wie  bei  den  abwickelbaren  Flächen-,  endlich  wird  die  Bre- 
chung an  einem  beliebigen  Flächenpunkte  bei  senkrechter  Inci- 
denz  betrachtet.  A. 


K.  Küpper-    Geometrische  Betrachtungen  über  den  Strab- 
lencomplex  und  die  Congruenz.     Frag.  Abh.  ii  s.  4°. 


Gapitel  6. 

Verwandtschaft,  eindeutige  Transformationen, 

Abbildungen. 

A.     Verwandtschaft,    eindeutige  Transformation    und 

Abbildung. 

H.  Wiener.     Ueber  die  aus  zwei  Spiegelungen  zusammen 
gesetzten  Verwandtschaften.    Leipz.  Her.  xuii.  644-673. 

56' 
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Der  erste  Abschnitt  dieser  AbhandluDg  ist  den  bisher  in  der 
Geometrie  verwandten  Uebertragnngsmethoden  gewidmet,  and 
zwar  werden  sie  „ Abbildungen *"  genannt,  wenn  bei  der  Ueber- 
tragung  nicht  nur  die  Elemente,  sondern  gleichzeitig  auch  die 
daran  geknüpften  Sätze  abgebildet  werden,  hingegen  „Abbildun- 
gen mit  Erweiterung",  wenn  durch  eine  Beziehung  der  Elemente 
eines  geometrischen  Gebildes  eine  sie  umfassende  Beziehang  in 
einem  Gebiete  höherer  Dimension  hervorgerufen  wird.  Beispiele 
fllr  die  erstere  Uebertragungsart  sind  die  stereographische  Pro- 
jection  und  die  Abbildung  der  Fläche  dritter  Ordnung  auf  die 
Ebene,  Beispiele  f&r  die  letztere  die  Zuordnung  einer  Projeetivi- 
tat  der  Punkte  eines  Kegelschnittes  zu  einer  ebenen  CollineatioD, 
durch  die  der  Kegelschnitt  genau  in  derselben  Weise  in  sich 
übergeführt  wird,  wie  durch  jene  Projeetivität  Wird  femer  unter 
anderem  berücksichtigt,  dass  die  Gemeinsamkeit  der  Rechenregeb 
nir  reelle  und  complexe  Zahlen  den  Uebergang  von  der  projectiveD 
Geometrie  der  Geraden  zur  Kreisverwandtschaft  in  der  Ebene 
ermöglicht,  und  dass  v.  Staudt  seine  Geometrie  der  Lage  da- 
durch erweitert,  dass  er  auf  die  von  ihm  eingeführten  imaginären 
Elemente  ebenfalls  die  Grundoperationen  des  VerbindeDS  und 
Schneidens  überträgt,  so  kann  zusammenfassend  gesagt  werden: 
»Man  kommt  zu  Uebertragungen  (formalen  Uebertragungen),  die 
nicht  die  geometrischen  Gebilde,  sondern  die  Sätze  von  ein^n 
Gebiete  auf  ein  anderes  abbilden,  wenn  beide  Gebiete  auf  ge- 
meinsame Grundgesetze  zurückzufahren  sind".  ~  Diese  Betrach- 
tungen leiten  darauf  hin,  die  den  einzelnen  geometrischen  Crebieten 
zu  Grunde  liegenden  thatsächlichen  Bedingungen  in  eine  notwendige 
und  hinreichende  Anzahl  von  Grundformeln  zu  bringen  und  die  wei- 
tere Entwickelung  jedes  Zweiges  mit  einer  aus  den  Grundformeb 
entspringenden  Analysis  durchzuftihren.  Ist  diese  Analjsis  ge- 
wonnen durch  eine  rein  logische  Schlussfolgerung  aus  gegebenen 
Definitionen,  so  ist  sie  „eine  in  sich  begründete  Analysis".  Eine 
solche  Analysis  ist  die  der  Verwandtschaften  und  insbesondere 
die  der  Spiegelungen-,  sie  gestattet,  die  Projeetivität  der  Geraden, 
die  Ereisverwandtschaft  in  der  Ebene  und  auf  der  Kugel,  die 
ebene  (räumliche)  GoUineation,  die  eine  Curve  (Fläche)  zweiter 
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Ordnung  in  sich  selbst  ttberftlhreD,  die  Bewegung  starrer  räum- 
licher Systeme  und  ebenso  die  Verwandtschaft  symmetrisch  glei- 
cher r&umlicher  Systeme  als  Folgen  zweier  Spiegelangen  dar- 
zustellen. Js. 


H.  Wiener,     üeber  geometrische  Analysen.  Fortsetzung. 

Leips.  Ber.  XLIII.  424-447. 

Mit  Hülfe  der  im  VII.  Abschnitte  abgeleiteten  Gesetze  des 
Rechnens   mit   Spiegelungen    (involutorischen  Verwandtschaften) 
werden  Gruppen  von  Verwandtschaften  untersucht,  die  sich  höch- 
stens als  Folge  von  y  Spiegelungen  ausdrücken  lassen,   und  es 
findet  sich  als  Hauptergebnis :  Aus  v  gegebenen,  von  einander  un- 
abhängigen Spiegelungen   «j,  .. .,  «y,   von  denen  jede  mit  jeder 
anderen  vertauschbar  ist,  lässt  sich  eine  Gruppe  von  2*"  von  ein- 
ander  verschiedenen  Verwandtschaften  ableiten,   welche  ausser 
der  Identität  nur  Spiegelungen  enthält,  von  denen  wieder  jede 
mit  jeder   vertauschbar   ist.    Je   zwei   von  den  in  der  Gruppe 
enthaltenen  2*"— 1  Spiegelungen  besitzen  zu  einander  die  Eigen- 
schaften, dass  ihre  Folge  wieder  eine  Spiegelung  ist,  dass  beide 
Spiegelungen   mit   einander  vertauschbar  und  harmonisch  sind, 
und  dass  jede  durch  die  andere  in  sich  tibergeführt  wird.    An- 
wendungen der  allgemeinen  Theorie  auf  Spiegelungen  an  Punk- 
ten,   Geraden  und  Ebenen,   sowie  auf  projective   Spiegelungen 
schliessen  die  Abhandlung,  deren  Uebersicht  durch  eine  den  In- 
halt kurz  erläuternde  Einleitung  wesentlich  gefördert  wird. 

Js. 


B.   WiMHBR.      Ueber   eine    allgemeine   Klasse   von   ein- 
zweideutigen Raumtransformationen.  Schiömiichz.  xxxvi. 

214-230;  auch  Diss.  Erlangen. 

Die  Gleichungen 

(•  =  1,  2,  3,  4), 
wo  Ai  und  Bi  lineare  und  71  quadratische  Functionen  der  Goor- 
dinaten  ^1,^3)^8)^4  ^^^^i   vermitteln  eine  ein  •  zweideutige  Ab- 
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bildong  zweier  Rftame,  indem  im  allgemeiDen  jedem  Punkte  x 
ein  and  nur  ein  Punkt  jf,  dagegen  jedem  Punkte  y  zwei  Punkte 
X  entsprechen.  Den  Ebenen  des  y -Raumes  entsprechen  Flächeo 
F^  von  der  vierten  Ordnung.  Die  Schnittcurve  zweier  dieser 
Flächen  F^  zerfällt  in  eine  allen  F^  gemeinsame  Curve  C^^  vom 
Geschlechte  14  und  in  eine  bewegliche  Curve  C^  vom  Ge- 
schlechtei,2,  welche  letztere  daher  die  Geraden  des  jf-Raumes  ab- 
bildet. C,  schneidet  C,^  in  18  Punkten.  Eine  dritte  Fläche  ¥, 
schneidet  daher  die  Curve  C^  in  4 . 5  — 18  =  2  beweglichen 
Punkten  —  im  Einklang  mit  der  Doppeldeutigkeit  der  Trans- 
formationen. Als  Bild  der  Ebenen  des  x- Raumes  erscheint  ein 
System  von  Flächen  fünfter  Ordnung  im  y- Räume  mit  einer 
Doppeicurve  dritter  Ordnung.  Des  weiteren  wird  die  Ueber- 
gangsfiäche  studirt,  d.  h.  der  Ort  der  Punkte  y,  fQr  welche  die 
beiden  entsprechenden  Punkte  x  zusammenfallen;  ferner  die  in- 
volutorische  Transformation,  welche  dadurch  definirt  ist,  da&» 
man  die  beiden  demselben  y  entsprechenden  Punkte  x  einander 
zuordnet.  Die  Verbindungsgeraden  je  zweier  solcher  Paukte  x 
bilden  einen  Complex,  welcher  nichts  anderes  ist,  als  der  Beye*sehe 
Tetraedercomplex.  Die  Haupteigenschaften  dieses  Complei^ 
werden  von  neuem  entwickelt.  Ht 


C.  BuRALi-FoRTi.      SuUe    trasformazioni    (2,  2)    che  si 
possono  ottenere  mediante  due  trasformazioni  doppie. 

Palermo  Rend.  V.  91-99. 

Der  Verf.  knttpft  an  die  grundlegende  Arbeit  von  de  Paolis 
an  (F.  d.  M.  IX.  1877.  581-583). 

Es  mögen  drei  Ebenen  vorliegen.  Die  Punkte  der  ersten 
und  zweiten,  sowie. die  der  ersten  und  dritten  werden  durch  je 
eine  ein -zweideutige  Punkttransformation  (1,2)  auf  einander  be- 
zogen. Damit  sind  dann  die  Punkte  der  zweiten  und  dritten 
durch  zwei -zweideutige  Transformationen  (2,  2)  mit  einander 
verknüpft,  sobald  die  genannten  Ebenen  beide  entweder  einfach^ 
oder  aber  beide  Doppel- Ebenen  der  zu  Grunde  gelegten  Transi 
formationen  sind.    Die  Einwirkung  der  letzteren  Transformationen 
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anf  die  neuen  wird  hier  im  einzelnen  (ohne  Beweis)  verfolgt; 
es  ergeben  sich  einfache  Beziehungen  zwischen  den  beiderseitigen 
fundamentalen  Anzahlen  (Ordnung,  Anzahl  der  vielfachen  Punkte, 
Geschlecht  u.  s.  w.)« 

Die  Eigenschaften  einer  von  Visalli  (F.  d.  M.  XXI.  1889. 
613)  untersuchten  Transformation  (2,  2)  ordnen  sich  als  specielle 
Fälle  ein.  My. 

H.  Pannblli.     Sülle  trasformazioni    multiple    associate 
ad    ogni    traaformazione    plana    birazionale.      Batt  6. 

XXIX.  154-162. 

Dieser  Aufsatz  stHtzt  sich  auf  zwei  Noten  von  Hrn.  Jung 
(P.  d.  M.  XVIII.  1886.  791-793).  Führt  man  eine  Cremona- 
Transformation  in  der  Ebene  von  der  Ordnung  n  eine  Anzahl 
von  Malen,  etwa  /-  mal,  hinter  einander  aus,  so  resultirt  wiederum 
eine  Cremona- Transformation,  welche  vom  „Index  l"  genannt 
wird. 

Der  Verf.  studirt  die  einfachsten  Eigenschaften  der  neuen 
Transformation.  So  giebt  es  ii'-}'2  Einheitspunkte;  d.  h.  also:  zu 
jeder  Cremona -Transformation  der  Ebene  giebt  es  eine  Gruppe 
von  fi'-f  2  (/  =  1)  2,  3,  . . .)  Punkten,  deren  jeder  nach  {- maliger 
Aasftbung  der  Transformation  in  sich  zurückkehrt 

Diese  Gruppen  zerfallen,  den  Teilern  von  /  entsprechend, 
in  „Gyklen",  die  von  anderer  Seite  her  bereits  von  Hrn.  S.  Kantor 
untersucht  worden  sind.  My. 


J.   Amaldi.      Una    interpretazione    delle    corrispondenze 
per  raggi  vettori  reeiproci  nel  piano.    Napoü  Rend.  (2)  v. 

238-240. 

Anschliessend  an  eine  Abhandlung  von  Porchiesi  (Atti  del- 
TAccademia  di  Bologna),  woselbst  die  Gorrespondenz  zwischen 
den  dreifach  unendlich  vielen  Kreisen  der  Ebene  und  den  oc' 
Punkten  des  Raumes  behandelt  wird,  beweist  der  Verfasser  den 
Satz,  dass  bei  dieser  Repräsentation  der  Kreise  durch  die  Punkte 
des  Raumes   die  Abbildung   mittels  reciproker  Eadien   in   der 
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Ebene  in  eine  harmonische  Verwandtschaft  im  Räume  flbergeht, 
deren  Centram  nnd  Involationsebene  ein  Punkt  und  seine  Polar- 
ebene in  dem  Polarsystem  derjenigen  Fläche  zweiten  Grades  sind, 
auf  welcher  alle  Punkte  liegen,  die  den  Kreisen  vom  Sadias 
Null  entsprechen.  Bm. 

W.  BuRNSiDB.      Od    a  property  of  linear  sabsdtntions. 

Mess.  (2)  XX.  163-166. 

Inversionen,  die  an  zwei  festen  Kreisen  nach  einander  vor- 
genommen werden,  geben  eine  durch  eine  lineare  Sabstitntioo 
darstellbare  Verrflckung  von  Punkten  in  einer  unendlichen  Ebene. 
Die  CoefGcienten  dieser  Substitution  werden  bestimmt  Danach 
wird  die  Umkehrung  dieser  Aufgabe  behandelt,  die  einfach  un- 
endliche Schar  von  Kreispaaren  zu  bestimmen,  bei  welchen  durch 
suocessive  Inversion  die  gleiche  Verrllckung  erzeugt  wird,  wie 
durch  eine  gegebene  lineare  Substitution  von  der  Determinante  1. 

Lp. 

A.  Demoulim.      Snr    une    transformation     g^om^trique 
applicable  ä  la  th^rie  des  roulettes.    Beig.  M^m.  c.  in  s«. 

XLV.  35  8. 

C.  Lb  Päigb.     Rapport  sur  an  Memoire  de  M.  Demoulin 

iutitul^  etc.     Belg.  Bull.  (3)  XXI.  793-795. 

Die  in  dieser  Abhandlung  bearbeitete  Transformation  ist 
die  folgende:  Es  sei  u  der  Winkel  des  Fahrstrahls  einer  auf 
Polarcoordinaten  bezogenen  Gurve  mit  der  Tangente  der  Carte 
im  betrachteten  Punkte.  Die  Curve,  bei  welcher  f(r,  n)  =  0^ 
hat  zur  Transformirten  in  rechtwinkligen  Goordinaten  f (y,  cn)  =  0^ 
wenn  to  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  y-Axe  ist.  Hieraas 
ergiebt  sich  unmittelbar,  dass 

y  er  r,  Cd  =3  ti,  dg  =i  dr^  dx  =  rdO^  ds  =  di\  \gdx  =  ir*idy 
u.  8.  w.,  wenn  0  der  Polarwinkel  ist  Die  Curve  (y,  oi)  hat  di^ 
selbe  L&nge,  aber  doppelten  Inhalt  wie  die  transformirte  Curve. 
Der  Verf.  stellt  andere  Eigenschaften  der  Transformation  fest; 
darauf  wendet  er  die  erhaltenen  Ergebnisse  auf  die  Eettenlinie, 
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auf  die  Roaletten  im  allgemeinen,  anf  die  Delaunay'schen  Cur- 
ven,  auf  die  elastische  Curve  und  auf  verschiedene  Fragen  der 
Variationsrechnung  an.  Mn.  (Lp.) 

E.  ViGAREfe.     Sur  la  m^thode  de  transformation  de  M. 

Schoute.    J.  de  Math.  616m.   (3)   V.   101-105,   129-131,  153-157,  181- 
183,  207-211,  256. 

Hr.  Schoute  hat  die  in  der  vorliegenden  Arbeit  von  neuem 
untersuchte  Transformation  1882  zuerst  im  Nieuw  Archief,  so- 
dann auch  im  Bulletin  von  Darboux  behandelt  (vergl.  F.  d.  M. 
XIV.  1882.  519-520).  Legt  man  durch  einen  Punkt  P  und  je 
zwei  Ecken  des  festen  Bezugsdreiecks  die  drei  Kreise  und  klappt 
dieselben  um  die  Seiten  des  Dreiecks  herum,  so  schneiden  sich 
die  Kreise  bei  der  neuen  Lage  in  dem  entsprechenden  Punkte  P' 
der  Verwandtschaft.  Diese  Transformationsmethode  hat  beson- 
ders der  neueren  Dreiecksgeometrie  viele  Ergebnisse  geliefert. 
Deshalb  widmet  ihr  der  auf  diesem  Gebiete  als  eine  Autorität 
geltende  Verfasser  eine  zusammenhängende  Darstellung  in  Drei- 
eckscoordinaten  und  zeigt  die  Verwendbarkeit  an  Beispielen  aus 
jener  Dreiecksgeometrie.  Aus  der  Litteratur  hierüber  werden 
am  Schlüsse  der  Arbeit  die  wichtigsten  bezüglichen  Aufsätze  an- 
geführt. Lp. 


B.    Gonforme  Abbildung  und  dergleichen. 
P.  Painlbve.     Sur  la  th^orie  de  la  reprdsentation  con- 

forme.       C.  R.  CXII.  653-657. 

Ist  S  ein  geschlossenes  Flächenstück  in  der  Ebene  der 
9  =z  x  +  iy  mit  dem  Umfange  s  und  ^  =  $  -|-  iiy  eine  analytische 
Function  von  s,  durch  welche  s  in  den  Einheitskreis  T  der 
^- Ebene  so  abgebildet  wird,  dass  für  js  :=  0  auch  ^  =  0  ist, 
so  ist  C  =  ^'^  =  a«^"''**,  wo  g  die  sogenannte  Green'sche  Func- 
tion ist. 

Wenn  js  sich  einem  Punkte  »^  ^^^  Umfanges  s  nähert,   so 
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nähert  sich  ^  dem  Umfange  von  F;  aber  nach  einem  Bedenken 
von  Haroaek  ist  es  nieht  erwiesen,  ob  sich  ^  einem  bestimmten 
Punkte  von  F  nähert  Der  Verfasser  beseitigt  diesen  Ein- 
wand, indem  er  beweist,  dass  ^  sich  stets  einem  bestimmten 
Punkte  nähert,  wofern  nur  der  Umfang  $  eine  im  allgemeinen 
stetig  sich  ändernde  Tangentenrichtung  mit  einer  endlichen  An- 
zahl von  Winkelpunkten  hat.  Ä. 


E.  Phragmen.     Remarques  snr  la   tb^orie  de  la  repre- 
sentation  coDforme.    Acta  Math.  xiv.  225-232. 

Der  Verfasser  bespricht  einige  Fragen  aus  der  Lehre  vod 
der  conformen  Abbildung,  welche  bisher  zum  Teil  noch  keine 
genQgende  Beachtung  gefunden  haben,  beweist  einige  Sätze 
schärfer  und  zugleich  einfacher,  und  bespricht  einige  speciellere 
Abbildungsprobleme.  A. 


A.  Caylbt.     Od  orthomorphosis.    Quart.  J.  xxv.  203-226. 

Die  Gleichung 

«I  +  «»1  =  V(^  +  «y)i 
wo  g>  im  allgemeinen  eine  Function  mit  imaginären  CoefGcien- 
ten  ist,  und  (x^y)j  (^1,  yj  rechtwinklige  Coordinaten  bedeuten, 
bestimmt  sowohl  x^  als  auch  y,  als  Functionen  von  (x,  y).  Eli- 
minirt  man  nun  y  aus  diesen  beiden  Functionen,  so  erh&lt  man 
ein  Curvensystem  S,  welches  von  dem  Parameter  x  allein  ab- 
hängt, und  gleicherweise  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  x 
ein  zweites  Curvensystem  T,  welches  den  Parameter  y  besitzt. 
Diese  zwei  Systeme  von  Trajectorien  treffen  sich  unter  rechten 
Winkeln,  und  wenn  man  den  Parametern  x  und  y  gleiche  infini- 
tesimale Aenderungen  beilegt,  so  bilden  sie  ein  doppeltes  System 
von  unendlich  kleinen  Quadraten. 

Verfasser  giebt  zunächst  die  Gleichungen  der  beiden  Curven- 
Systeme,  wobei  er  sich  an  die  Arbeit  von  Beltrami:  „Delle  va- 
riabili  complesse  sopra  una  superficie  qualunque*'  (Ann.  di  Mat 
I.  1867.  339-360)  anschliesst,  und  zeigt,  wie  man  beispielsweise 
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die  bereits  von  diesem  Autor  behandelten  confocalen  Ellipsen- 
and  Hyperbelsysteme,  sowie  das  orthogonale  Ereissystem  erhält. 
Hierauf  teilt  er  eine  von  Meyer  in  der  Göttinger  Dissertation: 
^lieber  die  von  geraden  Linien  und  von  Kegelschnitten  gebilde- 
ten Scharen  von  Isothermen,  sowie  über  einige  von  speciellen 
Curven  dritter  Ordnung  gebildeten  Scharen  von  Isothermen' 
(1879)  gegebene  Methode  der  analytischen  Behandlung  des  Pro- 
blems in  neuer  Ableitung  mit  und  veranschaulicht  sie  an  zwei 
Beispielen. 

Aus  der  entwickelten  Theorie  ergiebt  sich  dann  als  wich- 
tigste Folgerung  der  Satz:  „Wenn  eine  geschlossene  Kontur  S 
gegeben  ist,  so  lässt  sich  immer  eine  consecutive  Kontur  S'  so 
finden,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise,  dass  die  eingeschlossene, 
einfach  zusammenhängende  Fläche  F  sich  durch  die  weiteren 
Curven  S'\  S'",  ...  in  einen  innerhalb  gelegenen  Punkt  zu- 
sammenziehen lässt,  von  welchem  auslaufend  die  Orthogonaltra- 
jectorien  T  mit  den  Curven  S  die  Fläche  in  lauter  unendlich 
kleine  Quadrate  einteilen.^  Dieser  Satz  ist  nun  gleichbedeutend 
mit  dem  Riemann'schen  Satze:  ^Es  ist  immer  möglich,  und  zwar 
nur  auf  eine  Weise,  eine  gegebene,  einfach  zusammenhängende 
Fläche  F  so  auf  einen  Kreis  abzubilden,  dass  ein  innerhalb  ge- 
gebener Punkt  des  Flächenstttckes  J^  den  Konturen  des  Kreises 
und  ein  gegebener  Randpunkt  von  F  einem  bestimmten  Punkte 
der  Kreisperipherie  entspricht.'^ 

Einige  Beispiele  werden  vollständig  durchgerechnet,  und  zum 
Schlüsse  wird  noch  der  Zusammenhang  dieser  Theorie  und  spe- 
ciell  des  angefahrten  Satzes  von  Riemann  mit  dem  bekannten 
Cauchy'schen  Theorem  dargelegt,  welches  lautet:  „Wenn  eine 
Function  f(z)  auf  einem  einfach  zusammenhängenden  ebenen 
Flächenstttck  holomorph  ist,  und  t  irgend  einen  Punkt  innerhalb 
desselben  bedeutet,  dann  ist: 

'^  ^       2n%J  z-t  Bm. 


A.  Cayley.       On    some    problems    of     ortbomorphosis. 

J.  für  Math.  CVII.  262-277. 
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Der  erste  Teil  der  AbhandluDg  enthält  Untersnchnngen  über 
die  conforme  Abbildung  eines  Rechteckes  auf  einen  Ereis,  yor- 
ausgesetzt,  dass  die  beiden  Seiten  einander  gleich,  oder  die  eine 
halb  so  gross  wie  die  andere  ist. 

Der  zweite  Teil  betrifft  die  Frage,  wann  bei  einer  con- 
formen  Abbildung  der  s- Ebene  auf  die  s,- Ebene  dem  Umfange 
des  Kreises,  welcher  mit  dem  Radius  1  um  den  Pnnkt  z  =  0 
beschrieben  ist,  wieder  der  Umfang  eines  solchen  Kreises  in  der 
iSj- Ebene  entspricht    Es  wird  gezeigt,  dass  die  Gleichnng: 

eine  Abbildung  der  verlangten  Art  definirt.  Hierin  ist  9>(s)  eine 
willkürliche  Functiou;  der  Strich  bedeutet,  dass  der  conjugirte 
Wert  zu  nehmen  ist,  und  m  ist  eine  ganze  Zahl.  Da  nun  eine 
Gleichung,  welche  diese  Kreise  umkehrbar  eindeutig  auf  einander 
abbildet,  höchstens  drei  willkttrliche  Constanten  enthalten  kann, 
so  folgt,  dass  diese  Lösungen  im  allgemeinen  keine  (1,  l)-Cor- 
respondenz  liefern.  Um  zu  erkennen,  was  sich  ereignet,  unter- 
sucht Herr  Cayley  den  besonderen  Fall 

»(a-2) 

K        =     i ± 

*         1-2» 

und  findet,  dass  dem  Kreise  in  der  s,- Ebene  zwei  Kreise  in  der 
j5- Ebene  entsprechen.  St 

G.  Pick.  Ueber  die  conforme  Abbildung  einer  Halb- 
ebene auf  ein  unendlich  benachbartes  Kreisbogen- 
Polygon.    Wieo.  Ber.  C.  1387-1395. 

Die  Beziehungen  zwischen  der  Gestalt  eines  KreisbogeD* 
polygons  und  den  Constanten  der  Differentialgleichung  dritter 
bezw.  zweiter  Ordnung,  welche  die  Abbildung  desselben  am' 
die  Halbebene  vermitteln,  sind  nur  zu  einem  kleinen  Teile 
bekannt.  Ihre  vollständige  Ermittelung  scheint  dem  Ver- 
fasser mit  erheblichen  Schwierigkeiten  verknüpft.  Deshalb 
bat    er    die    Untersuchung    auf    solche    Polygone    beschränkt 
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welche  der  Halbebene  unendlich  benachbart  sind,  und  zwar  vor- 
zugsweise unter  der  speciellen  Festsetzung,  dass  alle  Kreisbogen 
einen  gemeinschaftlichen  Orthogonalkreis  besitzen.  Er  yermutet, 
dass  man  auf  diesem  Wege  zu  einer  allgemeinen  Lösung  des 
Problems  wird  gelangen  können.  A. 


G.  Cassbl.      Sar  an   probl^me  de  repr^sentation    con- 

forme.     Acta  Math.  XY.  33-44. 

Das  Problem  der  conformen  Abbildung  eines  ebenen  Flä- 
cbenstQckes  in  das  Innere  eines  Kreises  ist  bisher  nur  behandelt 
worden  für  den  Fall,  dass  das  Flächenstflck  durch  eine  endliche 
Zahl  regulärer  Bogen  von  aoalytischen  Gurven  begrenzt  ist. 
Der  Verfasser  hat  dagegen,  in  Anknüpfung  an  ein  von  Herrn 
Weber  gelegentlich  behandeltes  Abbildungsproblem  (Gott.  Nachr. 
1886,  F.  d.  M.  XVIII.  1886.  360),  bei  welchem  als  Begrenzung 
der  Ebene  eine  endliche  Anzahl  von  Kreisen  angenommen  war, 
deren  Flächen  von  einander  getrennt  liegen,  und  deren  Mittel- 
punkte auf  einer  Geraden  (der  reellen  Axe)  liegen,  das  Problem 
behandelt,  bei  welchem  die  Zahl  dieser  Kreise  unendlich  gross 
ist,  und  ist  dabei  zu  interessanten  unendlichen  Producten  gelangt, 
welche  mit  hyperelliptischen  Functionen  zusammenhängen. 

A. 


6.  Cassel.     Om  den  konforma  afbildningen  af  ett  plan 

pä   ett  prisma.      Stockb.  Vetensk.  Bihang.  XVI.  Abt.  I.  No.  3.  US. 

Es  wird  gezeigt,  dass  die  Relation 

^         J      [(oJ"— a»)  (*»  —  6")]  V« 

t>ei  geeigneter  Wahl  der  Gonstanten  die  conforme  Abbildung 
äiner  Ebene  auf  ein  gegebenes  Prisma,  dessen  Durchschnitt  ein 
'egulftres  n-Eck  ist,  vermittelt.  Im  Anschluss  hieran  behandelt 
1er  Verf.  auch  die  conforme  Abbildung  einer  Ebene  auf  die 
Dberflftche  eines  aus  einem  regelmässigen  Prisma  und  zwei 
egelmässigen  Pyramiden  zusammengesetzten  Körpers.     Hierauf 
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folgt  die  Bemerkung,  dass,  obgleich  ein  Cjlinder  als  ein  Pri»Bi 
mit  unendlich  vielen  Seitenflächen  betrachtet  werden  kann,  in 
conforme  Abbildung  einer  Ebene  auf  einen  Cylinder  nidit  mü:- 
lich  ist.  Bdo. 


E.  R.  Nkoviüs.      üeber    einige    durch    radonale  Func- 
tionen vermittelte  conforme  Abbildungen.  AcuSodetAt- 

Scientiarnm  Fennicae.  Helsingfors.  XVII.  1-14. 

Durch  Untersuchungen  über  Minimalflächen  veranlasst,  be- 
trachtet der  Verf.  durch  rationale  Functionen  vermittelte  ton- 
forme  Abbildungen  auf  eine  einzige  Halbebene  von  einigen,  vn 
resp.  3,  4,  5  oder  6  in  gegebener  Weise  zusammenbäo^eode ; 
Halbebenen  gebildeten  Riemann'schen  Flächen.  Bdo. 


K.  A.  Andrejew.     Homocyklische  Abbildung  der  Kug?! 

auf  die   Ebene.     Charkow  Ges.  (2)  in.  33-41.  (Rassisch.) 

Herr  Andrejew  weist  in  dieser  Abhandlung  darauf  bin,  (lii> 
der  Satz,  den  die  Herren  Markow  (F.  d.  M.  XX.  1888.  ^  . 
Korkine  (Arbeiten  d.  VIII.  Versammlung  russ.  Naturforscher  di'j 
Aerzte  in  St.  Petersburg  1890.  Abt.  I.  6-8),  der  ihn  Zolotar^w  ^ 
Aufgabe  nennt,  und  MIodzieiowski  (Arbeiten  d.  Phys.  Seetion  d.  H^^- 
kauer  Gesellsch.  fflr  Naturk.  B.  III,  H.  1,  1890)  betrachtet  babec: 
„Jede  homocyklische  Abbildung  der  Kugel  auf  die  Ebeoe  :^ 
eine  stereographische  Projection** ,  bereits  Höbius  .  bekannt  w&: 
(siehe  dessen  „Theorie  der  Kreisverwandtschaft",  Werke  B.  II 
Deshalb  kann  jetzt  nicht  der  Satz  selbst,  wohl  aber  können  di' 
Eigentümlichkeiten  der  Beweise  desselben  die  Aufmerksamkeit  ud 
Forscher  auf  sich  lenken.  Herr  Andrejew  giebt  deshalb  ein^ 
neuen  Beweis   von   rein   geometrischem   Charakter,   der  damt 

seiner  Meinung  nach  der  Natur  der  Frage  mehr  entspriebt. 

o' 


E.  HoLLAENDBR.      Ueber    äquivalente   Abbildung. 

Halle  a.  S. 
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E.  HoLLAENDER.      Ueber  flSchentreue  Abbildung.     Progr. 

(No.  447}  Mahlheim  a.  d.  Rahr.  85  8.  4o. 

Sind  zwei  Flächen  so  auf  einander  bezogen,  dass  ent- 
sprechende Stücke  flächengleich  sind,  so  heisst  die  Abbildung 
der  einen  Fläche  auf  die  andere  ßine  „äquivalente".  Während 
die  conforme  Abbildung  vielfach  untersucht  worden  ist,  hat  die 
Litteratnr  der  äquivalenten  Abbildung  einen  verhältnismässig 
geringen  Umfang.  Der  Verfasser  erwähnt  in  der  Einleitung 
Arbeiten  von  Schellhammer,  Tissot  und  Eorkine,  die  sich  auf  die 
äquivalente  Abbildung  beziehen.  Nach  Aufstellung  der  Differen- 
tialgleichung, von  welcher  die  äquivalente  Abbildung  abhängt, 
behandelt  der  Verfasser  zunächst  die  Frage  nach  den  congruenten 
Abbildungen,  d.  h.  nach  denjenigen  äquivalenten  Abbildungen, 
die  zugleich  conform  sind.  Das  Resultat  der  hierauf  bezüglichen 
Untersuchung  lautet  dahin,  dass  zwei  congruente  Flächen  auf 
einander  abwickelbar  sind.  Der  Verfasser  betrachtet  sodann  die 
äquivalente  Abbildung  zweier  Ebenen  auf  einander.  Nachdem  er 
die  diesem  Falle  entsprechende  Differentialgleichung 

allgemein  integrirt  hat,  knüpft  er  die  weitere  Untersuchung  an 
zwei  bemerkenswerte,  von  Tissot  herrührende  Sätze.  Nach  dem 
einen  dieser  Sätze  giebt  es  in  jeder  äquivalenten  Abbildung  ein 
System  von  zwei  Gurvenscharen ,  deren  Bilder  gleiche  Bogen- 
längen haben  (automekoische  Curven).  Der  Verfasser  bestimmt 
nun  diejenigen  äquivalenten  Abbildungen  einer  Ebene  auf  eine 
andere,  bei  welchen  eine  Schar  paralleler  Geraden  der  einen 
Ebene  automekoische  Curven  sind.  Nach  dem  anderen  Tissot'- 
seben  Satze  giebt  es  in  jeder  äquivalenten  Abbildung  ein  System 
zweier  orthogonalen  Gurvenscharen,  deren  Bilder  ein  eben  solches 
System  bilden.  Sind  die  beiden  Flächen  Ebenen,  und  wird  jenes 
System  in  der  einen  Ebene  von  zwei  Scharen  von  Geraden  ge- 
bildet, so  heisst  die  Abbildung  „rectangulär^.  Der  Verfasser 
bestimmt  die  allgemeinste  derartige  rectanguläre  Abbildung.  Die 
Resultate  werden  durch  mannigfaltige  Beispiele,  die  durch  Spe- 
eialisirung  der  in  den  allgemeinen  Formeln  auftretenden  Willkür- 
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liehen  Fonetionen  entstehen,  erläutert.  Diese  Beispiele  sind  zum 
Teil  sehen  in  den  Arbeiten  von  Sohellhammer  und  Korkine  be- 
trachtet worden. 

Hit  der  Theorie  der  Äquivalenten  Abbildung  steht  die  Theerie 
der  Flächen  constanter  Krümmung  in  engem  Zusammenhange. 
In  der  That  besitzt  nach  der  Gauss'sehen  Definitioa  des  Erüm- 
mungsmasses  eine  Fläche  constante  Krümmung  immer,  und  nar 
dann,  falls  ihre  sphärische  Abbildung  (durch  parallele  Normalen) 
eine  äquivalente  ist,  wenn  man  den  absoluten  Wert  der  constan- 
ten  KrQmmung  gleich  1  setzt.  Auf  Grund  dieser  Thateache  be- 
stimmt der  Verfasser  die  Helikoidflächen  constanter  Krfimmnng 
und  beweist,  dass  die  Botationsfläcben  constanter  Krflmmang 
durch  jede  der  folgenden  beiden  Eigenschaften  vollständig  cha- 
rakterisirt  sind:  1)  Ihre  KrOmmungslinien  entsprechen  bei  der 
sphärischen  Abbildung  den  Meridianen  und  Breitenkreisen  der 
Kugel.  2)  FOr  die  Curven  der  einen  Schar  der  KrttmmungslinieB 
sind  die  HauptkrUmmungsradien  für  sich  constant  Hz. 


Zehnter  Abschnitt 

Mechanik. 

Capitel  1. 

Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

J.  ViOLLB.  Lehrbuch  der  Physik.  Deutsche  Ausgabe 
von  E.  Gumlich,  L.  Holborn,  W.  Jaeger,  D.  Kreich- 
gauer,  St.  Lindeck.  Erster  Teil:  Mechanik.  Erster 
Band.    Allgemeine  Mechanik  und  Mechanik  der  festen 

Körper.     Berlin.  Jolias  Springer.  XVI  4- 496  S.  gr.  8». 

Der  vorliegende  erste  Teil  des  VioUe'schen  Lehrbuchs  der 
Physik,  welcher  die  allgemeine  Mechanik  und  die  Mechanik  der 
festen  Körper  behandelt,  zerfällt  in  eine  Einleitung  und  in  zwei 
Hauptabschnitte.  Die  Einleitung  entwickelt  in  gedrängter  Kürze 
die  Theorie  der  Ausgleichung  der  Beobacbtungsfehler  nebst 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Der  erste  Abschnitt  über 
die  allgemeinen  Gesetze  und  Eigenschaften  der  Materie  umfasst 
drei  Capitel.  Von  diesen  enthält  das  erste  die  allgemeine  Me- 
chanik mit  den  Unterabteilungen  Kinematik,  Statik,  Dynamik 
^ines  materiellen  Punktes  und  Dynamik  von  Systemen,  endlich 
ibsolute  Einheiten  und  G-O-S-System,  auf  122  Seiten  ein  kurz- 
^efasstes  Lehrbuch  der  reinen  Mechanik.  Dem  physikalischen 
!7harakter  des  Werkes  entsprechend,  ist  das  zweite  Capitel  der 
Schv^ere  gewidmet  und  bevorzugt  in  den  vier  Unterabteilungen 
rom  Fall  der  Körper,  vom  Pendel,  von  der  Wage  und  von  der 

Fortaebr.  d.  Math.  XXIII.  3.  57 
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allgemeinen  Gravitation  die  Messmethoden  und  die  bei  ihnen 
gebrauchten  Apparate,  ohne  jedoch  die  mathematiscbe  Theorie 
zu  vernachlässigen.  Der  zweite  Abschnitt  geht  sodann  auf  die 
Haupteigenschaften  der  festen  Körper  ßin.  Nachdem  im  ersten 
Capitel  die  Structur  der  krystallinischen  Körper  besprochen  ist, 
wird  im  zweiten  die  Elasticität  in  Hinsicht  auf  Theorie  (alIg^ 
meine  Gleichungen  und  elastische  Kräfte,  die  aus  Deformation 
hervorgehen)  und  auf  Experimente  erledigt  (Zug,  Torsion,  Bie- 
gung, innere  Reibung).  Die  folgenden  Capitel  sind  weniger  am- 
fangreich;  sie  erörtern  Gestaltsänderung  und  Festigkeit  (III}, 
Teilbarkeit  (IV),  Adhäsion  und  Reibung  beim  Gleiten  und  Rol 
len,  sowie  Messung  der  Kraft  durch  Bremsen  (V),  den  Stoss  der 
Körper  (VI).  Die  Uebersetzer  haben  die  neueste  Litteratur  nach- 
getragen und  die  Nachweise  der  deutschen  Litteratur  vermehrt 
Als  Assistenten  der  physikalisch-technischen  Reichsanstalt  waren 
sie  in  der  besten  Lage,  die  Vorzüge  des  weitgehenden  Ansprüchen 
genügenden  Lehrbuches  zu  schätzen.  Lp. 


J.  N.  Franke.      Allgemeine  Grundsätze    der    Mechanik 
starrer    Systeme    auf  Grund    homogener   Coordinaten 

der    Bewegung   und    der    Kl^fte.     Abh.  d.  Krakaaer  Akademie 
1«  Serie,  III.  158-186.  (Polnisch.) 

Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist  die  Entwickelnng  der 
wichtigsten  Sätze  der  Mechanik  starrer  Systeme  mittels  einer 
analytischen  Methode,  welche  sich  auf  die  allgemeinsten  ?on 
Sir  R.  S.  Ball  eingeführten  Coordinaten  der  Bewegung  und  der 
Kraft  gründet.  In  dem  ersten  vorliegenden  Teile  sind  Kinematik 
und  Statik  behandelt.  Dn. 


E.  Ott.     Elemente   der  Mechanik.     Zweite  Auflage. 

Zürich.  Friedr.  Schulthese.  VIII 4- 171  S   gr.  S«. 

Das  Werk,  welches  ursprünglich  für  die  schweizerischco 
Realschulen  geschrieben  und  in  erster  Auflage  1877  erschieneo 
war,    nach    Streichung    der   Mechanik   als    eines    selbständigen 
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Faches  jener  AoBtalten  jedoch  seinem  ursprünglichen  Zwecke 
nicht  mehr  dienen  konnte,  behandelt  den  Stoff  in  zwei  Abschnit- 
ten: I.  Mechanik  des  materiellen  Punktes,  II.  Mechanik  starrer 
Körper.  Obgleich  nur  die  Hülfsmittel  der  elementaren  Mathe- 
matik benutzt  sind,  werden  doch  die  Lehren  in  ziemlich  um- 
fassender Weise  vorgetragen.  Die  Darstellung  ist  von  muster- 
hafter Klarheit,  und  die  Figuren  von  einer  Sauberkeit,  wie  sie 
auf  den  technischen  Hochschulen  durch  vielfache  Uebung  erzielt 
wird.  Diese  Vorzüge  machen  es  begreiflich,  dass  das  Buch  so 
viele  Freunde  erworben  hat,  um  nun  auch  in  zweiter  Auflage 
erscheinen  zu  müssen.  Was  Ref.  vermisst,  ist  die  Einführung 
des  absoluten  Masssystems.  Ueberhaupt  ist  das  ganze  Werk 
auf  dem  Standpunkte  der  älteren  französischen  Lehrbücher  ge- 
halten. Lp. 

C.  V.  BüRTON.     An  introduction  to  dynamics,  including 
kineroatics,  kinetics  and  statics,  with  numerous  exam- 

ples.       LoDdoD.  LoDgmans.  XIII  +  392  S. 

Ein  elementares  Werk,  das  in  umfassender  Vollständigkeit 
und  mit  Klarheit  die  gewöhnlichen  Gegenstände  der  Lehrbücher 
für  Anfänger  behandelt.  Gbs.  (Lp.) 


P.  V.  Zech.     Aufgaben  aus  der  theoretischen  Mechanik 
nebst   Auflösungen.      Zweite    Auflage    unter    Mithülfe 

von    C.    Cranz.     stattgart.  J.  B.  Metzler.  VIII +225  S.  8^ 

Die  Sammlung  erstreckt  sich  auf  Aufgaben  aus  der  ganzen 
analytischen  Mechanik  einschliesslich  der  Lehre  von  der  Festig- 
keit und  der  Hydrostatik.  Am  Anfange  jedes  Abschnittes  sind 
die  bezüglichen  Sätze  und  Formeln  immer  kurz  zusammengestellt; 
daher  kann  das  Buch,  wie  der  Verf.  in  dem  Vorworte  bemerkt, 
für  das  Selbststudium  der  Studirenden,  besonders  an  einer  tech- 
nischen Hochschule,  brauchbar  sein  als  Einleitung  fflr  die  An- 
wendungen der  Mechanik  in  den  technischen  Fächern.  Im  Ver- 
gleich   mit   der   ersten  Auflage   sind  neu  aufgenommen  manche 
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Aufgaben,  welche  in  Württemberg  beim  realistischen  Professorats- 
examen  gegeben  sind  und  von  Hrn.  C.  W.  v.  Baur  berrOhren. 
Hr.  Granz  hat  das  Ganze  durchgesehen  und  das  Werk  durch 
Zusätze  Ober  die  Elemente  der  Graphostatik  nach  Vorträgen  des 
Hrn.  y.  Baur  und  über  mechanische  Principien,  sowie  durch 
einige  Beispiele  zum  d'Alembert'schen  Principe  vermehrt  Ob- 
schon  die  Sammlung  nicht  so  umfassend  ist  wie  z.  B.  die  von 
JuUien  und  ähnliche,  so  kommt  sie  in  ihrem  beschränkteren 
Umfange  und  mit  den  hinreichend  ausführlich  gegebenen  Lösun- 
gen den  Wünschen  und  Bedürfnissen  der  studirenden  Jagend 
entgegen  und  kann  ihr  gute  Dienste  leisten.  Lp. 


Rkhdans.  Aufgaben  aus  der  Statik  und  Dynamik  mit 
Beispielen,  welche  an  preussiscben  Anstalten  in  der 
EntlassungsprUfung  bearbeitet  worden  sind.    Pr.  (Nr.  32} 

Gytnn.  Graadenz.  24  S.  8^ 

Fortsetzung  der  in  F.  d.  M.  XXIL  1890.  844  angezeigten 
Sammlung.  Lp. 

T.   W.  Wright.     Nomenclature  of  mechanics.     New  York 

M.  8.  Bnll.  I.  46-48. 

Betont  nur  die  vorhandenen  Schwierigkeiten,  um  ihre 
Erledigung  der  Math.  Gesellschaft  von  New  York  ans  Ben 
zu  legen.  Lp. 

F.  Slate.      Absolute    and    gravitation    Systems.      Natnre 

XLIV.  445. 
W.    LaRDEN.       W  =  Hfg,      Natura  XLIV.  493,  614. 

Hr.  Slate  wünscht  solche  Definitionen  im  absoluten  und  im 
Gravitations-Masssystem,  dass  die  Unterschiede  erst  in  den  ab- 
geleiteten Einheiten  hervortreten,  und  stellt  eine  kurze  Skizze 
für  beide  Systeme  auf.  Hr.  Larden  spricht  sich  für  Beibehaltung 
der  Formel   W  =  Mg  mit  ihren  Folgen  aus.  Lp. 
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E.  NovARBSB.    Sulla  definizione  della  velocitä  di  un  punto. 

Rivista  di  Mat.  I.  12-14. 

G.  M.  Testi.     Sulla  definizione  di  velocitä  di  un  punto. 

Daselbst.  I.  78-84. 

Herr  Novarese  wirft  die  Fragen  auf:  Ist  die  Geschwindigkeit 
in  der  Kinematik  als  eine  Zahl  oder  als  eine  Strecke  zu  defi- 
niren?  Und  muss  man  in  der  Dynamik  die  kinematische  Be- 
trachtungsweise beibehalten,  oder  die  Geschwindigkeit  als  etwas 
mit  den  besonderen  Eigenschaften  des  beweglichen  materiellen 
Punktes  Zusammenhängendes  ansehen? 

Herr  Testi  definirt  als  die  „mittlere  Geschwindigkeit  in  einem 
Zeitinteryall  Jf*  die  Geschwindigkeit  eines  ideellen  Punktes, 
welcher  während  der  Zeit  Jt  mit  geradliniger  und  gleichför- 
miger Bewegung  von  P(a5,  y,  ä)  nach  P'(aj+<^x,  y+Jy,  z-i-Jz) 
geht;  ihr  Zahlwert  ist: 

v„.-=^Vji'  +  Jy'  +  Tz\ 

ihre  Bichtung  ist  die  Gerade  PP\  Nimmt  Jt  unbeschränkt  ab, 
und  sind  x(iX  y(0,  z(t)  nebst  ihren  ersten  Ableitungen  endliche 
und  stetige  Functionen,  so  nähert  sich  t?^,  dem  Werte  sowie  der 
Lage  nach,  einer  Grenze,  die  man  als  die  „Geschwindigkeit  im 
Zeitpunkte  f*  definiren  darf;  ihre  Grösse  ist: 


v==Vx\ty+yXty+z\ty, 

und  ihre  Bichtung  ist  die  Tangente  der  Bahn  im  Punkte  P. 
Man  kann  dann  den  folgenden  Satz  beweisen:  Wird  die  Be- 
wegung vom  Zeitpunkte  i  an  geradlinig  und  gleichförmig,  so 
fällt  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung  der  Grösse  und 
Richtung  nach  mit  der  oben  definirten  Geschwindigkeit  zusammen. 
Diese  Betrachtungsweise,  die  man  in  dem  später  erschienenen 
Traitö  de  micanique  rationnelle  von  Appell  (T.  I,  Paris  1893) 
vertreten  findet,  ist  von  derjenigen  von  Delaunay  (Traitö  de 
mäcanique  rationnelle,  Paris  1883)  der  Hauptsache  nach  nicht 
verschieden. 

Stellt  man  sich  nun  auf  den  dynamischen  Standpunkt,   so 
ist  es  nach  Hrn.  Testi    unmöglich,    eine    streng   philosophische 
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Definition  der  Oeschwindigkeit  aufzustellen,  und  es  ist  daher 
ratsam,  sich  auch  in  der  Dynamik  mit  der  kinematischen  Defi- 
nition zu  begnügen.  Vi. 

A.  Gleichen.  Ueber  die  Anwendung  der  Methode  des 
Imaginären  auf  Probleme  des  Gleichgewichts  und  der 
Bewegung  in  einer  Ebene.    Schiömiich  z.  xxxvi.  243-249. 

Der  Verf.  definirt  die  Grösse  r&^  als  das  „imaginäre  Mo- 
ment^ der  Strecke  r,  welche  mit  der  rc-Axe  den  Winkel  a  eio- 
schliesst,  und  baut  auf  dieser  Grundlage  die  weiteren  Definitionen 
der  durch  Strecken  zu  versinnlichenden  dynamischen  Gnindbc- 
griiFe  auf.  Die  Anwendbarkeit  dieser  Bestimmungen  wird  an 
dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeit,  dem  d'Alembert'- 
schen  Principe,  dem  Problem  der  Fadencurveu  für  centrale 
Kräfte  und  der  Centralbewegung  gezeigt.  Zuletzt  werden  Aus- 
drücke für  die  Tangential-  und  Normal-Beschleunigung  v^  Ord- 
nung hergeleitet.  Lp. 

Th.  Beck.     Historische  Notizen.     CiviUng.  xxxYii.  409-494. 

Die  Notizen  betreffen  Buonaiuto  Lorini,  einen  in  der  zwei- 
ten Hälfte  des  sechzehnten  Jahrhunderts  lebenden  Festungsbauer. 
Nach  der  einzigen  Quelle,  der  Vorrede  zum  Werke  „Delle  Fortifi- 
cationi',  wird  zunächst  mitgeteilt,  was  über  die  äusseren  Lebens- 
umstände desselben  bekannt  ist.  Dann  wird  der  Inhalt  des  in 
Frage  stehenden  Werkes  besprochen,  welcher  sich,  wie  bei  älteren 
Lehrbüchern  der  Festungsbaukunst  üblich,  auch  auf  reine  Mechanik 
erstreckt.  Bezüglich  der  letzteren  schliesst  sich  Lorini  nach  sei- 
ner eigenen  Angabe  an  Guido  Ubaldi  an.  F.  K. 


Weitere  Litteratur. 

L.  Arnal.  Traitd  de  mdcanique  (statique,  cindmatique, 
dynamique,  hydraulique,  r^sistance  des  mat^rians, 
cbaudiferes  ä  vapeur,  moteurs  ä  vapeur  et  k  gaz). 
Tome  II:  Dynaraique  et  hydraulique.     Paris.  512  s,  gr.  s« 
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Bbrnoulli's  VademecDm  des  Mechanikers  oder  prakti- 
sches Handbuch  für  Mechaniker,  Techniker,  Gewerbs- 
leate    und    technische   Lehranstalten,    bearbeitet    von 

F.    Autenheimer.        19.   Aufl.        Stuttgart.     Cotta'sche    Baohh. 
Nacbf.  XII+Ö12S.  &<>. 

Edm.  Bour.  Cours  de  m^canique  et  machines.  Statique 
et    travail    des  forces  dans   les  machines  k  Tötat  de 

mouvement  uniforme.    2™®  id.    Paria.  Gauthier-ViUare  et  Pils. 

E.  BuDDB.  Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und  starren 
Systeme.     Bd.  II.    Mechanische   Summen    und   starre 

Gebilde.    Berlin.  Georg  Reimer.  XII  +  419-968  S.  8<». 

Referat  in  F.  d.  M.  XXII.  1890.  841. 

E.  BuRAT.     Pr^cis  de  m^canique.     8®  dd.,  revue  et  aug- 

mentöe.    Paria.  8°. 
P.   DuLOS.      Cours   de  mdcanique,   ä   l'usage  des  dcoles 

d'arts  et  m^tiers  et  de  Tenseignement  special  des  lycöes. 

IV®  Partie.     Therraodynamique.     Machines  k  vapeur. 

Chaudi^res  ä  vapeur.     Machines  k  air  chaud  et  k  gaz. 

Calcul  des  Volants.  Appareils  dynamomötriques.  2™ö^(1. 

Paris.  Ganthier-Villars  et  Pils. 

Ph.  Gilbert.     Cours  de  m^canique  analytique.     Partie 

^Mmentaire.      3®  4d.   augment^e.     Paris.    Ganthier-Villars  et 
Fils.  IX  -+-  526  S.  80.    [Darbouz  Bull.  (2)  XV.  197-198.] 

J.  B.  Lock.    Mechanics  for  beginners.    Part  I.  Dynamics 

and   Statics.      London.  Macmillan  and  Co.   [Natnre  XLV.  101-102.] 

S.  L.  LoNBT.  The  Clements  of  statics  and  dynamics. 
Parti:    Statics.     Part  II:    Dynamics.     Cambridge.   288  a. 

190  8.  80. 

E.  Mäscart.  ^l^ments  de  mdcanique.  6®  ^d.    Paris.  200  s.  8^ 

J.  Massau.    Cours  de  m^canique  de  l'universit^  de  Gand. 

1®^  fascicule:    G^omdtrie  symbolique,    statique,    cinö- 

matique.    3®  ^d.,  revue  et  augmentöe.     Gand.     Lobet. 

Paris.  Gaatbier -Villars  et  Fils.  365  S.  fol,  autogr.    [Darboux  Ball.  (2) 
XV.  UM43.] 
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D.  Padellbtti.  Lezioni  di  meccaDica  razionale  dettate 
nella  R.  Universitk   di  Napoli.     6^  ed.     2  vol.    Napoii. 

662  Q.  752  S.  4<>.  lithogr. 

E.  J.  RouTH.  Elemeutary  pari  of  a  treatise  od  the 
dynamics  of  a  System  of  rigid  bodies.  (Being  part  I 
of  a  treatise  on  the  wbole  subject.)  With  namerons 
examples.    5^^  edition,  revised  and  enlarged.    London.  8«. 

S.  Rtchlicki.  Physikalische  Aufgaben  aus  der  Mechanik 
nebst  Auflösungen  für  die  Prima  höherer  Lehranstalteu. 

WoDgrowits.  Lewandowflki.  47  S.  8^  [F.  d.  M.  XXII.  1890.  845.] 

J.  Weisbach.  Lehrbuch  der  Ingenieur-  und  Maschinen- 
Mechanik.  III.  Teil:  Die  Mechanik  der  Zwischen- 
und  Arbeitsmaschinen.  2.  Aufl.,  bearbeitet  von  6. 
Herrmann.  3.  Abt.:  Die  Maschinen  zur  Formver- 
änderung.     5.  u.  6.  Lieferung.      Braonschweig.    Vieweg  q. 

Sohn.  385-576.  8«. 

A.  G.  Webster.     W  =  Mg.    Nature  xlv.  29. 

A.    Hall.      What   is   force?    Washingtoo  Bali.  XI.  5e3-587. 

H.  H.  Bates.     Reraarks  on  the  paper  of  Professor  Hall. 

Washington  Bull  XI.  587-590. 

J.  Harris  (Kuklos).      The    laws   of  force  and   motion. 

London.  Wertheimer,  Loa,  and  Co.  (1890)  [Natore  XLIV.  443]. 

Felix  Klein.      lieber    neuere    englische    Arbeiten    zur 

Mechanik.     Natarf.  Ges.  Halle  LXIV.  4-5. 


Capitel  2. 

Kinematik. 
\j,  BuRMKSTER.     üebcr  die  momentane  Bewegung  ebener 

Mechanismen.     Techn.  Blätter.  XXII.  1-18,  73-83.  (1890.) 

Die  Einleitung  hebt  die  Bedeutung  der  Kinematik   fttr  die 
Maschinentheorie  und  Fachwerktheorie,  hervor  und  schliesst  mit 
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den  Worten:  „Um  die  gegenwärtige  Entwickelung  der  Lehre  von 
den  Mechanismen  zu  fördern,  wollen  wir  in  dieser  Abhandlung 
bekannte  und  neue  Ergebnisse  in  methodischem  Zusammenhang 
darlegen  und  damit  die  Directive  für  den  weiteren  Fortschritt 
geben." 

Der  Abschnitt  I  handelt  von  den  Polconfigurationen  der 
ebenen  Mechanismen  und  beruht  im  wesentlichen  auf  dem  Satze, 
dass  bei  unendlich  kleiner  Bewegung  die  drei  Pole  von  drei 
ebenen  Systemen  in  einer  Geraden  liegen.  Sind  n  Systeme  vor- 
handen, so  giebt  es  offenbar  in(n — 1)  Pole,  welche  nach  dem 
eben  angegebenen  Satze  zu  je  dreien  auf  ^fi(ii — l)(n — 2)  Geraden 
liegen  müssen.  Die  aus  den  Polen  und  den  Geraden  gebildete 
Figur  nennt  der  Verfasser  eine  n  -  systemige  Polconfiguration. 
Es  ergiebt  sich  zunächst,  dass  der  ebene  Schnitt  einer  raumecki- 
gen Configuration  A,  eine  n  -  systemige  Polconfiguration  ist. 
Ferner:  Eine  n- systemige  Polconfiguration  enthält  die  Anzahl 
»(n— 1)  ..  .  («-(V— 1)) 


X  *  U      ... 


V 


von    V  -  systemigen  Polconfigurationen. 


Genauer  wird  alsdann  die  viersystemige  Polconfiguration  unter- 
sucht, welche  als  Grundlage  für  die  Bestimmung  der  n-systemigen 
Configuration  anzusehen  ist.  Sind  z.  B.  von  einer  solchen  Con- 
figuration vier  Pole  gegeben,  von  denen  nicht  drei  in  gerader 
Linie  liegen,  z.  B.  (12,  23,  34,  14),  so  sind  dadurch  auch  die 
beiden  noch  fehlenden  Pole  bestimmt.  Der  Verfasser  nennt  die 
Gesamtheit  von  vier  derartigen  Polen  eine  Polvierung,  die  An- 
zahl der  zur  Bestimmung  einer  Configuration  hinreichenden  An- 
zahl von  Polen  eine  Constellation;  es  ist  also  eine  Polvierung 
auch  eine  Polconstellation. 

Der  Verfasser  löst  alsdann  zwei  Aufgaben,  auf  welche  sich 
die  Bestimmung  der  Pole  bei  sehr  vielen  complicirten  Mechanis- 
men reducirt.  Nämlich:  Es  soll  eine  viersystemige  Polconfigu- 
ration gefunden  werden,  von  welcher  drei  in  einer  Geraden  lie- 
gende Pole,  z.  B.  (12,  23,  31),  und  drei  gerade  Linien,  welche 
durch  je  einen  der  drei  anderen  Pole  hindurchgehen,  gegeben 
sind;  und  zweitens  eine  viersystemige  Polconfiguration  ist  zu  be- 
stimmen, wenn  zwei  ihrer  Pole  gegeben  sind,  welche  nicht  mit 
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einem  der  vier  anderen  Pole  in  einer  geraden  Linie  liegen,  und 
wenn  jeder  dieser  vier  anderen  Pole  auf  einer  gegebenen  Ge- 
raden liegt. 

Der  zweite  Abschnitt  behandelt  die  Geschwindigkeitszustände. 
Zunächst  bespricht  der  Verf.  die  von  Williot  angegebene  and  tod 
Land  bei  seiner  kinematischen  Untersuchung  der  Fachwerke  ver- 
wendete Darstellung  des  Geschwindigkeitszustandes.  Bei  dieser 
werden  die  Geschwindigkeiten  der  sechs  Pole  in  Bezug  auf  ein 
fünftes  ruhendes  System  durch  gerade  Linien  dargestellt,  welche 
von  einem  Punkte  ausgehen  und  auf  der  Richtung  der  betreffenden 
Geschwindigkeiten  senkrecht  stehen.  Indem  man  ferner  die  End- 
punkte irgend  zweier  der  Linien  verbindet,  erhält  man  die  re- 
lativen Geschwindigkeiten.  Es  werden  die  Eigenschaften  des  so 
entstehenden  Geschwindigkeitsnetzes  abgeleitet  und  dann  die  Be- 
ziehungen desselben  zur  Statik  des  Fachwerkes  kurz  angegeben. 

Der  dritte  Abschnitt  betrifft  die  Momentmechanismen,  d.  b. 
solche  Mechanismen,  bei  denen  vermöge  ihrer  Gliederverbindung 
nur  eine  unendlich  kleine  Bewegung  ihrer  Glieder  stattfin- 
den kann.  F.  E. 

J.  Larmor.  A  schäme  of  the  simultaneous  motions  of 
a  System  of  rigidly  connected  points,  and  the  cnr- 
vatures  of  their  trajectories.    Cambr.  proc.  vii.  36-42.  (i89ft) 

Bei  der  ebenen  Bewegung  benutzt  man  bekanntlich  tnr 
Bestimmung  der  Krümmung  der  Bahn  eines  Punktes  den  Ort 
der  Punkte,  welche  sich  augenblicklich  in  den  Wendepunkten 
ihrer  Bahn  befinden,  den  sogenannten  Wendekreis.  Verf.  stellt 
entsprechende  Untersuchungen  für  die  räumliche  Bewegung  eines 
starren  Körpers  an,  wobei  an  Stelle  des  Wendekreises  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung  tritt.  Ho. 


A.  J.  Prbssland.     Note   on  an  equation  of  motion. 

Edinb.  M.  S.  Proc.  IX.  91-92. 

Ein  Beweis  der  Gleichung  s  =  nf-fif''  in  der  elementaren 
Kinematik;  derselbe  beruht  auf  dem  Principe,  dass,  wenn  zwei 


Oapitel  2.    Kinematik.  907 

Punkte  Aj  B  sich  mit  den  Geschwindigkeiten  u,  v  in  derselben 
Geraden  bewegen  und  wenn  ein  dritter  Punkt  C  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  ti+v  in  der  nämlichen  Geraden  bewegt,  der 
von  C  zurückgelegte  Weg  gleich  der  Summe  der  von  A  und 
von  B  in  derselben  Zeit  zurückgelegten  Wege  ist 

Gbs.  (Lp.) 


L.  Lbcornu.      Siir  las  mouvements  plans.     Nouv.  Ann    (3) 

X.  5-17. 

Wenn  a,  fr,  z^  ^  complexe  Zahlen  sind,  welche  durch  die 
Gleichung  z  =  a+b^  verbunden  sind,  so  entspricht  jedem  Punkte 
^  der  Zahlenebene  ein  Punkt  s,  und  zwar  ist  ^  zu  den  Punkten 
0  und  1  so  gelegen,  wie  2  zu  den  Punkten  a  und  a-f-fr,  d.  h. 
das  Dreieck,  welches  aus  jenen  drei  Punkten  gebildet  wird, 
ist  dem  aus  diesen  drei  Punkten  gebildeten  Dreiecke  ähnlich. 
Werden  a  und  6  als  Functionen  der  Zeit  t  aufgefasst,  so  bewegt 
sich  das  System  der  Punkte  Zj  indem  es  mit  dem  System  der 
Punkte  ^  die  Aehnlichkeit  bewahrt.  Ist  im  besonderen  mod.fr  =  1, 
so  bewahrt  das  System  der  Punkte  s  die  Congruenz  mit  dem 
System  der  Punkte  ^,  bleibt  also  bei  der  Bewegung  in  sich  starr. 
Diese  Gedanken  (vergl.  Ad.  Schumann,  Beiträge  zur  Kinematik 
ähnlich  -  veränderlicher  Gebilde,  F.  d.  M.  XIII.  1881.  670) 
bilden  die  Grundlage  der  Entwickelung  der  Gesetze  über  die 
Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene.  Die 
wichtigsten  Gesetze  werden  abgeleitet,  und  im  Anschluss  daran 
werden  folgende  Probleme  behandelt: 

1)  Ist  C  das  Geschwindigkeitscentrnm  und  J  das  Centrum  der 
Beschleunigung,  so  sind  diejenigen  Bewegungen  zu  bestimmen, 
bei  denen  die  Bewegung  von  J  ähnlich  derjenigen  von  C  ist. 

2)  Es  ist  diejenige  Bewegung  zu  finden,  bei  welcher  die 
Strecke  JC  eine  constante  Grösse  und  Richtung  bewahrt. 

3)  Es  sind  solche  Verschiebungen  zu  finden,  dass  das  Be- 
schlennigungscentrum  sich  nach  einem  gegebenen  Gesetze  bewegt. 

Sehn. 
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F.  Späth.  Die  Geschwindigkeiten  verschiedener  Ord- 
nung unveränderlicher  Systeme  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung    der     Beschleunigung     zweiter    Ordnung. 

Monatsh.  f.  Math.  II.  433-450. 

Die  zur  Beschreibung  der  ebenen,  sphärischen  und  allge- 
meinen Bewegung  starrer  Systeme  dienenden  Begriffe  der  Ge- 
schwindigkeiten höherer  Ordnung  werden  auf  Grassmann* sehe 
Weise  abgeleitet,  und  für  sie  gültige  Gesetze  hauptsächlich  mit 
Hülfe  innerer  Multiplication  von  Strecken  begründet. 

Ja. 

L.  Levy.     Note  sur  le  ddplacement  d'une  figure  de  forme 

invariable.    Darboax  Bull.  (2)  XV.  76-80. 

Wenn  eine  Fläche  von  unveränderlicher  Gestalt  sich  ver- 
schiebt, so  bietet  sich  die  Frage,  ob  die  entstehende  Flächen- 
schar als  eine  der  Familien  eines  dreifach  orthogonalen  Syst^ns 
betrachtet  werden  kann.  Die  Ebene  und  die  Kugel  sind  solche 
Flächen;  ob  sie  aber  die  einzigen  sind,  das  zu  beurteilen  hat 
Herr  Darboux  von  den  gemeinsamen  Integralen  von  sechs  Glei- 
chungen mit  partiellen  Derivirten  dritter  Ordnung  abhängig  ge- 
macht. Diese  Gleichungen  behandelt  der  Verf.  und  zeigt,  dass 
Ebenen  und  Kugeln  die  einzigen  Flächen  sind,  welche,  wenn 
sie  sich,  ohne  ihre  Gestalt  zu  ändern,  verschieben,  eine  Lame- 
sche  Flächenfamilie  darstellen.  Sehn. 


C.  A.  Laisant.     Quelques  propri6t4s  cin^matiques  d'un 
Systeme  de  deux  mouvements  simultanes.     TeixeiraJ.i 

97  - 102. 

Ausführung  einiger  der  Sociätö  Mathömatique  de  France 
und  der  Soci^tö  Philomathique  vorgetragenen  Ueberlegungea 
Wenn  zwei  bewegliche  Punkte  M  und  M*  gleichzeitig  im  Räume 
auf  beliebige  Weise  ihren  Ort  ändern,  0  ein  fest  gegebener 
Punkt  ist,  so  betrachte  man  das  in  0  auf  der  Ebene  OMM*  er- 
richtete Lot  und  trage  auf  ihm  die  Länge  OX  proportional  der 
Dreiecksfläche  OMM*  derart  ab,  dass  für  einen  in  OX  mit  des 
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Füssen  in  0  stehenden  Beobachter  der  Drehuogssinn  von  OM 
nach  OW  rechtsläufig  sei.  Die  Bewegung  von  X,  wenn  M  und 
M'  yerrfickt  werden,  wird  von  Hrn.  Laisant  die  zusammengesetzt- 
flächige (composä-ar^olaire)  Bewegung  der  beiden  Bewegungen 
von  M  und  M*  bezQglich  des  Punktes  0  genannt.  In  dem  vor- 
liegenden Artikel  erledigt  der  Verf.  die  zusammengesetzt-flächige 
Bewegung  in  einigen  einfachen  Fällen.  Zuerst  betrachtet  er 
zwei  gleichförmige  und  geradlinige  Bewegungen  im  Räume,  dar- 
auf zwei  elliptische  Bewegungen,  welche  gemäss  dem  Gesetze 
einer  centralen,  der  Entfernung  proportionalen  Anziehung  er- 
folgen, ferner  die  Bewegungen  zweier  Körper,  die  unter  der 
Einwirkung  eines  Repulsionscentrums  der  Entfernung  proportio- 
nal abgestossen  werden,  u.  dergl.  m.  Tx.  (Lp.) 


M.  Grübler.     Beitrag  zur  Theorie  der  Relativbewegung 
dreier  starrer  complaner  Ebenen.    Riga.indn8trie.ztg.xvii. 

61-64. 

Wenn  zwei  starre  ebene  Systeme  in  drei  consecutiven  Lagen 
gegen  eine  dritte  complane  Ebene  gegeben  sind,  so  ist  die  Re- 
lativbewegung  dieser  beiden  Systeme  durch  die  Elemente  bedingt, 
welche  die  Bewegung  jedes  dieser  Systeme  gegen  die  feste  com- 
plane Ebene  kennzeichnen.  In  der  vorliegenden  Arbeit  werden 
Relationen  entwickelt,  welche  die  Elemente  dieser  drei  Bewegun- 
gen verknöpfen;  aus  ihnen  ergeben  sich  die  Gonstructionen  der- 
jenigen geometrischen  Elemente,  welche  die  Relativbewegung 
charakterisiren.  Sehn. 


H.  Menzel,  üeber  die  Bewegung  einer  starren  Geraden, 
welche  nait  mehreren  von  ihren  Punkten  in  festen 
Ebenen  oder  auf  festen  Geraden  gleitet.     Dias.  Manster. 

Zittau.  R.  Menzel.  64  S.  8o. 

In  interessanter  synthetischer  Form  werden  folgende  Sätze 
abgeleitet: 

1)  Gleitet  eine  Gerade  g  mit  zwei  Punkten  in  zwei  festen 
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Ebenen  a,  und  a,,  60  kommt  ein  beliebiger  weiterer  Pankt  P 
der  Geraden  zweimal  in  jede  Lage  des  Baumes,  und  zwar  wer- 
den die  Punkte  P,  nach  denen  zwei  reelle  Gerade  g  hinf&hreD, 
von  denen,  in  welchen  sich  zwei  conjugirt  imaginäre  g  sehneiden, 
durch  einen  elliptischen  Gylinder  geschieden. 

2)  Gleitet  eine  Gerade  g  mit  drei  Punkten  in  drei  festen 
Ebenen  a,,  a„  a,,  so  beschreibt  ein  beliebiger  Punkt  P  Ton  g 
ein  EUipsoid.  Die  EUipsoide  sind  coneentrisch,  und  zwar  sind 
je  zwei  durch  die  beschreibenden  Punkte  P  und  P'  aflBn  auf 
einander  bezogen. 

3)  Gleitet  eine  Gerade  g  mit  vier  Punkten  auf  vier  festen 
Ebenen  a^,  a„  a„  a^^  so  beschreiben  die  Punkte  von  g  Ellipsen, 
welche  als  affine  Gebilde  aufzufassen  sind.  Die  Mittelpunkte 
liegen  auf  einer  Geraden  n,  welche  durch  die  Ebenen  derselben 
nach  denselben  Verhältnissen  wie  g  geteilt  wird,  während  gleich- 
zeitig die  Teilstrecken  ihre  Minimalwerte  erreichen.  Gegen  diese 
Gerade  n  sind  alle  Geraden  g  gleich  geneigt. 

Im  Falle  1)  bilden  die  Geraden  g  einen  Gomplex.  Ordnung 
und  Klasse  des  Gomplexkegels  und  der  Gomplexcurve  werden 
bestimmt  und  die  Singularitäten,  welche  diese  Gebilde  in  Bezng 
auf  die  gegebenen  und  die  unendlich  fernen  Elemente  zeigen, 
entwickelt. 

Im  Falle  2)  bilden  die  Geraden  eine  Congruenz  sechster 
Ordnung  und  zweiter  Klasse.  Die  sechs  Congruenzstrahlen  liegen 
auf  einem  Kegel  zweiter  Ordnung,  welcher  durch  die  Ecken  des 
aus  Oj,  a,,  a,,  a^  gebildeten  Tetraeders  hindurchgebt,  und  die 
beiden  in  eine  Ebene  ^  fallenden  Strahlen  bernhren  einen  Ke 
gelschnitt,  welcher  die  Geraden  Qia^)^  (j^^\  (^<*t)>  (A*<»«)  wi  Tan- 
genten hat.  Der  Rang  dieser  Congruenz  wird  bestimmt,  sowie 
Ordnung  und  Klasse  ihrer  Brennfläche  ermittelt. 

Im  Falle  3)  endlich  bilden  die  Geraden  g  eine  Kegelfläehe 
vierter  Ordnung  und  dritter  Klasse.  Auf  die  besonderen  Be 
Ziehungen,  welche  diese  Fläche  zu  den  in  die  Aufgabe  eintreten- 
den Elementen  zeigt,  kann  hier  nicht  näher  eingegangen  werdeiL 

Zum  Scbluss  mag  noch  darauf  hingewiesen  werden,  dass 
auch    die  Betrachtung   derjenigen  Fälle,    in  denen  die  FQhnisc 
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der  Geraden   durch  SpecialisiruDg   besondere  Formen   annimmt, 
mit  den  allgemeinen  Entwickelungen  eng  verbunden  wird. 

Sehn. 

C.  FoRMBNTi.  Movimento  in  nn  piano  di  una  figura 
di  superficie  costante  ed  a  deformitk  affini  fra  loro 
nel  caso  in  cui  non  agiscano  forze  motrici.     Lomb.  Ist 

Rend.  (2)  XXIV.  204-212. 

Die  Arbeit  kann  als  ein  Nachtrag  zu  früheren  Arbeiten  des 
Verfs.  angesehen  werden,  welche  an  derselben  Stelle  erschienen 
sind  (vergl  F.  d.  M.  XVI.  1884.  769,  XVII.  1885.  826,  XVIII. 
1886.  849).  Während  in  der  letzten  Abhandlung  allgemein 
die  Bewegung  räumlich  affiner  Punktsysteme  untersucht  wurde, 
beschränkt  sich  der  vorliegende  Aufsatz  auf  die  Bewegung  einer 
ebenen  Figur,  welche  sich  in  ihrer  Ebene  so  bewegt,  dass  sie 
denselben  Inhalt  behält  und  zu  sich  selbst  affin  bleibt.  Sind 
(^o>  2^o)  die  anfänglichen  Coordinaten  eines  Punktes  derselben, 
(x^  y)  die  nach  Verlauf  einer  Zeit  /,  so  ist 

(1)      X  =  A+aa?o+^yo»   y  =  A*+y«o+<^yo» 

wo  A,  /u  die  gegenwärtigen  Coordinaten  des  zu  Anfang  mit  dem 
Kulipunkte  zusammenfallenden  Punktes  und  o,  /?,  y^  d  Func 
tionen  der  Zeit  i  allein  sind,  sodass  ad—ßy  =  1.  Aus  (1)  folgt 
sofort,  dass  immer  ein  und  derselbe  Punkt  mit  dem  Schwer- 
punkte der  Figur  zusammenfällt.  Die  Centralellipse  des  Massen- 
systems  bewegt  und  deformirt  sich  mit  der  Bewegung  der  Figur. 
Es  giebt  aber  immer  eine  nämliche  Ellipse,  welche  mit  den  auf 
einander  folgenden  Gentralellipsen  zusammenfällt.  Beide  Eigen- 
schaften kommen  den  homographisch  veränderlichen  Punkt- 
systemen nicht  zu.  Weitere  Betrachtungen  beziehen  sich  auf 
die  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen.  In  dem  letzten 
Paragraphen  werden  besonders  solche  Bewegungen  behandelt, 
bei  denen  die  Figur  einen  festen  Punkt  hat.  Die  Differential- 
gleichungen lassen  sich  dann  integriren  und  f&hren  auf  ein 
elliptisches  Integral  zweiter  Gattung  fQr  die  Zeit,  erster  und 
dritter  Gattung  fttr  die  übrigen  zu  bestimmenden  Grössen. 

Lp. 
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F.  WiTTBNBAUER.      Die  Wendepole    der    absoluten    nnd 
der  relativen  Bewegung.     Schlömilch  z.  xxxvi.  231-242. 

Der  Bewegungszustand  eines  ebenen  Systems  S^  sei  dareh 
die  Angabe  des  augenblicklichen  Drehpunktes  0,,  des  Wende- 
pols J,,  der  Winkelgeschwindigkeit  cn,  und  der  Winkelbescbleo- 

nigung  X^  =  -^  gekennzeichnet.  Dieses  System  sei  gleich- 
zeitig genötigt,  an  der  Bewegung  eines  anderen  in  seiner  Ebene 
gelegenen  Systems  teilzunehmen,  dessen  Bewegungszustand  jd 
zwei  auf  einander  folgenden  Zeitelementen  durch  O,,  J,,  ta^  nnd 
A,  charakterisirt  ist.  Die  letztere  Bewegung  wird  als  f&hrende, 
die  erste  als  die  geführte  bezeichnet  Die  Arbeit  beschäftigt  siel 
zunächst  mit  der  Frage:  Wie  sind  die  Grössen  0,  J,  ai,  1,  welche 
die  resultirende  Bewegung  von  2^  gegen  die  ruhende  Ebene, 
also  die  absolute  Bewegung  angeben,  aus  jenen  zu  ermitteln.  Da 
w  =  ft>, +*>si  ^  =  >^j+^,  uod  der  Drehpunkt  O  durch  den  bary- 
centrischen  Ausdruck  wO  =  rc^^O^-f  01,0,  bestimmt  ist,  so  drett 
sich  die  Frage  um  die  Bestimmung  des  resultirenden  Wende- 
poles  J  der  absoluten  Bewegung.  Nachdem  diese  Aufgabe  er 
ledigt  ist  und  einige  Besonderheiten  dargelegt  sind,  welche  sieli 
bei  Specialisirung  der  gegebenen  Bewegungszustande  darbieten, 
wendet  sich  der  Verf.  zur  Darstellung  der  relativen  Bewegung 
des  Systems  2^  in  Bezug  auf  ein  in  derselben  Ebene  bewe^^ 
System  ^j,  wenn  die  absolute  Bewegung  des  Systems  und  die 
führende  Systembewegung  gegeben  sind.  Da  die  Grossen  0.. 
w,,  >l,  leicht  ermittelt  sind,  so  handelt  es  sich  wesentlich  am 
die  Darstellung  des  Wendepols  J,  der  relativen  Bewegung  an> 
den  Grössen  0,  J,  w,  A  der  absoluten  und  den  Grössen  0,,  ^/^ 
cu,,  X,  der  fahrenden  Bewegung.  Sehn. 


R.  Müller.      Ueber    die    Kittmmungsmittelpunkte    der 
Bahncurven  in  ebenen  ähulieh-veränderlicben  Systemeo. 

Schlömilch  Z.  XXXVL  129-137. 

Wenn  in  einer  Phase  eines  ebenen   ähnlich -veränderliches 
Systems  zu  drei  beliebigen  Systempunkten  die  Erümmungsmittel 
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punkte  der  yon  den  Systempunkten  beschriebenen  Bahncurven 
bekannt  sind,  so  lässt  sich,  wie  Herr  Oeisenheimer  gezeigt  hat, 
(Schlömilch  Z.  XXIV.  129,  F.  d.  M.  XL  1879.  612)  zu  jedem 
Systempunkte  der  KrOmmungsmittelpunkt  der  Bahncurve  con- 
struiren.  Die  Systempunkte  und  die  Erümmungsmittelpunkte  stehen 
in  verwandtschaftlicher  Wechselbeziehung.  Diese  bildet  den  Gegen- 
stand vorliegender  Arbeit.  Auf  die  besondere  Natur  der  Verwandt- 
schaft kann  hier  nicht  näher  eingegangen  werden;  es  muss  die 
Bemerkung  genfigen,  dass  die  betrachtete  Wechselbeziehung  sich 
als  eine  ein-zweideutige  Verwandtschaft  dritten  Grades  darstellt. 

Sehn. 

R.  Müller,      üeber   die  Krümmung  der  Bahnevoluten 
bei  starren  ebenen  Systemen.    Schlömilch  z.  xxxvi.  193-205. 

Die  Betrachtung  von  vier  auf  einander  folgenden  Phasen 
eines  ebenen  starren  Systems  führt  auf  den  Krttmmungsmittel- 
punkt  der  Evolute  der  Bahncurve,  welche  ein  Systempunkt  bei 
der  Bewegung  beschreibt.  Es  wird  zu  einem  Systempunkte  jener 
KrOmmungsmittelpunkt  construirt  und  die  Natur  der  Verwandt- 
schaft dargelegt,  welche  zwischen  jenen  beiden  Punktsystemen 
besteht  Sehn. 

R.   Müller.     Construction   der  Krfimmungsmittelpunkte 
der   Hüllbahnevoluten   bei    starren  ebenen   Systemen. 

Schlömilch  Z.  XXXVI.  257-266. 

Geht  ein  starres  ebenes  System  in  zwei  unendlich  nahe  auf 
[einander  folgende  Nachbarlagen  über,  so  beschreibt  eine  System- 
3arve  eine  HttUbahn,  deren  KrOmmungsmittelpunkt  bestimmt  ist. 
Bine  vierte  sich  anschliessende  Systemlage  führt  zur  Krümmung 
1er  Evolute  jener  Hüllbahn.  Sind  nun  für  irgend  zwei  System- 
Kurven  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Hüllbahnen  und  der 
Svoluten  dieser  Hüllbahnen  gegeben,  so  entsteht  die  Aufgabe, 
tu8  diesen  Elementen  für  eine  beliebige  Systemcurve  den  Krüm- 
nungsmittelpunkt  der  Evolute  der  HüUbabn  zu  construiren.  Die 
;^ö8ung  dieser  Aufgabe  bildet  den  Gegenstand  der  vorliegen- 
len  Arbeit.  Sehn. 

Fortachr.  d.  Math.   XXlll.   3.  58 
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R.  Müller,      üeber   die  Gestaltung    der   Koppelcorven 
für  besondere  Fälle  des  Kurbelgetriebes.     Scfaiömiichz 

XXXVL  11-20. 

R.  Moller.     üeber  die  Doppelpunkte  der  Koppelcurve 

Schlömileh  Z    XXXVL  6570. 

Es  sei  durch  das  Viereck  00' BA  ein  Kurbelgetriebe  mit  dem 
festen  Gliede  00'  dargestellt,  und  C  bezeichne  einen  beliebigeD 
Punkt  der  mit  der  Koppel  AB  verbundenen  bewegten  Ebene. 
Der  Punkt  C  beschreibt  eine  Koppelcurve,  deren  besondere  Na- 
tur durch  die  Lage  von  C  bedingt  ist.  Von  den  drei  Doppel- 
punkten, welche  jeder  Koppelcurve  zukommen,  ist  einer  stets 
reell;  die  beiden  anderen  sind  entweder  reell  oder  eonjagirt 
imaginär.  Den  Uebergang  der  einen  Art  der  Koppelcurve  zur 
anderen  bildet  in  der  bewegten  Ebene  eine  Curve  cn;  diese 
Uebergangscurve  scheidet  also  diejenigen  Punkte  C,  deren  Kop 
pelcarven  drei  reelle  Doppelpunkte  besitzen,  von  denjenigen^ 
deren  Koppeicurven  nur  einen  reellen  Doppelpunkt  haben.  Je- 
der reelle  Doppelpunkt  kann  entweder  als  Knotenpunkt  oder 
als  Spitze  oder  als  isolirter  Punkt  auftreten.  Der  Ort  der  Punkte 
C,  für  welche  die  Koppeicurven  Spitzen  zeigen,  ist  eine  Poleurre 
p;  dieselbe  trennt  diejenigen  Punkte  der  bewegten  Ebene,  deren 
Koppeicurven  Knotenpunkte  haben,  von  deiyenigen  Punkten, 
deren  Koppeicurven  einen  isolirten  Punkt  besitzen.  Die  beiden 
Orenzcurven  w  und  p  sind  deshalb  in  ihrer  Natur  zu  bestimmeOi 
um  zu  entscheiden,  welche  Art  einer  Koppelcurve  ein  Punkt  C 
der  bewegten  Ebene  beschreibt.  Der  Verf.  entwickelt  nun  unt^ 
besonderen  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit  des  Kurbel- 
getriebes die  Natur  dieser  Curven  und  giebt  eine  Uebersieht  fiber 
die  Formen  der  Koppeicurven,  welche  besonderen  Arten  des 
Kurbelgetriebes  entsprechen.  Sehn. 


C.  RoDBNBERG.     Die  Bestimmung  der  Kreispunktcurven 

eines  ebenen  Gelenk vierseits.  Schlömileh  z.  XX x vi.  267-27:. 

Bei  der  Relativbcwegung  zweier  starren  ebenen  Systeme  a. 
und  a,  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen,  den  Ort  derjenigeo 


Oapitel  2.     Kinematik.  915 

Pankte  in  einem  System  zu  bestimmen,  welche  in  Bezug  auf 
das  andere  Bahnen  mit  stationären  ErUmmungskreisen  beschrei- 
ben. Der  Verf.  löst  diese  Aufgabe  unter  der  Voraussetzung, 
dass  zwei  Punkten  dieses  Orts  in  dem  einen  System  die  entspre- 
chenden Punkte  in  dem  anderen  zugewiesen  sind.  Diese  Voraus- 
setzung wird  erfttUt  bei  einem  Gelenkvierseit  mit  den  Gegenseiten 
A^B^  undil,B,)  weil  die  Gelen kpunkte  A^^B^  des  Systems  a,  im 
System  a,  Kreise  beschreiben.  Sehn. 


J.  Kleiber.  I.  Beitrag  zur  kinematischen  Theorie  der 
Gelenkmechanismen.  II.  Beitrag  zur  Theorie  der 
übergeschlossenen   Gelenkmechanismen.      Schiömiich  z. 

XXXVI.  296-301,  328-338. 

Es  sei  die  Basis  AB  eines  beliebigen  Dreiecks  ABC  m  n 
willkürliche  Teile  zerlegt  durch  die  Punkte  ilj,  A^y  ...,  An-^t, 
und  durch  diese  Punkte  seien  Parallelen  zu  den  übrigen  Drei- 
ecksseiten  gezogen.    Auf  diese  Weise  wird  die  Dreiecksfiäche  in 

-^^-^ — -  Parallelogramme  und  n  mit  ABC  ähnliche  Dreiecke  zer- 

legt.  Diese  n  Dreiecke  erscheinen  als  Kette  der  Basis  AB  an- 
geheftet Werden  nun  diese  Dreiecke  und  Parallelogramme  als 
selbständige  Gebilde  aufgefasst,  d.  h.  werden  die  Dreiecke  und 
die  Parallelogrammseiten  als  starr  und  unter  sich  in  den  Ecken 
gelenkig  verbunden  gedacht,  so  entsteht  ein  ebener  Mechanismus, 
und  von  diesem  gilt  der  Satz:  ;,Wie  man  auch  den  Mechanismus 
verzerren  mag,  die  Gestalt  des  Dreiecks  der  drei  Eckpunkte 
Aj  B,  C  bleibt  invariabel''.  Auf  diesen  Satz  wird  für  n  =  2 
der  Pantograph  Sylvester's,  für  n  =  3  die  Theorie  der  Dreistab- 
bewegung (three  bar-motion)  gegründet.  Im  zweiten  Teil  der 
Arbeit  wird  die  Bedeutung  jenes  Elementarmechanismus  für  das 
Problem  der  Geradführung  nachgewiesen.  Sehn. 


G.  Pastore.    Di  alcuni  nuovi  conduttori  Vettilinei  appros- 
simati,  che  si  deducono  dal  meto  ellittico.    ToHdo  Atti. 

XXVII.  47-63. 

58' 
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Lässt  man  die  Enden  (?,  D  eines  Stabes  von  der  Länge  2R 
sich  auf  zwei  rechtwinklig  einander  schneidenden  Geraden  XAi\ 
YAY'  bewegen,  so  beschreibt  der  Mittelpunkt  M  von  GD  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  A  um  ii  und  der  Punkt  N  auf  der  Ge- 
raden GD  Aber  D  hinaus,  för  welchen  DN  =  R  ist,  eine  Ellipse 
mit  einem  Scheitel  F  auf  AX\  der  Osculationskreis  der  Ellipse 
in  F  hat  dann  seinen  Mittelpunkt  B  auf  XA  so,  dass  BF  =  9R. 
BA  =r  8R  ist.  In  einem  Gelenkvierseit  ABSM  mit  den  Seiten 
£JV  =  9A,  AB  =  8A,  AM  =  A,  IfJV  =  2A  und  mit  AB  als  fester 
Seite  würde  nun  N  den  letzten  jener  Ellipse  nahe  kommenden 
Kreis  und  der  Mittelpunkt  D  von  MN  deshalb  angenähert  ein 
Stück  der  geraden  Linie  YAY*  beschreiben.  Die  Gurre,  welche 
D  dabei  genau  beschreibt,  ist  von  der  sechsten  Ordnung;  es  wird 
für  dieselbe  eine  ausführliche  Tabelle  gegeben;  danach  würde 
man  z.  B.  einen  Lauf  von  0,30m  mit  Vio™™  ^'^  grosster  Ab- 
weichung von  einer  Geraden  bei  der  Annahme  R  =  0,2öm  ^- 
halten.  Dieselbe  Curve  kann  nach  dem  Gesetz  von  Roberts 
auch  durch  zwei  bestimmte  andere  Vierseite  erzeugt  werden. 

Mk. 

A.  A.  Robb.     Solution  of  qnestion  10865.   fid. Times  LV.  6i 

Der  Verf.  zeigt,  dass  man  mit  Hülfe  eines  Mechanismas 
nach  Art  des  Peaucellier'schen  die  Kreisteilung  in  sieben  gleiche 
Teile  vollziehen  kann.  Lp. 

V.  Thallmeyer.     Ermittelung  der  Hanptkurbelstel langen 
bei      Berücksichtigung      der      Excenterstangen  längen. 

Z.  Oestr.  iDg.  u.  Arch.  XLII.  152-154. 

Die  Hülfsmittel,  die  der  Verfasser  zur  Losung  seiner  Auf- 
gabe verwendet,  sind  elementarer  Natur.  F.  E. 


W.  End.     Untersuchungen  über  das  Schubknrbelgetriebe. 

Techn.  Blätter  XXII.  83-90.  (1890.) 

Von    der   strengen    Gleichung   des  Wegdiagramms    f&r   ein 
Schubkurbelgetriebe  ausgehend,  entwickelt  der  Verfasser  zunächst 
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mit  UoterdrOokong  höherer  Potenzen  der  Verhältnisse  des  Eurbel- 
radius  und  des  Abstandes  zur  Länge  der  Schubstange  ange- 
näherte Gleichungen  fttr  das  Weg-,  Geschwindigkeits  und  Beschleu- 
nigungs* Diagramm.  Dann  wird  untersucht,  welches  Ereuzkurbel- 
getriebe  sich  bezüglich  der  eben  bezeichneten  Diagramme  mög- 
lichst nahe  an  das  in  Frage  stehende  Getriebe  anschliesst.  Als 
Mass  der  Abweichung  zweier  Functionen  f(f)  und  ^(0  in  dem 
Intervalle  a  bis  b  dient  das  Integral 

^  F.  K. 


D.  Tbssari.      Sugli    ingranaggi    iperboloidici    a   fianchi 

piani.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  VH,.  192-196. 

Ein  Zusatz  zu  der  Abhandlung  des  Verfassers  aus  dem 
Jahre  1871  Aber  Verzahnungen  (Torino  Atti  VI,  F.  d.  M.  III. 
438).  Er  hat  jetzt  gefunden,  dass  man  die  conjugirte  Seiten- 
fläche des  Zahnes  als  Ebene  construiren  kann,  und  legt  in  dem 
vorliegenden  Aufsatze  seinen  Gedankengang  dar.  Lp. 


H.  Leactb.  Du  mouvement  troubl^  des  moteurs  coiisö- 
cutif  h  une  perturbation  brusque.  Nouvelle  möthode 
graphique    pour   l'^tude  compl^te    de  ce  mouvement. 

Joaro.  de  Tfic.  Pol.  LXI.  1-33. 

Wenn  eine  mit  einem  Regulator  versehene  Maschine  in 
einem  gleichförmigen  Bewegungszustande  sich  befindet,  so  wird, 
sobald  die  zugefUhrten  Arbeitskräfte  oder  die  Widerstände, 
welche  in  der  Maschine  zu  überwinden  sind,  sich  ändern,  der 
Regulator  in  Thätigkeit  gesetzt  und  ein  neuer  gleichförmiger 
Bewegungszustand  geschaffen.  Dieser  neue  Zustand  aber  tritt 
nicht  unmittelbar  ein,  sondern  es  zeigt  sich  zwischen  diesen  bei- 
den Gleichgewichtszuständen  eine  Periode  der  Schwankungen 
der  Geschwindigkeit.  Diese  sind  es,  welche  zu  gefahrvollem 
Anwachsen  oder  zu  beträchtlicher  Schwächung  der  Geschwindig- 
keit führen  können,    und   es   ist   deshalb   von  Wichtigkeit,   die 
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Dauer  und  die  Orösse  dieser  Scbwankangen  in  ihrer  Abhängig- 
keit von  den  den  Gang  der  Maschine  bedingenden  Elementen 
za  bestimmen.  Dies  ist  die  Aufgabe,  welche  der  Verf.  sich  stellt, 
und  er  lOst  dieselbe,  indem  er  von  der  graphischen  Darstelloog 
des  Zusammenhangs  gewisser  Grössen,  welche  bei  dem  Problem 
auftreten,  Gebrauch  macht.  Die  entwickelten  Theorien  werden 
angewandt  auf  eine  Turbine,  welche  mit  einem  zu  schnellem 
Verschluss  geeigneten  Regulator  versehen  ist,  und  bei  welcher 
der  Widerstand  plötzlich  sich  verdoppeln  oder  auf  die  HiUße 
sinken  kann.  Sehn. 

L.  Gbnay.     Notes  sur  la  navigatioD.   Revoe  d'Art.  xxxviii 

401-428. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sieb  mit  den  Gesetzen  der  Ueber- 
fahrt  über  einen  Strom  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  FIIit- 
mann,  der  von  einem  Punkte  des  einen  Ufers  abstösst,  seis 
Boot  so  lenkt,  dass  er  1)  so  wenig  wie  möglich  abtreibt,  ohne 
den  Landungspunkt  zu  berücksichtigen,  2)  in  der  kürzest  möi- 
licben  Zeit  an  einem  Punkte  des  Gegenufers  landet  Beide 
Aufgaben  gehören  dem  Gebiete  der  Variationsrechnung  an  mi 
werden  mit  Hülfe  derselben  behandelt.  In  einer  ersten  Kote 
wird  das  eine  Ergebnis  auf  elementarem  Wege  hergeleitet,  asd 
in  einer  zweiten  wird  die  Ueberfahrtsdauer  in  dem  Falle  eieer 
Constanten  Strömung  nach  geometrischer  Methode  gefunden. 

Lp. 

Weitere  Litteratur. 
Ph.  Gilbert.    Recherches  sur  les  acc^lörations  en  giueni 

Braz.  Ann.  1891.  55  S. 

D.  Seiliqer.       Aus    dem    Gebiete    der    Geometrie    ußi 

Mechanik.    Odessa  Ges.  XIV.  155-190. 

Ch.  Hochmann.      Das    Zeichnen    von    Curven     mittek 

Kreisbogen.     Odessa  1891.  1-18.  1  Fig.-Taf. 

J.  Zantschewsky.      Geometrische   Orte   in  der    Theore 

der   Drehungsaxen.     Odessa  1891.  1-81.  l  Fig.-Taf. 
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P.  SoMow.     Kinematik  collinear-verHnderlicber  Systeme. 

Warschau  1891.  1-241. 


Capitel  3. 

Statik. 

A.    Statik  fester  Körper. 

E.  J.  RouTH.      A    treatise    on    analytical    statics;    with 

numerous   examples.      2    Volumes.       Cambridge.    UoiverBlty 
Press.  I:  XII 4-407  S.  (1891),  II:  XIH-224S.  (1892.) 

Beide  Bände  verdanken  ihre  Entstehung  den  Vorlesungen, 
welche  der  Verf.  an  der  Universität  Cambridge  vor  seinen  Zu- 
hörern gehalten  hat;  doch  sind  die  Vorträge  umgearbeitet  und 
umgeordnet  worden,  sodass  sie  den  Gegenstand  vollständiger  er- 
ledigen, als  dies  in  fortlaufenden  Vorlesungen  möglich  ist.  Der 
erste  Band  enthält  den  gesamten  Stoff,  der  gewöhnlich  unter  dem 
Titel  der  analytischen  Statik  begriffen  wird,  mit  Ausnahme  der 
Anziehung,  der  Biegung  der  Stäbe  und  der  Astasie,  die  im  zwei- 
ten Bande  erledigt  werden.  Die  Behandlung  der  Gegenstände 
bekundet  dieselben  Zage,  welche  des  Verfassers  Lehrbuch  „Rigid 
Dynamics^  verdienter  Weise  so  berühmt  gemacht  haben.  Wer 
nicht  den  Vorzug  gehabt  hat,  unter  der  Leitung  des  Herrn  Routh 
seine  Studien  zu  machen,  kann  bei  der  LectQre  dieser  Bände 
den  Grund  fOr  die  grosse  Verehrung  finden,  in  der  er  bei  allen 
steht,  welche  ihre  mathematische  Schulung  von  ihm  empfangen 
haben.  Es  scheint  nicht  angängig,  eine  Erörterung  des  Inhaltes 
des  Werkes  vorzunehmen;  doch  können  wir  es  allen  Studirenden 
der  Statik  warm  empfehlen.  Gbs.  (Lp.) 


D.  Setliqbr.       Mechanik    der    ähnlich  -  veränderliehen 
Systeme.     Dritte  Lieferung.     Statik.     Odessa  Ges.  Denk- 

sehr,  der  math.  Abt  der  neaross.  Qes.  der  Naturf.    XI IL   1-lOS.    1  Fi- 
gurentafel.  ^Rassisch.) 
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Der  VerfasBer  zeigt,  dass  neben  dem  Principe,  nach  welchem 
ein  jedes  Dilatations-  oder  Compressionspaar  auf  eine  beliebige 
Gerade  übertragen  werden  kann,  fbr  die  Statik  eines  ähnlieh- 
veränderlichen  Systems  noch  folgender  Satz  von  besonderer 
Wichtigkeit  ist:  Zwei  gleichartige  Paare  sind  äquivalent,  wenn 
ihre  Momente  gleich  sind  (Moment  eines  Dilatations-  oder  Com- 
pressionspaares  ist  das  Product  +  Ps  einer  der  beiden  gleicheD 
Kräfte  P  des  Paares  mit  der  Entfernung  s  der  Angriffspunkte 
derselben  von  einander).  Dieser  Satz  kann  als  statische  Defi- 
nition ähnlich-veränderlicher  Systeme  angesehen  werden. 

Weiter  wendet  der  Verfasser  die  in  den  beiden  ersten  Liefe 
rungen  behandelte  Theorie  der  Vectoren  und  Schrauben  auf  die 
Statik  ähnlich- veränderlicher  Systeme  an.  Es  gelingt  ihm,  eine 
einfache  geometrische  Deutung  des  virtuellen  Coefficienten  zweier 
Schrauben  zu  finden  und  aus  derselben  die  ganze  Theorie  der 
Schrauben  abzuleiten. 

Zum  Schlüsse  untersucht  er  die  virtuellen  Verrflckungei) 
ähnlich-veränderlicher  Punktsysteme;  das  Verhältnis  der  Kräfte 
schrauben  zu  den  kinematischen  Schrauben  (welche  letztere  hier 
aus  einer  Drehung  um  die  Schraubenaxe  und  einer  strahlenför 
mig  aus  dem  Angriffspunkte  der  Schraube  ausgehenden  Dehnacr 
bestehen)  und  beschreibt  ein  Instrument,  den  Homoiographet, 
in  dem  drei  Punkte  ein  Dreieck  bilden,  welches  bei  beliebiger 
Bewegung  des  Instruments  sich  selbst  ähnlich  bleibt.  Bb. 


Carl  8chmid.  Statik  und  Festigkeitslehre.  Lehrhefi 
nebst  vielen  Beispielen,  elementar  bearbeitet  für  da 
Gebrauch  an  der  Schule  und  in  der  Praxis.      Stuttg*:: 

J.  B.  Metzler'echer  Verlag.  VnH-96S.  4°. 

Das  vorliegende  Werk  wurde  von  dem  Verfasser,  welcbr 
Lehrer  an  der  Baugewerkschule  zu  Stuttgart  ist,  veröffentlieL. 
um  beim  Unterricht  das  lästige  Dictiren  zu  vermeiden.  Diesem 
Zwecke  entsprechend,  ist  das  Werk  völlig  elementar  gehaltci: 
und  behandelt  die  beiden  in  Frage  stehenden  Zweige  der  M^ 
chanik  in  einem  beschränkten,  aber  seinem  Zwecke  entsprechen 
den  Umfange. 


Oapitel  8.    Statik.  921 

Das  erste  Gapitel  (S.  1-21)  betrifft  die*  Statik  und  behandelt 
im  wesentlicben  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  in  einer  Ebene, 
welche  natargemäss  mit  Hülfe  des  Kräfte-  und  Seilpolygons  vor- 
genommen wird.    Ein  Anhang  giebt  die  Sehwerpunktsbestimmung. 

Im  zweiten  Kapitel  (22-61)  wird  die  Festigkeitslehre  im 
engeren  Sinne,  d.  h.  Zug-  und  Druckfestigkeit,  sowie  die  Bie- 
gungsfestigkeit behandelt.  Die  Knickfestigkeit  kommt  allerdings 
auch  zur  Sprache,  wird  aber,  wie  in  den  meisten  elementaren 
Lehrbflchern,  nicht  theoretisch  behandelt.  Unrichtig  (oder  wenig- 
stens in  ihrer  Gültigkeit  nur  auf  kreisförmige  Querschnitte  be- 
schränkt) ist  die  Behandlung  der  Torsionsfestigkeit.  Ausführlich 
wird  auch  die  Berechnung  der  Biegungsmomente  für  einen  belasteten 
Balken  besprochen.  Dass  bei  einem  continuirlichen  Balken  die  ge- 
wöhnlichen Regeln  der  Statik  nicht  zur  Bestimmung  der  Stützen- 
drucke ausreichen,  wird  erwähnt,  die  erforderliche  Rechnung  aber 
nicht  durchgeführt. 

Capitel  III  und  Gapitel  IV  behandeln  das  Fachwerk  und 
die  Verstrebungen,  Capitel  V  Nieten-  und  Schraubenverbindungen. 

Das  letzte  Capitel  handelt  von  den  Steinconstructionen  und 
zerfällt  in  drei  Teile,  von  denen  der  erste  die  Berechnung  der 
Mauern  giebt.  Bei  dieser  Gelegenheit  wird  auch  der  Wasser- 
uod  Erddruok  besprochen.  Die  Bestimmung  des  letzteren  wird 
mit  Hülfe  von  Coulomb's  Princip  vollzogen,  welches  allerdings 
in  der  leider  nur  zu  weit  verbreiteten  unrichtigen  Art  begründet 
wird.  Der  zweite  Teil  des  in  Frage  stehenden  Capitels  behan- 
delt die  Gewölbe,  der  dritte  die  Berechnung  der  Pfeiler  und 
Widerlager.  F.  K. 

W.  Jeep.  Das  graphische  Rechnen  und  die  Grapho- 
statik  in  ihrer  Anwendung  auf  ßauconstructionen. 
Zum  Gebrauche  für  Baugewerksmeister,  Baugewerks- 

SChulen   etc.      2.  Aufl.       Weimar  1892.     P.  Voigt.  VIII  0.  178  S. 
8^.  Mit  einem  Atlas  von  35  Foliotafeln. 

Die  erste  Aufl.,  über  welche  in  F.  d.  M.  XIX.  1887.  909 
berichtet  wurde,  hat  ein  neues  Titelblatt  erhalten.  Hk. 
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L.  Crbmona..  Graphical  statics.  Two  treatises  on  the 
graphical  caloulus  and  reciprocal  figures  in  graphical 
8tatic8.     Translated  by  Th.  H.  Beare.    Oxford.  Clareadoi 

Press.  (1890.)    [Natare  XLIV.  221-222.] 


J.  B.  Lock.     Elementary  statics.     London,  ifacmuian  «od  Co. 

(1890.)    [Katare  XLIII.  55.] 


V.  Thallmetbr.     Die  Resultirende  als  Maxima  der  Pro- 
jeotionen  der  Seitenkräfte.     Hoppe  Arch.  (2)  x.  3io-3i7. 

Um  die  rechnangBin&ssige  Bestimmang  der  Grösse  und  Rieh- 
tuDg  der  Resultirenden,  sowie  die  Herleitang  anderer  zwischen 
der  Resultirenden  und  den  Seitenkräften  bestehenden  BeladoDeo 
zu  erhalten,  geht  der  Verf.  von  dem  Gesichtspunkte  aus,  gdass 
Kräfte,  welche  auf  einen  freien  Punkt  einwirken,  sich  zu  grösst- 
möglicher  Gesamtwirkung  vereinigen  mOssen,  mithin  gewisser- 
massen  ein  Princip  maximaler  Wirkung  zu  Geltung  kommen  muss''. 

Lp. 

P.  KoscH.     Zur   Lage  des  Schwerpunktes    eines   Rota- 
tionskörpers.   Schlömilch  Z.  XXXVL  188-190. 

Beweis  des  Satzes:  Dreht  sich  eine  schwere  ebene  Figar 
um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Axe,  welche  die  Figur  nicht 
schneidet,  und  bestimmt  man  den  Gegenpol  der  Rotationsaxe  in 
Bezug  auf  die  Gentralellipse  der  Figur,  so  beschreibt  dieser  Ge- 
genpol bei  der  Rotation  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der 
Schwerpunkt  des  erzeugten  Rotationskörpers  ist,  und  die  auf  die 
Figur  wirkende  Centrifugalkraft  geht  stets  durch  den  Gegenpol 
und  den  Schwerpunkt  des  Rotationskörpers.  Lp. 


Jos.  Koch.     Elementare  Schwerpunktsbestimmangen  bei 
Flächen   und  Körpern.     Casop.  xx.  183.  (Böhmisch.) 
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Nach  einer  karzen  theoretischen  Einleitung  werden  sechzehn 
diesbezQgliche  Aufgaben  einfach  und  elegant  gelöst.        Std. 


Chr.  Hansen.     Een  Vaegtstangs  Fölsomhed.    Nyt  Tidss.  f. 

Math.  IIA.  1-2. 

Ueber  die  Empfindlichkeit  eines  Hebels.  V. 


J.  Brill.     On    tbe  application    of  the   method  of  reci- 
procal  polars  to  statical  theorems.    Meea.  (2)  xx.  166-171. 

Nachdem  Hr.  Brill  im  Mess.  (2)  XVII.  (vergl.  F.  d.  M.  XIX. 
1887.  369)  complexe  Zahlen  durch  Gerade  statt  durch  Punkte 
dargestellt  hatte,  indem  er  tangentiale  Coordinaten  hierbei  be- 
nutzte, macht  er  jetzt  den  Versuch,  diese  seine  Methode  an  die 
Stelle  der  Vectorentheorie  zu  setzen  und  auf  diese  Weise  eine 
auf  statische  Probleme  anwendbare  Transformation  zu  erhalten. 
Die  Resultate  sind  teilweise  durch  Hrn.  Genese  vorweggenommen 
in  dem  Aufsatze:  „Reciprocation  in  Statics"  (Lond.  M.  S.  Proc. 
XVII.,  F.  d.  M.  XIX.  1887.  912).  Lp. 


Ch.  Robert.    Gönöralisation  d'un  th^or^me  sur  l'^quilibre 
des  Burfaces  fermöes.    Nouv.  Add.  (3)  x.  180-189. 

A.  Anderson.      Note    on    the    equilibrium   of  a  closed 
surface  under  the  action   of  normal    forces.      Mess.  (2) 

XXI.  42-48. 

Es  seien  H,,  R^  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  des  Ele- 
mentes da  einer  geschlossenen  krummen  Oberfläche.  Bringt  man 
in  der  Normale  zur  Fläche  ringsherum  Kräfte  an,  welche  pro- 
portional zu  1)  d(T{l//{j-f  1/A,|,  2)  da/R^Ry  sind,  so  halten  sich 
diese  Kräfte  das  Gleichgewicht  (Sätze  von  Bertrand  und  Joubert). 
Bei  dem  Versuche,  diese  Sätze  zu  verallgemeinern,  hat  Hr.  Robert, 
wie  ihm  von  Hrn.  Anderson  nachgewiesen  wird,  einen  Fehler 
gemacht,  so  dass  die  vermeintlichen  Verallgemeinerungen  un- 
richtig sind.  Lp. 
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R.  Sbrana.     Risoluzione  della  qnestione  a  pag.   102. 

Rivista  di  Mat.  I.  170-174. 

Die  von  einem  Ingenieur  gestellte  Aufgabe  lautet:  Eine 
Seilbahn  zwischen  zwei  Punkten  Ä  und  B  zu  construiren.  Auf 
ihr  sollen  sich  zwei  Wagen  (materielle  Punkte)  von  gleichem 
Gewichte  bewegen,  der  eine  aufwärts,  der  andere  abw&rts;  Ter- 
bunden  sind  sie  unter  einander  durch  ein  Seil,  das  um  eine  Rolle 
im  höchsten  Punkte  A  der  Seilbahn  läuft.  Man  wQnscht,  dass 
in  jedem  Augenblicke  das  von  den  beiden  Wagen  und  Yon  den 
beiden  Teilen  des  Seils  gebildete  System  in  Gleichgewicht  sei. 
Die  Zeichnung  der  Bahn  unter  HinzufUgung  der  Bedingung  zu 
entwerfen,  dass  sie  die  kürzeste  sei,  die  möglich  ist,  oder  auch 
bei  anderen  Bedingungen,  die  zu  ihrer  Bestimmung  genfigeo. 
Der  Herausgeber  der  Rivista,  Hr.  Peano,  bemerkt  in  einer  Nach- 
schrift, die  Aufgabe  sei  eine  unbestimmte,  und  Hr.  Sbrana  habe 
seine  Lösung  durch  die  Bedingung  ergänzt,  dass  die  Spannung 
des  Seils  an  der  Rolle  constant  sei;  Lösungen  mit  anderen  Zu- 
satzbedingungen für  diese  technisch  interessante  Aufgabe  werde 
er  gern  aufnehmen.  Lp. 


Eddt's  Solution  of  a  problem  in  graphical  statics.    Bericht 

von  O.  F.  SwaiD.    Annale  of  Math.  VI.  47-48. 

Bericht  über  eine  in  Transact.  of  the  Amer.  Soc.  of  Ci?. 
Eng.  1890  sowie  in  der  Z.  f.  Bauwesen  1890,  397-415  Ton 
Eddy  veröffentlichte  Methode  zur  Bestimmung  der  Biegungs- 
momente  und  Scherkräfte  eines  Balkens  für  einen  ihn  Ober- 
schreitenden  Lastzug.  Die  Methode  beruht  auf  der  Verwendung 
der  „Lastlinie"  und  der  eAuflagerdrucklinie**.  Die  Lastlinie  bil- 
det eine  Staffellinie,  deren  verticale  und  horizontale  Strecken 
bezw.  gleich  den  Raddrücken  und  deren  Abständen  sind.  Von 
der  Lastlinie  aus  erhält  man  dann  die  Auflagerdrucklinie,  indem 
man  durch  die  jeweiligen  Endpunkte  des  unter  dem  Lastzug  ver- 
schobenen Balkens  die  Auflagerdrücke  für  die  betreffende  Stellung 
des  Lastzuges  als  Senkrechte  auf  der  Lastlinie  aufträgt  und 
deren  Endpunkte  verbindet.    Die  Eddy*schen  Aufsätze  behandein 
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die  Natur  und  die  Construction  dieser  Auflagerdrucklinien  nebst 
ihrer  Verwendung  zur  graphischen  Lösung  der  verschiedenen  auf 
die  Biegungsmomente  und  Scherkräfte  eines  Balkens  oder  eines 
einfachen  Fachwerkträgers  bezflglichen  Aufgaben.  Hk. 


Th.  Landsbbrg.     üeber  eine  besondere  Art  von  Mitten- 
gelenk-Balken.    Deutsche  Bauztg.  XXV.  277-279. 

Mittengelenk- Balken  sind  statisch  bestimmte  Fachwerke, 
welche  aus  zwei  Teilen  a  und  b  mit  einem  gemeinsamen  Knoten- 
punkte C  und  einer  besonderen  sogenannten  Ergänzungsgurtung 
bestehen.  Dem  Verfasser  ist  eine  besondere  Art  solcher  Balken 
patentirt  worden;  sie  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sich  zwei 
entsprechende  Stäbe  der  mittleren  und  der  Ergänzungsgurtung 
auf  einer  verticalen  Geraden  schneiden.  Diese  Art  wird  hier 
untersucht.  F.  K. 


H.  Müller  -  Breslau.      Beitrag   zur  Theorie  des  räum- 
lichen  Fachwerks.      Ceotralbl.  der  Baaverw.  XL  437-440. 

Es  wird  zunächst  das  wichtigste  und  einfachste  Fachwerk 
besprochen,  welches  auf  folgende  Weise  entsteht.  Es  seien 
fn  ffi  •••1  fn  feste  Punkte;  mit  diesen  werden  Aj,  a„  aj,  ... 
verbunden,  und  zwar  a^  mit  f«,  A?  A»  ^^°^  ^«  ™^^  A»  fn  A? 
ferner  a,  mit  jf^,  jf^,  f^  und  so  fort.  Hierauf  wird  6,  mit  a,,  /*,, 
a,,  dann  6,  mit  a„  f^,  a,  und  so  weiter  verbunden.  Es  ist  klar, 
dass  die  Bestimmung  der  Kräfte  in  den  Stäben  eines  solchen 
Fachwerks  darauf  hinauskommt,  dass  man,  bei  den  letzten 
Knotenpunkten  anfangend,  ffir  jeden  einzelnen  Knotenpunkt 
eine  gegebene  Kraft  nach  drei  gegebenen  Richtungen  zu  zer- 
legen hat. 

Der  Verfasser  bespricht  danach  zunächst  noch  andere  Me- 
thoden zur  Herstellung  statisch  bestimmter,  steifer  Fachwerke 
und  zeigt  dann  die  Berechnung  der  Kräfte.  Dieselbe  besteht 
im  wesentlichen  darin,  dass  das  Fachwerk  durch  Fortlassung 
gewisser  Stäbe  und  Einführung  neuer,  sogenannter  Ersatzstäbe, 
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in  ein  anderes  Fachwerk  verwandelt  wird,  bei  welchem  sich  die 
oben  angedeutete  Methode  der  Berechnung  anwenden  lässt  Die 
in  den  fortgelassenen  Stäben  wirkenden  Kräfte  werden  ffir  das 
neue  Fachwerk  als  äussere  Kräfte  eingeführt  and  dann  ver- 
mittelst der  Bedingung  bestimmt,  dass  in  den  hinzngefligteD 
Stäben  die  Spannung  Null  herrscht.  F.  K. 


F.  Chaudy.      Contribution   k  l'^tude  de  la  stabilite  des 
voütes    en    berceau    et    des    conpoles   en  ma9onnerie. 

G6nie  civil.  XVIII.  117-120. 

Nachdem  der  Verfasser  zunächst  gezeigt  hat,  wie  man  ans 
dem  Druck,  welchen  zwei  durch  eine  Fuge  getrennte  Teile  eines 
Gewölbes  auf  einander  ausOben,  die  Beanspruchung  in  den  bei- 
den Endpunkten  der  Fuge  finden  kann,  wird  zunächst  fUr  den 
Fall  symmetrischer  Belastung  die  Beanspruchung  durch  die  Be- 
lastung zwischen  der  in  Frage  stehenden  Fuge  und  der  mittel- 
sten Fuge  ausgedrückt.  Um  auch  bei  unsymmetrischer  Belastung 
die  Beanspruchung  in  irgend  einer  Fuge  zu  bestimmen,  be- 
trachtet der  Verfasser  den  Teil  des  Gewölbes,  weleber  swiflcben 
dieser  Fuge  und  derjenigen  horizontalen  Druckes  liegt 

Zum  Schluss  zeigt  der  Verfasser,  wie  sein  Verfahren  auch 
auf  Kuppeln  angewandt  werden  kann.  F.  K. 


A.  Jarolimek.      Der    mathematische    Schlttssel    zu    der 

Pyramide   des    Cheops.     Wochenbl.  ostr.  log.  u.  Arch.  XV.  187- 
189,  195-197,  203-206. 

Der  Verfasser  sucht  den  Nachweis  zu  fClhren,  dass  in  den 
einzelnen  Grössen  bei  der  in  Frage  stehenden  Pyramide  das 
Verhältnis  des  goldenen  Schnittes  zu  Tage  tritt  F.  K. 


Ad.  Donath.  Untersuchungen  über  den  Erddruck  auf 
Stützwände,  angestellt  mit  der  für  die  technische  Hoch- 
schule    in     Berlin     erbauten     Versuchs -Vorrichtung. 

Z.  f.  BaaweseD.  XLI.  491-618. 
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Die  Arbeit  ist  im  wesentlichen  ezperimeDteller  Natur.  Die 
FolgeroDgen,  welche  der  Verfasser  aus  seinen  Versuchen  zieht, 
kann  Referent  nicht  völlig  billigen.  Zunächst  wird  trotz  der 
z.  B.  entgegenstehenden  Versuchsergebnisse  von  Leyghe  ange- 
nommen, dass  der  Druck  notwendig  im  oberen  Endpunkte  des 
unteren  Drittels  der  Wand  angreifen  müsse.  Ferner  macht  der 
Verfasser  die  Annahme,  dass  die  Druckverteilung  unabhängig 
von  der  Beweglichkeit  der  Wand  sei.  Was  gegen  diese  An- 
nahme spricht,  hat  Referent  in  seinem  Bericht  „fiber  die  Ent- 
wicklung der  Lehre  vom  Erddruck^  zu  zeigen  gesucht. 

F.  K. 


Clausen.  Beitrag  zu  der  Berechnang  von  Stützmauern 
mit  abgetreppter  RUcken6äche.    Civiliog.  xxxvir.  51-56. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Anschauung  aus,  dass  das  Ver- 
hältnis von  Angriffsmoment  zum  Widerstandsmoment  der  Hauer 
für  diejenigen  Fugen  am  ungünstigsten  ist,  welche  von  hinten 
nach  vom  gemäss  dem  Steinverband  fallen.  Nimmt  man  an,  dass 
die  RQckenfläche  in  ihrem  oberen  Teile  eine  gerade  Linie  ist, 
so  ergiebt  sich  fSr  die  Tangente  des  Neigungswinkels  dieser 
Geraden  zur  Verticale  eine  kubische  Gleichung.  Im  unteren 
Teile  ist  nach  Meinung  des  Verfassers  der  Rücken  der  Mauer 
nach  Schwedler'scher  Manier  zu  bilden. 

Die  vom  Verfasser  vorgeschlagene  Rflckenform  soll  eine 
Erspamng  an  Material  gegenüber  der  Schwedler'schen  mit  sich 
bringen.  F.  K. 

H.  F.  ß.  Moller- Breslau.  Die  graphische  Statik  der 
Bauconstructionen.  2.  Aufl.  II.  Band.  I.  Abt.:  Form- 
änderntig  ebener  Fachwerke.  Das  ebene  statisch  un- 
bestimmte Fachwerk.  Leipzig.  Baamgärtoer.  VII  +  376  S.  mit 
6  Taf.  gr.  8«. 

SvECHNiKOFF.  Le  ccntrc  d'inertie  et  les  moments  d'iner- 
tie  du  Corps  dpicycloidal.    Noav.  aod.  (3)  x.  385-392. 
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SvECHNiKOPF.      Les  centres   d'inertie  de  la  moitiä  et  da 
quart  du  corps  dpicyclol'dal.     Nonr.  Ann.  (3)  X.  473-476. 

Die  Goordinaten  der  Fläche,  welche  der  Verf.  „epicykloidale 
Oberfläche''  benannt  hat  (vgl.  F.  d.  H.  XXII.  1890.  809),  lauten: 

y  =  a[ns\nq>-{'(l — C08fi9)8in9>C08a  —  sinn^cos^], 

z  =  a[l— cosn^Jsina, 
wenn  q>  und  a  variable  Parameter  bedeuten.    Die  Integrationeo. 
welche   zu    der  Berechnung   der   im  Titel  bezeichneten  Grössen 
dienen,  bieten  nichts  Bemerkenswertes.  Lp. 


M.  Kopps.     Das  Trägheitsmoment.    Poske  z.  v.  8-14. 

Betrachtungen  Ober  die  pädagogische  Behandlung  in  Mittel- 
schulen. Lp. 

H.  Hartl.    Ein  Apparat  zur  experimentellen  Behandlung 
der  Lehre  vom  Trägheitsmomente.     Poike  z.  v.  76-78. 


Ph.  Wbinmeistbr.       Elementar  -  mathematische    Bestim- 
mung  der  Trägheitsmomente  ebener  homogener  Fla- 

chenstUcke.     Poske  Z.  IV.  301-304.  Lp. 


B.     Hydrostatik. 

R.  Klimpert.  Lehrbuch  der  Statik  flüssiger  Körper 
(Hydrostatik)  mit  418  Erklärungen,  300  in  den  Text 
gedruckten  Figuren  und  einem  Formelverzeichnis  nebst 
einer  Sammlung  von  208  gelösten  und  analogen  un- 
gelösten Aufgaben   mit  den   Resultaten   der  letzteren. 

Stuttgart.  J.  Maier.  VIII-^351S.  8». 

Gelegentlich  der  Besprechung  eines  anderen  Werkes  desselben 
Verfassers  [F.  d.  M.  XX.  1888.  1046]  hat  Referent  einigen  Be 
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denken  Ausdruck  gegeben,  welche  sich  gegen  die  sogenannte 
Kleyer'sche  Methode  geltend  machen  lassen.  Deshalb  können 
wir  es  uns  versagen,  hier  auf  diejenigen  Eigenschaften  einzu- 
gehen, welche  wir  als  Folge  dieses  Systems  Kleyer  ansehen 
müssen.  Neben  diesen  Eigenschaften,  die  wir  nicht  gerade  als 
VorzQge  betrachten,  besitzt  das  vorliegende  Werk  einige  andere, 
welche  der  Anerkennung  wert  sind.  Alle  Erscheinungen  und 
physikalischen  Methoden,  welche  mit  der  Hydrostatik  im  Zu- 
sammenhang stehen,  sind  in  grosser  Ausführlichkeit  besprochen. 
Die  Beschreibungen  der  Apparate  sind  klar  und  übersichtlich, 
die  Auseinandersetzungen  einleuchtend  und  fasslich  und  die 
Beispiele  und  Aufgaben  gut  geeignet,  die  vorgetragenen  Lehren 
zu  erläutern. 

Vermisst  haben  wir,  dass  in  einem  Werke  von  der  Ausführ- 
lichkeit des  vorliegenden  die  Grundbedingung  des  Gleichgewichts 
flüssiger  Körper,  dass  die  wirkenden  äusseren  Kräfte  ein  Poten- 
tial haben  müssen,  völlig  mit  Stillschweigen  übergangen  ist.  Es 
muss  ja  zugegeben  werden,  dass  bei  dem  Verzicht  auf  die  An- 
wendung der  höheren  Mathematik  die  Entwickelung  dieser  Be- 
dingung manche  Schwierigkeit  darbietet;  aber  unmöglich  scheint 
sie  uns  nicht  zu  sein.  Aufgefallen  ist  dem  Referenten  eine  Un- 
richtigkeit auf  Seite  49,  wo  folgende  Antwort  gedruckt  ist: 

„Nehmen  wir  an,  dass  ausser  der  Schwere,  welche  senkrecht 
abwärts  gerichtet  jedem  Flüssigkeitsteilchen  eine  Beschleunigung 
g  erteilt,  noch  irgend  eine  andere  Kraft  zur  Wirkung  kommt, 
welche  mit  der  unveränderlichen  Beschleunigung  y  in  der  Rich- 
tung EK  unter  dem  Winkel  q>  gegen  die  Horizontale  wirkt,  so 
erhalten  wir  die  Richtung  der  freien  Oberfläche,  indem  wir  die 
Beschleunigung  g  und  die  der  Beschleunigung  EK  entgegen- 
gesetzte Trägheitskraft  y  als  zwei  entsprechend  grosse  Strecken 
darstellen  und  nach  dem  Satze  vom  Kräfteparallelogramm  die 
Resultirende  ER  construiren,  zu  welcher  die  freie  Oberfläche 
senkrecht  stehen  muss." 

Offenbar  muss  die  Kraft  y  selbst  und  nicht  die  ihr  ent- 
gegengesetzte Trägheitskraft  benutzt  werden.  F.  K. 


Fortaohr.  d.  Math.   XXIII.  3. 
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W.  608IEWSKI.      Ueber  den  kinetischen  Druck  in  einer 
incompressiblen    und    homogenen    Flüssigkeit.      EraL 

Deakschr.  XVII.  128-134.  (Polnisch,  1890.) 

Der  Verfasser  bestimmt  den  Druck  aas  den  bekannten  hydro- 
dynamischen Gleichungen  fBr  eine  den  ganzen  nnendlichen  Raom 
erfallende  FlQssigkeit.    Er  erhält  n&mlich  die  Gleichung 

wo  2nQ*  die  kinetische  Deformationsenergie  fUr  die  Massen- 
einheit, 2tis*  die  kinetische  Botationsenergie  f&r  dieselbe  be- 
deutet, mit  der  Bedingung  p  =  0  für  a?'  +  y*-J-»*=  c».  Ab 
Lösung  dieser  Gleichung  gilt  das  Integral 

WO  die  Integration  sich  auf  den  ganzen  unendlichen  Raum  er- 
streckt; Q^  und  «,  sind  die  Werte  von  q  und  «  für  x  =  Xj, 
y  =  y.»  »  =  »n  »••  aber  gleich  (a?,  ~x)H(y, -y )'  +  (», -s)'. 
Es  wirkt  also  das  Element  dx^dy^d%^  auf  das  Element  dxdydz 
mit  der  Kraft 

—  ;T  (^!  -  6X)dxdyd%dx,  dy,  d«, 

in  der  Richtung  ihrer  Verbindungslinie.  Betrachtet  man  (^'— e^ 
als  die  Dichtigkeit  einer  fietiven  „kinetischen**  Flüssigkeit,  80 
kann  man  den  Satz  aussprechen:  ^Die  Bewegung  der  wirklichen 
Flüssigkeit  ist  die  Ursache  der  Entstehung  einer  fietiven  kineti- 
sehen  Flüssigkeit,  in  welcher  die  oben  bestimmte,  die  Bewegung 
hervorbringende  Kraft  ihren  Sitz  hat*".  Dn. 


A.  Anderson.     On  centres  of  pressure.  Me88.(2)xxi.69-7i>. 

Hr.  Curtis  hat  im  Messenger  (2)  I  (vgl.  F.  d.  M.  IV.  1872. 
454)  die  Bedingungen  ermittelt,  unter  denen  der  Mittelpunkt  des 
Druckes  bei  einem  in  eine  Flüssigkeit  eingetauchten  ebenen 
Dreiecke  mit  einzelnen  merkwürdigen  Punkten  desselben  zu- 
sammenfällt.    Der  Verf.  vermehrt  diese  Beispiele  durch  die  Sym- 
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median  -  Punkte  and  die  Brocard'eehen  Punkte  und  leitet  noch 
eine  Anzahl  anderer  geometrischer  Resultate  über  Mittelpunkte 
des  Druckes  durch  einfache  elementare  Methoden  ab.       Lp. 

G.  Cranz.      Theoretische    Ermittelung    der   Gestalt    des 
Grundwasserspiegels    an    dem   Zusammenfluss  zweier 

Ströme.     SchÜllDg's  Joam.  für  Gasbel.  q.  Wasaervers.  Sep.  5  B.  (1890.) 

Nachdem  der  Verfasser  für  den  Grundwasserspiegel  in  der 
Nähe  eines  geradlinigen  Wasserlaufes  die  parabolische  Gestalt 
ermittelt  hat,  stellt  er  für  das  Quadrat  der  Höhe  2  des  Grund- 
wasserspiegels über  der  undurchlässigen  Schicht  bei  zwei  Wasser- 
läufen die  Differentialgleichung 

dx'  ^  dy'  " 
auf,  mit  der  Bedingung,  dass  für  2;  =  0  sowohl  als  für  y  =  0 
V  einen  constanten  Wert  h^  hat.  Aus  der  Erwägung,  dass 
für  sehr  grosse  x  und  endliche  y  offenbar  nur  der  eine  Wasser- 
lauf Einfluss  hat,  während  bei  sehr  grossen  y  und  end- 
lichen Werten  x  nur  der  andere  von  Bedeutung  ist,  nimmt  er 
an,  dass  v  =  my  +  n  für  x  =  a  und  o  =  mx-^-n  für  y  =  6  ist, 
und  hat  nun  die  Werte  von  v  für  den  Umfang  eines  Rechtecks. 
Das  Verfahren  scheint  dem  Referenten  nicht  ganz  einwandsfrei, 
weil  für  den  Fall,  dass  Xj  y  von  der  gleichen  Grössenordnung 
sind,  die  Annahme  nicht  mehr  gerechtfertigt  ist.  Die  Lösung, 
welche  der  Verfasser  mitteilt,  entspricht  übrigens  durchaus  nicht 
allen  aufgestellten  Grenzbedingungen.  F.  E. 


W.  H.  Besant.      Solutions    of  examples  in   elementary 

hydrOStaticS.     Cambridge.   DeightoD,  Bell,  and  Co.   [Natare  XLIV. 
341.]  

J.  PoLLARD  et  A.  DüDEBOüT.  Architecture  navale.  Theorie 
du  navire.  Tome  IL  Statique  du  navire.  Dyna- 
mique  du   navire:    roulis  en   milieu  calme,    rösistant 

OU    non   r^sistant.     Paris»  Gaathier-Vülars  et  Fils. 


59* 


932  X-  Abschnitt    Mechanik. 

Gapitel  4. 
Dynamik. 

A.     Dynamik  fester  Körper. 
O.  KoBB.     Sur  le  principe  de  la  moindre  actioD.    Tooioud 

Ann.  V.  D.  1-3. 

Bei  der  Aufstellung  des  Princips  der  kleinsten  Wirkung  für 
die  Bewegung  eines  Punktes  gelangt  man  zunächst  dazu,  dass 
auf  der  wirklieh  durchlaufenen  Bahn  die  Wirkung  ein  Masimam 
oder  Minimum  sein  soll.  Ersteres  nun  ist  immer  ausgeschlosseo: 
denn  ist  Ol  jene  Bahn,  2  ein  beliebiger  Punkt  von  ihr,  r  eine 
beliebige  Curve  durch  2,  sodann  3  der  Schnittpunkt  einer  zo  Ol 
benachbarten  Bahn  mit  /^,   a  die  Länge  des  Bogens  32,  tp  die 

Neigung  von  32  gegen  21,  so  findet  man  /y2(ti+h)dM  (das  In- 
tegral für  die  Wirkung)  auf  dem  gebrochenen  Wege  03+32+*^-^ 

gleich  1/2 (tt+Ä)(l—  coBtfj)a  +  {o\ -\ —    und   danach    ffir   kleine 
Werte  von  a  immer  positiv.  Mk. 


W.  Ermakoff.  Das  Priucip  der  kleinsten  Wirkung  im 
Zusammenhange  mit  der  Transformation  von  Difie- 
rentialausdrOcken  zweiter  Ordnung.   Charkow  Ges.  iS9i.  i-v. 


P.  Stäckkl.  üeber  die  Differentialgleichungen  der  Dy- 
namik und  den  Begriff  der  analytischen  Äequivalenz 
dynamischer  Probleme.     J.  für  Math.  OVIL  319-348. 

Es  sei  ein  System  materieller  Punkte  gegeben,  fQr  welches 
die  Bedingungen  sowohl  wie  die  wirkenden  Krfiile  nur  von  der 
Configuration  der  Punkte,  nicht  von  ihren  Qeschwindigkeit^ 
abhängen,  und  es  sei  die  Lage  des  Systems  zur  Zeit  t  darcb 
die  n  unabhängigen  Bestimmungsstöcke  p,,  •••,P«  ausdrflckbar. 
Es  sei  r  die  lebendige  Kraft  (2Tdt^  =  Sa^xdpndpi),  ü'=lP,6p, 
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die  virtuelle  Arbeit  des  Systems,  sodass  die  a«2  und  P»  Functionen 
von  Pn  -..»Pfi  aliein  sind;  das  dem  quadratischen  System  |a^,.| 
reciproke  System  heisse  |a^y|,  und  es  werde 


2  ^  dpi        dpu        dpft  ^        Lju  Ja 


■?[' 


gesetzt.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Systems  Icönnen 
dann  auf  folgende  Normalform  gebracht  werden,  die  offenbar 
nur  von  7  und  V^  abhängt: 

Statt  p,,  •••»  Pm  kann  man  noch  auf  unendlich  viele  Arten  andere 
n  Veränderliche  einführen.  Zwei  in  solcher  Art  gegebene  dy- 
namische Probleme  sollen  „analytisch  äquivalenf*  heissen,  wenn 
die  Ordnung  n  in  beiden  dieselbe  ist  und  man  die  Bestimmungs- 
stQcke  pj,  ...,  pn  in  ihnen  so  wählen  kann,  dass  die  Glei- 
chungen (1)  bei  beiden  Problemen  genau  dieselben  werden. 

Es  entspringt  daraus  die  Aufgabe,  wenn  T  und  {/'  gegeben 
sind,  2%di*  =  2u>xidpxdpx  und  U'  =  SV^dp^  auf  alle  möglichen 
Arten  so  zu  wählen,  dass  5£  eine  positive  Form  wird  und  die 
sämtlichen  Gleichungen 

(2)    \'X  =  \'X 

(3)        £  V^to'^y  =  JSP^a'^y  (x,  X,  y;  /u  =  1,  ...,  n) 

besteben.  Die  Gleichungen  (3)  liefern  unmittelbar  die  F^,  sowie 
die  Wxx  bestimmt  sind.  Den  Gleichungen  (2)  genügt  man  zu- 
nächst durch  u)xi  =  caxA,  unter  c  eine  positive  Constante  ver- 
standen, was  zu  £  =  cT,  U'  =  cV*  führt;  man  gewinnt  damit 
das  sogenannte  Princip  der  mechanischen  Aehnlichkeit.  Es  wird 
nun  nachgewiesen,  dass,  wenn  das  System  (2)  noch  eine  andere 
Lösung  als  w^i  =  ca^i  besitzen  soll,  damit  eine  wirkliche  Be- 
schränkung der  a^x  verlangt  wird,  dass  also,  abgesehen  von 
singulären,  besonders  zu  untersuchenden  Fällen,  für  die  analyti- 
sche Aequivalenz  zweier  dynamischen  Probleme  nicht  nur  hin- 
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reichend,  sondern  auch  notwendig  ist,  dass  die  beKlIgliehen  Aus- 
drQcke  der  virtuellen  Arbeit  und  der  lebendigen  Kraft  bei  geeig- 
neter Wahl  der  Variabein  identisch  ausfallen.  So  ist  die  KeDot- 
nis  dieser  Ausdrttcke  im  allgemeinen,  das  Minimum  dessen,  was  zor 
analytischen  Kennzeichnung  eines  dynamischen  Problems  erfordert 
wird.  Unter  allen  einem  Probleme  äquivalenten  giebt  es  daon 
immer  ein  Normalproblem  von  möglichst  einfacher  Formnlinm^. 
nämlich  dasjenige,  welches  die  Bewegung  eines  Punktes  von  der 
Masse  1  in  einer  n- fachen  Mannigfaltigkeit  mit  bestimmtem 
Ausdruck  des  Linienelements  betrifft.  Zum  Schlosse  werden 
diese  allgemeinen  Sätze  an  dem  Falle  n  =  2  erläutert  und  wird 
als  Beispiel  die  Bewegung  einer  starren  Geraden  in  eiBen. 
Strahlensysteme  unter  der  Annahme  behandelt,  dass  die  Lage 
der  Geraden  in  den  Strahlen  eine  vorgeschriebene  sei;  als  Grenz- 
fall  dieser  Bewegung  erscheint  die  Bewegung  einer  Geradcc 
auf  einer  geradlinigen  Fläche.  Mk. 


G.  Pennacchibtti.    Sugl'integrali  primi  di  secondo  grad^ 
rispetto    alle    derivate    delle  coordinate   nei   problem! 

della   meccanica.       Atti  dell'  Accademia  Gioenia  di  Scienze  Ni- 
turali  di  Cataoia.  (4)  IH.  31  8. 

Der  Inhalt  dieser  Abhandlung  ist  der  Hauptsache  naci; 
aus  der  früheren  Note  des  Verfassers:  Sopra  un  integrale  pi: 
generale  di  quello  delle  forze  vive  pel  moto  d*un  sistema  cl 
punti  materiali  (Lomb.  Ist.  Rend.  (2)  XVIII.  242-252,  269-27.' 
schon  bekannt,  weshalb  wir  auf  den  bezflglichen  Bericht  (F.  J 
M.  XVII.  1885.  873)  verweisen.  Vi. 


R.  LiouviLLE.    Sur  un  probl^me  d'analyse  qui  se  rattacbe 
aux  ^quations  de  la  dynamique.    c.  R.  oxn.  710.712. 

Wenn  die  Bewegung  eines  Punktes  oder  eines  Systems  nr 
von  zwei  Variabein  abhängt,  so  kann  man  neben  dem  IntepraJe 
der  lebendigen  Kraft,  wenn  dasselbe  existirt,  ein  anderes  Ift^ 
gral  finden,  welches  in  Bezug  auf  die  Geschwindigkeiten  t«d 
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zweiten  Grade  ist.  Hängt  die  Bewegung  von  drei  Parametern 
ab,  80  wird  die  Sache  schwieriger  and  führt  zu  wesentlich  an- 
deren Resultaten.  Diese  beiden  Fälle  werden  in  der  Note  näher 
besprochen.  A. 

R.  LiouviLLE.    Sur  les  integrales  du  second  degr^  dans 
les  probl^mes  de  m^canique.   c.  r.  cxiii.  838-841. 

Um  bei  einem  Systeme  von  m  freien  Massenpunkten,  die 
unter  der  Einwirkung  von  Kräften  stehen,  welche  ein  Potential 
besitzen,  diejenigen  Fälle  zu  erkennen,  in  denen  die  Bewegungs- 
gleichungen neben  dem  Integrale  der  lebendigen  Kraft  noch  ein 
anderes  Integral  zweiten  Grades  zulassen,  setzt  der  Verf.  das- 
selbe in  der  Form  an: 

(4)        uv2:d^l  +  u^2:Eidx!  +  2  2;  ei.i'.dxi.dxe*  \  =  2Cdt\ 

(Jfc)  (0  (i'<") 

wo  u  und  V  durch  die  m  zu  behandelnden  Gleichungen  definirt  sind: 

£,,  «i.,  ei»»  sind  die  allgemeinsten  Polynome  zweiten  Grades 
in     den    Goordinaten    Xk^     welche    den    Gleichungen    genügen 

dEi 


dxi 


=  0,  Ei^Ei*  =  ei  —  ßi'  und: 

9(g<— gjQ  __     9g.>>  __  diej  —  ey)      ^  den' 
dxi  dxi'  dxi'  dXi 


(2) 


ö(e,  — 6,0      ^  den*»       q  ^g*-»-^  __  p. 


den»    ,    dej'i»'         dei^j    _  ^ 
dxi»»         dxi  dxi»  ' 


^  '^  dxidxi»»^  dxidxi» 

Bemerkungen  über  einige  besondere  Fälle  machen  den  Schluss 

der  Note.  Lp. 

W.  Mantel.     Over  bewegingsmomenten.     Een  metbode 
in  dynamica.    Nieuw  Arch.  xvill.  155-167. 

Wenn  mit  ^j,  g,,  ...  von  einander  unabhängige  allgemeine 
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Coordinaten  bezeichnet  werden    und  die  kinetische  Energie  ah 

Panction  der  Grössen  ^„  7,,  ...,  7,,  7,,  ...    geschrieben    wird, 
so  sind 

dT  dT 


die  Bewegungsgrössen.  Ist  die  gesamte  Energie  H  als  Function 
von  Pj,  p,,  ...,  q^^  9,,  ...  ausgedrückt,  und  besteht  fttr  die 
Kräfte,  denen  das  bewegliche  System  unterworfen  ist,  eine  Kräfte- 
function,  so  ist  H  =  const.  ein  erstes  Integral  der  kanonischen 
ßewegungsgleichungen. 

Der  Verf.  beweist  nun  den  Satz:  Wenn  einige  Bewegung»- 
grossen  in  solcher  Weise  in  den  correspondirenden  Coordinaten 
ausgedrückt  werden  können,  dass  die  Energie  B  von  diesen 
Coordinaten  unabhängig  wird,  und  wenn  in  irgend  einem  Augen- 
blicke diesen  Beziehungen  genflgt  wird,  so  werden  dieselben 
fortwährend  gültig  bleiben.  Diese  Beziehungen  sind  somit  als 
erste  Integrale  der  Bewegungsgleichungen  zu  betrachten.  Die 
Integrationsmethode  besteht  daher  in  der  Aufsuchung  derartiger 
Relationen  zwischen  p^  und  q^^  p,  und  f,,  u.  s.  w.  Der  Verf. 
hebt  hervor,  dass  dieselben  in  allen  Fällen,  welche  nach  den 
gewöhnlichen  Integrationsmethoden  gelöst  werden  können,  leicht 
sich  hinschreiben  lassen.  Als  Beispiele  werden  bebandelt  das 
konische  Pendel,  die  Bestimmung  der  geodätischen  Curyen  auf 
der  Schraubenfläche  mittels  der  Bewegung  eines  schweren  Pnnk* 
tos  ohne  äussere  Kräfte,  die  Bewegung  eines  schweren  Körpers 
um  eine  horizontale  Axe,  welche  in  einer  schiefen  Ebene  sieh 
bewegen  kann,  die  Bewegung  eines  Körpers  um  einen  festen 
Punkt  ohne  äussere  Kräfte. 

Der  Verf.  hebt  als  einen  Vorzug  jener  Methode  hervor,  dass 
dieselbe  diejenigen  Grössen  bestimmen  lehrt,  welche  während 
der  Bewegung  sich  nicht  ändern;  doch  ist  dies  wohl  das  Re- 
sultat jeder  Integrationsmethode.  Mo. 


A.  AsTOR.     Note  sur  les  mouvements  relatifs.        Darbom 

BoH.  (2)  XV.  2Ö5-2G0. 
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Bour  hat  in  einer  Abhandlung  (Journ.  de  Math.  (2)  VIII. 
1863)  die  allgemeine  Gleichung  der  relativen  Bewegungen  in 
der  kanonischen  Form  gegeben,  hat  dabei  aber  die  Punkte  des 
Massensystems  zunftcbst  als  frei  angenommen  und  ausserdem 
etwas  verwickelte  Rechnungen  benutzt.  Diese  Methode  ist  dann 
von  Mathieu  wiedergegeben  worden.  Der  Verf.  entwickelt  jene 
Gleichung  als  einfacheo  Zusatz  zu  der  allgemeinen,  aus  dem 
d'Alembert'schen  Principe  und  aus  dem  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten sich  ergebenden  Gleichung  in  der  Form 

dS{fnux''\'  mvy'  +  mwz')  —  -r~  S(mudx  +  mvdy  -\-  mwdz)  =  cJfl, 

wo  ii  gesetzt  ist  für 

H—S[mu (u^  +  q& -  ry)  +  mv (v^  +  ra?  —  p&)  +  mw (w^  +  py  —  g»] ; 

die  Bezeichnungen  sind  die  bekannten  und  beziehen  sich  auf  die 
beweglichen  Axen.  Nach  Erledigung  der  Fälle,  in  denen  1)  die 
Massenpunkte  frei  sind,  2)  von  der  Zeit  unabhängige,  3)  von 
der  Zeit  abhängige  Verbindungen  vorhanden  sind,  werden  noch 
die  Euler'schen  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  hergeleitet.  Lp. 


G.  MoRERA.      Sui    sistemi    di   forze   che   ammettono   la 

funzione   delle   forze.      Palermo  Rend.  V.  100-105. 

Das  Kräftesystem  (X,-,  y«,  Z^),  welches  an  dem  Punktsysteme 
(^if  ^ti  '0  angebracht  ist,  gestattet  nach  dem  Ausdrucke  des  Ver- 
fassers die  Kräftefnnction,  wenn  eine  Function  ü  der  Coordinaten 
der  Punkte  vorhanden  ist,  deren  totales  Differential  die  aus  diesen 
Kräften  berechnete  Blementararbeit  für  jede  unendlich  kleine,  mit 
den  Bedingungen  des  Systems  verträgliche  Verrückung  giebt. 
Die  Gestalt  dieser  Kräfte  wird  unter  der  Annahme  entwickelt, 
dasB  dieselben  ausser  von  den  Coordinaten  der  Massenpunkte 
auch  noch  von  den  Geschwindigkeiten  derselben  abhängen,  und 
als  Anwendung  auf  die  mathematische  Physik  wird  zuletzt  ge- 
zeigt, dass  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie  bei  Zu- 
lassung des  Gesetzes  von  der  Gleichheit  der  Action  und  Reaotion 
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nicht  schon  erfordert,  dass  die  inneren  Kräfte  Fonctionen  der 
gegenseitigen  Abstände  der  Systempunkte  sind,  sondern  bloi«. 
dass  diese  Kräfte  eine  von  den  gegenseitigen  Abst&oden  abbäc 
gende  Kräftefunction  gestatten.  Lp. 


E.   Betti.     Sopra  un  teorema  di  meccanica.     Bom.AecL 

Rend.  Vif,.  159-160. 

In  einem  von  einer  homogenen  Masse  ausgefüllten  Räumte 
S  wirke  eine  von  Punkt  zu  Punkt  stetig  veränderliche  traosla 
torische  Kraft  und  auf  ein  Element  von  S  ein  Kräftepaar  oder 
eine  rotatorische,  von  Element  zu  Element  stetig  veränderliche 
Kraft.  Dann  bestehen  fbr  dieses  Massensystem,  wie  der  Verf. 
zeigt,  zwei  partielle  Differentialgleichungen,  welche  mit  deo 
Hertz'schen  Gleichungen  für  die  elektrischen  und  magnetiscbeL 
Kräfte  übereinstimmen.  Die  translatorischen  Kräfte  würden  die 
elektrischen,  die  rotatorischen  die  magnetischen  Kräfte  sein. 

Lp. 

E.  Padova.      Sulla  equazioni   generali   della   dinamica. 

Rom.  Acc.  L.  Read.  (4)  VIIi.  197-203. 

Der  Verf.  beabsichtigt  eine  neue  Aufstellung  der  GleichuD^eG 
für  die  Bewegung  von  Punktsystemen  und  elastischen  Korpem 
nach  einer  Methode,  die  von  der  üblichen  abweicht  und  sich  &r 
die  Lagrange*sche  Methode  der  M^canique  analytique  flir  die 
Flüssigkeiten  anschliesst.  Unter  spontaner  Beschleunigung  einei 
durch  die  Coordinaten  qt  der  Lage  nach  bestimmten  Systems 
versteht  er  die  Oesamtheit  der  Zuwachse  x,-d<,  welche  in  der 
Zeit  dt  den  Oeschwindigkeiten  qi  erteilt  werden  müssen,  damit 
während  dieses  Augenblicks  die  kinetische  Energie  sich  nicht 
ändere,  welches  auch  das  System  der  Geschwindigkeiten  g{  Ist^ 
falls  es  nur  mit  den  Verbindungen  verträglich  ist.  Wenn  in  der 
Zeit  dt  die  wirklichen  Zuwachse  der  Geschwindigkeiten  dareh 
q'idt  dargestellt  werden,  kann  man  den  Zuwachs  der  kinetischen 
Energie  durch  Zunahmen  (^i—xd^  berechnen,  die  den  Geschwin- 
digkeiten erteilt  werden,  und  erhält  so  einen  Differentialausdruck, 
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der  nach  |den  Grossen  dqi  =  ^{dt  geordnet   werden   kaun.     In 

dieser  Entwickelang   heisst    Kraft   nach    der  Goordinate  qi   der 

Coefficient  von  9.-,  and  wenn  man  die  Ausdrücke  Qi  dieser  Goef- 

iicienten   als  Fanction   der  9,  g',  t   oder  einiger  dieser  Grössen 

keont,   so   erhält   man   die  Oleichangen  der  Bewegang,   indem 

man  jene  Goefficienten  den  entsprechenden  Qi  gleichsetzt.     Diese 

Methode,  die  Probleme  der  Dynamik  in  Gleichungen  zu  bringen, 

wird,    wie   der  Verf.   beweist,    durch  die  Thatsache  als  gesetz- 

mässig  erwiesen,  dass  man  so  zu  den  gewöhnlichen  Gleichungen 

in    allen  bisher  von  der  Mechanik  betrachteten  Fällen  gelangt. 

Nachdem  diese  Betrachtungen  in  den  ersten  sieben  Paragraphen 

durchgeführt  sind,  wird  im  Schiassparagraphen  gezeigt,  wie  man 

in  Fällen  von  hypothetischen  physikalischen  Gesetzen  vorgehen 

kann.  Lp. 

E.  Padova.     Interpretazione  meccanica  delle  formule  di 

Hertz.    Rom.  Acc.  L.  Beod.  (4)  VIIi.  204-209. 

Nimmt  man  an,  dass  im  Aether  durch  jede  Drehung  der 
unendlich  kleinen  Teile  Kräfte  erzeugt  werden  und  dem  entspre- 
chend dem  Aether  ein  „Orieutirungspotential"  zukomme,  so  wird 
odan  unmittelbar  auf  alle  die  Gleichungen  geführt,  welche  zur 
Erklärung  der  elektrischen  und  magnetischen  Erscheinungen  in 
ruhenden  Körpern  dienen.  Dabei  sind  dann  als  die  magnetischen 
Kräfte  die  Ableitungen  des  Orientirungspotentials  nach  den  Com- 
ponenten  der  Drehung  und  als  die  elektrischen  Kräfte  die  Gom- 
ponenten  der  Geschwindigkeit  in  den  einzelnen  Punkten  zu 
deuten,  und  hat  man  weiter  in  den  Leitern  einen  Widerstand 
gegen  die  Bewegung  des  Aethers  vorauszusetzen,  dessen  Gom- 
ponenten  ganze  lineare  Functionen  der  Gomponenten  der  Ge- 
schwindigkeit sind.  Mk. 

Sir  William  Thomson.  On  periodic  motion  of  a  finite 
conservative  system.    Phil.  Mag.  (5)  xxxil.  375-383. 

Sir  William  Thomson.  Od  instability  of  periodic  motion, 
being  a  continuation  of  article  on  periodic  motion  of 
a  finite  conservative  system.     Pbii.  Mag.  (6)  xxxii.  555-560. 


940  X-  AbsohniU.    Mechuiik. 

Unter  „begrenzt^  (finite)  wird  in  dem  Titel  des  Aafsatza 
verstanden,  dass  die  Anzahl   der  Freiheiten   begrenzt    ist,   und 
dass  der  Abstand  zwischen  keinen  zwei  Punkten  des  Systems 
ohne  Grenzen  wachsen  kann;   mit  ^oonserrativ^    wird  gemeint 
dass  die  kinetische  Energie  immer  um  dieselbe  Differenz  geändert 
wird,   wenn   das  System   aus   einer  beliebigen  Confi^aration  ia 
eine  andere  Übergeht,  ohne  Rücksicht  auf  den  ihr  erteilten  Be- 
trag, mit  welchem  das  System  von  irgend  welcher  Configaratio& 
aus  geschleudert  und  sich  selbst  überlassen  wird  zu  angestorter 
Fortbewegung.     Unter  „Bahn**  (orbit)   wird    der  „Weg"  (path) 
verstanden,   von   welchem  jede   constituirende   Linie    ein    voll- 
ständiger Umlauf  (circuit)   ist,    wobei    alle   beweglichen  Punkte 
zugleich  immer  in  entsprechenden  Punkten  ihrer  Umläufe  sind, 
und  der  nWeg**  die  Gruppe  einzelner  Linien  ist,  welche  die  von 
allen    Punkten    des    Systems    durchlaufenen    Wege    ausmaeheo. 
Das    Theorem   von    der    periodischen    Bewegung    hat    folgeode 
Fassung:    Für  jeden  gegebenen  Wert  E  der  gesamten    Energie 
giebt  es  eine  völlig  bestimmte  derartige  Bahn,  dass,  wenn  das 
System   längs  ihrer  mit  der  gegebenen  gesamten  Energie  £  io 
irgend  einer  Gonfiguration  desselben  in  Bewegung  gesetzt  wird, 
es  in  ihr  periodisch  umläuft.    Nach  Aufstellung  dieses  Theoreme 
wird   angemerkt,   dass   die  Losung  der  Aufgabe,  eine  Bahn  zq 
finden,  deren  gesamte  Energie  den  vorgeschriebenen  Wert  E  hat, 
im  allgemeinen  unendlich  vielfach  ist  mit  verschiedenen  Perioden 
für    die   unendliche    Anzahl    verschiedener   dadurch    bestimmter 
Bahnen,   und    das  Problem    wird    durch   die  Betrachtung   eines 
Systems  mit  zwei  Freiheitsgraden  beleuchtet.     Darauf  wird  das 
Dreikörperproblem   in    den    beiden  Fällen  der  Mondtheorie  und 
der    Planetentheorie   unter   der   Annahme   betrachtet,    dass  die 
Sonne  eio  festes  Eraftcentrum  ist.     Es  wird  bewiesen,  dass  jeder 
der  Bahn  unendlich  nahe  Weg  instabil  ist,  falls  nicht  jede  Wurzel 
der  determinirenden  Gleichung  einen  reellen  Wert  zwischen  -{-\ 
und  —1  hat;  allein  das  Ergebnis  zeigt  nicht,  dass  die  Bewegung 
stabil  ist,  wenn  diese  Bewegung  erfüllt  ist.     In  einer  Nachschrift 
auf  S.  559    wird    die  Tragweite   der  Poincar^'schen  Preisarbeft 
„Sur  le  Probleme  des  trois  corps  et  les  äquations  de  la  dyna- 
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rnique''  (dem  Verf.  nicht  bekannt  zur  Zeit  der  Abfassung  seines 
A^iafsatzes)  in  Bezug  auf  eine  frühere  Mitteilung  „On  some  test 
csises  for  the  Maxwell -Boltzmann  doctrine  regarding  distribution 
or  energy**  kurz  besprochen.  Die  beiden  Artikel  sind  Vorträge 
SMxxB  der  British  Association  und  der  Royal  Society. 

Obs.  (Lp.) 

>  • 

Sir  W.  Thomson.     On    instability    of   periodic    motion. 

Lond.  R  S.  Proc.  L.  194-199. 

Der   bearbeitete  Fall   scheint   der  eines  Massenpuuktes  zu 
seiDy  welcher  sich  aus  einer  Lage  in  eine  andere  mit  einem  be- 
liebig gegebenen  constanten  Werte  von  £,  der  Summe  der  poten- 
tiellen und  der  kinetischen  Energie,  bewegt  und  fähig  ist,  einen 
vollständigen  periodischen  Umlauf  oder  eine  geschlossene  Bahn- 
curve  zu  beschreiben;    allein    es   ist   schwierig,   eine  genau  zu- 
treffende Besehreibung  zu  geben.    Das  Schlussergebnis  wird  wie 
folgt  aufgestellt:    Unser  Resultat  beweist,  dass  jeder  der  Bahn- 
curve   unendlich    nahe  liegende  Weg  instabil  ist,    wofern  nicht 
jede  Wurzel  einer  gewissen  Gleichung  einen  reellen  Wert  zwi- 
schen -f  1  und  --1  hat.    Es  beweist  nicht,   dass  die  Bewegung 
stabil  ist,   wenn  die  Bedingung  befriedigt  wird.     Die  Stabilität 
kann  für  diesen  Fall  nicht  erwiesen    werden,    ohne    dass   man 
zu  höheren  Ordnungen  der  Annäherung  in  der  Betrachtung  der 
mit   einer  Bahncurve   sehr  nahe  zusammenfallenden  Wege  auf- 
steigt.    Der  Verf.  vergleicht  seine  Resultate  und  findet,  dass  sie 
im    allgemeinen   mit   denen    des  Hrn.  Poincarä  übereinstimmen. 
(Sur   le    Probleme  des  trois  Corps  et  les  äquations  de  la  dyna- 
raique.    Acta  Math.  XIII,  F.  d.  M.  XXIL  1890.  907.) 

Cly.  (Lp.) 

N.    PiROGOW.      Vom    Virial    der   Kräfte.      Phys.    Ges.    St.    Pe- 
tersburg. XXIII.  1891.  127-1Ö2. 


P.  Appell.      Sur    le    mouvement    d'un    point   en   coor- 
donn^es  elliptiques.    s.  M.  F.  Bnii.  xix.  102-103. 
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Bei  Einführung  elliptischer  Coordinaten  1,,  ii^«  it^  la8^n 
sich  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  im  Räume  mittels  Quadraturen  integriren,  wemi  die 
Eräftefunction  die  Form  hat: 

1,    A,,    ü,       1,   1.,   l\ 

ii  i,,  uj   1,  a,,  Aj 

wo  (/,,  f/,,  I/,  bezw.  allein  von  ü^,  Jl,,  ^  abhängen.  Dieses 
Theorem  ist  schon  bekannt;  Liouville  hat  es  bereits  1846  aus- 
gesprochen. Neu  ist  dagegen  die  Bemerkung,  dass  ü  eine  ra- 
tionale Function  von  «',  y*,  «*  wird,  wenn  CT,,  C/^,,  ü,  gleicb 
derselben  rationalen  Function  bezw.  von  A^,  ü^,  ü^  gesetzt  werden. 

St 

G.  ScHOüTKN.      Prijsvraag  No.  7    voor    hat  jaar    1889. 

Nieaw  Archief  XVIII.  19-29. 

Wenn  bei  der  centralen  Bewegung  die  Geschwindigkeits- 
componenten  in  der  Richtung  des  Radiusvectors  und  senkrecht 
darauf,  sowie  die  correspondirenden  Ausdrficke  für  die  lebendige 
Kraft  gebildet  werden,  so  wird  eine  nähere  Untersochung  der 
letzteren  Grössen  und  ihrer  Verhältnisse  gefordert  fQr  den  Fall 
einer  centralen  Kraft  von  der  Form  Äf*.  Im  Anschluss  an  eine 
Abhandlung  des  Verfassers  (Amst  Versl.  en  Meded.  (3)  V)  wer- 
den einige  Eigenschaften  hergeleitet  Ho. 


W.  ZiNGBR.     Elementare  Darstellung    der  Theorie    der 

elliptischen    Bewegung,    Arb.  d.  phys.  Section  d.  kais.  Ges.  der 
FreaDde  der  Natorkunde.  Moskau.  Bd.  IV.  Hft.  1.  9-17,  Hft  2.  1-12. 

A.  HöFLBR.     Zur  Ableitung  des  Newton'schen  Gesetzes 
aus  den  Kepler'schen  Gesetzen.    Poske  z.  v.  70-7a 


Ch.  Cell^rier.     Note  sur  une  qaestion  de  m^anique. 

Darboux  Bull.  (2)  XV.  146-162. 

Der  nach  dem  Tode  des  Verfassers  veröffentlichte  Aufsatz  be- 
handelt die  Bewegung  eines  Massenpunktes,  der  von  einem  festen 
Punkte  mit  einer  dem  Quadrate  der  Entfernung  umgekehrt  propor- 
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t^ionalen  Kraft  aogezogen  wird  und  ausserdem  der  Schwerkraft 
UBterworfeo  ist.  Ausser  den  beiden  sofort  bekannten  Integralen 
der  Principe  der  lebendigen  Kraft  und  der  Flächen  wird  ein  drittes 
Integral  nach  dem  Vorbilde  von  Euler's  Behandlung  der  Be- 
wegung eines  von  zwei  festen  Gentren  angezogenen  Punktes 
aufgestellt  und  die  Lösung  von  der  Discussion  zweier  kubischen 
Formen  abhängig  gemacht.  Die  Integrationen,  welche  die  ein- 
zelnen Variabein  der  Aufgabe  liefern,  führen  auf  elliptische  Inte- 
grale, über  deren  Aufstellung  der  Verf.  nicht  hinausgeht.  Die 
eingehende  geometrische  Veranschaulichung  der  erlangten  For- 
meln knüpft  vielmehr  an  die  vorerwähnten  beiden  kubischen 
Formen  an  und  behandelt  getrennt  die  Fälle,  welche  nach  der 
Beschaffenheit  der  Factoren  zu  unterscheiden  sind.  Die  Punkte 
der  Raumcurve,  die  der  Massenpunkt  beschreibt,  werden  hierbei 
als  Durchschnitte  zweier  Scharen  von  Botationsparaboloiden  mit 
verticaler  Axe  und  mit  dem  anziehenden  Punkte  als  Brennpunkt 
und  eines  Ebenenbüschels  durch  diese  Axe  erhalten.  Im  ganzen 
erhält  man  ein  zutreffendes  Bild,  wenn  man  die  einzelnen  Fälle 
der  Bewegung  eines  von  einem  festen  Punkte  umgekehrt  pro- 
portional dem  Quadrate  der  Entfernung  angezogenen  Punktes  mit 
der  Wurfparabel  combinirt  Lp. 


R.  Haussnkr.     Movimento  di  uu  punto  materiale  attratto 
da    due    centri    fissi    secondo    la    legge    di    Newton, 

Batt.  O.  XXIX.  276-297,  379-380. 

Uebersetzung  der  wesentlichsten  Teile  der  Dissertation  des 
Verfassers;  vergl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  910ff.  Lp. 


S.  HiRATAMA.     On  the  force  which  produces  the  motion 

of  double   Stars.      Tokio  Math.  Ges.  IV.  261-265. 

Wenn  man  weiss,  dass  ein  materieller  Punkt  unter  dem 
Einfluss  einer  Centralkraft  stets  einen  Kegelschnitt  beschreibt, 
so  soll  der  Ausdruck  dieser  Kraft  gefunden  werden.  Der  Verf. 
teilt  für  dieses  von  Hrn.  Bertrand  gestellte  und  schon  mehrfach 
behandelte  Problem  (F.  d.  H.  IX.  1877.  638;  X.  1878.  619)  eine 


944  ^-  AbschnitL    Mechanik. 

neue,  ganz  allgemeine  Lösangsmethode  mit,  welche  darauf  be- 
ruht,   dasfi   er  die  allgemeine  Kegelschnittsgleichnng  darch  die 

Diflferentialgleichung  --^  \\d^/  \  ~  ^  ersetzt.  Sein  Re- 
sultat ist  das  bekannte,  wonach  zwei  allgemeine  Kräftefunc- 
tionen  existiren,  welche  das  Gesetz  des  umgekehrten  Quadrate 
und  das  der  directen  Entfernung  einschliessen.  B.  M. 


F.  PoRRO.      Suirestensione    della    legge    di   Newton    ai 

sistemi   Stellari  binarii.     Palermo  Rend.  V.  51-58. 

Es  handelt  sich  um  die  von  Hrn.  Bertrand  1877  aufge- 
worfene Frage,  welches  Eraftgesetz  aus  der  Thatsache  einer 
elliptischen  Bahncurve  abgeleitet  werden  könne  (cf.  Appell,  F. 
d.  M.  XXII.  1890.  900).  Der  Verf.  fahrt  die  hierbergehörige  Litte^ 
ratar  an,  aus  welcher  eine  Arbeit  von  Hrn.  S.  Hirayama  ( vergl.  das 
vorangehende  Referat)  im  Astronomical  Journal  No.  199  wenig 
bekannt  sein  dürfte;  doch  ist  eine  Arbeit  von  Casey  aus  Quart 
Journ.  1862  No.  19  nicht  angeführt.  In  der  Hauptsache  wird  dann 
eine  vereinfachte  analytische  Darstellung  des  geometrisehen  Ge 
dankenganges  und  der  Resultate  des  Hrn.  Olaisher  aus  Monthl) 
Notices  XXXIX  gegeben  (vgl.  F.  d.  M.  X.  1878.  619).        Lp. 


Th.  Wogan.  Bewegung  zweier  materieller  Punkte, 
welche  durch  einen  gewichtslosen  Faden  mit  einander 
verbunden  sind,  im  Räume  und  in  der  Ebene  unter 
Einwirkung  der  Schwerkraft  und  beliebig  gegebener 
Anfangsgeschwindigkeiten,    Pr.  (Nr.  U)  Gymo.  Memel.  2!?s 

u.  1  Taf.  4«. 

In  dem  ersten  Abschnitte  wird  gezeigt,  dass,  abgesehen  voa 
zwei  Sonderfällen,  eine  Fadenspannung  stattfindet,  nachdem  „eis 
Ruck'*  eingetreten  ist;  somit  geht  das  System  in  ein  System 
von  zwei  materiellen  Punkten  im  Räume  über,  welche  dareb 
eine  gewichtslose  starre  Gerade  mit  einander  verbunden  siod, 
unter    Einwirkung    der    Schwerkraft    und    bekannter    Anfang 


Gapitel  4.    Dynamik.  945 

geschwindigkeiten.  Die  mit  einem  grossen  Aufwände  von  Rech- 
nung  vollständig  durchgeführte  Lösung  der  bei  einer  Prüfung 
gestellten  Aufgabe  dringt  bis  zu  den  geometrisch  veranschaulich- 
ten Resultaten  vor,  bietet  aber  im  übrigen  nichts  Bemerkenswertes, 
was  nicht  aus  den  Principien  der  Dynamik  oder  aus  früheren 
Behandlungen  der  Aufgabe  einleuchtend  wäre.  Lp. 


H.  Januschkb.     Ueber  die  Drehung  eines   Körpers   im 

Kreise.     Ezoer  Rep.  XXVII.  436-441. 

Der  Aufsatz  betrifft  die  Ableitung  des  Eraftgesetzes  bei  der 
Bewegung  eines  materiellen  Punktes  in  einer  Kreisbahn  (Gentri- 
fugalbeschleunigung)  aus  dem  Principe  der  Erhaltung  der  Energie, 
das  ja  von  dem  Verfasser  als  der  Ausgangspunkt  tttr  alle  Vor- 
gänge der  Mechanik  angesehen  wird.  Die  Darstellung  leidet, 
wie  schon  der  Titel   zeigt,   an  Unbestimmtheit  und  Unklarheit. 

Lp. 

Legoux.     Sur  quelques  cas  nouveaux  de  tautochronisme 
dans  le  mouvement  d'un  point  mat^riel.    Toulouse  M^m. 

(9)  III.  366-379. 

Es  wird  untersucht,  wie  man  der  Puiseux'schen  Bedingung 
für  Tautochronismus  bei  einigen  speciellen  Ausdrücken  für  die 
wirkende  Kraft  genügen  kann;  dabei  kommen  namentlich  die  be- 
kannten Sätze  in  Bezug  auf  die  Fälle,  dass  Schwerkraft  oder 
Centralkraft  ohne  oder  mit  Reibung  vorhanden  sind,  von  neuem 
zum  Vorschein.  Mk. 


P.  Appbll.     Remarque  sur  les  oourbes  brachistochrones. 

S.  M.  F.  Ball.  XIX.  97-98. 

Bemerkungen  über  den  inneren  Zusammenhang  der  Theorie 
der  Brachistochrone  mit  gewissen  rein  geometrischen  Fragen, 
besonders  der  geodätischen  Linien.  „Wenn  man  diese  Theoreme 
mit  Hülfe  der  brachistochronen  Gurven  deutet,  wird  man  zu 
ebenso  einfachen  Fassungen   geführt  wie   für   die  Theorie  der 

PortMhr.  d.  Math.  XXIII.  3.  60 
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Evoluten,  der  KrUmmaogslimen  u.  8.  w.,  indem  man  fiberall 
die  Bogen  der  Curven  durch  die  Zeit  ersetzt,  welche  ein  Massen- 
punkt braucht,  um  sie  ohne  Reibung  zu  durchlaufen,  falls  die 
Constante  der  lebendigen  Kraft  Null  ist^.  Lp. 


G.  Pennacchietti.     Sulla  curve  brachlstocrone.    Atti  dei- 

rAccademia  GiooDia  di  ScieDze  Natarali  di  Catania.  (4)  III.  23  S. 

Die  Qleichungen  der  brachistochronen  Bewegung: 

di\T  di)"       T'     dt\T  dty  2"     dt\T  dt^  T' 

wo  T  die  lebendige  Kraft  bezeichnet,  können  durch  Einffihraiig 
der  Httlfsveränderlichen  tt,  o,  to  auf  die  folgende  Form  gebracht 
werden : 

-di-^''^    rf7--^^'    dF-'^' 

di"       T'     di"        T'      di"        T' 

Die  Gleichungen  der  betrachteten  Bewegung  fOr  ein  allgemeines 
Coordinatensjstem  9,,  9,,  g,  lauten: 


(4)    4      n 


f  dt  \  ö»»  /     da^  "     r'    dt  ~  ^' 

wo 


dqk  dqk  dqjt 

ist. 

Nach  Erinnerung  an  die  von  Del  Grosso  (Sülle  equazioni  diff^ 
renziali  che  si  presentano  nei  problemi  di  meccanica,  ßatt  G. 
IV.  1866.  243*277)  angegebene  Methode  fllr  die  ZurflokfllhmB; 
der  Gleichungen  der  brachistochronen  Bewegung  auf  die  kaoo- 
nische  Form  schlägt  der  Verfasser  einen  einfacheren  Weg  za 
demselben  Zwecke  ein  (vgl  den  folgenden  Bericht  Über  seinen 
Aufsatz:  Sul  moto  brachistocrono,  Palermo  Bend.  V.  59-74). 

Es  mögen  noch  zwei  in  der  vorliegenden  Arbeit  aufgestellte 
Sätze  angeführt  werden. 
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Sind 

_J_dU      _l^dU      _l_dU 

r  dx'         T^  dy'         r  dz 
[wo 

- = i  (©'+ (§)'+ (I)') 

ist]  die  ComponeDten  der  beBchleunigenden  Kraft  der  Bewegung 
eines  freien  Punktes,   p~?  ^?  ^  ^'®  Componenten   der  Kraft 

der   brachistoclironen  Bewegung   eines  Punktes,   so   erhält  man 
aus  jedem,   die  Zeit   explicite  nieht  enthaltenden  Integrale  des 
ersten  Problemes  ein  ebensolches  des   zweiten  durch  Ersetzung 
dx    dy    dz  j      ,      1  dx     1  dy     i  dz  j    j.     m    •    ^ 

"""  Ä'  i'  di  ^"™^  TÄ-  Tdh  TÄ'  ""'^  ^'^  ^'■*J'*''°- 

rien  werden  in  beiden  Problemen  durch  dieselben  Gleichungen 
dargestellt. 

Gehören  die  Wirkungslinien  der  brachistochronen  Bewegung 
einem  linearen  Complexe  an,  so  ist  das  Moment  der  Bewegungs- 
grosse  des  Punktes  in  Bezug  auf  den  Complex  während  der 
ganzen  Bewegung  proportional  der  lebendigen  Kraft.         Vi. 


G.  Pennacchietti.      Sul  moto  brachistocrono.      Palermo 

Rend.  V.  69-74. 

Der  Autor  bringt  die  Gleichungen  für  die  braehistochrone 

Bewegung  eines  Punktes  auf  eine  dem  Hamilton'schen  Systeme 

analoge  Forufr: 

d5,__öff       rpdps__dH 

^  dt  ""       öp/  dt  ~  dq,  ^*  "■  ^'  ••'  ^^' 

dabei  ist  »  =  3,  wenn  der  Punkt  frei,  ==  2,  wenn  er  auf  einer 

Fläche   zu   bleiben    gezwungen    ist;    ferner   sind  fj,  ...,  q^   die 

Stücke,    welche  die  Lage  des  Punktes  bestimmen;    weiter  ist  T 

die  lebendige  Kraft  des  Punktes,    ü  das  Potential  der  auf  den 

Pankt  wirkenden  Kräfte,  und  endlich  ist  T—U  =  H, 

1     dT 

-P» 


'4- 


60* 
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gesetzt.  Die  Lösung  dieser  OleichuDgen  lässt  sieh  sodann,  analog 
wie  die  des  Hamilton'schen  Systems,  von  einer  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung erster  Ordnung  abhängig  machen.  Die  be- 
treffende Gleichung  lautet  z.  B.,  wenn  n  =  3  ist  ond  man  fttr 
9n  9si  9t  ^'^  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  s  des  Punktes 
nimmt, 

unter  h  die  Constante  des  Integrals  der  lebendigen  Kraft  yer- 
standen.  Es  wird  diese  Methode  schliesslich  zur  BestimmuDg 
der  Brachistochrone  in  Bezug  auf  die  Schwerkraft  angewandt 

Mk. 

D.  Padelletti.     Sul  moviraento   del   pendolo  semplice 
quando  si  tien  conto  dell'effetto  della  rotazione  terrestre. 

Napoli  Rend.  (2)  V.  79-124. 

Die  Arbeit  geht  hauptsächlich  auf  die  Bewegung  eines  Pen- 
dels am  Pole  ein,  an  der  Hand  der  Differential-  sowie  der  Inte- 
gralgleichungen fUr  die  Bewegung  des  sphärischen  Pendels.  lo 
einer  Tabelle  sind  schliesslich  fttr  den  Fall,  dass  das  Pendel 
seine  Bewegung  ohne  Geschwindigkeit  beginnt,  als  Functiooei] 
des  Winkels  a,  den  es  in  der  anfänglichen  Lage  mit  der  Ver- 
ticale  bildet,  und  zwar  für  alle  Vielfachen  o  von  2^,  die  Werte 
der  vornehmlich  zu  beobachtenden  Grössen  (absolute  Präcessioo, 
Verzögerung  u.  s.  w.)  zusammengestellt.  Zuletzt  wird  fiber  eini^ 
ältere  Wahrnehmungen,  namentlich  von  Italienern,  berichtet,  in 
welchen  dem  Autor  bereits  eine  Andeutung  des  FoucauU'seheo 
Phänomens  zu  liegen  scheint.  Mk. 


Neuffer.     Die  elementare   Theorie   des  Foucault'scbes 

Pendel  Versuchs.     Boklen  Mitt  IV.  92-98. 

Hr.  Röthig  bat  schon  1879  auf  Grund  einer  histori8ch-math6 
matischen  Untersuchung  die  in  den  elementaren  LehrbQcherE 
übliche  Beweismethode  kritisirt  (vgl.  Sohlömilch  Z.  XXIV,  F.  i 
M.  XI.  1879.  42).     Der  Verf.   findet   durch  näheres   Eingehe 
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auf  diese  elementare  Theorie  „zwei  erhebliche  Fehler^  an  ihr: 
eine  wesentliche  Lücke  in  den  Voraussetzungen  und  einen  un- 
richtigen Schluss,  von  denen  der  eine  den  anderen  verdecke. 
Ausserdem  wird  noch  ein  weiterer  Mangel  in  einer  Vernach- 
lässigung einer  Grösse  von  der  Ordnnng  der  elementaren  Dre- 
hung gefunden.  Lp. 

C.  Fossa-Mancini.      Snl  meto   apparente  del  piano   di 
osoillazione  del  pendele.  ToHdo.  32  S. 

Nachdem  der  Verfasser  die  von  A.  Mogni  (Sülle  oscillazioni 
del  pendolo  avuto  riguardo  alla  rotazione  della  terra.  Jesi. 
Pierdicchi)  angegebene  unrichtige  Lösung  des  Problemes  kritisirt 
hat  (vgl.  unseren  Bericht  über  die  citirte  Arbeit,  F.  d.  M.  XXIL 
1890.  926),  erinnert  er  an  die  bekannten  Beweise  der  Foucault'- 
schen  Formel  und  schlägt  einen  neuen  vor.  Vi. 


M.  LadtenschlAger.  Die  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  auf  einem  rotirenden  Kegelschnitt  unter  Ein- 
wirkung einer  Centralkraft.   Dies.  Halle.  50  8.  8».  (1890.) 


R.  Frantz.      üeber    die    Bewegung    eines    materiellen 

Punktes   auf  Rotatiensflächen.      Pr.  Pädag.   Unser  Lieb.  Fr. 
(No.  '238)  Magdeburg.  20  S.  n,  4  Taf.  4°. 

Indem  der  Verf.  annimmt,  dass  eine  Eräftefunetion  U  vor- 
handen ist  und  das  Princip  der  Flächen  besteht,  findet  er  im 
Abschnitt  I  leicht,  dass  für  die  Rotationsfläche  r  =  f(z)^  wo 
r'  =  a?'+y'  ist,  die  Bewegungsgleichung  die  Form  hat 

/  dÄ  y  _  2(t7+Ay'(g)-fc' 

in  der  h  die  Gonstante  der  lebendigen  Kraft,  k  die  doppelte 
Fläcbengeschwindigkeit  bedeutet.  Um  eine  einfache  Quadratur 
zu  erbalten,  wird  hierin  V  gleich  einer  Function  lP(j5)  von  z 
allein  gesetzt.  Dadurch  ist  dann  die  Möglichkeit  gegeben,  die 
Grleichungen  des  Problems  in  diejenige  Form  zu  bringen,  welche 
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Hr.  Staude  bei  seiner  BehandluDg  dieser  Aufgabe  za  Grande 
gelegt  hat  (of.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  486,  XX.  1888.  937  ff.). 
Die  allgemeine  Erörterung  nach  dem  Vorbilde  des  Hrn.  Staade 
erfolgt  in  den  Absohnitten  II,  III  und  IV,  betitelt:  ^Die  Be- 
dingungen des  Umkehrproblems  und  die  Wendekreise  der  Be- 
wegung für  Rotationsflächen  mit  einfachen  Horizontabobnitten, 
die  Kräftefunction  und  die  Kraft,  die  Gleichungen  der  Bewegung 
auf  einer  Rotationsflöobe  mit  zweifachen  Horizontalschnitteo".  Den 
Hauptteil  der  Arbeit  nimmt  dann  der  Abschnitt  V  ein  (S.  9*20), 
in  welchem  die  Aufgabe  behandelt  wird:  „Es  ist  die  Bewegung 
eines  materiellen  Punktes  zu  untersuchen,  der  gezwungen  ist, 
auf  einem  Rotationsellipsoid  zu  bleiben,  und  der  von  eineai  auf 
der  Rotationsaxe  liegenden  Centrum  umgekehrt  proportioDal  der 
n*®"  Potenz  der  Entfernung  von  diesem  angezogen  wird."  Die 
Bestimmung  des  Bewegungsgebietes  für  verschiedene  Lagen  des 
Attractionscentrums  und  f&r  verschiedene  Gestalten  des  Rotations- 
ellipsoids ist  das  Hauptziel  der  Untersuchung,  die  sich  somit  als 
nähere  Durchführung  eines  Beispiels  für  die  Theorie  des  Herrn 
Staude  kennzeichnet.  Auf  die  Arbeiten  des  Hrn.  Stäckel  dagegen 
ist  nicht  Bezug  genommen  worden.  Lp. 


Marchand.     Remarques  sur  le  probl&me  de  mäcaniqoe 
proposö  k  l'agrögation  de  1889.   Nouv.  Ann.  (3)  X.  321-3K. 

Behandlung  der  Aufgabe  (Relativbewegung  eines  Punktes 
auf  einer  gewissen  Oberfläche),  abweichend  von  der  dnrcb  Hm. 
de  Saint- Oermain  entwickelten  Lösung  (F.  d.  M.  XXII.  1890. 
915),  indem  direct  von  den  Lagrange'schen  Gleiehungen  aus- 
gegangen wird.  Lp. 

E.  ViCAiBE.      Sur    les  petites   oscillations  d'un    Systeme 
soumis  ä  des  forces  perturbatrices  p^riodiquea.      G.  B. 

CXII.  82-85. 

Um  gewisse  Erscheinungen  zu  erklären,  z.  B.  das  Ertönen 
einer  gespannten  Saite,  wenn  die  umgebende  Luft  im  Einklänge 
vibrirt,  die  auswählende  Absorption  der  Liohi-  und  Wftrmestrab- 
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len  durch  ein  Mittel,  das  Strahlen  von  derselben  Wellenlänge 
zu  erzeugen  vermag,  wendet  der  Verf.  auf  ein  materielles  Punkt- 
system eine  mathematische  Beweisführung  an,  bei  der  er  zu  den 
inneren  Kräften  desselben  eine  „einfache  störende  Kraft^  hinzu* 
nimmt,  d.  h.  eine  solche,  welche  in  jede  Gleichung  nur  eine 
einzige  Kreisfunction  einfuhrt,  die  überall  dasselbe  Argument 
hat.  Es  ergeben  sich  dann  die  beiden  Sätze:  I.  „Jede  einfache 
störende  Kraft  fahrt  in  dem  Systeme  eine  einfache  Schwingung 
herbei,  deren  Periode  die  der  Kraft  ist,  und  deren  Amplitude 
für  jeden  Punkt,  unabhängig  von  den  anfänglichen  Bedingungen 
der  Bewegung,  bestimmt  ist."  II.  „Wenn  die  Periode  der  stören- 
den Kraft  derjenigen  einer  der  einfachen,  dem  Systeme  eigen- 
tümlichen Schwingungen  zustrebt,  so  wird  die  Amplitude  der 
Störung  grösser  und  grösser.  An  der  Grenze  verschmilzt  die 
Störung  mit  der  entsprechenden  einfachen  Schwingung,  deren 
Amplitude  mit  der  Zeit  unbegrenzt  zunimmt''  Lp. 


A.  M.  Worthington.     Dynamics  of  rotation.     An  ele- 
mentary  introduction  to  rigid  dynamics.    London.  Long- 

mans.  155  S. 

John  Pbrry.     Spinning  tops«    LondoD.  s.  P.  c.  K.  136  s. 

Diese  kleinen  BOcher  sind  elementar  geschrieben,  aber  klar 
und  nützlich  in  ihrer  Beschränkung.  Man  vergleiche  die  Anzeigen 
in  Nature  XLVI.  4-5,  wo  nur  wenig  über  die  Bücher  gesagt, 
aber  einiges  Interessante  über  die  Fortschritte  der  Wissenschaft 
der  Dynamik  beigebracht  ist.  (S.  P.  C.  K  =  Society  for  Promoting 
Christian  Knowledge.)  Gbs.  (Lp.) 


Philipps.     Pendula  isochrone,    c.  r.  oxii.  177-181. 

Die  Note  ist  ein  Auszug  aus  einer  grösseren  druckfertigen 
Arbeit  des  inzwischen  verstorbenen  Verfs.  Ist  0  der  Aufhänge- 
punkt der  Pendelstange,  so  bringt  man  mittels  eines  Gelenkes 
in  einem  Punkte  A  derselben  einen  Stab  AB  s  Oil  an,  dessen 
anderes  Ende  an  einer  schwachen  Stahlfeder  befestigt  ist.    Diese 
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letztere,  mit  dem  einen  Endpunkte  D  fest  eingelassen  und  im 
allgemeinen  horizontal  gerichtet,  wird  durch  den  Arm  AB  wäh- 
rend der  Schwingungen  ein  wenig  aufwärts  und  abwärts  gebogen. 
Ist  a  der  variable  Ausschlagswinkel  des  Pendels,  so  wird  als 
Differentialgleichung  der  Bewegung  gefunden: 

A-Tj%   =  —  Sinai  Pa 4- 2Äg)H — :— (1  — coso)J, 

wo  A^  P,  a,  ß,  9>,  t  die  Constanten  des  Systems  sind.  Unter 
Vernachlässigung  der  fünften  Potenzen  von  a  bestimmt  der 
Verf.  jene  Gonstanten  so,  dass  auch  die  dritte  Potenz  von  o 
Null  wird,  was  erfolgt,  wenn 


ist.     Dann  wird 


A^  =  -a(Pa  +  2Ä9) 


und  die  Schwingungsdauer  damit  unabhängig  von  der  Grösse 
des  Ausschlags.  Hr.  Wolf  teilt  in  einer  Zusatznote  Versuchs- 
ergebnisse von  Pendeln  nach  dieser  Construction  mit 

Lp. 

K.  Heun.     Die  Schwingungsdauer  des  Gauss'schen  Bifi- 

larpendels.    Gott.  Nachr.  1891.  154-158. 

Die  mathematische  Theorie  des  Bifilarpendels  f&hrt  anf 
bypereliiptische  Functionen  und  ist  noch  nicht  so  weit  durch- 
geführt worden,  dass  der  praktische  Rechner  sie  für  die  BedQrf- 
nisse  der  Anwendungen  benutzen  könnte.  Die  letzte  Behandlung 
durch  Hrn.  Hoppe  (Oscillationen  eines  Bifilarpendels,  Hoppe 
Arch.  LXX,  F.  d.  M.  XV.  1883.  824)  behandelt  nur  einige  be- 
sondere Fälle,  wird  übrigens  vom  Verf.  nicht  berücksichtigt. 
Dieser  bedient  sich  nämlich  der  Gauss'schen  Quadraturmethode 
mit  Benutzung  eines  einzigen  zweckmässig  bestimmten  Argameot- 
wertes,  um  mit  Hülfe  eines  vollständigen  elliptischen  Integrales 
erster  und  eines  anderen  zweiter  Gattung  eine  Formel  ttkx  die 
Schwingungsdauer  herzustellen,  deren  Genauigkeit  eine  sehr 
grosse  ist,  wie  aus  den  Formeln  für  die  Fehlerschätzung  erheUt 

Lp. 
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E.  D.  Preston.      Redaotion   of  pendulum  observations. 

Washington  Boll.  XI.  115-130. 


G.  ScHOüTEN.      Prijsvraag    No.  6    van    het  jaar    1889. 

Nieaw  Archief  XVIII.  1-18. 

Die  Aufgabe  lautet:  Ein  schweres  Rotationsellipsoid  kann 
sich  um  eine  Axe  drehen,  welche  einen  Brennpunkt  enthält.  Es 
wird  der  Ort  des  Schwingungsmittelpunktes  bei  veränderlicher 
Lage  der  Axe  gesucht.  Bei  der  Lösung  wird  das  Eilfpsoid 
durch  einen  beliebigen  Körper  und  der  Brennpunkt  durch  einen 
willkürlichen  Punkt  des  Körpers  ersetzt.  Der  Ort  ist  dann  eine 
Fläche  fünften  Grades,  von  der  einige  allgemeine  Eigenschaften 
angegeben  werden.  Eine  Erörterung  specieller  Fälle  schliesst 
die  Abhandlung.  Mo. 

P.  H.  ScHOüTE,     Naschrift  op  prijsvraag  No.  6.     Nieuw 

Archief  XVIII.  30-34. 

Nähere  Untersuchung  des  in  der  vorigen  Abhandlung  er- 
haltenen Ortes,  dessen  Gleichung  die  Form  hat  u^  =^  ^^^  wo 
u^  und  u^  homogene  Functionen  der  Coordinaten  x^  y,  z  sind. 
Eigenschaften  der  Kegel  u^  =  0,  ti^  =  0.  Mo. 


A.  DB  Saint-Germain.     Note  sur  le  probl^me  de  m^ca- 
niqae    proposd    au    concours    d'agr^gation    eu    1891. 

NoDT.  Ann.  (3)  X.  516-526. 

Lösung  der  folgenden  Aufgabe: 

Ein  rechtwinkliges  Dreibein  OXYZ  dreht  sich  mit  der  con- 
stanten  Winkelgeschwindigkeit  w  um  die  Kante  OZ^  die  der 
Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  ist.  Mit  ihm  dreht  sich  das 
Paraboloid  /*,  dessen  Gleichung  a?'—  y*  =  2pz  ist.  Ein  Punkt 
JU  von  der  Masse  1,  dem  Gewichte  g,  der  sich  auf  P  bewegt, 
wird  vom  Scheitel  0  mit  einer  Kraft  2gM0/p  angezogen.  Sind 
ferner  MÄ  und  MB  die  Lote,  welche  von  M  auf  die  durch  0 
gehenden   beiden   geradlinigen  Erzeugenden  von  F  gefällt  wer- 
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den,  80  wird  ilf  noch  durch  zwei  nach  den  Stredcen  AM^  BM 
gerichtete  Kräfte  von  der  Grösse  3gAM/p  und  SgBM/p  angegriffen. 
Die  Lage  von  M  ist  zu  bestimmen  durch  die  Werte  der  Para- 
meter A,  fx  aus  den  Gleichungen : 


l—p       l+p  '    fi+p      fi-p 

der  durch  M  gehenden,  mit  P  homofocalen  Paraboloide.  1)  Die 
partielle  Differentialgleichung  zu  bilden,  von  der  ee  naeh  dem 
Jacobi' sehen  Theoreme  genQgt,  ein  vollständiges  Integral  zu 
kennen,  um  daraus  durch  einfache  Differentiationen  die  Glei- 
chungen der  Bewegung  des  Punktes  M  zu  erhalten.  2)  Dieses 
vollständige  Integral  zu  finden,  sowie  die  Bewegungsgleichungen, 
wenn  cu  =  0.  3)  Die  Gleichung  der  Bahnlinie  zu  integriren 
und  die  Gestalt  derselben  anzugeben,  wenn  (cii  ==  0)  zu  Anfang: 

Lp. 
RoBERJOT.     Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  autour 

d'un    point   fixe.     Noav.  Ann.  (3)  X.  365-370. 

Darstellung  der  bekannten  Bewegungsgleichungen,  wenn  die 
Coordinatenaxen  beliebig  sind,  und  Versuch  einer  einfachen 
geometrischen  Deutung:  ^Die  Resultante  aus  der  Geschwindig- 
keit des  Punktes  C{a^  ß,  y^  wenn  er  als  Massenpunkt  des  festen 
Körpers  betrachtet  wird,  und  aus  der  Geschwindigkeit  des  geo- 
metrischen Punktes  C  (or,  ß^  y)^  wenn  er  als  Endpunkt  der  resul- 
tirenden  Axe  des  Momentes  der  Bewegungsgrössen  betrachtet 
wird,  ist  in  Grösse  und  Richtung  gleich  der  resultirenden  Axe 
OÄ  der  Momente  der  äusseren  Kräfte.^  Lp. 


F.  KöTTBR.      Ueber  das   Kowalevski'sche    Rotationspro* 

blem.     Natarf.  Ges.  Halle  LXIV.  13-ia 


\ 
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N.  Dblonat.  Zur  Frage  über  die  geometrische  Deutung 
der  von  ß.  W,  Kowalevski  gefundenen  Integrale  der 
Bewegung  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt. 

lloBkau  Math.  Samml.  XVI.  346-352. 


A.  DE  Saint  -  Gebmain.     Sur  le  mouvement  d'un  double 
cone  qui  roule  sur  deux  droites.     c.  B.  cxii.  215-216. 

Unter  Anknfipfung  an  die  Note  des  Hrn.  Resal  in  C.  R.  CXI. 
(F.  d.  M.  XXII.  1890.  928)  giebt  der  Verf.  eine  vereinfachte 
Herleitung  der  Gleichungen  der  Aufgabe  nebst  einigen  Betrach- 
tungen über  die  günstigste  Form,  wenn  die  Beschleunigung  der 
Translation  möglichst  gross  werden  soll.  Lp. 


W.  VAN  LoGHEM.     PHjsvraag  No.  5  voor  het  jaar  1889. 

Nieaw  Archief  XVIII.  35-41. 

Eine  Scheibe  bewegt  sich  in  ihrer  Ebene;  den  geometrischen 
Ort  der  Punkte  zu  bestimmen,  welche  plötzlich  festgehalten  wer- 
den können,  damit  die  lebendige  Kraft  der  Scheibe  zum  n^°  Teile 
des  ursprünglichen  Wertes  abnimmt.  Mittels  eines  Impulses  wird 
ein  Punkt  plötzlich  festgehalten;  für  den  gesuchten  Ort  ergiebt 
sich  ein  Kegelschnitt,  welcher  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf 
die  Gerade,  welche  den  Schwerpunkt  der  Scheibe  mit  dem  Mo- 
mentancentrum der  Bewegung  verbindet.  Mo. 


W.  Jansen.      Die  Kreiselbewegung.     Untersuchung  der 
Rotation  von  Körpern,  welche  in  einem  Punkte  oder 

gar   nicht  unterstützt   sind.     Berlin.    Friedr.  Luckhardt    Vl-h 
64  S.  gr.  8»  [Poskö  Z.  VI.  47-48], 

Der  Verf.  führt  von  der  bezüglichen  Litteratur  nur  Müller- 
Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik,  9.  Auflage,  und  einen  Aufsatz 
des  Hrn.  M.  Koppe  an:  „lieber  die  Bewegungen  des  Kreisels^ 
in  Poske  Z.  IV.  82.  Die  beschriebenen  Versuche  mit  dem  un- 
terstützten Kreisel  und  mit  frei  in  der  Luft  kreiselnden  geschoss- 
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artigen  Körpern  können  als  Bestätigungen  der  Theorie  der  Be- 
wegung rotirender  Körper  benutzt  werden;  die  Theorie  selbst 
folgt  jedoch  aus  den  allgemeinen  Gesetzen  der  Dynamik,  nicht 
aber  aus  derartigen  Versuchen,  die  vielleicht  die  Aufmerksam- 
keit auf  einzelne  Umstände  bei  der  Bewegung  lenken  können. 
Die  Abwesenheit  jeder  Bezugnahme  auf  so  einfache  Begriffe  wie 
Trägheitsmoment,  Deviationsmoment,  Hauptträgheitsaxen  scheint 
anzudeuten,  dass  die  Arbeit  ohne  RQcksicht  auf  diese  geläufigen 
Vorstellungen  durchgeführt  ist.  Lp. 


Hbr.     üeber  konische  Pendelungen.     Arch.  f.  Art  xcviii. 

471-479. 

Versuch  einer  elementaren  Begründung  fBr  die  konischen 
Pendelungen  der  aus  gezogenen  Feuerwaffen  gefeuerten  Lang- 
geschosse  während  des  Fluges.  Lp. 


Th.  Schwartzb.  Zur  Theorie  der  gyroskopischen  Be- 
wegung. Ezner  Rep.  XXVII.  10M08,  373-377. 
Der  Verfasser  glaubt,  einen  Unterschied  zwischen  dem 
Massenmittelpunkt  einer  homogenen  rotirenden  Kreisscheibe  und 
ihrem  ^^dynamischen  Schwerpunkte**  erkannt  und  bewiesen  zn 
haben,  und  meint  dadurch  alle  Schwierigkeiten,  die  bei  der 
gyroskopischen  Bewegung  Torkommen,  beseitigen  zu  können. 

Lp. 

F.  ScHOTTKY.     üeber  das  analytische  Problem  der  Ro- 
tation   eines    starren    Körpers    im    Räume    von     vier 

Dimensionen.    Berl.  Her.  1891.  227-232. 

Die  Bewegung  eines  starren  Körpers  im  Räume  von  n  Di- 
mensionen hängt  für  den  Fall,  dass  keine  Kräfte  wirken^  yon 
dem  Gleichungssysteme 

(Aa  +  Afi)  ^  =  iA,-Afi)^p,rPtir, 
-^  =  2:Paß^ß  («,/?,  y  =  1,  ...,  »), 


Paß  =   —Pß 


a 
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ab;  die  Aa  bedeuten  darin  positive  Gonstanten  Für  n  =  4 
lässt  sieh  dieses  System  mittels  Quadraturen  lösen.  Setzt  man 
AI  =  Hat  80  findet  man 

so  dass  k,  Ij  m  symmetrische  Functionen  von  A^j  ...,  A^  wer- 
den.   Durch  die  Substitution 

kdf  =  dtf,     Idt  =  d©,     mdt  =  du?,    (Aa  +  Aß)paß  =  qaß 
gehen  dann  jene  Differentialgleichungen  in 

(1)  ^?i2  =  (ai-ö,X9i,7«(ö4<'«'  +  ^«)  +  •••),  -, 

(2)  dx,    ^  9,,  x^  (a,  fl^  du  +  (a, +a J  dt?  +  d«?)  +  •  •  • 

über;  und  hierin  hat  man  ein  System  totaler  Differentialglei- 
chungen, auch  wenn  u,  t),  to  als  unabhängige  Veränderliche  auf- 
gefasst  werden.  Die  sechs  Gleichungen  (1)  nun  enthalten  nur 
fi,  o,  und  es  lassen  sich  für  sie  vier  Integrale  angeben,  die  in 
die  eine  Formel 

(-==%==  +  - — % — -V + (.)•+(•)'  =  i«  T%- 

vV(o-a,)(o— a.)      y{a—aXa-ay  i     "— «« 


zusammenzufassen  sind,  die  für  ein  willkürliches  a  gilt;  Q, ...,  C^ 
sind  dabei  f&nf  Constanten,  zwischen  denen  eine  Beziehung  be- 
steht. Damit  sind  die  Gleichungen  (1)  auf  Quadraturen  zurQck- 
ftthrbar;  betrachtet  man  hierauf  in  (2)  zunächst  w  allein  als 
Variable,  so  liegt  ein  System  linearer  Gleichungen  mit  constanten 
Coefficienten  vor: 

düß 

und  nach  Ansetzung  des  allgemeinen  Integrals  dieses  Systems 
gehören  zur  vollständigen  Bestimmung  von  a;^,  ...,  x^  wieder 
nur  Quadraturen.  Der  Weg,  um  die  paß  und  Xa  als  Functionen 
von  i  darzustellen,  ist  durch  eine  Arbeit  des  Hrn.  F.  Kötter 
Ober  die  Bewegung  eines  Ellipsoids  in  einer  Flüssigkeit  klar- 
gelegt. Mk. 
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DiBGO    OlLBRO.      Balistioa.     ri890,  Revae  d'Art.  XXXVIIL  81-88.] 


DE  Spabrb.     Le   mouvement  des   projectiles  dans   l'air. 

Bnix.  8.  BO.  XV  A.  55-200. 
De  TiLLT.      Rapport.    Ibid.  B.  60-66. 

Id  dem  ersten  Teile  dieser  Abhandlnng  sucht  der  Verf..  eine 
Gestalt  des  Gesetzes  des  Luftwiderstandes,  welche  fBr  alle  Ge- 
schwindigkeiten passt  und  es  ausserdem  gestattet,  die  Quadratu- 
ren, zu  welchen  die  Didion'sche  Vereinfachung  fQhrt,  in  endlichen 
Gliedern  und  in  elementaren  Functionen  durchzufahren.  Zu 
diesem  Zwecke  benutzt  er  geschickt  die  Eigenschaft  der  Aus- 
drucke von  der  Form  y(«,  y)d«,  wo  y"  =:  (x — a)*  +  6*,  sich 
genau  integriren  zu  lassen,  und  er  bestimmt  die  Function  q>  und 
die  Constanten  derart,  dass  das  analytische  Gesetz  mit  dem  des 
Experimentes  für  alle  Geschwindigkeiten  übereinkommt.  Er  ent- 
wickelt die  Rechnungen,  construirt  die  Tafel,  welche  in  der 
Praxis  zu  Ihrem  Ersatz  bestimmt  ist,  und  macht  Anwendung  tod 
ihr  auf  die  Bewegung  der  Projection  des  Schwerpunktes  auüdie 
Schussebene  in  einem  bestimmten  Falle  (ogivale  Geschosse,  äho- 
lich  denjenigen,  die  in  den  Versuchen  benutzt  sind,  welche  den 
Rechnungen  des  Obersten  Hojol  zu  Grunde  lagen). 

Der  zweite  Teil  ist  betitelt:  „Bewegung  des  Geschosses  um 
den  Schwerpunkt;  Ablenkung;  Wurfdauer.^  In  dem  Luftwider 
Stande  unterscheidet  der  Verf.  sorgfältig  den  dynamischen  Druck, 
proportional  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit,  aber  abhingi^ 
von  der  vorderen  Gestalt  des  Geschosses ;  einen  statischen  Druck 
nach  vorn,  der  mit  der  Geschwindigkeit  wächst  oder  constant 
ist;  einen  negativen  statischen  Druck  nach  hinten,  der  mit  zn- 
nehmender  Geschwindigkeit  abnimmt.  Im  §  I  erforscht  der  Verf 
die  Einwirkung  der  Luft  auf  ein  Element  der  Geschosswandnnf 
nach  den  auf  den  Ausfluss  der  FIflssigkeiten  bezüglichen  Formeln. 
Im  §11  wendet  er  die  gefundenen  Formeln  auf  die  Untersuchnn^ 
der  Einwirkung  der  Luft  auf  ein  Geschoss  von  ogivaler  Gesfstt 
an.  In  den  §§  III,  IV  und  V  ermittelt  er  die  Formeln  fbr  die 
Bewegung  der  Geschosse  um  den  Schwerpunkt,  teils  unter  Be- 
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nutzaog,  teile  unter  Vermeidung  der  elliptischen  Functionen. 
Der  §  VI  ist  der  Ablenkung  gewidmet,  die  nur  in  der  Hypothese 
eines  der  vierten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportionalen 
Widerstandes  untersucht  wird,  d.  h.  mit  Vermeidung  der  ellipti- 
schen Functionen.  Im  §  VII  zeigt  der  Verf.,  dass  die  Bewegung 
des  Geschosses  um  den  Schwerpunkt  auf  die  Schussweite  keinen 
nennenswerten  Einfluss  hat.  Endlich  wird  in  den  §§  VIII  und  IX 
die  Berechnung  der  Schussdauer  unter  Benutzung  der  genauen 
Widerstandsformel  durchgeführt  (die  zur  Verwendung  der  ellip- 
tischen Functionen  (tihrt),  und  dann  mit  HQlfe  der  einfacheren 
Hypothese  eines  der  vierten  Potenz  der  Geschwindigkeit  pro- 
portionalen Widerstandes,  was  praktisch  zu  gleichwertigen  Er- 
gebnissen fnbrt.^  Mn.  (Lp.) 

A.  6.  Orebnhill.  Trajectoire  d'un  projectile,  dans  le 
cas  oh  la  r^sistance  de  l'air  est  proportionnelle  au 
cube  de  la  vitesse.     Traduit  de  Tanglais  par  le  capi- 

taine   GosSOt.    Paris.  Bandoain  [1890,  Revue  d'Art.  XXXVII.  96-97]. 

Die  Originalarbeit  erschien  in  den  Proceedings  of  tbe  Royal 
Artillery  Institution.  Lp. 

£.   Valubr.      Note    compl^mentaire    sur    les    m^thodes 

actuelles   de   balistique.     Revue  d'Art.  XXXVII.  273-276. 

Nachtrag  zu  der  Arbeit,  über  welche  in  F.  d.  M.  XXII. 
1890.  929  berichtet  ist.  1.  Art  der  Bogeneinteilung.  2.  Berech- 
nung des  absteigenden  Bogens.    3.  Correction  der  Höhe. 

Lp. 

N.  V.  WüiCH.  Die  Berechnung  der  Schusstafeln  seitens 
des  Gusstahlfabrik  Friedr.  Krupp.     Mitt.  üb.  Art.  u.  Genie. 

XXII.  1-16. 

Die  Gussstahlfabrik  Friedr.  Krupp  hat  die  von  ihr  bei  An- 
lage von  Schusstafeln  angewandten  ballistischen  Httlfstabellen 
veröffentlicht  und  denselben  kurze  theoretische  Erläuterungen 
(von  Hm.  W.  Gross  verfasst)   vorausgeschickt.     Obgleich  jene 
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Tabellen  nur  fttr  Ogivalgeschosse  Erupp'scher  Grestalt  gelten, 
hielt  der  Verfasser  wegen  der  weiten  Verbreitung  dieser  Ge- 
schosse (anch  in  Oesterreicb)  es  fflr  keine  überflüssige  Mflhe, 
die  Formeln,  welche  der  Anlage  der  Krnpp'schen  HQlfstabellen 
als  Grundlage  gedient  haben,  unter  Festhaltnng  der  in  Oesterreich 
nach  dem  Vorgange  des  Verf.  üblichen  Bezeicbnangsweise  der 
ballistischen  Grössen  derart  zu  entwickeln,  dass  sich  die  Dar- 
legungen bequem  in  den  Rahmen  seiner  Vorträge  am  höheren 
Artillerie- Curse  und  seines  Lehrbuches  der  äusseren  Ballistik 
einfügen  lassen,  wo  er  die  der  Krupp'schen  Fabrik  als  Vorbild 
dienende  Siacci'sche  Lösung  des  ballistischen  Problems  bereits 
eingebend  erörtert  hatte.  Lp. 


Zaboudski.      Supplement   h,  la   Solution   des  probl^roes 

du   tir   COUrbe.      Beyne  d'Art.  XXXVIII.  45-56. 

Wiedergabe  der  Gedanken  und  besonders  der  Tabellen  der 
in  F.  d.  M.  XXII.  1890.  933  angezeigten  Schrift  des  Verfassers 
mit  einigen  kritischen  einleitenden  Bemerkungen.  Lp. 


N.  Sabüdsky.  Ueber  die  Winkelgeschwindigkeit  läng- 
licher Geschosse.  Journal  f.  d.  niss.  Artillerie  1891,  No.  1.  1-15. 
1  Pig.-Taf. 

F.  GossoT.     Solution  approch^e  du  probl^me  balistiqne 

pour  les   canons   de   la  marine.     Paris.  BaadoaiaetCie.[189a 
Revue  d'Art.  XXXVII.  294-295]. 


A.  Christl.      Ein    Beitrag    zum    indirecten  Schnss    der 

Feld- Artillerie.     Mitt.  fib.  Art  n.  Genie.  XXIF.  427-470. 

Zumeist    militär- technische    Erörterungen,    denen    zuweilen 
einige  theoretische  Ueberlegungen  beigemengt  sind.  Lp. 
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J.  A.  LoNGRiDGE.     The  artillery  of  the  fature  and  tbe 

new   powders.      LoDdon.  B.  and  F.  SpoD.   [Natare  XLV.  146-147]. 


D.  GoRJATSCHBFF.    Ueber  scheibenförmige  Wurfgeschosse. 

Arb.  d.  phys.  Beet.  d.  kais.  Ges.  der  Freande  der  Naturkande.  Moekao. 
Bd.  IV.  Heft  1.  16-21. 


Cell^ibier.      Sur  quelques   effets    des    tremblements    de 

terre.      Joarn.  de  Math.  (4)  VII.  271-352. 

Das  praktische  Problem,  das  dem  Verfasser  ursprünglich  vor- 
geschwebt bat,  betrifft  den  Einflass,  den  ein  Erdbeben,  das  die 
Grundmauern  trifft,  auf  die  über  der  Erde  befindlichen  Mauern 
ausüben  kann.  Die  vorliegende  Arbeit  ist  indessen  rein  mathe- 
matischen Inhalts.  Sie  behandelt  zunächst  die  Wirkung  von 
Stössen  auf  ein  einfaches  Pendel,  dann  auf  ein  zusammenge- 
setztes Pendel  und  endlich  auf  einen  elastischen  Körper.  Die 
Integration  der  bei  dem  letzten  Problem  auftretenden  Differen- 
tialgleichung und  die  Discussion  der  erhaltenen  Ergebnisse 
machen  sehr  umfangreiche  Hülfsuntersuchungen  notwendig.  Von 
der  Art  und  Weise  der  Behandlung  ist  es  nicht  möglich,  hier 
eine  Vorstellung  zu  geben,  da  sie  der  Rechnung  Schritt  für 
Schritt  eng  angepasst  ist.  Br. 


Ed.  Collignon.     Remarques  sur  le  travail  des  moteurs 

employ^S   aux   transportS.    Assoc.  Fran^.  Marseille  XX.  205-222. 

Zuerst  wird  eine  Formel  für  die  Strecken  aufgestellt,  die 
in  einer  gegebenen  Zeit  von  einem  Motor  zurückgelegt  werden, 
welcher  auf  einem  Wege  von  gegebener  Neigung  eine  Last  zieht, 
vorausgesetzt  dass  die  Arbeit  während  der  Zeiteinheit  constant 
ist.  Hieraus  leitet  der  Verf  die  reducirte  Länge  einer  mit  ver- 
schiedenen Unebenheiten  behafteten  Strasse  ab  hinsichtlich  der 
Zeit  beim  Durchlaufen  in  der  einen  Richtung  oder  in  der  ent- 
gegengesetzten oder  in  beiden  Richtungen,  ohne  Unterschied,  in 
welcher.    Daran  schliesst  sich  die  Aufgabe  des  brachistochronen 

Foruchr.  d.   Math.   XXIII.   3.  61 
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Weges  zwischen  zwei  auf  einer  Oberfläche  gegebenen  Punkten, 
sowie  die  Bedingung  dafür,  dass  der  directe  Uebergang  von 
einem  Punkte  nach  einem  anderen  immer  bergan  oder  bergab 
gehe;  die  Untersuchung  der  Linien  gleicher  Steigung  bei  einer 
Umdrehungsfl&che  mit  verticaler  Axe  nebst  Eingehen  auf  die 
Linien  gleicher  Steigung  bei  der 'Kugel,  den  Umdrehungs« 
Ellipsoiden  und  -Hyperboloiden  und  dem  Kreiskegel.  Es  folgt 
eine  Prüfung  des  Falles,  in  welchem  der  Widerstand  dem 
Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  ist  (schwimmende 
Fahrzeuge)  und  die  Ermittelung  der  Kohlenmenge,  die  ein 
Dampfer  braucht,  um  die  durch  die  Formel  0  =  KAL^/T*  be- 
stimmte Fahrt  zu  machen,  tlierin  bedeutet  Q  jene  Kohlenmenge, 
L  die  Weglänge  der  Fahrt,  T  die  Zeitdauer,  K  und  A  CoefGcieo- 
ten,  die  von  der  Gestalt  und  den  Abmessungen  des  Fahrzeugs, 
von  der  Wirkungsfähigkeit  der  Maschine  und  von  der  Beschaffen- 
heit  der  verbrauchten  Kohle  abhängen.  Lp. 


B.     Hydrodynamik. 
H.  Jewniuwicz.     AbrisB  der  Kinematik  der  FlUssigkeiteD. 

Przeglad  techniczny.  XXYIII.  94-102,  149-153,  173-177.  (Poloisch.) 


W.  H.  Besant.     Treatise  on  hydromechanics.     5^h  ed., 
revised.  Part  I:  Hydrostatics.    London.  260  s.  8«. 


W.  GosiEWSKi.      üeber    die   Natur    der    Bewegung    im 
Innern  eines  flUssigen  Elementes.     Krak.  Denkschr.   xviL 

135-142.  (Polnisch,  1890.) 

Sind  (aj,  y,  is),  (x\  y\  ä'),  («",  y",  »")  die  einem  flQasigen 
Elemente  zur  Zeit  l  angehörenden  Goordinaten ;  ff,  r,  «?  die  Com- 
ponenten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  (a?,  y,  ä), 
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r  =  y(x'-x"y+(3,'-y"y  +  i*'-z'% 

x'-x"  =  ar,    y'-y"  =  br,    s'-s"  =  er, 

±dr_ 
r  dt~*' 

dx         "      dy         »'      ds         " 

^4.^"'-9T        ^«'4.^''-9T        ^•'-L^''-9T 

9«       9io       „         dw      du  du      dv       „ 

80  erhalten  die  hydrodynamiBchen  Gleichungen  folgende  Form: 
^+«  =  fliV,  +  6(7;  +  c,,)  +  c(T,-iD,), 

§  +  6*  =  a(T,  -  CD.)  +  6iV,  +  c(T,  +  lü,), 

^  +  c*  =  a(T,  +  in,)  +  6(r,-«0,)  +  ciV„ 

«  =  a'N,  +  b'N,  +  c'iV,  +  26c  T,  +  2car,  +  2a6T,, 

Um  die  im  flQssigen  ElemeDte  während  der  Zeit  von  t  bis  !+<// 
stattfindenden  Veränderungen  zu  erforschen,  muss  man  für  drei 
Riehtungen  (a,  6,  c)  die  Grösse  $  und  die  Differentialquotienten 

,-,  -7-,  -^  bestimmen.    Dies  wird  für  solche  Richtungen  ausge- 
führt, die  folgenden  Bedingungen  Genüge  leisten: 

a(N,^s)  +  bT,+cT,  =0, 
ar,  +  6(JV,-«)  +  cT,  =0, 
aT,  +  6T,+<iV,-0  =  0. 

Die  Untersuchung  führt  zu  dem  Resultate:  „Es  giebt  zwei  Arten 
momentaner  Bewegung  im  Innern  eines  flüssigen  Elementes, 
nämlich  die  eine,  bei  der  das  Element  sich  in  drei  orthogonalen 
Richtungen  deformirt  und  gleichzeitig  um  die  einer  dieser  Rich- 
tungen parallele  Axe  rotirt;  die  zweite  aber,  bei  der  das  Ele- 
ment nur  in  drei  Richtungen,  mögen  sie  orthogonal  oder  schief 
gegen  einander  geneigt  sein,  deformirt  wird^.  Dn. 
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J.  McCowAN.     On  the  solitary  wave.    Phil.  Mag.  f5)  xxxii. 

45-58. 

Sir  G.  G.  Stokes.     Note  on  the  theory  of  the  solitary 

wave.     Phil.  Mag.  (5)  XXXII.  314-316. 

J.  McCowAN.      Note  supplemeutary   to  a  paper  on  the 

solitary    wave.      Phil.  Mag.  (5)  XXXII.  553-555. 

Indem  die  Möglichkeit  der  FortpflaDZung  einer  Einzelwelle 
ohne  Gestaltänderajig  und  mit  constanter  Geschwindigkeit  längs 
eines  geraden  Kanals  mit  rechteckigem  Querschnitte  angenommen 
wird,  untersucht  der  Verf.  die  Bewegung  mit  Hülfe  der  Voraas- 
setzung,  dass  sie  auf  eine  stetige  Bewegung  gebracht  wird,  in- 
dem man  ihr  eine  Geschwindigkeit,  gleich  und  entgegengesetzt 
derjenigen  der  Wellenfortpflanzung,  erteilt.  Ist  die  x-Axe  hori- 
zontal und  positiv  in  der  Richtung  der  Wellenfortpflanzung,  die 
2-Axe  vertical  nach  oben,  q>  das  Geschwindigkeits- Potential,  ip 
die  Stromfunction,  so  ist  ^  +  iq>  eine  Function  von  s-f  tx,  da  die 
Bewegung  ja  im  wesentlichen  rotationslos  ist.  In  grosser  Ent- 
fernung von  der  Welle  ist  die  Flüssigkeit  thatsächlich  in  Ruhe; 
daher  ist  für  die  stetige  Bewegung 

wo  U  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Welle  ist.  Zur 
Bestimmung  der  Gestalt  von  f(z-\'ix)  ist  zu  beachten,  dass,  da 
die  Welle  eine  einzelne  ist,  diese  Function  in  Bezug  auf  x  nicht 
periodisch  sein  darf.  Sie  muss  ferner  endlich  und  stetig  durch 
die  ganze  Flüssigkeit  sein  mit  Einschluss  der  Grenzflächen.  Für 
X  =  +00  muss  sie  verschwinden  oder  endlich  und  von  x  sowie 
von  z  unabhängig  sein;  auch  muss  sie,  wenn  V'  =  0  am  Boden 
ist,  eine  ungerade  Function  von  z-\-%x  sein.     Mithin: 


n=x 


fCü  +  ix)  =  2!  a2i.+itang^"+^iifi(j5  +  ta:)  (ms  <:  n). 

Eine  erste  Annäherung  erhält  man,   wenn  man  das  erste  Glied 
so  annimmt,  dass 

xff-\'i(p  =:  —  [7.(»-f  w:)-f  f/^.atang^m(a  +  tir); 
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folglich,  wenn  q  die  Geschwindigkeit  ist: 

»  _  m  L   ,    w*'ö' — 2ma(l  -fcosmACoshma;  \ 
'\  (cosniÄ  +  coshmaT)'  ) 

Ist  h  die  mittlere  Tiefe,  j;  die  Erhebung  der  Oberfläche  über 
den  mittleren  Spiegel,  so  ist  an  der  Oberfläche  tp+U.z  =  I/.17, 
und  die  Gleichung  der  Oberfläche  wird: 

__  a8inm(Ä4-'7) 

"~"  C08iii(Ä  +  i7)  +  coshmaj' 
und 

q^  =  t/'.{l— 2wj7COtgm(Ä+i7)  +  m'i7'(co8ec'm(Ä  +  i7) — 2/mo)). 

Entwickelt  man  und  vernachlässigt  die  Potenzen  höher  als  17', 
so  wird  die  Bedingung  für  die  freie  Oberfläche,  wo  q*=V*—2gTj, 
bis  zu  jener  Annäherung  erfüllt  sein,  wenn  mU^.Gotgmh  =  g  und 
3ma  =  2sin'mA.  Eine  stärkere  Annäherung  ergiebt  sich,  wenn 
man  3mü  =  2sin*m(Ä-t-f  17J  nimmt,  wo.iy^  von  derselben  Ord- 
nung wie  17  ist.  Da  ma  wesentlich  positiv  ist,  so  muss  die 
Welle  eine  Erhebungswelle  sein.  Die  nächsten  beiden  Abschnitte 
erörtern  den  Oberflächendruck  in  der  Annäherungstheorie  und 
die  Annäherungen  von  Boussinesq  und  Rayleigh.  Darauf  wird 
auf  die  Frage  eingegangen,  was  unter  der  Länge  der  Welle  zu 
verstehen  ist,  und  eine  Untersuchung  über  die  Wege  der  Massen- 
punkte, die  Energie  der  Welle  und  die  Grenzhöhe  der  Welle 
angestellt.  Nach  Scott  Russell's  Beobachtungen  überstürzte  sich 
die  Welle,  wenn  die  Erhebung  ungefähr  gleich  der  Tiefe  war-, 
der  Verf.  jedoch  meint,  dass  drei  Viertel  der  Tiefe  mit  seinen 
eigenen  Versuchen  besser  stimme.  Im  Schlussparagraphen  wer- 
den die  Ansichten  von  Sir  G.  G.  Stokes  kurz  besprochen.  Die 
zweite  der  in  der  Ueberschrift  genannten  Abhandlungen  bringt 
die  Entgegnung  von  Stokes  und  die  dritte  Note  die  Erwiderung 
des  Hrn.  McCowan.  Gbs.  (Lp.) 

A.  E.  H.  LovE.     Wave  motion  in  a  heterogeneous  heavy 

liquid.     Lond.  M.  S.  Proc.  XXII.  307-316. 

Der  Verfasser  stellt  zunächst  die  Differentialgleichungen  Hir 
die  parallel  zu  einer  verticalen  Ebene  vor  sich  gehende  Wellen- 
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bewegung  in  einer  Flüssigkeit  variabler  Dichtigkeit  aof  und 
vereinfacht  dann  dieselben  durch  die  Annahme,  dass  im  ange- 
störten  Zustande  die  Flächen  constanter  Dichtigkeit  Ebenen  sind, 
und  dass  die  Abweichungen  von  dem  ungestörten  Zustande  hin- 
reichend klein  bleiben,  um  höhere  Potenzen  zu  vernachldasigen. 
Im  folgenden  werden  die  gewonnenen  Gleichungen  integrirt. 

F.  K. 

A.  E.  H.  LovE.  On  tbe  theory  of  discontinuous  fluid 
motions  in  two  dimensions.  Cambr.  Proe.  vii.  175-20I. 
Der  Verfasser  stellt  eine  Abänderung  der  in  der  Arbeit  von 
Michell,  On  the  theory  of  free  stream  lines,  Phil.  Trans.  1890 
(F.  d.  H.  XXII.  1890.  947)  entwickelten  Methode  dar  und  löst 
mit  Hülfe  derselben  die  folgenden  Aufgaben:  1)  Ausfluss  eines 
FKlssigkeitsstrahls  aus  einem  Gefäss,  2)  Strömen  einer  Flfissig- 
keit  gegen  eine  Scheibe  mit  erhöhtem  Rand,  3)  schiefes  Auffallen 
eines  Strahls  auf  eine  endliche  Platte,  4)  Widerstand  eines  ebenen 
Hindernisses  in  einem  Kanal  von  endlicher  Weite,  5)  Vorbei- 
strömen der  Flüssigkeit,  an  einem  schief  vorspringenden  Damm. 

Ho. 

N.  JoüKOWSKY.  Bestimmung  der  Bewegung  einer  Flüs- 
sigkeit bei  irgend  einer  auf  einer  Stromlinie  gege- 
benen   Bedingung.    Phys.  Ges.  St.  Petersburg.  XXIII.  89-100. 


W.  BuRNSiDB.      On  a  case  of  Streaming  motion.      Meer 

(2)  XX.  144-145. 

Aehnlich  wie  bei  einer  einzigen  geradlinigen  Schranke  fiD> 
det  der  Verf.  bei  zwei  solchen,  die  sich  von  s  =  —1/**  bis  zu 
2  =  —  1  und  von  s  =  1  bis  zu  s  =  1/k^  erstrecken ,  dass  die 
strömende  Bewegung  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  (oder  von 
Elektricität)  hinter  den  zu  dem  Strome  senkrechten  Schranken 
gegeben  wird  durch 

wo  »  =  snii.  Lp, 
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H.  J.  Sharps.     On   liquid  jets   and  the  vena  contracta. 

Cambr.  Proc.  VII.  4-12,  111-119.  (1890.) 

H.  J.  SharpBs     On  liquid  jets  under  gravity.  Cambr.Proc. 

VII.  264-269.  (1891.) 

Verf.  behandelt  Beispiele  zweidimensionaler  Flttssigkeits- 
bewegnngen,  wobei  es  sich  um  Ausfluss  der  Flüssigkeit  aus  Ge- 
fassen  handelt;  ausserhalb  des  Gefässes  genügen  die  aufgestell- 
ten Stromfunetionen  den  für  den  FlQssigkeitsstrahl  erforderlichen 
Bedingungen  nur  näherungsweise.  Ho. 


V.  H.     Zur  Bestimmung  des  Ausflusscoefficienten. 

W.  Oestr.  Ing.  o.  Arch.  XV.  97-99.  (1890.) 

Die  Beziehung  zwischen  dem  Druck  und  der  Ausflussge- 
schwindigkeit wird  hergestellt,  indem  der  Boden  des  Gefässes 
in  drei  Regionen  eingeteilt  wird,  nämlich  in  die  Oeffnung,  die 
Umgegend  der  Oeffnung,  in  welcher  der  Druck  noch  von  der 
Bewegung  der  Flüssigkeit  abhängt,  und  den  übrigen  Teil,  in 
welchem  die  Geschwindigkeit  so  gering  ist,  dass  dort  der  hydro- 
statische Druck  herrschen  würde.  Der  durchschnittliche  Wert 
des  Druckes  in  der  mittleren  Region  wird  ein  Bruchteil  f  des 
hydrostatischen  Druckes  für  die  Mitte  der  Oeffnung  sein;  ferner 
möge  K—l  das  Flächenverhältnis  der  mittleren  Region  zur 
Oeffnung  darstellen.  Dann  erhält  man  für  den  Ausflusscoefficien- 
ten den  Ausdruck 

m  =  ÜK+f-Kf)^ 
Um  den  Zusammenhang  zwischen  K  und  f  zu   finden,    werden 
einige  Annahmen  gemacht,  die  uns,  wie  einige  Punkte  der  vor- 
hergehenden Entwickelung,   nicht  ganz  unanfechtbar  erscheinen. 

F.  K. 

J.  BoussiNESQ.  Sur  la  mani&re  dont  les  vitesses,  dans 
un  tube  cylindrique  de  section  circulaire,  ^vas^  ä  son 
entr^e,  se  distribuent  depuis  cette  entr^e  jusqu'aux 
endroits    oü    se    trouve    ^tabli    un    regime    uniforme. 

C.  R.  OXIII.  9-15. 
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J.  BoussiNESQ.  Caicul  de  la  moiodre  longoeur  que  doit 
avoir  an  tnbe  circulaire,  6vr&6  k  eon  entr^,  pour 
qu'nn  regime  sensiblement  nniforme  s'y  dtablisse,  et 
de  la  d^pense  de  Charge  qa'y  entraine  l'^tablissement 
de  C6  regime.    G.  B.  GXlll.  49-52. 

Bei  gleichmässiger  Bewegung  in  einer  Röhre  herrscht  im 
Abstände  r  von  der  Axe  eine  Geschwindigkeit,  deren  Verhältnis 
zur  mittleren  Geschwindigkeit 

ist,  wo  A  den  Radius  der  Röhre  bezeichnet. 

Wenn  die  Flüssigkeit  durch  einen  gut  erweiterten  Ansatz 
in  die  Rohre  eintritt,  so  wird  jene  Beziehung  nicht  von  Anfang 
an  gelten,  sondern  es  wird  zuerst  die  Geschwindigkeit  constaDt 
sein,  und  erst  allmählich  nähert  sich  das  Geschwindigkeitsver- 
hältnis  jenem  Werte.  Setzt  man  nun  das  Verhältnis  der  Ge- 
schwindigkeit zur  mittleren  Geschwindigkeit  gleich  q>-\-€o^  so  is^t 
fttr  den  Anfang  der  Röhre,  d.  h.  för  (1)  a?  =  0,  w  =  2r  — 1,  wo 
r  gleich  r'/Ä'  gesetzt  ist;  für  (2)  a;  =  oo  wird  lo  =  0.   (3)  Für  r  =0 

ist   ferner  r  ^—  =  0,  und  (4)  für  r  =  1  endlich 

Weiter  hat  man  für  t  ->.—  eine  Diflferentialgleichung  als  Funetit'o 

von  X  und  r,  welche  genau  mit  derjenigen  der  Wärmebewegun^ 
in  einem  Stabe  übereinstimmt.  Der  Verfasser  betrachtet  zunä€h^t 
eine  particuläre  Lösung  von  der  Form  c-'*v(r);  die  FunetioL 
tf}(f)  ist  durch  die  Differentialgleichung  und  durch  die  Bedingur.; 
(3)  bestimmt.  Die  Bedingung  (4)  liefert  eine  Gleichung  zur  Be- 
stimmung von  k.    Jeder  Lösung  dieser  Gleichung  entspricht  daoc 

eine  particuläre  Lösung  für  r  -^—  •      Hieraus    erhält    man    m:^ 

Rücksicht  auf  &>  =  0  für  r  =  1  eine  particuläre  Lösung  fir 
u}  selbst    Durch  additive  Zusammenfügung  erhält  man  dann  eine 


/ 
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Lösung,  welche  alle  Bedingungen  mit  Ausnahme  der  ersten  er- 
füllt. Will  man  sich  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern 
begnügen,  so  hat  man  die  Coefficienten  in  dem  so  gewonnenen 
Ausdruck  w  so  zu  bestimmen,  dass  für  x  gleich  Null  das  Integral 

(cy_2r+l)'(ir 
ü 

ein  Minimum  werde.  Nach  dem  endlichen  Resultate  genügt  es, 
allein  das  zur  kleinsten  Wurzel  gehörende  Integral  beizubehalten; 
die  entsprechende  Lösung  der  Gleichung  fttr  o}  wird  angegeben. 
In  der  zweiten  Abhandlung  wird  derjenige  Wert  von  x  er- 
mittelt, für  welchen  co  einem  vorgegebenen  kleinen  Betrage 
gleichkommt,  und  damit  eine  untere  Grenze  für  die  Länge  der 
Rohre  gewonnen,  welche  erforderlich  ist,  damit  ein  permanenter 
Zustand  sich  herausbilde.  Ferner  wird  der  Druckverlust  be- 
stimmt, welcher  mit  dem  Eintritte  des  permanenten  Zustandes 
verbunden  ist.  F.  K. 


Andrade.  Sur  le  mouvement  d'un  vortex  rectiligne 
dans  un  liquide  contenu  dans  uu  prisme  rectangle  de 
longueur  indöfinie.    C.  R.  CXII.  4ie-42i. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  der  Lösung,  welche  Hr.  Greenhill 
für  das  im  Titel  bezeichnete  Problem  gegeben  hat;  er  formt  die 
betreffenden  Gleichungen,  in  welchen  elliptische  Functionen  auf- 
treten,   durch    Einführung   der  Weierstrass'schen  Function   fp(u) 
etwas  um  und  giebt  dann  einen  Integralausdruck  fQr  die  Zeit, 
^vvelche  der  Wirbel   gebraucht,    um  seine  geschlossene  Bahn  zu 
durchlaufen.     Es    werden   die    Werte    berechnet,    welchen   sich 
dieser  Ausdruck  nähert,  wenn  der  Wirbel  der  Axe  des  Prismas 
unendlich  nahe  kommt,  und  wenn  der  Wirbel  sehr  stark  excen- 
trisch  ist.    Zum  Schlüsse  wird  der  Bewegungszustand  der  Flüssig- 
keit für  den  Fall  eines  centralen  Wirbels  erörtert. 

__^ F.  K. 

J.    BucHANAN.      The  oscillations  of  a  spheroid  in  a  vis- 

C0U8    liquid.     Lond.  M.  S.  Proc.  XXII.  181-214. 
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Zwei  Arten   von  Schwingungen   eines  Botations-EUipsoides 
in  einer  reibenden  FlQssigkeit  werden    behandelt,    nämlich    die 
Torsionsschwingungen   um   die  Axe   und   die  Schwingungen    in 
Richtung  der  Axe.    Bei  beiden  kann  angenommen  werden,  dass 
die  Bewegung   an   irgend  einer  Stelle  in  der  Flüssigkeit  unab- 
hängig von  dem  Winkel  ist,    den  die  Meridianebene  mit  einer 
festen  Axenebene   einschliesst.    Im   ersten  Falle   bewegen   sich 
die  einzelnen  Teile  der  Flüssigkeit  in  Kreisbahnen  um  die  Axe 
des  EUipsoides,  im  zweiten  Falle  bewegt  sich  jedes  Teilchen  in 
einer  Meridianebene.    Der  Verfasser  geht  von  particulären  Inte- 
gralen  der  betreffenden  Differentialgleichungen  aus;  das  Integral 
zerfällt  in  ein  Product  von  drei  Functionen  je  einer  Veränder- 
lichen.    Der  erste  dieser  Factoren  ist  eine  Exponentialfunction, 
während  jeder  der  beiden  anderen  Factoren  eine  durch  Kugel- 
functionen  darstellbare  Function  der  beiden  elliptischen  Coordi- 
naten  ist  F.  K. 


W.  Voigt.     Beiträge  zur  Hydrodynamik  I  u.  II.      Gott 

Nachr.  1891.  37-84. 

In  der  ersten  Abhandlung  behandelt  der  Verfasser  nach 
einander  zwei  verschiedene  Aufgaben  der  Hydrodynamik.  Zu- 
nächst kommt  das  Problem  der  pulsirenden  Kugeln  zur  Be- 
handlung. 

Setzt  man  das  Geschwindigkeitspotential 

A         2nt 
(p  =  — cos-^-, 

so  erhält  die  Geschwindigkeit  radiale  Richtung,  und  demnach 
ist  die  Lage  eines  Flüssigkeitsteilchens  bestimmt  durch  die 
Differentialgleichung 

dr  _^  dq>  _^       A         2nl 
deren  Integral  die  Gleichung 


r 
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ist,  oder,  wenn  AT  klein  gegen  r,  ist: 


AT     .    2nt 


'  =  '••-^^ST*'"-?- 


HaD   kann   also    die  Bewegung   der  Flüssigkeit   sich  durch  die 
Pulsation  einer  Kugel  nach  dem  Gesetz 

Q  =  ft  — asin-=r- 

bervorgebracht  denken. 

Es  bestehe  nun  das  Potential    aus   einer  Summe  von  Aus- 
drücken der  obigen  Form: 

A    .    ^  A^\        2nt 

cos 


T 

Es  sei  jetzt  p'^  ein  Punkt  in  der  Nähe  des  Punktes  p^,  von 
welchem  aus  die  Entfernung  r  gerechnet  wird,  d  ihre  beider- 
seitige Entfernung,  q  die  Entfernung  des  beweglichen  Punktes 
von  Po  und  endlich  xfj  der  Winkel,  welchen  q  und  d  mit  ein- 
ander einschliessen ;  dann  ist 

r'  =  ^'+<''-2^dco8i//. 
Ebenso  erhält  man 

ri  =  Q'  +  E]i--2E,QQ0»tpH, 

Ist  g  grösser  als  d,  aber  kleiner  als  die  £a,  so  erhält  man 
Für  die  Geschwindigkeit  in  Richtung  von  q  erhält  man  also: 

d(p  A\f   ^      X     2dG08Xp        N    ,    ^.      COSI//AÄ  271/ 

Ist  Q  klein  gegen  die  Eh  und  gross  gegen  d,  so  können  die 
nicht  hingeschriebenen  Glieder  vernachlässigt  werden.  Nennt 
man  a,  ß,  y  die  Richtungscosinus  von  ^,  diejenigen  von  Ek  aber 
ofA,  /?A,  y*  und  die  Projectionen  von  d  auf  die  Axen  |,  17,  ^,  so 
kann  man  $,  17,  ^  so  wählen,  dass  für  ein  bestimmtes  ^,  welches 

durch  Q  bezeichnet  werden  soll,  die  Beziehungen  gelten: 
2A^  —  ^  ^hOh .      2Af]    _  ^  Ahßh        2A};  ___   y  Ahyh^ 


Ei   '       ö'  El   '3»  -El 
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Für  dieses  q  ist  dann  auch 


und  demnach 


Q 


dop  A         2nt 

—  cos  -: 


dg  ^»    ^^    T   ' 

d.  h.  die  radiale  Geschwindigkeit  ist  dann  bis  auf  Glieder  Ton 

der  Ordnung  — ^  resp.  |^  unabhängig  von  der  Richtung  g. 

Der  Verfasser  zeigt  nun,  dass  die  Bewegung  der  Palsatioo 
einer  Kugel  mit  dem  Punkte  p'^  als  Mittelpunkt  entspricht,  be- 
rechnet alsdann  den  Druck,  welchen  die  Flüssigkeit  auf  die  in 
Frage  stehende  Kugel  ausübt,  und  gelangt  so  zu  einem  Ausdrucke 
für  die  Kräfte,  welche  die  Kugeln  scheinbar  auf  einander  aas- 
üben. Im  Anschluss  hieran  wird  das  entsprechende  Problem  ffir 
ein  Gebiet  von  zwei  Dimensionen,  d.  h.  f&r  isochron  pulsirende 
Cylinder,  behandelt. 

Das  zweite  Capitel  giebt  eine  Darstellung  der  stehenden 
Wellen  in  einem  Strome  als  Beispiel  ftlr  die  Kirchhoff'sche 
Theorie  der  Flüssigkeitsstrahlen.  Sind  x^  y  die  Coordinaten,  k,  r 
die  Geschwindigkeitscomponenten,  endlich  9  das  Potential  und  ^i 
die  Stromfunction,  so  ist  %  =  x-\-%y  eine  Function  von  co  =  ip\itp. 

und  die  Ableitung  -z—  =  ^  =  §4-11^  steht  zu  den  Componenten 

der  Geschwindigkeit  in  der  Beziehung: 


Wird  nun  durch 

f  =  F{w\    resp.    w  =  f(C) 

eine  Abbildung  bestimmt,  bei  welcher  einer  Geraden  xfß  =^  C  ein 
Kreis  1'+'?*  =  ^^  entspricht,  so  ist  durch 


9  =    Ad«  =  fF^w)dw 


das  Potential  einer  Flüssigkeitsbewegung  bestimmt,   bei  welcher 
der  durch  rp  =  C  bestimmten  Stromlinie  eine  freie  Grenze  ett- 


aco8y6(cV'* — 6-V*)  =  ^^  ,  j.^,  ,    ,, 
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spricht.    Setzt  man 

2»a8in(cö6)  =  — 7-|»     oder     ?  =  c ttip — .   x  /.. 
80  ist 

and  man  sieht,  dass  hier  der  Linie  ^  =  0  der  Kreis  ^'-f*  i?'  =  <^* 
entspricht.    Es  wird 

oder 

2  Asing>6 


[2         ^  Äsmopö  ,      1 


_     [J^      (l -hh+2ae-V^^  cos  q>hy  +  4a^e-'^V^  sin'Cyft)  1 

wo  Ä  =  |/1  +  4  a'  Bein  soll. 

Einem   constanten  Werte   von  tp   entspricht   also    eine  aus 

congruenten  Teilen  zusammengesetzte  Linie,  von  denen  ein  ein- 

2n 
zelner  durch  die  Werte  von  q>  zwischen  Null  und  -r-    bestimmt 

'^  o 

ist.     Für  die  freie  Grenze,  d.  h.  für  i^  =  0,  wird 

2 


X  =  —  c 


kb 


arc  tang  (k  tang  96)  -f  q>\ , 


_^     (A+l)(fe  +  2acos(y6)) 
^  "^  Ä6     (Ä~l)(&-2acos(y6))  * 

Für  den  Fall,  dass  Kräfte  wirken,  verliert  die  EirchhoiTsche 
Methode  im  allgemeinen  ihre  Anwendbarkeit  wegen  der  com- 
plicirten  Form  der  Bedingung  für  die  freien  Grenzen.  Im  Falle 
der  Schwere  wird  diese  Grenzbedingung 

F'  =  C-2gy 

oder,  wenn  V^  die  Geschwindigkeit  für  y  =  0  ist, 

F'  =  FJ  -  igy     oder     ^  =   V\^2gy' 
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Darf  man  ~  vernachlässigen,  bo  erhält  man 


y. 


pi  —  pi  V*  +  yrj  —  «»  +  "  sf 


oder 


5"  +  i7"  =  «'+y^(/cdai). 


Es  lassen  sich  nun  AusdrQcke  F^w)  erraten,  welche  fbr  ein 
constantes  i/i,  dessen  Wert  gleich  Null  gesetzt  werden  darf, 
dieser  Gleichung  genQgen.    Ein  solcher  ist 

derselbe  führt  auf  die  Gleichung 

X  =  tpa e^  sincg),     y  =z  atfß e^ cosc^. 

Die  Stromlinien  sind  also  Trochoiden.  Femer  giebt  der  Ver- 
fasser ein  Näherungsverfahren  f&r  die  Bestimmung  gewisser 
FlQssigkeitsbewegungen  unter  Einfluss  äusserer  Kräfte,  welche 
ein  Potential  besitzen.  Es  wird  zunächst  die  Gestalt  der  freien 
Oberfläche  bestimmt  für  den  Fall,  dass  Gleichgewicht  herrschen 
wQrde.  Dann  wird  eine  zweite  Näherung  gefunden,  indem  man 
das  Geschwindigkeitspotential  g>^  fQr  eine  Flassigkeitsbewegung 
bestimmt,  bei  welcher  die  vorerwähnte  Grenzfläche  durch  eine  feste 
Wand  erzwungen  wird.  Dann  wird  aus  der  bekannten  Bedingung 
die  Gleichung  der  Fläche  ermittelt,  welche  bei  dieser  Bewegung  eine 
freie  Grenze  sein  könnte.  Ist  diese  Grenze  ermittelt,  so  denb 
man  sich  dieselbe  wieder  durch  eine  feste  Wand  ersetzt  und  be- 
stimmt dann  das  zugehörige  Geschwindigkeitspotential  7,  -f  7.. 
Indem  man  dann  wieder  die  Bedingung  für  die  freien  Grenies 
ansetzt,  erhält  man  die  Gleichung  für  die  Oberfläche  in  dritte: 
Näherung.  Der  Verfasser  wendet  dieses  Verfahren,  welche? 
natürlich  auch  weiter  fortgesetzt  werden  kann,  auf  den  Fall  aa. 
dass  unter  dem  Spiegel  einer  schweren  Flüssigkeit  von  unend- 
licher Tiefe  in  der  Entfernung  a  von  der  Oberfläche  sich  eine  der 
letzteren  parallele  linienförmige  Quelle  befindet,  und  ferner,  das? 
in  gleichen  Abständen  unendlich  viele  solcher  Quellen  yorhandei 
sind. 


i 
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Im  vierten  Abschnitt  werden  alle  stationären  Bewegungen 
aufgesucht,  welche  nur  von  zwei  Coordinaten  abhängen.  Die 
Resultate  dieses  Abschnitts  muss  Referent  als  unzutreffend  be- 
zeichnen.   Herr  Voigt  folgert  nämlich  aus  der  Gleichung 

"■•(0"+(|)l+"'(S+f)+^'=». 

in  welcher  w  eine  Function  von  t  allein  und  w\  w"  ihre  beiden 
ersten  Ableitungen  nach  t  sind,  dass  sowohl  (3-)  +  (^y  *'® 
7^  "ä  +  ^"T  Functionen  von  r  allein  sein  müssen. 

Ini  fünften  Abschnitt  behandelt  der  Verfasser  Flüssigkeits- 
bewegungen,  welche  im  Innern  eines  EUipsoids  vor  sich  gehen. 

Sollen  die  Geschwindigkeiten  lineare  Functionen  der  Coor- 
dinaten sein: 

so  muss  wegen  der  Incompressibilität 
sein.     Für  die  Punkte  des  EUipsoids  muss 


sein;  das  giebt: 


oder 


und 


a'  +  6'  +  c'  "  ^ 


999 


^Xt    =    Ö99    =    ^89      =     0 


0  c  c  a  a         o 


Die    Componenten   der  Wirbelgeschwindigkeit   sind    reine  Func- 
tionen der  Zeit.    Es  ist  nämlich: 
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^^       dw       dv 

^  du       dw 

^  o        dv       du 

Durch  diese  aosgedrttckt,  werden  die  Coefficienten : 

2c'|  2a'i7  26»? 


ö-  a     —  »    «     .  «    •  öl  •      "—  «     •  «1  *•* ,       — 


_        26'g  _        2c'iy  _        2a*C 

Nun  sind  aber  die  Ableitungen  von  $,  i},  ^: 

d§       ,dn         du         du  2a'(6'-0 


dt        ""  dx  '   '  dy    '  ^  dz        '^  (c'+a'Xa"+6') 
rf?        .e«>  .      dw  ,  y,dw       .        2c'(a'~6») 

:77=  s^^+jy^r  +  S  o„  =  5^ 


dl        ""dx   '  '  dy   '  ""  dz       =»' (6»+c»)(c'+«») 

Man    hat  also    Gleichungen,    deren  Aehnlicbkeit  mit  denen  fSr 
die  Rotation  eines  starren  Körpers  in  die  Augen  springt 

Die  Bestimmung  der  Stromlinien,  welche  sich  von  dem  oben 
angedeuteten  Gesichtspunkte  aus  tibrigens  leicht  bewerkstelligen 
lässt,  wird  allgemein  nicht  durchgeführt;  vielmehr  beschränkt  sieb 
der  Verfasser  auf  den  Fall  eines  Rotationsellipsoids.        F.  E. 


H.  WiLLOTTE.     Etüde  sur  Temploi  des  percussions  dans 
la  thöorie  du  mouvement  d'un  solide  plongc  dans  nn 

fluide.     Journ.  de  Math.  (4)  VII.  399-431. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  den  Formeln  fBr  den  Stos$ 
zweier  Körper,  indem  er  die  Componenten  der  Schwerpunkts- 
geschwindigkeit und  die  Componenten  der  Rotationsgeschwindi^- 
keit  durch  die  Kraft  ausdrückt,  welche  die  Körper  während  des 
Stosses   auf  einander  ausüben.     Die  Richtung  derselben    ist  be- 


i 
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kannt,  ihre  Grösse  wird  durch  die  Bediogung  bestimmt,  dass 
die  lebendige  Kraft  erhalten  bleibt. 

Dann  wird  angenommen,  dass  die  eine  Masse  eine  unendlich 
kleine  kugelförmige  Masse  sei,  und  die  Aenderung  berechnet, 
welche  die  lebendige  Kraft  der  endlichen  Masse  durch  einen 
Zusammenstoss  mit  der  kleinen  Masse  erf&hrt. 

Der  Verfasser  berechnet  dann  die  Anzahl  der  Stösse,  welche 
ein  Oberflächenelement  einer  Masse  in  einem  Medium  erfährt,  das 
aus  solchen  unendlich  kleinen  Massen  gebildet  wird,  welche  sich 
gegenseitig  nicht  beeinflussen,  und  stellt  schliesslich  Betrachtungen 
über  die  Aenderungen  an,  welche  die  Bewegung  und  namentlich 
die  lebendige  Kraft  hierbei  erfahren.  F.  K. 


F.  KöTTER.     üeber  die  Bewegung  eines  festen  Körpers 

in   einer   Flüssigkeit.      Berl.  Ber.  1891.  47-56;  J.  für  Math.  OIX. 
51-81,  89  -  111. 

Bewegt  sich  ein  fester  Körper,  auf  den  keine  äusseren  Kräfte 
wirken,  in  einer  incompressiblen,  reibungslosen  Flüssigkeit,  deren 
Gebiet  einfach  zusammenhängend  ist  und  sich  nach  allen  Seiten 
ins  Unendliche  erstreckt;  ist  ferner  der  Anfangszustand   wirbel- 
frei, und  ruht  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen;    besitzen  endlich 
die  auf  die  Flüssigkeit  wirkenden  äusseren  Kräfte  ein  Potential; 
so  lassen  sich  mittels  des  Hamiiton'schen  Princips  die  Differential- 
gleichungen,   Yon    denen    die  Bewegung    des  Körpers    abhängt, 
aufstellen,   ohne   dass  der  eigentlich  hydrodynamische  Teil  des 
Problems  gelöst  zu  werden  braucht.     Einfache  Fälle    derartiger 
Bewegungen  sind  zuerst  von  Thomson  und  Tait  (Handbuch  der 
theoretischen  Physik,    deutsche  Uebersetzung,    1.  Aufl.    1871,    I 
§331-332)   behandelt.     Ferner  hat  Kirchhoflf  [J.  für  M.  LXXI, 
F.  d.  M.  II.  1869-1870.  731;  vgl.  KirchhoflF's  Mechanik,  Vorl.  19] 
jene  Gleichungen  für  den  Fall  eines  Rotationskörpers,    auf  den 
keine  äusseren  Kräfte  wirken,  integrirt.     Zugleich  hat  Kirchhoff 
den  allgemeinen  Gleichungen  eine  sehr  elegante  Form  gegeben. 
Ourch  eine  Transformation  der  Kirchhoff'schen  Gleichungen  ge- 
lang es  sodann  Clebsch  [Math.  Ann.  III.,  F.  d.  M.  IL  1869-1870. 
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733],  drei  neue  integrable  Fälle  des  in  Rede  stehenden  Problems 
zu  finden,  von  denen  einer  eine  direete  Erweiterung  des  Kirch- 
hoff'schen  Falles  ist,   während  von  den  beiden  übrigen  der  eine 
in    dem   letzten   als  Specialfall   enthalten  ist.     Auch  in  diesem 
allgemeinsten  Falle  wirken  auf  den  Körper  keine  äusseren  KräAe. 
Clebsch  hat  die  Aufgabe  nur  soweit  verfolgt,    dass  er  die 
Lösung  auf  Quadraturen  zurUckftlhrte.    Später  hat  Herr  Weber 
[Math.  Ann.   XIV,   F.  d.  M.  X.   1878.  643]   unter   der   Voraus- 
setzung,  dass   der   den  Körper   in  Bewegung   setzende  Impuls 
sich  auf  eine  Einzelkraft  reducirt,  sämtliche  fBr  die  Bewegung 
in  dem  allgemeinsten  Glebsch'schen  Falle  in  Betracht   kommen- 
den Grössen   durch  Thetafunctionen   zweier  Veränderlichen  dar- 
gestellt, deren  Argumente  lineare  Functionen  der  Zeit  sind«    E^ 
war  dies  ein  Resultat,   das  sich  aus  den  Glebsch'schen  FormelD 
nicht   ohne   weiteres   ableiten    Hess.    Sagt   doch  Clebsch  selbst, 
dass  die  Umformung  seines    fünften  Integrals   (das  Integral  f9r 
die  Zeit  hat  er  nicht  explicit  aufgestellt)  mit  grossen  Schwierig- 
keiten verknüpft  zu  sein  scheine. 

Für  den  complicirteren  Fall,  wo  das  impulsive  Kraftsystem 
aus  einer  Einzelkraft  und  einem  Kräftepaar  besteht,  stand  eine 
der  Weber'schen  analoge  Darstellung  bisher  noch  aus.  Diese 
Lücke  wird  durch  die  vorliegenden  Arbeiten,  deren  erste  nur 
ein  Auszug  aus  der  ausführlicheren  zweiten  ist,  ausgefüllt;  und 
damit  erst  kann  das  allgemeine  Glebsch'sche  Problem  als  völlig 
durchgeführt  angesehen  werden.  Bemerkenswert  ist,  dass  auch 
hier  zur  Darstellung  der  Bewegung  nur  Thetafunctionen  zweier 
Veränderlichen  erforderlich  sind. 

Um  den  Gedankengang  des  Herrn  Kötter  zu  verstehen,  ist 
es  notwendig,  auf  das  Clebsch'sche  Problem  näher  einzugehen. 
Bei  demselben  wird  angenommen,  dass  die  Oestalt  und  Massen- 
verteilung des  sich  bewegenden  Körpers,  auf  den  keine  äusseren 
Kräfte  wirken,  eine  derartige  ist,  dass  die  lebendige  Kraft  T 
desselben  sich  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

(1)     2r  =  ^-ff:+^Vf!-i-|:+rL 

«1    «>    ö«    ^1    ^    ^ 

darstellen  lässt,  mit  der  beschränkenden  Nebenbedingang,    dass 
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zwischen  den  Constanten  die  Gleichung 

besteht.  Darin  sind  u,  v,  u>  die  Geschwindigkeitscomponenten 
2,  F,  Z  des  Anfangspunktes  0  eines  im  Körper  festen  Coordinaten- 
Systems  in  Bezug  auf  diese  Axen;  p,  9,  r  sind  die  Rotationsge- 
schwindigkeiten des  Körpers  nach  denselben  Axen.  Für  die 
obige  Form  von  T  haben  die  sechs  zwischen  u,  0,  tr,  p,  f,  r  be- 
stehenden Differentialgleichungen  (Ober  diese  vergl.  Kirchhoff's 
Mechanik,  Vorl.  19,  §  2)  ausser  den  drei  Integralen,  die  man 
von  vorne  herein  kennt,  noch  ein  viertes  von  der  Form:  eine 
quadratische  Function  von  u,  0,  tr,  p,  9,  r  ist  gleich  einer  Con- 
stante.  Ein  fünftes  Integral,  das  aber  im  folgenden  keine 
Rolle  spielt,  findet  Clebsch  durch  das  Princip  des  letzten  Multi- 
plicators.  Das  erwähnte  vierte  Integral  ermittelt  Clebsch,  indem 
er  an  Stelle  der  ti,  v,  tr,  p,  9,  r  die  folgenden  Unbekannten  ein- 
führt: 


(3) 


"^^  "   du  '    ""'  '^    dv  '    ""'  ^  dw' 
dT  dT  dT 


dp'     ^'   '^    dq'     ^*  dr 

(Es  sind  dies  die  Gomponenten  und  Drehungsmomente  des  Im- 
pulses, der  die  momentane  Bewegung  hervorbringen  würde,  be- 
züglich der  im  Körper  festen  Axen.)  Dadurch  nehmen  die  von 
Kirchhoff  aufgestellten  Bewegungsgleichungen  die  Form  an: 

dm  fitj 

C4)         -^  =  b,y,'>^,—b,y,x„    -^  =  y,y,(fr,-6,)+«,x.(o,-o,), 

zu  denen  noch  vier  andere  kommen,  die  aus  den  hingeschriebe- 
nen durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  hervorgehen. 
Vier  Integrale  dieser  Gleicbfungen  sind 

a>\  +  xl+x\  =  r, 

a,x\i-a,x\  +  a^x\+b,yl+b,yl  +  b,y\  =  L, 
-(o,o,a!j+o,o.a5j+o,a,a!j)+6,a,yJ+6,o,y',+6,a,y»  =  L^. 

Das  vierte  Integral  ist  das  von  Clebsch  gefundene;  dasselbe  er- 
g'iebt  sich  mittels  der  Relation  (2).    J  ist  die  Einzelkraft  des 
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den  Körper  in  Bewegung  setzenden  Impulses,  Jj  das  Drehungs- 
moment  des  Kräftepaares  jenes  Impulses. 

An  diese  Resultate,  die  er  in  selbständiger  Darstellang  re- 
producirt,  knöpft  Herr  Kötter  seine  eigenen  Erörterungen  an. 
Die  erste  Aufgabe  besteht  darin,  die  sechs  Grössen  ^,,  ..-,^3, 
zwischen  denen  die  vier  Gleichungen  (5)  bestehen,  durch  zwei 
neue  Grössen  auszudrucken.  Es  gentlgt,  die  Aufgabe  fQr  den 
Specialfall  6^  =  6,  =  6,  zu  lösen,  da  sich  der  allgemeine  Fall 
durch  Einfahrung  neuer  Gonstanten  an  Stelle  der  a,  b  auf 
jenen  Specialfall  zurückführen  lässt.  Unter  der  Voraussetzung 
6j  =5,  =6, =1  werden  nun  an  Stelle  der  Grössen  ar«,  y^  (o  =  1, 2, 3) 
die  folgenden  linearen  Verbindungen  derselben  betrachtet: 


(6) 


=  j^cV^.— °.)(*i-''iX«.-fl.) 


:  V(«5-o,)(»,-a,)(»,— 0,) 


t  -J-i--— - 


) 


(V*,- 


Darin  ist 


Die  oberen  Zeichen  beziehen  sich  auf  |,  die  unteren  auf  17. 
Die  durch  (6)  definirten  Grössen  ^,  fj  genügen  nun  folgenden 
drei  Gleichungen: 

2^1+Snl  =  0, 

I^a^la    =    0, 


(7) 


(a  =  1,  2,  3) 


WO 


(7») 


d,.  = 


'a 


ist.    Id  Folge  der  Gleichungen  (7)  lassen  sich  die  sechs  Grössen 
lai  ija  als  Producte  eines  allen  gemeinsamen  Factors  S  nnd   je 
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einer  hyperelliptischen  Function  des  Wertepaares  «,,  j,  darstellen. 
Indem  man  dann  irgend  eine  der  Gleichungen  (5)  oder  besser 
noch  eine  in  gewisser  Weise  von  einem  willkürlichen  Parameter 
abhängende  Gombination  dieser  Gleichungen  benutzt,  erhält  man 
auch  S  durch  hyperelliptische  Functionen  von  «,  und  s^  dar- 
gestellt. Damit  sind  auch  die  Xa^  ya  durch  hyperelliptische 
Functionen  ausgedrückt.  Gebt  man  dann  von  diesen  zu  den 
Thetafunctionen  zweier  Veränderlichen  über  und  setzt  die  so  er- 
haltenen Ausdrücke  in  die  Differentialgleichungen  (4)  ein,  so 
ergeben  sich  die  Argumente  der  Thetafunctionen  als  lineare 
Functionen  der  Zeit. 

Da  es  zu  weit  führen  würde,  auf  weitere  Einzelheiten  der 
sehr  umfangreichen  Entwickelungen  einzugehen,  müssen  wir  uns 
mit  obiger  Darlegung  des  Gedankenganges  der  Arbeit  wie  ihres 
Zusammenhanges  mit  früheren  Arbeiten  begnügen.  Hinsichtlich 
der  schliesslichen  Resultate  sei  noch  Folgendes  erwähnt.  Die 
Thetafunctionen  werden  genau  so  definirt,  wie  es  Frau  von  Eo- 
walevski  in  ihrer  Abhandlung  über  die  Rotation  (Acta  Math. 
Bd.  XII,  F.  d.  M.  XXI.  1889.  935)  im  Anschluss  an  die  Unter- 
suchungen   des  Herrn  Königsberger   gethan    hat.      Die    Grössen 

ic,  =  ^,  y^  =  -  ,  ...  lassen  sich  als  Brüche  mit  gemein- 
schaftlichem Nenner  darstellen;  und  zwar  setzt  sich  letzterer 
linear  aus  zwei  Thetafunctionen  zusammen.  Die  beiden  Argu- 
mente jeder  der  Thetafunctionen  sind  lineare  Functionen  der 
Zeit.  Die  Zähler  der  genannten  Ausdrücke  unterscheiden  sich 
von  dem  gemeinsamen  Nenner  nur  dadurch,  dass  an  Stelle  der 
Thetafunctionen  andere  Thetafunctionen  treten  und  auch  die  con- 
stauten  Factoren  andere  Werte  annehmen.  Eine  analoge  Dar- 
stellung mit  demselben  Nenner  ergiebt  sich  auch  für  fi,  o,  u>, 
p,  7,  r.  Weiter  werden  auch  die  Richtungscosinus  der  im  Kör- 
per festen  gegen  die  im  Räume  festen  Axen  durch  Thetafunc- 
tionen  ausgedrückt.      Der    Nenner   der    neun    Richtungscosinus 

ist  genau  derselbe  wie  in  den  Ausdrücken  für  -^— ,  ^-,ii,p,etc. 
Von  den  Zählern  der  Richtungscosinus  enthalten  jedoch  nur  die 


982  X.  Abschnitt    Mechanik. 

drei  zwiBchen  der  Axe  des  Impulses  und  den  drei  im  Körper 
festen  Axen  Thetafunetionen  mit  denselben  Argumenten  wie  im 
Nenner,  während  die  in  den  Zählern  der  seehs  fibrigen  Ricb- 
tungscosinus  auftretenden  Thetafunetionen  Argumente  besitsen, 
die  aus  den  vorher  genannten  Argumenten  durch  Addition  und 
Subtraction  eines  gewissen  Constantenpaares  entstehen.  Endlich 
werden  auch  die  Coordinaten  des  Anfangspunktes  des  im  Körper 
festen  Axensystems  ermittelt.  Die  Ausdrücke  für  diese  haben 
analoge  Formen  wie  die  für  die  Richtungscosinus,  nur  dass  bei 
der  dem  Anfangsimpulse  parallelen  Axe  noch  ein  der  Zeit  pro- 
portionales additives  Glied  hinzutritt,  bei  den  beiden  anderen 
Coordinaten  ein  Factor,  der  eine  einfach  periodische  Function 
der  Zeit  ist.  Wn. 

R.  A.  Sampson.     On  Stokes's  current  fanction.   Lood.  Phü. 

Trans.  OLXXXII(A).  449-518. 

Die  „Stromfunction''  fp  genflgt  der  Gleichung 

^^        ör«  ^      r      dfA'       "' 
wenn  /u  =  cosd,  und  die  Entwickelung  des  Abstandes  eines  be- 
liebigen Punktes  von  einem  Punkte  in  der  Symmetrieaxe  hängt 
von  den  Functionen  /«(cos0)  oder  /«(/u)  ab,  wo 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  es  rätlich  ist,  diese  FunctioD 
/m(co60)  und  andere  Lösungen  der  dadurch  befriedigten  Diffe- 
rentialgleichung zu  erörtern,  bevor  man  die  Anwendung  der 
Function  y/  auf  die  Flttssigkeitsbewegung  betrachtet  Die  ersten 
drei  Capitel  der  Abhandlung  sind  dieser  Erörterung  gewidmet, 
und  die  Theorie  gleicht  sehr  nahe  derjenigen  der  Kugelfunc- 
tionen.  Der  Verf.  geht  zurück  auf  Heine  und  auf  Untersuchongen 
von  0.  £.  Meyer,  Butcher  und  Hicks. 

Die  in  der  Abhandlung  gegebenen  Anwendungen  auf  die 
Hydrodynamik  sind  eher  von  mathematischem  als  physikalischem 
Interesse;  sie  hängen  vornehmlich  mit  der  Bewegung  zäher 
Flttssigkeiten   zusammen   und   nehmen  Bezug  auf  Arbeiten  von 
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Overbeck  und  Herman.  Die  Abhandlung  schliesst  mit  einem 
Versuche,  die  Strömung  hinter  einem  Sphäroid  oder  durch  ein 
Hyperboloid  zu  discutiren,  an  deren  Begrenzung  ein  Gleiten 
stattfinden  kann.  Cly.  (Lp.) 

L.  M.  J.  Stoel.  Metingen  over  den  invloed  van  de 
temperatuur  op  de  inwendige  wrijving  van  vloeistofFen 
tusschen    hat    kookpunt    en    den   kritisoben  toestand. 

Leiden.  B.  Ydo.  57  S.  8<^. 

Die  vorliegende  Dissertation  verfolgt  den  Zweck,  den  Ein- 
fluss  der  Temperatur  auf  die  innere  Reibung  bei  Flüssigkeiten 
zwischen  dem  Siedepunkte  und  dem  kritischen  Zustande  festzu- 
stellen. Der  Inhalt  ist  experimenteller  Natur ;  die  hydrodynami- 
schen Gleichungen,  welche  für  zähe  Flüssigiceiten  gelten,  werden 
im  Anschluss  an  Herrn  Warburg's  Abhandlung  in  Wiedemann's 
Ann.  XVII  nur  zu  Hülfe  gezogen,  um  ein  Urteil  über  die  Grösse 
der  Gorrection  zu  bilden,  welche  die  Zusammendrückbarkeit  und 
die  Aenderung  der  Reibungscoefficienten  mit  der  Dichtigkeit 
veranlassen.  Mo. 

E.  OfiKiNGHAUS.  Ueber  den  durch  die  Rotation  der 
Erde     bewirkten    Seitendruck     fiiessender    Gewässer. 

Hoppe  Arch.  (2)  X.  95-102. 

Der  Verfasser  berechnet  den  Seitendruck  eines  von  Süd 
nach  Nord  laufenden  Stromes  in  einer  dem  Referenten  unrichtig 
erscheinenden  Weise.  Die  Arbeit,  welche  in  Folge  der  hierbei 
auftretenden  Reibung  geleistet  wird,  hätte  sich  weniger  umständ- 
lich berechnen  lassen.  F.  K. 


K.  ZioLKOwsKY.     Druck  einer  Flüssigkeit  auf  eine  sich 
gleichmässig  in  ihr  bewegende  Ebene.    Arbeiten  der  kais. 

Ges.  der  Freunde  der  Naturkande.  Moskaa.  IV.  Hft.  2.  13-17.  (Rassisch.) 


P.  W.  LippERT.    Zur  Klärung  der  Luftwiderstandsfragen. 

W.  Oestr.  log.  u.  Arch.  XVI.  219-221,  236-239,  245-247,  274-275. 
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J.  Popper.      Zur    Klärung    der    Luftwiderstandsfragen. 

Ibid.  262-263,  284. 

A.  Platte.      Zur    Klärung    der   Luftwiderstandsfragen. 

Ibid.  27ö. 

Die  erste  Abhandlung  giebt  Betrachtungen  über  den  Luft- 
widerstand, welche  zum  wesentlichen  Teil  auf  Beobachtungen 
von  0.  Lilienthal  [Der  Vogelflug,  Berlin  1889]  beruhen  und  mit 
der  Theorie  des  Fliegens  zusammenhängen.  Der  Referent  steht 
den  hier  in  Betracht  kommenden  Fragen  zu  ferU)  um  zu  der 
Discussion  zwischen  den  Herren  Lippert  und  A.  Platte  einerseits 
und  Herrn  Popper  andererseits  Stellung  nehmen  zu  können. 

F.  K. 


A.   VON  Miller  -  Hauenfels.      Die  Schwebearbeit   beim 
Vogelflug  und  dessen  Nachahmungen,     w.  Oeetr.  ing.  c. 


Arch.  XVI.  352-353. 


S.  P.  Langley.      Experiments    in    aerodynamics.     Smith- 

soniaa  contributiODS  to  koowledge.    WaahiogtoD.    [Natare  XLV.   1<1S- 
109,  angezeigt  durch  Lord  Rayleigb]. 


N.  JoüKOWSKY.     Ueber  das  Schweben  der  VögeL    Arbeiten 

der  phys.  Sectioa  d.  kais.  Gee.  f.  Freunde  d.  Naturkunde.   IV.    Hfl  2. 
29  -  43.  (BuBsiflch.) 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Aufgabe  des  Schwebens  der 
Vogel  nicht  als  ein  Problem  der  Aerodynamik,  welches  unüber- 
windliche Schwierigkeiten  darbieten  wörde,  sondern  als  eine 
Aufgabe  der  Mechanik  eines  starren  Körpers,  indem  er  annimmt 
dass  die  Gesetze  des  auf  die  Flügel  und  den  Körper  der  Vogel 
wirkenden  Luftwiderstandes  durch  das  Experiment  gefunden 
worden  sind.  Die  Ableitungen  stützen  sich  auf  folgende  zwei 
empirischen  Gesetze:  1)  auf  das  Gesetz  des  Sinus  des  vom  rela- 
tiven Winde  mit  dem  Flügel  gebildeten  Winkels  (der  Vogel  wird 
als  eine  ebene  Platte  betrachtet^  da  die  Concavität  der  Flfigel 
nur  auf  die  in  den  Formeln  vorkommenden  Constanten  Einfluss 
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ausübt,  der  übrigeQB  nach  Otto  Lilienthars  Tafeln  gefunden 
werden  kann);  dasselbe  giebt  bekanntlich  fUr  den  Luftwiderstand 

R  =  OjlSw'Bint, 

wo  8  die  Fläche  der  Flügel  und  v  die  Geschwindigkeit  des 
Vogels  bedeuten;  2)  auf  eine  von  Hrn.  Joukowsky  durch  Ver- 
suche gefundene  Verallgemeinerung  des  Avanzini'schen  Gesetzes 
Ober  die  Lage  des  Gentrums  des  Luftwiderstandes.  Diese  Ver- 
allgemeinerung soll  in  einer  besonderen  Arbeit  ausführlicher  be- 
handelt werden.  Da  der  Verfasser  Lord  Rayleigh's  Meinung 
über  das  Schweben  der  Vögel  teilte  dass  nämlich  ein  Vogel  in 
ruhiger  Luft  oder  bei  gleichmässigem  Winde  sich  nicht,  ohne 
mit  den  Flügeln  zu  arbeiten,  in  der  Höhe  zu  erhalten  vermag, 
so  untersucht  er  nur  die  folgenden  vier  Fälle  des  Schwebens 
eines  Vogels:  1)  Bei  ruhiger  Luft,  wobei  die  Bewegung  in  einer 
verticalen  Ebene  stattfinden  oder  auch  aus  derselben  heraus- 
gehen kann,  die  Hohe  aher  stets  abnimmt.  2)  Bei  horizontalem, 
die  oberen  Schichten  der  Luft  schneller  als  die  unteren  bewegen- 
dem Winde;  es  ist  ein  Steigen  des  Vogels  möglich.  3)  Bei 
stossweise  blasendem  Winde;  eine  Zunahme  der  Höhe  ist  auch 
hier  möglich.  Die  Veränderung  der  Geschwindigkeit  des  Windes 
wird  vom  Verfasser  als  dem  harmonischen  Gesetze 

/2n 


w  =  C-f-e.cosr-=r^) 


folgend  angenommen.  4)  Bei  aufwärts  gerichtetem  Winde.  Die 
Möglichkeit  des  Steigens  der  Vögel  ist  in  diesem  Falle  schon 
von  Hubert  Airy  und  0.  Lilienthal  erwiesen  worden. 

Die  Integrationen  sind  grösstenteils  näherungsweise  ausge- 
führt, indem  bei  der  Berechnung  der  ersten  Hälfte  jeder  Periode 
gewisse  kleine  Grössen  vernachlässigt,  dann  die  dadurch  ent- 
stehende Veränderung  der  Energie  berechnet  und  daraus  eine 
Correction  der  Anfangsgeschwindigkeit  für  die  nächste  Hälfte 
jeder  Periode  abgeleitet  werden.  Der  Verlauf  der  Curve,  die 
vom  Vogel  beschrieben  wird,  ist  somit  im  allgemeinen  gegeben. 

Bb, 
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A.  DB  Caligny.     Rechercbes  hjdrauliques.     Beig.  Bali.  (3) 

XXI.  113-117,  311-313,  396-399,  515-517. 

Fortsetzung    der    früheren    Untersuchungen    Qber    die  Aus- 
nutzung der  Kraft  der  Gezeiten.  Mn.  (Lp.) 


H.  ScHBFPLER.     Die  Hydraulik  auf  neuen  Grundlagen. 

Leipzig.  Fr.  Företer.  IV-I-225S.  mit  3  Taf.  8«. 


6.  Lindner.     Theorie  der  Schleuderpumpen,    z.  deutscher 

iDg.  XXXV.  576-582,  971. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  auf  ziemlich  umfitändliche 
Weise  eine  Beziehung  zwischen  dem  Druck  und  der  Geschwin- 
digkeit für  den  Durchfluss  durch  eine  ebene  Röhre,  welche  sich 
um  eine  zu  ihr  senkrechte  Axe  mit  gleichbleibender  Winkel- 
geschwindigkeit dreht.  Ein  hierbei  untergelaufener  Fehler  wird 
in  der  Notiz  verbessert. 

Dagegen  bleibt  ein  viel  gröberer  Irrtum  unverbessert,  welcher 
auf  das  Folgende  hinausläuft  Ein  Flüssigkeitsteilchen  behalt 
unverändert  sein  Volumen  bei.  Das  Volumen  eines  rechtwink- 
ligen Parallelepipedons  von  den  Seiten  udl,  odi,  tcdt  (u,  v,  ir  Com- 
ponenten  der  Geschwindigkeit)  hat  das  Volumen  u,v,w.(dty\  also 
müsse  u,t>.u)  für  ein  Flüssigkeitsteilchen  constant  sein. 

Die  weiteren  Betrachtungen  sind  rein  praktischer  Natur  und 
bedürfen  hier  keiner  Erörterung.  F.  K. 


J.  Bartl.     Zur  Auswahl  der  zweckmässigsten  Schaufel- 
form  für  Kreiselpumpen,    z.  deutscher  log.  xxxv.  1046-1052. 

Es  wird  zunächst  auf  graphischem  Wege  für  eine  gegebene 
liadarbeitshöhe  und  gegebene  Geschwindigkeit  des  Bades  die 
Schaufelform  auf  graphischem  Wege  bestimmt.  Dann  wird 
untersucht,  wie  sich  die  verschiedenen  Formen,  welche  der  erste 
Abschnitt  für  verschiedene  Radgeschwindigkeiten  ergeben  hatte, 
bezüglich  der  Ingangsetzung  der  Pumpe  und  der  hierzu  erforder- 
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liehen  Oesebwindigkeit  verhalten.  Im  dritten  Abschnitt  werden 
die  Pressungsverbältnisse  besprochen,  und  dann  endlich  die  hy- 
draulischen Widerstände.  Im  letzten  Abschnitt  werden  die 
Schaufelwinkel  berechnet  und  der  Einfluss  der  Halbmesserver- 
hältnisse  untersucht.  F.  K. 


A.  BoTTiGLiA.      Sulla    velocitä  di  massimo   rendimento 
ed  a  vuoto  delle  turbine.    Torino  Atti.  xxvi.  541-550. 

Der  Verfasser  ermittelt  zunächst  einen  allgemeinen  Ausdruck 
fQr  die  Arbeit  L,  und  bestimmt  dann  die  Geschwindigkeit  für 
den  gröBsten  Nutzeffect,  sowie  diejenige,  bei  welcher  gar  keine 
Arbeit  geleistet  wird.  Aus  diesen  allgemeinen  Formeln  werden 
dann  Beziehungen  zwischen  den  beiden  Geschwindigkeiten  für 
die  verschiedenen  Arten  von  Turbinen  abgeleitet.  F.  K. 


E.  Cavalli.      Contribuzione    alla    teoria    delle    turbine 

elicoidali.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  YIIs.  145-151. 

Der  Verfasser  stellt  folgenden  Satz  auf: 

Bei  einer  Schraubenturbine  ist  die  Bahn  eines  FlOssigkeits- 
teilchens  eine  Gykloide  oder  ein  Kreisbogen,  je  nachdem  die 
Turbine  mit  möglichst  grossem  oder  ohne  Nutzeffect  läuft.  Und 
zwar  ist  der  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  der  Gykloide 
gleich  demjenigen  der  Kreisbahnen. 

Dabei  ist  unter  der  Bahn  verstanden  die  Bahn  in  einer 
durch  die  Axe  gehenden  Ebene,  welche  sich  mit  dem  Flüssig- 
keitsteilchen um  die  Axe  dreht.  F.  K. 


R.  Stribek.     Der  Eiufluss  der  Schaufelstärken  der  Tur- 
binen.    Z.  deutscher  log.  XXXV.  612-615. 
Wesentlich  technisch.  F.  K. 


F.   J.  Vaes.      üeber   die    graphische    Bestimmung   der 
Kolbenbeschleunigung,     z.  deutscher  log.  xxxv.  129. 
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Ohne  Beweis  wird  eine  graphische  BestimmaDg  der  Kolben- 
bescbleunigung  mitgeteilt,  welche  Herr  F.  J.  Vaes  in  der 
Tijdschrift  van  het  Koninglijk  Instituut  van  Ingeniears  1890/91 
gegeben  hat.  F.  K. 

N.  JoüKOWSKY.       üeber    das    Paradoxon    von    Dnbuat 

Arbeiten  d.  phys.  Section  der  kais.  Ges.  der  Freande  der  Natorknode. 
Moskau.  IV.  Hft  1.  21-24.  (RaBsisch.) 


A.  Lbgrand.     Le  traitä  des  corps  flottants  d'Archim^e 
(ne(}l  oxovfiepiov).     Traduction  nouvelle.     Almeida  J.  (2) 

X.  437-457. 

Nach  der  Einleitung  über  die  Geschichte  dieser  Schrift^ 
welche  nur  aus  der  lateinischen  Uebersetzung  des  Wilhelm 
von  Moerbek  bekannt  ist,  folgt  die  vollständige  Uebersetzung 
des  ersten  Buches  und  der  blossen  Sätze  des  zweiten  nach  dem 
von  Hrn.  J.  Heiberg  veröflFentlichten  Texte  (vgl.  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  8).  Lp. 

C.  Neümann.     Ein   merkwürdiger  Satz  im  Gebiete  der 
Hydrodynamik.    Leipz.  Ber.  XLiii.  567-570. 

Abstrabirt  man  von  der  Reibung,  und  nimmt  man  an,  dass 
eine  Geschwindigkeitsfunction  (nach  v.  Helmholtz:  ein  Geschwin- 
digkeitspotential)  existirt,  so  wird  der  Punkt  der  grössten  FlQssig- 
keitsgeschwindigkeit  niemals  im  Innern  der  Flüssigkeit,  sondern 
stets  an  ihrer  Oberfläche  sich  befinden.  N. 


Capitel  6. 

Potentialtheorie. 
L.  Kronecker.     Die  Clausius'scheu  Coordinaten.    Beri.  Bor. 

1891.  881-890. 

Ist 

n  — i      4 

(&  =  1,  2,  ...,n) 


« 

I 
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das  Blementarpotential  einer  n-fachen  Mannigfaltigkeit,  ist  ferner 
(B)         Pot*  =  +/g(^x,  ^,.  • . .,  O  ^^^^l  ^ dt 

wobei  die  Integration  Ober  das  Gebiet 

auszudehnen  ist,  so  lautet  die  Gleichung,  welche  der  Poisson'- 
schen  Gleichung  im  dreidimensionalen  Räume  analog  ist: 


*•    ÖPotfc 


(A)      j:-^  =  -c,^(C„g„...,U 

und  zwar  ist 


a   = 


Der  Ableitung  der  Gleichung  (A)  ist  der  vorliegende  Auf- 
satz gewidmet,  und  dazu  benutzt  der  Verfasser  die  soge- 
nannten Clausius'schen  Coordinaten  (,  js^,  z^^  ...,  zi,  die  mit 
i&,,  2,,  . . .,  Sn  durch  die  Gleichungen  zusammenhängen: 

(C)  z,  =  zl-^tizl^i,)' 
z%  ^l,  .,.^  zi  bilden  dabei  ein  Wertsystem,  das  der  Gleichung 
Fq  =  0  genügt,  vertreten  also  nur  die  Stelle  von  «—1  Variabein. 
Transformirt  man  das  Integral  (B)  auf  die  neuen  Variabein  und 
bildet  dann  die  linke  Seite  von  (A),  so  erhält  man  nach  mehr- 
fachen Reductionen  einen  Ausdruck,  der  sich  von  der  rechten 
Seite  von  (A)  dadurch  unterscheidet,  dass  an  Stelle  von  w  ein 
über  das  Gebiet  F^  =  0  zu  erstreckendes  Integral  steht.  Um 
die  Gleichung  (A)  selbst  zu  erhalten,  ist  noch  zu  zeigen,  dass, 
wenn  man  das  Gebiet  JFJ,  <  0  in  zwei  Teile  zerlegt,  deren  einer 

den  Punkt  ^j,  ...,  £»  enthält,  der  für  den  andern  Teil  gebildete 

'\  ■^  . 

Ausdruck  2    ^y,  ^  verschwindet,  dass  man  daher  das  zuletzt  er- 

wähnte  Integral  nur  über  die  Begrenzung  des  ersten  Teiles  zu 
erstrecken  braucht.  Wählt  man  dafür  ein  der  Kugel  analoges 
Gebilde,  so  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  von  (A).  Die  Gültigkeit 
dieser  Gleichung  setzt  voraus,  dass  die  Dichtigkeitsfunction  % 
im  Punkte  ^i^-.*^^n  nach  den  verschiedenen  Richtungen  hin 
stetig  ist. 
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Bemerkt  werden  mag,  dass  die  hier  benuteten  Coordinaten 
Verallgemeinerungen  der  Variabein  sind,  deren  sich  Glaosius  bei 
der  Ableitung  der  Poisson'schen  Gleichung  bedient  Kroneeker 
zieht  die  Clausius'sche  Ableitung  der  Gauss'schen  vor,  da  sie 
geringerer  Voraussetzungen  bezQglich  der  Dichtigkeit  bedarf. 

Wn. 

P.  Appell.     Sur  des  potentiels  conjugu^s.     s.  m.  p.  BqIi. 

XIX.  68-70. 

Bestehen  zwischen  den  vier  Functionen  7,  X,  y,  Z  der  reellen 

Variabein  rr,  y,  z  die  Gleichungen : 

dT        dY   ^    dz 

— 5r  +  -^r  =  ^» 


(1) 


dx         dz  dy 

5T  _  ez  ÖX  _ 

dy         dx  dz            ' 

dT       dX  .    dY        ^ 


dz         dy        dx 

^^+31  +  1^=0, 


dx         dy         dz 
80   genQgen    diese  Functionen  sämtlich  der  Laplace'schen  Diffe- 
rentialgleichung, d.  h.  es  ist 

(2)       j,x  =  0,    ^/,  y  =  0,    J,Z  =  0,    JJ  =  0. 

Wählt  man  ferner  fflr  T  eine  beliebige  Lösung  von  J^T  =  0^  so 
kann  man  stets  unendlich  viele  Functionen  X,  Y,  Z  bestimmeD, 
die  den  Gleichungen  (1)  genügen,  und  zwar  kann  man  dieselben 
durch  bestimmte  Integrale  ausdrücken  (die  Integrale  sind  in  dem 
vorliegenden  Aufsatze  nicht  mitgeteilt). 

Das  System  (1)  bildet  einen  speciellen  Fall  eines  allgemei- 
neren Systems  von  vier  Functionen  mit  vier  Variabein,  das  man 
erhält,    wenn    man   auf  den  linken  Seiten  der  Gleichungen  (1) 

resp.  die  Ausdrücke ^  - , ^ , -^r ,     +  -^  hmzu- 

fngt.  An  Stelle  jeder  der  Gleichungen  (2)  tritt  dabei  eine  Glei- 
chung der  Form: 

dx'  +  dy'  +   dz'  +   dt'    "^  ^*  Wn, 
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P.  MoL£NBRO£K.      Bemerkungen    zum    elementaren    Be^ 
weise  des  Green'schen  Satzes.     Wiedemann  Aod.  (2)  XLiv. 

784-786. 

Im  ADScbluss  an  einen  früheren  Aufsatz  (F.  d.  M.  XXII. 
1890.  881)  zeigt  der  Verfasser,  dass  man  mit  geringer  Abände- 
rung des  dort  geführten  Beweises  auch  die  allgemeine  Form 
des  Green'schen  Satzes  ableiten  kann.  Wn. 


8.  KowALEvsKi.     Sur  un   thöorfeme    de   M.    Bruns. 

Acta  Math.  XV.  45-52. 

In  seiner  Dissertation  [Berlin  1871,  cf.  F.  d.  M.  III.  1871. 
497]  hat  Herr  Bruns  die  Frage,  ob  sieh  die  Potentialfunctionen 
Va^  Vi  eines  homogenen  Körpers  in  Bezug  auf  einen  äusseren 
oder  inneren  Punkt  über  den  Bereich  hinaus,  für  den  diese 
Functionen  ursprünglich  definirt  sind,  fortsetzen  lassen,  auf  die 
Frage  nach  der  Existenz  einer  Function  U  zurückgeführt,  die 
der  Gleichung 

dW       d^V       dW 

genügt,    die  ferner  an  ituer  geschlossenen  Fläche  S  die  Bedin- 
gungen 

erfüllt.  Herr  Bruns  hat  gezeigt,  dass  eine  solche  Function  in 
der  That  existirt,  und  dass  sich  dieselbe  in  der  Nähe  eines  jeden 
regulären  Punktes  ^j,  y,,  s^  von  S  nach  ganzen  Potenzen  von 
o;— Xj,  y^Vu  '"^i  entwickeln  lässt.  Für  dieses  Resultat  wird  in 
der  vorliegenden  Arbeit  ein  neuer  Beweis  mitgeteilt.  Derselbe 
beruht  darauf,  dass  zur  Bestimmung  eines  Punktes  des  Raumes 
an  Stelle  der  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z  neue  Veränder- 
liche eingeführt  werden,  nämlich  der  senkrechte  Abstand  s  des 
Punktes  von  der  Fläche  S  und  die  Parameter  u^  o,  welche  die 
Lage  eines  Punktes  der  Fläche  bestimmen.    £s  wird  also  gesetzt: 


992  X.  AbsehDitt    Mechanik. 

WO  die  Coordinaten  x^,  y^^  z^  eines  Fläehenpunktes  sowie  die 
Richtangscosinus  |,  17,  ^  der  Fl&ehennormale  in  diesem  Paukte 
gegebene  Funetionen  von  u  und  v  sind.  Das  Bogenelemer. 
nimmt  in  den  neuen  Variabein  die  Form  an: 

dx'+dy^+dz'  =  Pdu'+Qdf>'-]'d$^+2rdudc, 
und  die  Coefficienten  P,  Q,  r  lassen  sich  durch  die  Gaoss'^ehen 
Fundamentalgrössen  erster  und  zweiter  Ordnung  der  Fliehe  5 
ausdrücken.  Kennt  man  diese  Coefficienten,  so  lässt  sich  nacl 
dem  Vorgange  von  Jacobi  der  Ausdruck  JU  auf  die  neacL 
Variabein  transformiren;  und  die  Gleichung  (1)  geht  dadarcL 
in  folgende  über: 

(2)        ß_  +  ^,  _  +  Ä,^  +a,  -  +6,  _  +c,  ^ 

und  zwar  ist 

fl'  =  PQ-r\ 

Um  die  gewünschte  Entwickelung  von  IJ  für  Ponkte  in  a.r 
Nähe  von  S  zu  erhalten,  muss  man  das  Integral  der  Gleiehui.- 
(2)  nach  steigenden  Potenzen  von  $  entwickeln,    unter    der  ßc 

dingung,  dass  für  «  =  0  sowohl  U  als  -^—  verschwindet.     Da 

die  Grössen  ^4,,  B^^  a,,  6^,  c,  ganze  Functionen  zweiten  Gradt- 
von  s   sind,    deren  Coefficienten    sich    in    der  Umgebung  je<l 
Wertsystems  m^,,  r^   nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  u—n 
V— 1?0  entwickeln  lassen,  so  hängt  die  Möglichkeit  der  gesucht 
Entwickelung  für  V  nur  davon  ab,  dass  der  Coefficient  ß  vc 

-x-5-  für   den  Punkt   der  Oberfläche,    in    dessen  Nähe  die  Ec* 

Wickelung  gelten  soll,  nicht  verschwindet.  Nun  lässt  sich  al.: 
£1  auf  die  Form  bringen 

ß'  =  (EG-r)(i-A)'(i_^y, 

wo  Ä,  F,  G  die  Gauss'schen  Fundamentalgrössen  erster  Ordnorj, 
^j,  Q^  die  Bauptkrümmungsradien  des  betrachteten  Flächenpunkti^ 
sind.  Für  einen  Punkt,  in  dem  die  Flächennormale  eine  be- 
stimmte  Richtung   hat,   können  ^^    und  ^,  nicht  verschwinde::. 


L^ 


(.■  . 
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daher  yerschwindet  auch  Q  für  keinen  solchen  Punkt.  Dasselbe 
gilt  für  solche  ausserhalb  S  liegende  Punkte,  fUr  die  der  abso- 
lute Betrag  von  s  eine  gewisse  Grenze  nicht  flberschreitet.  U 
kann  somit  auch  in  der  Umgebung  derartiger  Punkte  nach  Potenzen 
von  «  — Mo,  0  —  ^0»  '^'o  entwickelt  werden.  Wn. 


G.  A.  Magqi.     Aggiunta  alla  nota:  „Sui  principii  della 
teoria    della  funzione   potenziale^.     Lomb.  ist.  Rend.   (2) 

XXIV.  232-285. 

Zur  Bildung  der  ersten  Ableitungen  des  Potentials  U  eines 
Korpers  fUr  innere  Punkte  transformirt  der  Verfasser  in  be- 
kannter Weise  den  Ausdruck  für  U  auf  Polarcoordinaten,  deren 
Pol  der  angezogene  Punkt  P  ist.  Er  bildet  dann  ebenso  den 
Ausdruck  U+JU^  in  den  U  übergeht,  wenn  die  d?-Coordinate 
von  P  um  Jx  wächst.  Vergleicht  man  in  dem  dreifachen  Inte- 
grale für  U  und  U-{-JU  solche  Elemente,  die  sich  auf  paral- 
lele Radien  beziehen,  so  gelangt  man  durch  einen  strengen 
Grenzübergang   ohne  Benutzung   der   teilweisen    Integration    zu 

du 
der  bekannten  Gleichung,  die  ^-  durch  die  Summen  eines  Ober- 
flächen- und  eines  Raumintegrals  ausdrückt.  Wn. 


O.   A.  Maggi.      Sulla    teoria  della   funzione    potenziale 

di  SUperficie  I,  IL    Lomb.  ist.  Rend.  (2)  XXIV.  87-98,  220-231. 

G.    A.  Maggi.      Osservazioni    alla    nota:    ^Sulla   teoria 
della  funzione  potenziale  di  superficies.    Lomb.  ist.  Rend. 

(2)  XXIV.  %0-%l. 

In  der  Arbeit  wird  der  Satz  über  die  Discontinuität  der 
ersten  Differentialquotienten  des  Flächenpotentials  auf  folgende 
neue  Art  abgeleitet.  Ist  P^  ein  Punkt  der  Fläche,  P  ein  un- 
endlich naher,  auf  der  Normale  von  P^  liegender  Punkt;  wird 
ferner  das  Fl&chenelement  durch  seine  Projection  auf  die  Tan- 
gentialebene von  Po  ersetzt;  sind  endlich  ^,  &  Polarcoordinaten 
in  dieser  Ebene,   r  die  Entfernung  eines  Flächenpunktes  von  P, 

FortMhr.  d.  Math.  XXIII.  a.  63 
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80  wird  der  Ausdruck  fttr  das  Potential  U  eines  gewissen,  den 
Punkt  P^  umschliessenden  FIftchenteils  in  Bezng  aof  P  folgender- 
massen  zerlegt: 

./  J    cos®  r     ^         •      '  y  J    Vcosop       ^^  r    ^ 

u  u  ^  0  0^ 

Darin  bezeichnet  k^  die  Dichtigkeit  der  Flächenbelegung  im 
Punkte  Pq,  und  es  ist 

U  Ü 

Ist  nun  n  die  Entfernung  der  Punkte  P  und  P,,  ist  ferner  p  das 
von  einem  Flächenpunkte  auf  die  Tangentialebene  von  P^  ge- 
fällte Lot,  so  ist 

Bei  gewissen,  allgemein  zulässigen  Annahmen  über  den  Umfang 

des  betrachteten  FlächenstQcks  lässt  sich  dann  —  nach  dem  bi- 

r 

nomischen  Satze  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von       ,  .    , 

fortschreitende,  gleichmässig  convergirende  Reihe  entwickeln. 
Daraus  ergiebt  sich  eine  Reihe  flir  7.  In  dem  ersten  Gliede 
derselben  kann  man  die  Integration  nach  q  ausfQhren  und  dann 


n 
bilden,  wo  Y^  den  Wert  von  Y  in  P^  bezeichnet.     Durch  Ueber- 
gang  zur  Grenze  0  erhält  man 

©,  =  +'"-'^" 

wo  iVg   eine  gewisse  convergente  Reihe  bezeichnet.     Damit  hat 
man  die  Discontinuität  der  Httlfsgrösse  T,  und  aus  dieser  folgt 

leicht  auch  die   von    vr-- 

on 

Auch  die  Formel,  welche  ^  als  Summe  eines  Linien-  und 

eines  Flächenintegrals  darstellt,  ergiebt  sich  ohne  teilweise  Inte- 
gration durch  strenge  Grenzbetrachtungen.  Wn. 
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Pfi.  Gilbert.     Sur  le  potentiel  d'une  couche  superficielle 
Sans  ^paisseur.    Brox.  s.  sc.  xva.  11-12. 

Fall  scheinbarer  Unbestimmtheit.  Mn. 


J.   Brill.      Note   on    the    application    of   quaternions  to 
the  discussion   of  Laplace's  equation.      cambr.  Proc.  vii. 

120-125.  (1890.) 

J.  Brill.     On  quaternion  functions,    with  especial  refe*- 
rence   to  the  discussion  of  Laplace's  equation.     Oambr. 

Proc.  vir.  151-156.  (1891.) 

In  der  ersten  Note  wird  als  Verallgemeinerung  einer  Func- 
tion tu  einer  complexen  Veränderlichen  z  eine  Quaternion 

r  =  -d  +  ia+jß  +  ky 

betrachtet,  welche  die  Bedingung 

^'=-(S+|+S)+<-i+|-ID  ^ 

erfüllt,  so  dass  die  Functionen  a,  ß^  y  der  Veränderlichen  x^  y^  % 
der  Laplace'schen  Gleichung  genügen.  In  der  zweiten  Note 
werden 

u  =i  y-\-kx^    t?  =  Ä  —jx 

als  Fundamentallösungen  der  Gleichung  Vr  =  0  gewählt,  und  es 
ergiebt  sich  als  Lösung  jener  Gleichung  (an  Stelle  einer  Potenz- 
reihe einer  complexen  Variable)  eine  Reihe  von  der  Form 

r  =  i4+t/5  +  t)C+^{t*^D  +  (Mfj  +  tJM)E  +  c'F} 

u  I 

+  ^{ti'(?  +  (M*r  +  Mt;u  +  üM')i5f  +  (ut?"  +  t?tiü  +  f?'M)/if4-tJ'LI  +  ..., 

dl 

worin  die  Coefficienten  ^1,  fi,  C,  . . .  Quaternionen  sind. 

Ho. 
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M.  BdCBBR.      Deber  die  Reibenentwickelangen   der  Po- 
teutialtheorie.     Gekr&nte  Preisschrifl;  und  Dissertation. 

GöitiDgeD.  Dieterich'sche  UniTeraitats-Boelidrackerei  (W.  Fr.  KaeatnerV 
IV  4-66  8.  4» 

Die  vorliegende  Schrift  ist  eine  Bearbeitung  der  folgenden,  vod 
der  philosophischen  Facultät  in  Göttingen  gestellten  Preisaufgabe: 
„Man  kann  die  Mehrzahl  der  in  der  Potentialtheorie  auftretenden 
Reihenentwickelungen  und  Integraldarstellungen  unter  einheit- 
liebem  Gesichtspunkte  ableiten,  indem  man  die  s&mtlicben  bei 
dieser  Darstelhing  in  Betracht  kommenden  Orthogonalsysteme 
als  Ausartungen  des  Systems  confocaler  Cykliden  betrachtet 
und  unter  Zugrundelegung  des  letzteren  zunächst  f&r  einen  von 
sechs  confocalen  Cykliden  begrenzten  Körper  geeignete  Reihen- 
entwickelungen  aufstellt.  Die  Facult&t  wQnscht,  dass  der  hier- 
mit bezeichnete  Gedanke  ins  Einzelne  durchgeführt,  auch 
von  der  ganzen  Theorie  eine  zusammenhängende  Darstellung 
gegeben  werde.** 

Die  Grundlage  der  Darstellung,  der  eine  kurze  Uebersicht 
Qber  die  wichtigsten  die  „Randwertaufgabe  der  Potentialtheorie*' 
(so  wird  das  fragliche  Problem  kur%  beseichnet)  betreffenden 
Arbeiten  vorausgeschickt  ist,  bildet  die  Theorie  der  Cykliden. 
Dieser  Theorie  ist  demgemSss  das  erste  der  drei  Capitel  der 
Arbeit  gewidmet.  Der  Verfasser  beschränkt  sich  hier  im  wesent- 
lichen auf  die  Zusammenstellung  bekannter  Resultate,  ohne  auf 
Beweise  oder  Erläuterungen  über  die  Gestalt  der  Flächen  einzu- 
gehen. Nachdem  die  Cykliden  als  diejenigen  Flächen  definirt 
sind,  welche  sieb  durch  eine  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen 
pentasphärischen  Coordinaten  darstellen  lassen,  ergiebt  sieh  eine 
Einteilung  derselben  in  26  Arten  ans  der  Weierstrass'sehen 
Theorie  der  Elementarteiler.  Es  folgt  eine  Betrachtung  der 
Realitätsverhältnisse,  sowre  der  Ausartungen  derselben;  die 
reellen  Systeme  confocaler  Cykliden  werden  aufgezählt.  Das 
Capitel  schliesst  mit  einer  Betrachtung  der  cyklidischen  Coor- 
dinaten und  ihrer  Ausartungen. 

Das  zweite  Capitel  enthält  allgemeine  Erläuterungen  fiber 
die  Lam^'sche  Gleichung  und  deren  Auftreten  in  der  Potential- 
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theorie  auf  Grund  der  vorher  besprochenen  krummlinigen  C!oordi- 
natensysleme.  An  Stelle  der  von  Lam^  selbst  in  die  Anal; sis 
eingeführten  Differentialgleiohang,  die  drei  singuUre  Pankte  be- 
sitet,  wird  eine  allgemeinere  betrachtet;  und  es  wird  mit  dem 
Namen  „Lamö'sche  Gletcfaung^  eine  überall  reguläre  homogene 
lineare  Differentialgleichung  sweiter  Ordnung  mit  rationalen 
Coefficienten  bezeichnet,  deren  im  Endlichen  gelegene  singulare 
Punkte  «j,  «,,...,  e«  sämtlich  die  Exponenten  0  und  i  besstzen, 
und  die  im  Unendlichen  nur  einen  uneigentlich  singmlärea  Punkt 
aufweist.  Jede  L#d8ung  einer  Lamö'schen  Gleichung  wird  eine 
Lamö'sche  Function  genannt.  Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich 
die  Form  der  Differentialgleichung,  die  mit  4er  von  Herrn  Klein 
untersuehi^  (cf.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  516)  übereinstimmt.  Es 
wird  darauf  hingewiesen,  dass  man  nach  Herrn  Elein's  Vorgang 
die  Singulariiät  im  Unendlichen  durch  Einführung  homogener 
Variabein  fortschaffen  kann.  Doch  ist  das  für  das  Folgende 
unnötig,  da  man  es  bei  den  Anwendungen  stets  so  einrichten 
kann,  dass  unendlich  grosse  Werte  der  unaibhängigen  Variabein 
nicht  in  Betracht  kommen.  Der  Zusammenhang  der  obigen  De- 
finition mit  der  von  Heine  wird  erläutert,  auf  l^ecialfälle  und 
Ausartungen  der  allgemeinen  Lamä'schen  Functionen  kurz  hin- 
gewiesen. 

Für  die  Anwendungen  auf  die  zu  behandelnde  Potential- 
aufgabe kommt  nur  der  Specialfall  n  =£  5  in  Betracht;  denn  auf 
diesen  führt  die  Zerlegung  der  auf  cyklidische  Coordinaten  trans- 
formirten  Gleichung  JV  =  0.  Nach  den  Untersuchungen  des 
Referenten  (J.  für  Math.  LXXXII)  und  des  Herrn  Darboux  (C. 
R.  LXXXIIl)  [s.  auch  F.  d.  M.  VIII.  1876.  623,  624]  ist  eine 
Particttlarlösung  jener  Gleichung 

wo  N  eine  vollständig  bekannte  Function  der  cyklidischen 
Coordinaten  ^,  y,  ?,  die  £  Lamö'sche  Functionen  sind.  Eine 
solche  Particularlosung  wird  als  Potentialfunction,  die  Function 
tff  =  £,£,£»  ^  Lamö'sches  Product  bezeichnet.  £n  £,,  £»  sind 
Partieularlösungen  einer  und  derselben  Lam^'schen  Gleichung 
n  =  5,    welche    die  Pankte  e,,  ...,  6,    als    einfache    singulare 


998  ^'  Abschnitt.     Mechanik. 

Punkte  besitzt,  and  die  ausserdem  zwei  accessoriscbe,  keiner 
Beschränkung  unterworfene  Parameter  enthält.  Es  fragt  sich 
nun,  welche  besonderen  Fälle  in  der  allgemeinen  Losung  ent- 
halten sind.  Die  verschiedenen  neben  der  allgemeinen  Cykliden- 
schar  in  Betracht  kommenden  Plächenscharen  entstehen  aas  erste- 
rer  dadurch,  dass  zwei  oder  mehrere  der  singalären  Punkte 
0j,...,e^  zusammenfallen.  Zu  untersuchen  ist  also,  welche 
Modificationen  besonderer  Art  dadurch  entstehen.  Zunächst  er- 
giebt  sich,  dass,  wenn  e^  eine  mehrfache  Wurzel  ist,  welche  sich 
auf  drei  verschiedene  Elementarteiler  verteilt,  die  zugehörige 
Lamä'sche  Function  £(A)  in  das  Product  einer  Function  n  =  4 
und  eines  Factors  (Ji  —  e^y^  zerfällt.  Die  Lamö'sche  Gleichung 
fi  ==  4  aber  lässt  sich  durch  trigonometrische  Functionen  lösen. 
Neben  diesem  Specialfall  existiren  sechs  Arten  Lam^'scher  Func- 
tionen: 1)  allgemeine  Lam£*sche  Functionen  n  =  5,  2)  Functionen 
der  dreiaxigen  Flächen  zweiten  Grades,  3)  Kugelfunctionen  eines 
Arguments,  deren  Index  aber  unbeschränkt  ist,  4)  Functionen 
der  zweiaxigen  Cyllnder  zweiten  Grades,  5)  Functionen  des 
Rotationscylinders  (BesseFsche  Functionen),  6)  Functionen  des 
parabolischen  Gylinders.  Uebrigens  kann  dieselbe  Art  Lame'- 
soher  Functionen  bei  sehr  verschiedenen  Flächensystemen  auf- 
treten. So '  kommen  die  Functionen  der  dreiaxigen  Flächen 
zweiten  Grades  nicht  nur  bei  dem  allgemeinen  System  der  con- 
focalen  Flächen  zweiten  Grades  vor,  sondern  auch  bei  confoealen 
Kegeln  zweiten  Grades  und  bei  allen  Rotationscykliden.  Ebenso 
treten  die  Kugelfunctionen  auch  beim  Rotationskegel  (Kegelfune- 
tionen)  und  beim  Kreisring  (Ringfunctionen)  auf  etc.  Diese  That- 
Sachen,  die,  einzeln  genommen,  schon  alle  bekannt  waren,  finden 
durch  die  Darlegungen  des  Verfassers  eine  höchst  anschauliche 
gemeinsame  Erklärung. 

Das  dritte  Gapitel  ist  der  Erledigung  der  Randwertaufgabe 
gewidmet.  Die  Lösung  derselben  beruht  auf  dem  sogenannten 
Oscillationstheorem,  das  für  Kugelfunctionen  von  Thomson  and 
Tait  gefunden,  von  Herrn  Klein  aber  (Math.  Ann.  XVIII,  P.  d.  M. 
XIII.  1881.  460)  zuerst  klar  formulirt  und  auf  die  Lam^'Bchen 
Functionen  ausgedehnt  ist.     Eine  Untersuchung  der  Lamö'schen 
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Gurve  y  —  E(x)  und  ihrer  Oscillationen  in  den  einzelnen  Seg- 
menten der  x-Axe  ftthrt  zu  folgendem  Satze  (Oscillationstheorem): 
„Die  accessorischen  Parameter  a  und  b  einer  Lam^'schen  Glei- 
chung n  =  5  können  stets  nnd  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmt 
werden,  dass  eine  erste  Particularlösung  existirt,  welche  in  einem 
ersten  beliebigen  Segmente  m^m,  eines  Intervalls  der  reellen 
x-Axe  genau  m  Halboscillationen  ausführt,  und  dass  gleichzeitig 
eine  andere  Particularlösung  existirt,  welche  in  einem  beliebigen 
Segmente  n^n,  eines  andern  Intervalls  genau  n  Halboscillationen 
ausfBhrt.^  Die  Anwendung  dieses  Theorems  ist  folgende:  Das 
allgemeine  Cyklidensechsflach  wird  durch  ein  Schema  charak- 
terisirt,  welches  aus  drei  Segmenten  m^m^^  n^n,,  ViT^  besteht,  die 
bezw.  in  den  Intervallen  ju,  v,  q  der  reellen  A-Axe  liegen,  aber 
diese  Intervalle  oder  Teile  derselben  beliebig  oft  überdecken 
können.  Nun  kann  man  drei  Particularlösungen  £j(A),  E^(l)y 
E/A)  der  Lamä'schen  Gleichung  so  auswählen,  dass  sie  in  den 
Punkten  ifij,  »,,  r^  der  A-Axe  verschwinden;  dann  aber  kann  man 
mittels  des  Oscillationstheorems  die  accessorischen  Parameter 
so  bestimmen,  dass  die  Zweige  E^  resp.  £,  in  den  Segmenten 
m,fii,  resp.  n^fi,  genau  m  resp.  n  Halboscillationen  ausführen. 
Bei  dieser  Bestimmung  verschwindet  das  Product  E^{fi)  E^(v)  E^(q) 
auf  den  fünf  Seitenflächen  ju  =  iHj,  /u  =  m,;  v  =  n^,  v  =  n^; 
^  =  r,  des  Sechsflachs.  Indem  man  nun  den  Oscillationszahlen 
m,  ft  der  Reihe  nach  alle  ganzzahligen  positiven  Werte  beilegt, 
erhält  man  die  sämtlichen  Lam^'schen  Producte,  welche  auf  den 
fünf  genannten  Seitenflächen  verschwinden.  Addirt  man  alle, 
nachdem  man  sie  mit  willkürlichen  Gonstanten  multiplicirt  hat, 
so  bleibt  noch  die  Aufgabe  zu  lösen,  diese  Gonstanten  so  zu 
bestimmen,  dass  die  Doppelsumme  auf  der  Fläche  g  =  r^  ^'^^ 
gegebene  Function  von  /u,  v  ist.  Die  Bedeutung  dieses  Ver- 
fahrens liegt  darin,  dass  man  aus  allen  möglichen  Potentialen 
iV*E,(iu)£,(y)iS,(^),  deren  Zahl  oo*  ist,  oo*,  welche  eine  discrete 
oder  eventuell  eine  continuirliche  Reihenfolge  bilden,  derart  aus- 
wählen kann,  dass  die  Doppelsumme,  ev.  das  Doppelintegral, 
welche  man  aus  diesen  oo'  Producten  nach  Hinzufügung  geeig- 
neter Coefficienten  zusammensetzen  kann,   die  Randwertaufgabe 
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fflr   einen   darcbans   rechtwinkligen   Körper  löst,    welcher   von 
irgend  sechs  Flächen  des  Coordinatensystems  begrenzt  ist. 

Die  Bestimmung  der  willkflrlichen  Constanten  ist  stets  mög- 
lich. Doch  fehlt  fQr  die  wirkliche  Anwendung  noch  Folgendes: 
1)  fehlt  noch  eine  fibersichtliche  und  brauchbare  Darstellung 
der  Fundamentallösungen  der  Lam^'schen  Gleichung;  2)  bleibt 
noch  die  Aufgabe  zu  lösen,  die  accessorischen  Parameter  a  und 
6  der  Lamö'schen  Functionen  aus  den  jeweils  vorgeschriebenen 
Oscillationseigenschaften  wirklich  zu  berechnen;  3)  ist  noch  zu 
untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  die  erhaltene  Reihe 
convergirt.    Immerhin  ist  die  Aufgabe  formal  gelöst. 

Zum  Schluss  bespricht  der  Verfasser  ziemlich  kurz,  wie 
man  durch  die  Ausartungen  des  Cyklidensechsflachs  aus  der 
allgemeinen  Lösung  die  Lösung  fttr  die  meisten  Körper  erhält^ 
bei  denen  bis  jetzt  die  Potentialaufgabe  durch  Reihenentwieke- 
lung  erledigt  ist.  Wenn  das  Oscillationstheorem  versagt,  mnss 
man  seine  Zuflucht  zu  unendlich  grossen  Zahlen  von  Oscillationen 
nehmen,  wodurch  man  auf  Integraldarstellungen  gelangt 

Wn. 

F.  W.  Dtson.     The   potentials  of  ellipsoids  of  variable 
densities.     Quart.  J.  xxv.  259-288. 

Der  Verfasser  betrachtet  zunächst  das  Potential  einer  unend- 
lich dfinnen  ellipsoidischen  Schale  fQr  Punkte  des  inneren  hohlen 
Raumes  unter  der  Annahme,  dass  die  Dichtigkeit  der  Sehale 
an  der  Stelle  Xj  y,  s  (d.  h.  die  ttber  dem  Flächenelement  der 
Grenzfläche  liegende  Masse)  =  kp  Hi(x^  y,  »)  ist,  wo  p  das  vom 
Mittelpunkte  auf  die  Tangentialebene  des  Punktes  x^  y,  %  ge- 
fällte Lot,  Hi  eine  ganze  homogene  Function  vom  Grade  i,  k 
eine  Gonstante  bezeichnet.  Führt  man  Polarcoordinaten  ein, 
deren  Anfangspunkt  der  Mittelpunkt  der  Schale  ist,  entwickelt 
die  reciproke  Entfernung  eines  Punktes  der  Masse  von  dem 
angezogenen  Punkte  in  bekannter  Weise  wie  bei  einer  Kugel- 
schale,  und  benutzt  bekannte  Eigenschaften  der  Kngelfunctionen, 
so  reducirt  sich  die  Aufgabe,  das  Potential  der  Schale  für  in- 
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nere  Punkte  zu  fioden,  aof  die  Ermittelung  einer  endliehen  Zahl 
von  Doppelintegralen  von  der  Form 


du). 


Darin  sind  /,  m,  n  die  Richtungscosinus  eines  beliebigen  vom 
Mittelpunkte  ausgehenden  Radius,  dw  ist  das  Fläohenelement 
einer  Kugel  vom  Radius  1,  a^  bj  c  sind  die  Halbaxen  der  in- 
neren Grenzfläche  der  Schale,  p,  9,  r,  k  ganze  Zahlen.  Die 
Integration  ist  Ober  die  ganze  Kugelfläche  zu  erstrecken.  Die 
benutzte  Entwickelung  setzt  zunächst  voraus,  dass  der  ange- 
zogene Punkt  dem  Mittelpunkte  näher  liegt,  als  der  Endpunkt 
der  kleinsten  Axe.  Das  unter  dieser  Voraussetzung  gewonnene 
Resultat  aber  gilt  ohne  weiteres  f&r  alle  inneren  Punkte.  Das 
obige  Doppelintegral  nun  lässt  sich  durch  eine  bekannte,  von 
Jacobi  herrührende  Transformation  und  durch  Differentiiren 
nach  einem  Parameter  aus  dem  bekannten  Integral 


«*«       _o„-i..  /••  «^v 


=  2  Trabe 


f 


a'   '    b^    '    c' 
ableiten. 

Durch  diese  Methode  gelingt  es  dem  Verfasser,  in  einfachen 

Fällen  das  Potential  der  unendlich  dünnen  ellipsoidischen  Schale 

durch   ein   einfaches  Integral  auszudrücken.     Es  sind  dies  die 

(zum  Teil  schon  bekannten)  Fälle 

H  =  X,     Ä  =  «',     iSr  =  ya,     B  =  x\     ff  =  a?'y,     H  =  «y», 

H  =  x\     ff  =  aj'y,     B  =  a;>,     ff  =  x^y\ 

Für  diese  Fälle  ergiebt  sich  zugleich  das  Potential  der  Schale 
in  Bezug  auf  einen  äusseren  Punkt  durch  das  Ivory'sche  Ver- 
fahren. Letzteres  Potential  unterscheidet  sich  von  dem  für  in- 
nere Punkte  ebenso,  wie  sich  beim  Potential  homogener  EUip- 
soide  das  Resultat  fttr  einen  äusseren  von  dem  für  einen  inneren 
Punkt  unterscheidet. 

Für  den  Fall  ff  =  (— )*  führt  obige  Methode  der  directen 

Berechnung  nicht  mebr  zum  Ziele.     Wenigstens  gelingt  es  dem 
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Verf.  hier  nur,  das  Resultat,  dessen  Form  er  aas  dem  Besaltat 
der  einfacheren  Fälle  erraten  hat,  mittels  der  Dirichlet'schen 
charakteristischen  Bedingungen  zu  verificiren.  Auch  fQr  den 
noch  allgemeineren  Fall 

«  =  Kt.  h  t) 

wird  das  Resultat  nicht  abgeleitet,  sondern  nur  verificirt  Dies 
Resultat  lautet:  das  Potential  der  unendlich  dünnen  Schale,  deren 

Dichtigkeit  p.ff  — ,  -r-,  — }  ißt,   in  Bezug  auf  einen  inneren 

Punkt  ist: 

K,  =  2nabc/'  [l  +^d  +  |l^  <J'+  ...] 

ü 

ax  by  CS    \  dtp 


xrU 


für  den  äusseren  Punkt  tritt  an  die  Stelle  der  unteren  Grenze  0 
der  Parameter  b  des  durch  den  angezogenen  Punkt  gelegten 
confocalen  EUipsoids.  Die  in  der  vorstehenden  Formel  vor- 
kommenden Buchstaben  haben  folgende  Bedeutung: 

*'  »'  *• 

P  =  1—  ^ 


a^+\ff      b^+tfß      c^+xp' 
und  3  ist  eine  symbolische  Bezeichnung  für  die  Operation: 

Für  das  Potential  eines  vollen  EUipsoids,  dessen  Dichtigkeit 

A     A       x'      y^       ^l^~\(^     L    JL\ 
V"a'~  6'  ^  c'^'      ^\a'    b'    c) 


Q  = 


nabc 


ist  (iL  >  0),    findet    der   Verfasser   unter   Benutzung    derselben 
Bezeichnung 

K*  -  y    1-  L*  +2M.(l  +  ;i)''  +  2M.2.(l  +  A)(2+i)  *'   ^     J 


ff    ox  by  CS    \  dv 


4 


Capitel  5.    PoteDÜaltheorie.  1003 

ein  Resultat,  das  ebenfalls  verificirt  wird.  Dasselbe  wird  auf 
mehrere  specielle  Fälle  angewandt,  und  dann  daraus  durch  den 
bekannten  Grenzübergang  das  Potential  einer  elliptischen  Scheibe 
mit  der  Dichtigkeit 

^  ~  nab  nX+i)  V  a'  b'J  '\a  »  bJ 
abgeleitet.  Der  Ausdruck  für  dasselbe  unterscheidet  sich  von 
dem  letzten  Ausdruck  für  V^  nur  dadurch,  dass  in  P  und  R 
c  =  0  zu  setzen  ist,  dass  ferner  z  in  f  nicht  vorkommt,  dass  end- 
lich in  der  Operation  S  das  letzte  Glied  fortfällt.  Durch  noch- 
maligen Grenzübergang  ergiebt  sich  endlich  das  Potential  einer 
begrenzten  geraden  Linie  bei  einer  gewissen  nicht  homogenen 
Massenverteilung.  Wn. 

0.  DziOBEK.  Die  zweiten  Differentialquotienten  des 
Potentials  der  Schwere  und  die  Möglichkeit  ihrer  ex- 
perimentellen   Bestimmung.     Berl.  Pbys.  Ges.  Verb.  X.  27-33. 

Das  Potential    der  Schwere   hat   bei  Vernachlässigung   der 
Glieder  höheren  Grades  die  Form 

falls  die  positive  z  -  Axe  senkrecht  nach  oben  gerichtet  ist. 
Von  den  Goefficienten  dieses  Ausdrucks  kann  man  durch  Beob- 
achtungen über  die  Veränderung  der  Grösse  der  Schwere  nur 
die  drei:  ^m  ^s,?  ^3,  bestimmen.  Zur  Ermittelung  der  übrigen 
Goefficienten  betrachtet  der  Verfasser  das  Kräftepaar,  das  durch 
die  Zusammensetzung  der  Kräfte  entsteht,  welche  bei  Annahme 
des  obigen  Potentialwertes  auf  die  verschiedenen  Punkte  eines 
um  seinen  Schwerpunkt  drehbaren  Körpers  wirken,  und  discutirt 
insbesondere  die  Wirkung  der  Componente  des  Kräftepaares, 
dessen  Axe  lotrecht  ist.  In  Folge  dieses  Kräftepaares  müsste 
bei  einer  Drehwage  der  an  einem  Faden  hängende  Hebel,  auch 
wenn  auf  ihn  nur  die  Schwere  wirkt,  eine  Gleichgewichtslage 
haben,  bei  welcher  der  Faden  bereits  gedreht  ist.  Ferner  müsste 
man,  wenn  man  den  ganzen  Apparat  auf  eine  Drehscheibe  setzt 
und  diese   dreht,   mehrere  solche  Gleichgewichtslagen  erhalten, 
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da  bei  letzterer  Drehang  das  Erftftepaar  sich  äodert.  Oarch 
BeobaebtuDg  verBchiedener  der  erwähnten  Gleichgewichtslagen 
würde  man  genügende  Daten  erhalten,  um  die  unbekannten 
Coefficienten  von  V  zu  bestimmen.  Leider  scheint  die  Anwen- 
dung dieser  sinnreichen  Methode  an  den  der  Drehwage  anhaften- 
den Fehlerquellen  zu  scheitern.  Wn. 


O.  Gbschoesbr.     Ueber  die  Anziehung  von  Massen,  die 
gleichförmig  über  gerade  Linien   oder  ebene  Flächen 

verteilt  sind.    Pr.  Gymn.  OeU.  27  8.  4^  noch  Disa.  Rontock. 

Aus  dem  von  Schellbach  gestellten  Thema  zur  Oberiebrer- 
prQfung  entstanden:  „Es  sind  zwei  mit  Atomen  gleichförmig 
besetzte  Strecken  AB  und  A^B^  gegeben;  es  soll  die  Grösse  der 
Anziehung  berechnet  werden,  welche  die  beiden  Strecken  auf 
einander  ausüben,  wenn  das  Newton'sche  Qesetz  zu  Grunde  ge- 
legt wird.''  Die  Lösung  wird  nur  fUr  den  Fall  berechnet,  das8 
AB  und  A^B^  derselben  Ebene  angehören.  Die  übrigen  behan- 
delten  Beispiele  sind  in  den  Aufgabensammlungen  von  Juliieo, 
Schlömilch  etc.  oder  in  den  Lehrbfichem  der  Mechanik  von 
Schell,  Thomson  und  Tait  u.  s.  w.  enthalten.  Lp. 


F.  H.  BiGBLOW.     The   solar  Corona,  an  instance  of  the 
Newtonian  potential  function  in  the  case  of  repulsion. 

Silliman  Joaru.  (3)  XLII.  Ml. 


Elfter  Abschnitt 

Mathematische  Physik. 

Capitel  1. 
Moleculaxphysik,  Elasticität  und  Capillarität. 

A.    Molecularphysik. 
V.  V.  Lang.      Einleitung    in    die    theoretische    Physik. 

2.  Auflage.    Braanscbweig.  F.  Vieweg  u.  Sohn.  XI  +  983S.  8». 

ENe  Dcue  Auflage  des  alle  Teile  der  theoretischen  Physik 
um  fassenden  Lehrbuches  hat  nahezu  den  doppelten  Umfang  der 
ersten  Auflage,  über  die  F.  d.  M.  IL  1869-1870.  779,  V.  1873. 
509  berichtet  ist.  Fast  alle  Abschnitte  sind  völlig  umgearbeitet, 
und  in  einigen  derselben  hat  auch  der  Stoff  eine  erhebtiche 
Erweilerang  erfahren.  Hinsichtlich  der  Darstellung  weicht  die 
zweite  Auflage  von  der  ersten  insofern  wesentlich  ab,  als  bei 
der  früheren  Bearbeitung  nur  die  Kenntnis  der  Elementarmathe- 
matik vorausgesetzt  wurde,  während  bei  der  Neubearbeitung  von 
vorne  herein  die  Methoden  der  Differentialrechnung  angewandt 
werden.  Doch  wird  für  die  benutzten  mathematischen  Sätze 
stete  eine  Andeutung  des  Beweises  gegeben,  so  dass  das  Buch 
auch  fbr  solebe,  die  nur  die  Grundbegriffe  der  höheren  Analysis 
kennen,  versländlich  ist. 

[)er  erste  Abschnitt  behandelt  auf  nahezu  100  Seiten  die 
lieekanik  des  Punktes  und  des  starr^i  Körpers;  der  zweite  ist 
der  Sebwere  und   der  allgemeinen  Gravitation  gewidmet.    Die 
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Neubearbeitung  geht  hier,  was  in  der  ersten  Auflage  fehlte,  auch 
auf  die  allgemeinen  Lehrsätze  über  die  Kräfte,  die  nach  dem 
verkehrten  Verhältnis  des  Quadrats  der  Entfernung  wirken,  ein. 
Die  beiden  folgenden  Abschnitte  enthalten  die  Theorie  des  Hag- 
netismus und  der  Elektricität.  Neu  sind  hier  folgende  Capitel: 
Magnetische  Induction,  stationäre  Strömung  der  Elektricität  in 
körperlichen  und  flächen  förmigen  Leitern,  Bewegung  der  Elek- 
tricität in  linearen  Leitern,  allgemeine  Gleichungen  des  elektro- 
magnetischen Feldes  (in  letzterem  Capitel  sind  auch  die  Hertz'- 
sehen  Entdeckungen  kurz  berührt). 

Es  folgen  die  Abschnitte:  feste  Körper  (Symmetrieverhält- 
nisse  der  Krystalle,  Elasticität,  periodische  Bewegungen,  Stoss), 
Flüssigkeiten  (Hydrostatik,  Hydrodynamik,  Oberflächenspannung), 
Gase  (Aerostatik,  Aerodynamik,  kinetische  Gastheorie).  Die 
beiden  letzten  Abschnitte  endlich  behandeln  die  Optik  (theoreti- 
sche und  geometrische)  sowie  die  Wärme  (Wärmeleitung,  die  io 
der  ersten  Auflage  fehlte,  und  mechanische  Wärmetheorie). 

Das  Buch  kann  als  für  eine  erste  Einführung  in  die  theo- 
retische Physik  recht  geeignet  bezeichnet  werden.  Einzelne  Disci- 
plinen,  wie  die  Optik,  ferner  die  Lehre  von  der  Elektricität  und 
dem  Magnetismus,  sind  so  ausführlich  behandelt,  dass  die  be- 
trefi'enden  Abschnitte  kürzere  Lehrbücher  ersetzen  können.  Zahl- 
reiche Hinweise  auf  ausführlichere  Lehrbücher  sowie  auf  Origi- 
nalarbeiten erhöhen  die  Brauchbarkeit  des  Buches;  an  einzelnen 
Stellen,  z.  B.  in  der  Optik,  hätten  die  früheren  Litteratomacb- 
weise  wohl  einer  Ergänzung  bedurft.  Wn. 

J.  PioNCHON.      Introduction   k  T^tude    des   syst^mes   de 
mesures  usitös  en  physique.    Bordeaux  M^m.  (4)  ii.  1-252. 

Wie  schon  aus  dem  Titel  hervorgeht,  ist  die  Arbeit  eine 
Einführung  in  das  absolute  Masssystem  und  die  damit  zu- 
sammenhängenden  Fragen,  berechnet  auf  einen  des  Gegenstan- 
des noch  nicht  kundigen  Leser.  Der  Stoff  ist  deshalb  sehr 
gründlich,  von  den  einfachsten  geometrischen  Betrachtungen 
ausgehend,  bis  zu  den  verschiedenen  elektrischen  Masssjatemen 
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behandelt.  Ueberall  werden  nur  die  Masszablen  der  Grössen 
in  die  Gleichungen  eingeführt,  wodurch  der  Begriff  der  Dimen- 
sion ganz  klar  herausgearbeitet  wird.  Das  Gramm  behandelt 
der  Verfasser  durchgängig  als  Einheit  der  Kraft.  Eine  Anzahl 
von  Noten  und  ein  Litteraturverzeichnis  sind  beigegeben.  Das 
Buch  ist  als  Lehrbuch  gedacht,  wegen  seiner  übersichtlichen 
Anordnung  und  Gründlichkeit  aber  auch  als  Nachschlagebuch 
zu  benutzen,  wenn  man  sich  z.  B.  über  die  Grundlagen  der  ver- 
schiedenen, bisher  vorgeschlagenen  elektrischen  Masssysteme  Rat 
holen  will.  Eine  Einführung  in  die  Praxis  physikalischer 
Messungen  soll  folgen.  Br. 

C.  A.  PoRGES.      Ueber    die   wichtigsten    internationalen 

Mass -Einheiten.      MUt.  üb.  Art.  u.  Genie.  XXII.  489-540. 

Darstellung  des  Gegenstandes  „in  einer  solchen  Weise,  wie 
sie  dem  Praktiker  vielleicht  nicht  unwillkommen  sein  dürfte^. 

Lp. 

W.  Pedoie.      On   the  use  of  dimensional   equations  in 

physics.     Edinb.  M.  S.  Proc.  IX.  30-36. 

Aufstellung  der  Bedeutung  und  Erläuterungen  für  den  Ge- 
brauch der  dimensionalen  Gleichungen.  Die  Erläuterungen  sind 
gut  gewählt  und  sehr  belehrend.  Gbs.  (Lp.) 


J.  D.  EvERETT.    Illustrations  of  the  C.  6.  S.  System  of  units, 

with   tables   of  physical   COnstantS.     Londoo.   Macmillan  and 
Co.  [Natura  XLIV.  489-490]. 

L,   Clark.      A    dictionary    of    raetrio    and   other  useful 

ntieasures.     London.  E.  and  F.  N.  Spon.  [Natare  XLIII.  487]. 

M.   Wille.     Das   metrische   Masssystem   und  die  neuen 

deutschen   Urmasse.      Zeitachr.  deatech.  Ing.   XXXV.   405-409, 
435 .  440. 

J.   H.  Gore.     The  decimal  Systems  of  measures  of  the 
seventeenth  Century.    8iUinian  Jonm.  (3)  xll  22-28. 
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Th.  Schwartzb.      Ueber    die    physikalische    Bedeutung 
der     Dimensionsformeln     der     elektrischen     Grössen. 

Einer  Rep.  XXVII.  234-336. 

W.    PeDDIE.      A   manual   of  phjSlCS.     London.  Bailliöre,  Tindal 
and  Co. 
Anzeige  in  Nature  XLVL  52-54.  Gbs. 

O.    J.    LODGE.      Opening   address.    Nature  XLIV.  382-387. 


A.  FiCK.     Die  stetige  Raumerfttllung  durch  Masse. 

Warsbarg.  Pbys.-med.  Ges.  XXV.  14  S. 

Der  Verfasser  hält  die  Annahme  einer  stetigen  Raumerfäl- 
lang  durch  Masse  fbr  logisch  unmöglich  und  stellt  seinerseits 
die  Ansicht  auf:  ^Die  ganze  Masse  der  Welt  ist  geteilt  in  Mengen 
von  endlichem  Betrage,  deren  jede  in  jedem  Augenblieke  sich 
in  einem  bestimmten  mathematischen  Punkte  ohne  Ausdehnung 
befindet.  Dieser  Satz  scbliesst  ohne  weiteres  den  zweiten  in 
sich,  dass  die  Aufeinanderwirkung  der  Massen,  d.  h.  die  Verän- 
derung ihrer  Oeschwindigkeiten  mit  der  Aenderung  ihrer  gegen- 
seitigen Entfernungen  nach  bestimmten  Gesetzen,  durchaus  nur 
Wirkung  in  die  Ferne  ist  Er  scbliesst  ferner  die  Behauptung 
in  sich,  dass  der  stetige  Raum  selbst  von  Masse  völlig  leer  zu 
denken  ist."  Ueber  die  Art  und  Weise,  wie  der  Verfasser  die 
erste  Annahme  bekämpft  und  seine  Ansicht  stützt,  lässt  sich  im 
Auszuge  nicht  wohl  berichten.  Br. 

W.  SuTBERLAND.      A  kinctic  theory  of  solids,    with  an 
experimental  introduction.    Phil.  Mag.  (5)  xxxii.  31-43,  215- 

225,  524-553. 

Die  in  diesen  Abhandlungen  beschriebenen  Forschungen 
hatten  ihren  Ursprung  in  einer  Experimentaluntersuehuag,  die 
einen  zweifachen  Zweck  verfolgte,  nämlich  sieh  zu  vergewissern, 
ob  es  ein  allgemeines  Gesetz  giebt,  das  die  elastischen  Eigen- 
schaften der  Metalle  mit  der  Temperatur  verknQpft,  wie  dies 
bei  Gasen  geschieht,  und  es,  wenn  möglieh,  zu  entdeeken;  ferner, 
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falls  dies  fehl  schlüge,  Versuchsmittel  zu  erlangen  zur  Auffindung 
der  Werte  der  elastischen  Gonstanten  der  Metalle  bei  dem  ab- 
soluten Nullpunkte.  Das  erste  erreichte  Resultat  war,  dass  das 
Gesetz  der  Aenderung  der  Starrheit  (rigidity)  der  Metalle  mit 
der  Temperatur  für  alle  das  nämliche  ist.  Wenn  n  die  Starrheit 
bei  der  absoluten  Temperatur  3  und  iV  bei  dem  absoluten 
Nullpunkte  ist,  während  T  den  Schmelzpunkt  bedeutet,  so  ist 
n/JV  =  1  —  (0/T)'.  Demnächst  zeigte  es  sich,  dass  das  Gesetz 
der  Aenderung  des  Young'schen  Elasticitätsmoduls  mit  der  Tem- 
peratur für  alle  Metalle  nahezu  dasselbe  ist.  Die  empirische 
Gleichung  q/Q  =  l-0,823®/T,  in  der  Q  der  Modul  bei  dem 
absoluten  Nullpunkt  ist,  stellt  mit  bemerkenswerter  Genauigkeit 
die  Versuchsergebnisse  dar.  Diese  Ergebnisse  erheben  sich  nach 
des  Verfs.  Meinung  zu  der  Stufe  eines  experimentellen  Beweises 
dafür,  dass  die  Starrheit  (und  allgemein  die  Elasticitat)  wesent- 
licb  eine  kinetische  Erscheinung  ist,  und  sie  führen  zur  kinetischen 
Theorie  der  festen  Körper,  dem  Gegenstande  der  Erwägung  ir 
der  Abhandlung.  Die  experimentelle  Einleitung  beschäftigt  sich 
mit  der  Starrheit  und  dem  Young'schen  Modulus.  Zuerst  wird 
ein  Bericht  über  die  Versuche  des  Verfs.  zur  Wirkung  der 
Temperatur  auf  die  Elasticitat  gegeben;  zweitens  werden  alle 
brauchbaren  Daten  über  denselben  Gegenstand  zusammengetra- 
gen; drittens  ebenso  alle  brauchbaren  Daten  in  Betreff  der  ab- 
soluten Werte  der  Starrheit  und  des  Young'schen  Moduls  bei 
ungefähr  15^  C;  viertens  wird  das  allgemeine  Gesetz,  welches 
diese  elastischen  Constanten  mit  der  Temperatur  verknüpft,  auf- 
gestellt, und  es  werden  ihre  Werte  bei  dem  absoluten  Nullpunkte 
bestimmt.  Der  theoretische  Teil  der  Abhandlung  behandelt  sei- 
nen Gegenstand  in  der  folgenden  Ordnung:  1.  Aufstellung  der 
charakteristischen  Gleichungen  fester  Körper.  2.  Prüfung  der 
Gleichungen  unter  der  Annahme,  dass  die  Molekeln  unveränder- 
lich sind.  3.  Prüfung  der  Gleichungen  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Molekeln  sich  etwas  bei  einem  Temperaturwechsel  än- 
dern. 4.  Weiterer  augenscheinlicher  Grund  für  die  Aenderung 
mit  dem  Temperaturwechsel,  ö.  Schwingungsperioden  der  Me- 
tallmolekeln.    6.  Vergleichung   des   theoretischen    Wandels   des 

Foruchr.  d.  Math.    XXIII.   3.  64 
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TouDg'schen  Modalus  gemäss  der  Temperatur  mit  der  experi- 
mentellen Abwandlung.  7.  Die  Starrheit  nach  der  kinetischen 
Theorie.  8.  Verhältnis  der  seitlichen  Zusammenziebung  zur 
Dehnung  im  Young'schen  Versuche.  9.  Das  Gesetz  von  Dnlong 
und  Petit,  von  Joule  und  Kopp,  und  die  Gleichung  für  zu- 
sammengesetzte feste  Körper.  10.  Der  Parameter  der  molecu- 
laren  Kraft.  Gbs.  (Lp.) 

Robert  Geigbl.      Gedanken    Über    Molecularattraction. 

Sitzber.  d.  Wunb.  Physik-med.  Ges.  Sep.  5  S.  (20.  Juni  1891). 

Ein  Versuch,  die  Molecularkräfte,  insbesondere  die  Ent- 
stehung einer  ,, elastischen''  Molekel  aus  starren  anelastisehen 
Atomen  zu  erklären.  Hierzu  wird  angenommen,  dass,  wenn 
zwischen  zwei  sehr  nahe  an  einander  befindlichen  Atomen  und 
ebenso  ausserhalb  derselben  noch  kleinere  (ebenfalls  starre  und 
unelastische)  Körperchen  in  fortwährender  Bewegung  sind,  sodass 
sie  von  innen  und  aussen  an  die  Atome  anstossen,  bald  die 
innere,  bald  die  äussere  Wirkung  überwiegt,  je  nach  dem  Ab- 
stand der  Atome,  und  dass  so,  ohne  Annahme  innewohnender 
Kräfte,  bald  Abstossung  bald  Anziehung  resultirt,  während  fflr 
gewisse  Entfernungen  Gleichgewicht  besteht.  Lp. 


Th.  Schwedoff.      Sur  la  distribution  dans   Tespace  de 
r^nergie  d'une  masse  en  mouvement.    Aimeida  J.  (2)  x 

493-508. 

Der  Verf.  behandelt  die  folgende  Frage:  Die  Gesetze  der 
Verteilung  der  Energie  im  Räume  sind  wohl  bekannt,  wenn  die 
active  Masse  in  Ruhe  verharrt.  Was  wird  aber  aus  diesen  Ge- 
setzen bei  einer  Bewegung  dieser  Masse?  Was  wird  aus  den 
Wellenoberflächen  und  äquipotentiellen  Oberflächen,  den  Strahlen 
und  Kraftlinien,  dem  Potential  und  der  Kraft,  wenn  die  Trans- 
lationsgeschwindigkeit des  activen  Centrums  mit  der  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit der  Action  im  Baume  vergleichbar  wird? 
Die  Untersuchung  wird  an  dem  Beispiele  einer  elektrischen, 
positiven    oder   negativen  Masse   e   durchgeführt,    von    der    als 
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Princip   aDgenommen   wird,   dass   die  elektrostatische  Wirkung 
sieh  im  Baume  mit  einer  endlichen  Geschwindigkeit  c  fortpflanzt. 

Lp. 

Max  Möller«     Ueber  ruhende  und  strömende  Energie. 
Drei  Hauptsätze  der  Dynamik.    DeutscheBauztg.  XXY.  453- 

456,  458-459. 

Die  drei  Sätze  lauten  wörtlich: 

„Der  statische  Druck,  welchen  eine  Masse  auf  die  Flächen- 
Einheit  der  Umschliessung  ausübt,  ist  der  in  der  Raum- Einheit 
angehäuften  Energie  proportional.^ 

„Der  in  einem  eingeschlossenen  Räume  vorhandene  Druck 
ist  gleich  der  Summe  aus  dem  statischen  Druck,  vermehrt  um 
den  Druck  stehender  Wellen." 

„Im  Aether  nimmt  das  Potential  der  Elektricität  und  in  der 
Luft  das  Potential  des  Schalles  bei  der  freien  Ausbreitung  der 
Wellen  nach  dem  Mass  der  Eraftausbreitung  ab^. 

Weder  die  Sätze  noch  ihre  Begründung  hat  Referent  voll- 
ständig verstanden.  F.  E. 


K.    PeARSON.      Ether   squirtS.     American  J.  Xin.  309-362. 

In  drei  früheren  Abhandlungen  [Gambr.  Phil.  Trans.  XIV. 
71  ff.;  Lond.  M.  S.  Proc.  XX.  38ff.  und  ebenda  297 ff.]  hat  der 
Verfasser  eine  Moleculartheorie  entwickelt,  nach  welcher  die 
Atome  (als  letzte  Erfahrungsobjecte)  Engeln  seien,  die  in  einer 
vollkommenen  Flüssigkeit  pulsiren,  und  gezeigt,  dass  diese  Hypo- 
these die  Thatsachen  der  chemischen  Verwandtschaft,  Gohäsion, 
Spectral- Analyse,  optische,  elektrische  und  magnetische  Phäno- 
mene zu  erklären  im  Stande  sei  und  zu  einer  allgemeineren 
Elasticitätstheorie  führe.  Die  vorliegende  Arbeit  verfolgt  den 
Zweck,  zu  beweisen,  dass  man  zu  denselben  Ergebnissen  gelangt, 
v^enn  man  Atome  als  y,Ether  Squirts^  in  einem  vollkommen 
flüssigen  Aether  annimmt.  Der  Aether  ist  dabei  in  beständigem 
inneren  Flusse  gedacht,  und  die  Ether  Squirts  sind  als  die  Ema- 
Hations-  und  Resorptionspunkte  der  Strömungen  aufgefasst.  Diese 

64* 
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Auffassung  macht  natQrlich  eine  Umprägang  der  einfachsten 
mechanischen  Grundbegriffe  notwendig.  Masse  ist  z.  B.  die 
mittlere  Strömungsgeschwindigkeit  in  einem  squirt.  Das  Gravi- 
tationsgesetz  wird  fttr  zwei  Massen  abgeleitet,  aber  im  allge- 
meinen sind  Kräfte  nicht  mehr  central,  sondern  hängen  auch 
von  den  Bewegungen  ab.  Cobäsion,  chemische  Verwandtschaft, 
Dissociation  erscheinen  in  einem  ganz  anderen  Lichte  u.  s.  w. 
Die  Entwickelung  der  Hypothese  wird  fiberall  durch,  zum  Teil 
umfangreiche,  Rechnungen  unterstfitzt.  Br. 


6.  Jäger.     Eine  neue  Methode,  die  Grösse  der  Molekeln 

zu   finden.     Wien.  Ber.  0.  1233-1238. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Fiction  aus,  dass  die  Molekeln 
wie  die  kleinst  möglichen  Teilchen  eines  auffallenden  Wasser- 
tropfens anzusehen  seien,  der  sich  so  lange  in  kleinere  Tropfen 
teilt,  bis  die  Arbeit,  welche  notwendig  ist,  um  die  durch  die 
Teilung  bewirkte  Vergrösserung  der  Gesamtoberfläche  zu  er- 
zeugen, der  gesamten  lebendigen  Kraft  gleich  geworden  ist,  und 
setzt  diese  Gleichung  fttr  die  Molekeln  an.  Bezeichnet  r  den 
Radius,  a  die  Capiliaritätsconstante,  q  die  Dichte  und  «  die  Ge- 
schwindigkeit der  Molekel,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

1,24  a 


r  = 


QU' 


Hieraus  berechnet  der  Verfasser  fttr  diejenigen  Flfissigkeiten^ 
deren  Gapillaritätsconstanten  er  selbst  in  einer  frfiheren  Arbeit 
bestimmt  hat,  Wasser,  Aether,  Aethylalkohol,  Methylalkohol, 
Schwefelkohlenstoff,  Chloroform,  Aceton  die  Radien  r  und  findet 
in  Einheiten  der  neunten  Decimale  des  Gentimeters:  25,  38,  26, 
18,  36,  40,  35.  Die  Uebereinstimmung  mit  frfiheren  Ableitungen 
derselben  Grossen  ist  sehr  gut,  was  der  Verfasser  als  ein  Mo* 
ment  ffir  die  Berechtigung  der  gemachten  Fiction  ansehen  zu 
können  glaubt  Aus  der  mitgeteilten  Gleichung  folgt  noch,  dass 
r  von  der  Temperatur  abhängt  Br. 
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Cellj^rier.      Lois  des  chocs  mol^culaires.    Joam.  de  Math.  (4) 

VII.  109-155. 

Eine  Molekel  betrachtet  der  Verfasser  geometrisch  als  einen 
rings  convexen  Körper.  Es  werden  zunächst  die  geometrischen 
und  mechanischen  Grundlagen,  die  für  den  Stoss  zweier  solcher, 
als  elastisch  angenommenen  Molekeln  in  Betracht  kommen,  und 
die  sehr  umfangreiche  Nomenciatur  entwickelt.  Der  Verfasser 
stellt  sich  dann  die  Aufgabe,  in  einem  gegebenen  Gemisch  aus 
zwei  Gasen  die  Anzahl  der  Stösse  und  die  Aenderungen  in  der 
Energieverteilung  zu  studiren.  Vom  allereinfachsten  Falle  aus- 
gehend und  allmählich  eine  Beschränkung  nach  der  andern  fallen 
lassend,  gelangt  er  schliesslich  zu  der  allgemeinsten  Lösung. 
Im  zweiten  Teil  werden  die  entwickelten  Formeln  in  lang- 
wierigen Rechnungen  auf  den  Fall  kugelförmiger  Molekeln  an- 
gewandt. Es  folgen  einige  erweiternde  Betrachtungen  und  ein 
kurzer  Vergleich  mit  den  einschlägigen  Erfahrungsthatsachen. 

Br. 


G.  J.  Michaelis.     Ueber  die  Moleculartheorie  der  Elasti- 

cität  fester   Körper.     WiedemanD  Ann.  XLII.  674-680. 

Herr  Warburg  hat  eine  Theorie  des  Gleichgewichts  eines 
Systems  von  Molecttlen  aufgestellt,  welche  die  Erscheinungen 
der  Nachwirkung  qualitativ  erklärt.  Herr  Michaelis  hat  dann 
gezeigt,  dass  durch  Einführung  von  Kräften,  welche  die  Molecüle 
in  ihren  ursprünglichen  Richtungen  festzuhalten  bestrebt  sind, 
die  Theorie  in  besseren  Einklang  mit  der  Erfahrung  gebracht 
werden  könne.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  werden  der- 
artige Kräfte  aus  der  Voraussetzung  entwickelt,  dass  bei  den 
elastischen  Erscheinungen  die  Wechselwirkung  der  Molecüle  nur 
in  kleinen  Entfernungen  merklich  ist,  dass  demzufolge  die  Teil- 
chen in  einer  Wirkungssphäre  ate  parallel  anzusehen  sind,  und 
ihre  Schwerpunkte  nicht  gleicfamässig  angeordnet  liegen,  wenn 
auch  die  mittlere  Anordnung  fn  einem  endlichen  Teil  des  Kör- 
pers isotrop  ist. 

Der  Verfasser  untersucht  den  Einfluss,  welchen  die  Drehung 
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der  Molecüle  auf  die  elastischen  Kräfte  hat,  und  wendet  die 
Resultate  seiner  Untersuchung  auf  zwei  Beispiele  an.  Es  ergiebt 
sich  bei  einem  Cylinder,  auf  dessen  Enden  Kräfte  parallel  zur 
Axe  wirken,  eine  Spannungsdifferenz,  welche  der  äusseren 
Kraft  ungeftlhr  proportional  ist,  wie  bei  der  elastischen  Nach- 
wirkung beobachtet  wird.  Wirkt  auf  einen  Cylinder  eine  magne- 
tische Kraft,  so  ergiebt  die  Theorie  eine  Spannungsdifferenz, 
welche  nahezu  der  zweiten  Potenz  der  äusseren  magnetischen 
Kraft  proportional  ist.  F.  K. 

E.  RiECKB.     Zur  Moleculartheorie  der  piezoelektrischen 
und  pyroelektriscben  Erscheinungen.      Gott  Nachr.  i89i. 

191-202. 

Der  Verfasser  geht  von  folgender  Vorstellung  aus:  „Die 
Molekeln  der  Krystalle  sind  umgeben  von  Systemen  elektrischer 
Pole,  welche  in  ihrer  Anordnung  dieselben  Symmetrieeigenschaften 
besitzen,  wie  die  Krystalle  selbst.  Sofern  die  hierdurch  gege- 
bene Verteilung  elektrischer  Massen  an  und  für  sich  ein  elek- 
trisches Moment  besitzt,  sind  ihre  Fernwirkungen  durch  eine  dem 
Krystall  äusserlich  aufliegende  entgegengesetzt  elektrische  Schicht 
compensirt.  Wird  der  Zustand  des  Druckes  und  der  Temperatur, 
unter  welchem  sich  der  Krystall  befand,  irgendwie  geändert,  so 
werden  die  Mittelpunkte  der  Molekeln  bestimmte,  gegenseitige 
Verschiebungen  erleiden;  es  werden  ausserdem  die  Molekeln  um 
ihre  Mittelpunkte  gedreht^.  Auf  die  Mittelpunkte  der  Molekeln 
.werden  dann  nämlich  elektromotorische  Kräfte  ausgeübt  ange- 
nommen, die  von  den  Dilatationen  abhängen.  Die  Gomponenten 
der  erzeugten  Momente  werden  den  Gomponenten  der  elektro- 
motorischen  Kraft  (die  für  alle  Molekeln  gleich  ist)  proportional 
gesetzt.  Die  Proportionalitätsfactoren  sind  für  ein  System  cha- 
rakteristisch. Bei  Annahme  einer  bestimmten  Polverteilung  in 
den  verschiedenen,  in  Frage  kommenden  Systemen  gelangt  dann 
der  Verfasser  zu  Formeln,  welche  für  jedes  System  die  CSompo 
nenten  der  inducirten  Momente  als  Functionen  der  Dilatationen 
darstellen.  Diese  Formeln  sind  identisch  mit  den  von  Hrn.  Voigt 
auf  anderem  Wege  entwickelten.  Br. 


./ 
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E.  Rieche,      üeber    eine    mit    den   elektrischen   Eigen- 
schaften   des    Turmalins    zusammenhängende   Fläche. 

Gott.  Nacbr.  1891.  223-231. 

Durch  einen  Druck,  der  in  einer  bestimmten  Richtung  auf 
ein  Element  des  Turmalins  ausgeübt  wird,  entsteht  ein  elektri- 
sches Moment,  dessen  Grösse  und  Richtung  durch  die  von  Hrn.  Voigt 
entwickelten  Formeln  gegeben  wird.  Trägt  man  in  dieser  Rich- 
tung das  Moment  seiner  Grösse  nach  auf,  so  wird  der  Endpunkt, 
wenn  die  Richtung  des  Druckes  sich  ändert,  eine  Fläche  be- 
schreiben. Diese  für  die  elektrischen  Eigenschaften  des  Tur- 
malins charakteristische  Fläche  untersucht  der  Verfasser.  Die 
Schnitte  senkrecht  zur  Symmetrie -Axe  sind  Hypocy kleiden,  die 
durch  Rollen  eines  Kreises  in  einem  anderen  mit  dreifachem 
Radius  entstehen,  die  Schnitte  durch  die  Symmetrieaxe  Curven 
vierter  Ordnung.  Br. 


S.  ü.  Pickering.     Chemical  action  and  the  conservation 

of  energy.    Nature  XLIII.  165-166. 

G.  N.  HüNTLY.     Chemical  action   and  the  conservation 

of  energy.     Nature  XLIII.  246-247. 

„Chemische  Affinität  oder  die  von  den  Atomen  besessene 
potentielle  Energie  wird  in  einem  höheren  oder  geringeren  Masse 
befriedigt,  wenn  diese  Atome  sich  vereinigen,  und  ein  ent- 
sprechender Betrag  kinetischer  Energie  muss  erscheinen.  In 
allen  gewöhnlichen  calorimetrischen  Methoden  nimmt  diese  ki- 
netische Energie  die  Form  der  Wärme  an.  Ein  „endothermischer" 
zusammengesetzter  Körper  ist  also  eine  Unmöglichkeit,  wenn 
der  Ausdruck  in  dem  Sinne  eines  „aus  seinen  constituirenden 
Atomen  mit  Wärmeabsorption  gebildeten  Körpers^  gebraucht 
wird.  Dasselbe  Princip,  welches  die  Verbindungen  von  Atomen 
beherrscht,  muss  auch  jene  verwickelten  Reactionen  beherrschen, 
mit  denen  wir  gewöhnlich  zu  thun  haben  ^.  Diese  Ideen  werden 
im  einzelnen  durchgeführt,  damit  die  Gültigkeit  des  Gesetzes 
der  Erhaltung  der  Energie  erhelle.     Hr.  Huntly  bemängelt  Ver- 
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schiedenes  in  den  AusfQhrungen  des  Hrn.  Pickering  anter  Ver- 
weisung auf  die  Arbeiten  namhafter  Physiker.  Lp. 


E.  Hartio.      Der  Tragmodul    als   Mass   der  Härte. 

OiviliDg.  XXXVIT.  339-364. 

In  den  Mitteilungen  des  E.  K.  Gewerbemuseums  in  Wien 
hatte  Herr  Kirsch  den  Tragmodul  als  Mass  der  Härte  vorge- 
schlagen. Der  Verfasser  sucht  diese  Anschauung  zu  stfitzen, 
indem  er  eine  Reihe  von  Metallen  nach  der  Grösse  ihres  Trag- 
moduls ordnet  und  dann  zeigt,  dass  diese  Anordnung  den  land- 
läufigen Begriffen  der  Härte  entspricht.  Nachdem  alsdann  noch 
an  einigen  anderen  Beispielen  dargethan  ist,  dass  der  Tragmodul 
oder  die  £lasticitätsgrenze  ein  geeignetes  Mass  der  Härte  sei, 
wendet  sich  der  Verfasser  der  Erörterung  des  Zusammenhangs 
von  Elasticitätsgrenze  und  Proportionalgrenze  zu.  F.  K. 


J.  C.  McCoNNEL.      On  the  plasticity  of  an  ice-cryatal. 

Lond.  R.  S.  Proc.  XLIX.  323-343.  Cly. 


0.  E.  Meyer.     Ein  Verfahren  zur  Bestimmung  der  in- 
neren Reibung  von  Flüssigkeiten.    Wiedemaon  Add.  XLiii. 

1 .  42. 

Die  Coulomb'sche  Methode  hat  durch  Herrn  von  Helmholtz 
und  von  Piotrowski  die  Abänderung  erfahren,  dass  die  Flüssig- 
keit in  das  Innere  des  schwingenden  festen  Körpers,  welcher 
Eugelform  erhält,  verlegt  wurde.  Herr  Meyer  schlägt  eine  ähn- 
liche Versuchsanordnung  vor;  nur  behält  er  die  ursprüngliche 
Plattenform  bei,  sodass  die  Flassigkeit  sich  zwischen  zwei  Schei- 
ben befindet,  die  durch  einen  Gylinder  verbunden  sind.  Die 
Theorie  dieser  von  Herrn  Mützel  (Wiedemann  Ann.  XLIII.  5) 
experimentell  angewandten  Methode  wird  folgendermassen  ent- 
wickelt. 

FQr  die  Winkelgeschwindigkeit  xf)  eines  FlQssigkeitsteilchens 
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gilt  die  Differentialgleichung 

mit  der  Nebenbedingung,  dass  für  die  festen  Grenzen  \p  gleich 
der  Winkelgeschwindigkeit  -^  des  Apparates  ist,  und  dass  t/; 
und  9  für  <  =  0  gegebene  Grössen  sind.  Hierbei  ist  zu  beach- 
ten, dass  am  Rande  i/;  ==  -^,  sodass  also  auch  -.^gegeben  ist. 

öl  dl 

Für  tf  gilt  die  Differentialgleichung 


0  ^^'^ 


WO  VI  das  Trägheitsmoment  der  festen  Masse,  —xq^  das  von 
der  Aufhängung  herrührende  Moment,  und  der  Rest  der  rechten 
Seite  das  von  der  Flüssigkeit  auf  die  feste  Masse  ausgeübte 
Drehungsmoment  ist. 

Der    Verfasser    entwickelt    nun    zunächst    eine   particuläre 
Lösung 

wo 

^       '  cospc      T  ^2        c      y  S{qRy 

endlich  ist 


S  (qr)  =   f  dz  j/T^e'^'-' , 


—1 
2  c  die  Höhe  und  R  der  Radius  des  von  der  Flüssigkeit  erfüllten 

Raumes.       Ferner    muss    -^z=Ce-"''^  sein;   das    giebt   für  m 
die  Gleichung: 

/tfm'+  — ,  +nfjR*ptB,iigpc-2nT]cR*Sb^S'(qR)  =  0. 
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Eine  ähnliche  particuläre  Lösung  wird  noch  entwickelt  fQr  eine 
Bewegung  der  Flüssigkeit,  welche  die  Bewegung  der  festen 
Teile  gar  nicht  beeinflusst.    Sie  ist 

tp  =  i4  8in(i'  — yi)s(xr)c-^% 

wo  V  eine  ganze  Zahl  und  x  eine  Wurzel  der  transcendenten 
Gleichung 

S(xR)  =  0    und    fi'  =  -^fx"  +  v*  (^y) 

ist.  Aus  den  particulären  Lösungen  setzt  der  Verfasser  die  allge- 
meine Lösung  zusammen  und  bestimmt  dann  die  Coefficienten 
aus  dem  Anfangszustande  nach  bekannten  Methoden. 

Da  es  sich  um  Schwingungen  handelt,  kommen  fDr  m^  nur 
complexe  Werte  in  Betracht,  deren  es  nur  zwei  conjugirte  giebt. 
Ist  die  Schwingungsdauer  T  und  das  logarithmische  Decrement 
X,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

0  =  *f ^^ +tT^^,  +  «V^  RX«-6) 

«19 1/ W  ^Ä .  ^a+m)(A-7»t-ft'r)(c+ip.) 


WO 


ft  =  2- 


r.    t    n 


2       c    f   Q 

Aus  dem  reellen  und  imaginären  Bestandteil  wird  r  eliminirt; 
das  giebt  bei  Vernachlässigung  höherer  Potenzen  von  l 

wo 

Zunächst  wird  K  vernachlässigt,    um   einen   angenäherten  Wert 
von  ri  zu  erhalten,  und  dann  derselbe  in  K  eingesetzt.      F.  K. 
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F.  Rkülkaüx.     Neue  Betrachtungen  und  Versuche  über 

die   Zapfenreibung.      Glaser'sAno.  XXVIII.  239-243;    Zeitschr. 
deutsch.  iDg.  XXXV.  932-933. 

Nachdem  der  Verfasser  die  ältere  Formel  für  den  Reibungs- 
widerstand am  Umfang  eines  cylindrischen  Zapfens:  F  =  fP  zu- 
rückgewiesen, wendet  er  sich  der  Darstellung  der  Reye'schen 
Theorie  für  neue  Zapfen  zu. 

Alsdann  wird  der  Fall  eines  eingelaufenen  Zapfens  beban- 
delt; die  Druckverteilung  über  die  Berührungsfläche  von  Zapfen 
und  Lager  wird  auf  Grund  der  Hypothese  erörtert,  dass  die 
Abnutzung  an  einer  bestimmten  Stelle  proportional  der  an  jener 
Stelle  in  der  Zeiteinheit  geleisteten  Reibungsarbeit  sei.  Es  wer- 
den mit  einander  verglichen  der  stärkste  Druck,  welcher  an  der 
tiefsten  Stelle  stattfindet,  mit  dem  durchschnittlichen  Wert  des 
Druckes,  sowie  mit  dem  Drucke,  welcher  bei  gleichmässiger  Ver- 
teilung stattfindet.  Ferner  wird  der  Einfluss  erörtert,  welchen 
eine  Verminderung  der  Berührungsflächen  mit  sich  bringt.  Es 
stellt  sich  heraus,  dass  dieselbe,  entgegen  der  älteren  Theorie, 
aber  entsprechend  einigen  Erfahrungsthatsachen,  günstig  wirkt. 
Als  Versuchsapparat  dient  eine  Axe,  welche  sich  in  einer  Hülse 
drehen  kann  und  durch  ein  schweres  Pendel  in  Bewegung  ge- 
setzt wird.  F.  K. 

C.   Brodmann.      Untersuchungen     über    den    Reibungs- 
coefficienten  von  Flüssigkeiten.   Dise.  Göttiogen.  8^ 


N.  JoüKOWSKY.  Ein  Apparat  zur  Bestimniung  der  Zähig- 
keit der  Schmieröle.  Arb.  d.  phys.  Section  der  kaieerl.  GeseU- 
schaft  der  Frenode  der  Natarkande.  MoBkau.  IV.  Heft  1.  25-27. 


C.  PüSCHL.     üeber  die  inneren  Kräfte  von  Flüssigkeiten 
und  Gasen,    wieo.  Ber.  c.  994-1012. 

Eine  Reihe   einzelner    Betrachtungen    über  die   Zusammen- 
hänge von  innerer  Arbeit,   Druck,  Volumen,  Temperatur,  Elasti- 
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citäte-  und  Ausdehnaogscoefficient,  besoDders  Ober  die  Maxima 
und  Minima  sowie  über  das  Wachsen  und  Abnehmen  der  beiden 
letzten;  im  Auszug  nicht  wiederzugeben.  Br. 


Mendeleefp.     On    the   Variation  of  density  of  water  at 
diflPerent  temperatures.    Natnre  XLiv.  334-335. 

Die  von  dem  russischen  Gelehrten  vorgeschlagene  Formel  ist 

s  -1-  Ji-^y- 

'  ~         (A  +  tXB-OC 
A  =  94,10,    B  =  703,51,    C  =  1,90,     Vt  =  ~       , 


K.  Fuchs.      Ueber   den    osmotischen  Druck.      Exner  Rep. 

XXVII.  176-186. 

Die  Entwickelungen  des  Verfassers  fQhren  ihn  zu  der  An- 
nahme, dass  der  osmotische  Druck  die  Summe  von  zwei  ganz 
verschiedenen  Drucken  ist,  deren  einer  von  den  Molecularkräften 
unabhängig  ist,  während  der  andere  durch  die  Holecularkräfte 
bestimmt  wird.  Lp. 

N.  Umow.      Eine  Ergänzung  des   Gesetzes   der   Hydro- 
diffusion  und  neue  Dififusiometer.    Pbys.  Ges.  st.  Petersb. 

XXni.  1891.  335-370. 


B.     Elasticitätstheorie. 
E.  Beltrami.       Intoruo    al    mezzo    elastico    di     Green. 

Lomb.  Ist.  Read.  (2)  XXIV.  717-726,    779-807;    Cimento  (3)  XXIX. 
241-251,  XXX.  126-137. 

Setzt  man  in  die  Differentialgleichungen  fttr  die  Bewegung  eines 
isotropen  elastischen  Mediums  für  die  Gomponenten  der  Ver- 
rückung  die  entsprechenden  Ableitungen  einer  Function,  so  er- 
hält man  Gleichungen,  welche  die  ersten  Ableitungen  einer  und 
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derselben  Gleichung  sind.  Der  Verfasser  wirft  die  Frage  auf, 
welche  elastischen  Medien  diese  Eigenschaft  ebenfalls  besitzen. 
Als  Antwort  ergiebt  sich  für  das  elastische  Potential  genau  der- 
selbe Ausdruck,  welchen  Green  als  Bedingung  dafür  erhalten 
hatte,  dass  ebene  Transversal -Wellen  für  jede  beliebige  Orien- 
tirung  der  Wellenebene  möglich  sind.  Der  Verfasser  zeigt,  dass 
das  Potential  durch  geeignete  Wahl  der  Axen  auf  eine  einfache 
kanonische  Form  gebracht  werden  kann,  und  leitet  dann  aus 
derselben  die  Bedingung  dafür  ab,  dass  das  Potential  ein  positives 
Zeichen  habe.  Dann  wird  vermittelst  eines  äusserst  eleganten 
Verfahrens  das  Potential,  welches  zunächst  durch  sechs  Compo- 
nenten  der  Deformation  dargestellt  war,  durch  die  sechs  Druck- 
componenten  ausgedrückt. 

In  der  zweiten  Note  betrachtet  der  Verfasser  die  geometrische 
Beziehung  zwischen  den  Tripeln  der  Hauptdilatationen  und  der 
Hauptdrucke,  welche  bei  isotropen  Medien  bekanntlich  zusammen- 
fallen. Der  Verfasser  untersucht  dann  die  Frage,  wann  bei  einer 
solchen  Deformation,  welche  nur  in  einer  linearen  Längenände- 
rung besteht,  eine  der  drei  Bauptdruckrichtungen  mit  der  Rich- 
tung der  Längenänderung  zusammenfällt.  Bei  einem  allgemeinen 
Medium  giebt  es  höchstens  dreizehn  Richtungen,  welche  die  ver- 
langte Eigenschaft  besitzen,  dagegen  hat  bei  einem  Green'schen 
Medium,  und  nur  bei  einem  solchen,  jede  beliebige  Richtung 
diese  Eigenschaft. 

Schliesslich  erörtert  der  Verfasser  für  das  in  Frage  stehende 
Medium  die  analoge  Frage,  wann  die  Richtung  eines  einzelnen 
Hauptdruckes,  falls  die  beiden  anderen  Hauptdrucke  gleich  Null 
sind,  mit  der  Richtung  einer  Hauptdilatation  zusammenfallen  kann. 

F.  K. 


E.  Cbsaro.      Sul   calcolo  della  dilatazione  e  della  rota- 
zione  nei  mezzi  elastici.   Lomb.  ist.  HeDd.  (2)  xxiv.  459-460. 

Von  der  bekannten  Betti'schen  Formel 

^1  fXu'dS+fLu'ds]  =  2\fx'udS+  fl'udsl 
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ausgehend,  in  welcher  X,  7,  Z  äussere  Kr&fte,  L,  JV,  N  gleichzeitig 
wirkende  Oberflächenkräfte,  u,  r,  10  die  durch  dieselben  bewirkten 
Componenten  der  VerrQckung  und  X\  Y',  Z',  L',  Ä',  N\  «',  r',  ir' 
ein  zweites  System  von  Grössen  dieser  Art  bezeichnen,  entwickelt 
der  Verfasser,  indem  er  t?'  =  to'  =  0  setzt,  für  u'  aber  den  re- 
ciproken  Wert  der  Entfernung  von  einem  Punkte  im  Innern  des 
Körpers  annimmt,  fär  u  die  Formel 

WO 


''=/^+/^  +  »/"^^ 


+ 


@  die  kubische  Dilatation  ist,  und  A  sowie  B  Constanten  bezeich- 
nen.   Entsprechende  Formeln  gelten  natürlich  fBr  «  and  vd. 

Dann  erhält  man  zur  Bestimmung  der  RotationscomponenteD 
die  Gleichungen 


,   „^        dw      av      ,   „_        du      dW 


öF     ev 


dx         djf 


öy         ö»  '  '  da         dx  ' 

4nBT,  = 

und  ftlr  die  kubische  Dilatation  die  Gleichung 

oder  da  offenbar  A*<P  =  —  47i(/l-B)©  ist: 

Da  durch  diesen  Ausdruck  6  für  alle  Punkte  im  Innern  bestimmt 
ist,    so   ist  es  auch  O  und  damit  die  Ausdrücke  ti,  0,  tr.     Das 
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Integral  j kann  man  direct  bestimmen,  indem  man 

f         dr  ,         dr  ,         9r 

setzt. 

Der  Verfasser  giebt  dann  noch  zwei  andere  Ableitungen  für 
die  fundamentale  Formel 

d0 


4nBu  =  U  + 


dx  F.  K. 


H.  PoiNCARE.     Sur  la  thöorie  de  T^lasticit^     c.  B.    oxii. 

914  -  915. 

Erledigung  eines  Einwandes,  den  Herr  Brillouin  in  einer 
Besprechung  der  „Theorie  math^matique  de  la  lumiöre^  gegen 
einen  bestimmten  Punkt  erhoben  hatte.  F.  E. 


M.  Gebbia.     ProposizioDi  fundamentali  della  statica  dei 

COrpi   elastici.    Palermo  Read.  V.  320-323. 

Der  Verfasser  bestimmt  zunächst  durch  verschiedene  Grenz- 
und  Stetigkeitsbedingungen  für  einen  unendlich  ausgedehnten 
elastischen  Körper  drei  verschiedene  typische  Arten  von  Defor- 
mationen. Dann  wird  ohne  Beweis  mitgeteilt,  dass  die  Defor- 
mation, welche  ein  endlicher  elastischer  Körper  S  erfährt,  sich 
aus  den  drei  vorerwähnten  typischen  Deformationen  zusammen- 
setzen lasse.  Endlich  wird  der  Satz  angegeben,  dass  die  Arbeit, 
welche  die  auf  einen  Teil  S  eines  Körpers  wirkenden  Kräfte  bei 
der  Deformation  leisten,  welche  8  durch  die  auf  einen  Teil 
8*  wirkenden  Kräfte  erfährt,  gleich  ist  der  Arbeit  der  Kräfte 
in  S*  bei  der  Deformation,  welche  durch  die  in  S  wirkenden  Kräfte 
hervorgerufen  wird.  F.  K. 

R.  Marcolongo.  Sulla  deformazione  di  un  corpo  elas- 
tico  isotropo  indefinito  limitato  da  un  piano  indefinito, 
per  speciali  condizioni  ai  limiti.    Napoli  Rend.  (2)  v.  25-32. 
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Der   Verfasser    geht    aus   von    der   Integral formel   fDr   die 
kubische  Condensation 


'-''  =  J  V^ 


s 


+ 


fv  -i- + «  ^ 


+  2QtO 


f(  ^'4      ^'-w       ^'^\ 


Sind  nun  ^,  17,  ^  die  VerrQckungen,  welche  durch  ein  Kraftsystem 
X'  =0,  F'  =  0,  Z'  =  0,  L',  Ä',  JV'  hervorgerufen  werden,  so  ist 
nach  Betti's  Reciprocitätstheorem 

ßx^+  Yf]  ^Z.OdS+ßLI+Mf]  +  NOds-ßL\+M%+N'ws)ds^-0 


und  folglich 


d-i 


in(iQ'd  =  Q      xis+^-/+r\i?  + 


dx  /  \ '        du 

s  ^  ' 


+  ^lC+-3^ms  + 


+ 


(^'^         M'   \  ('T         JV'   V 


4- 

Werden  nun  |,  17,  • . .  so  bestimmt,  4^8  fBr  die  begrenzende  Ebene 
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ist,  80  fallen  L,  ilf,  tr«  aus  der  Formel  heraus,  und  man  erh&lt 
die  kubische  Dilatation  fElr  den  Fall,  dass  an  der  Grenze  die 
Normalkraft  N  und  die  in  der  Ebene  liegenden  Componenten 
der  Verrückung  bekannt  sind,  vorausgesetzt  dass  $,  17,  ^,  L\  M^ 
gefunden  sind.  Ist  aber  erst  d  bekannt,  so  kann  man  auch  die 
Componenten  Uy  d,  to  leicht  finden  (cf.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  1023). 

F.  K. 


H.  Resal.     Sur  las  expressions   des  pressions  dans  un 
Corps  ^lastique  homogene,    c.  R.  GZII.  911-914. 

Von  den  Ausdrücken  der  Druckcomponenten  p^cx  und  p^y 
ausgehend,  ermittelt  der  Verfasser  zunächst  für  die  sechs  Druck- 
componenten Ausdrücke,  in  welchen  noch  10  Goefficienten  vor- 
handen sind.  Dann  wird  das  Goordinatensystem  um  die  z-Axe 
gedreht  Einerseits  werden  danach  die  Druckcomponenten  für 
das  neue  Goordinatensystem  durch  die  bekannten  Formeln  für 
das  alte  System  ausgedrückt,  andererseits  werden  die  Druck- 
componenten nach  Analogie  der  für  das  alte  System  geltenden 
Formeln  durch  die  Deformationscomponenten  dargestellt  und 
darauf  die  letzteren  durch  die  für  das  alte  System  geltenden 
Deformationen  ausgedrückt.  Durch  Vergleich  der  beiden  so  ge- 
wonnenen Ausdrücke  erhält  man  die  gewünschte  Reduction  der 
Cons tauten.  F.  K. 


M.  Brillouin.      Deformations  homogenes  finies.     l^ner- 
gie  d'un  corps  isotrope,    c.  R.  cxii.  1500-1502. 

Man   erhält   die   in  Frage  stehenden  Deformationen,   wenn 
man  die  nach  der  a;-Axe  genommene  Gomponente  der  Verrückung 

setzt  und  die  beiden  anderen  Gomponenten  Werten  gleich  setzt, 
welche  hieraus  durch  cyklische  Vertauschung  der  Indices  und 
Buchstaben  x^  y,  s  folgen.    Setzt  man 


tangw  =  yRl  +  Rl  +  Hl 

FortMhr.  d.  Math.  ZZUI.  3.  65 
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80  erhält  man 

u  =  [D.+2(ÄJ  +  fiJ)co8'ai]«  +  (0,-2H,B,co8'w)y 

+  (G,  — 2H,Ä,C08*«)» 

+  C08»ai|-2(HJ+ÄJ)  +  2(B,H,+Ä,)»+2(Ä.Ä,-ll,)4 

Der  zweite  Teil  giebt  eine  blosse  Rotation,  der  erste  die  eigent- 
liche Deformation. 

Die  Energie  kann  offenbar  nur  von  dem  ersten  Teil  ab- 
hängig sein  und  zwar  nur  von  den  Invarianten  der  quadrati- 
schen Form 

[D,  +2(fi;  +  ÄJ)co8'üi]§»+  ...  +2(C,-2Ä,B,co8'fti)i7C  +  .-. 

Die  Componenten   der  Spannung   erhält  man  ans   der  Energie 
vermittelst  der  Formeln 

Y      oE  Y    J_  Y "    ^^  V         Y      ^ 


l 

Aus   ihrem   gewöhnlichen  Ausdruck    -p-  «^f  +  /mJ,,    wo  /,  und  7. 
Invarianten  sind,  wird  der  folgende  Wert  der  Energie  abgeleitet: 

e-±(d+d+d  1 1  «;+«;+«!  Y 

+  h{d\  +  D\  +  DJ  +  iGJ  +  ICf  J  +  iGl 
4(R\+R\  +  R\)-\-b(R',R\  +  RlRl  +  R\R]) 

^^  (I+Rl  +  Rl  +  Riy 

2DXR\+Rl)+2D,(Rl+R\)+2D,(R]+Rl)-G,R,R,-a,R,R-G,R,R,\ 

l+Äj+fiJ+Äj  ' 

F.  K. 


D.  Sbverini.     Principi  della  reciprocitä  e  della  correla- 
tivitk  neirequilibrio  dei  sistetni   elastioi.      li  Politecnico 

XXXVIII.  (1890.)  Ö41-559,  XXXIX.  (1891.)  5-11,  128-132. 

Das  „Reciprocitätsprincip",  das  als  ein  besonderer  Fall  eines 
TOD  Betti  aufgestellten  Satzes  gelten  darf,  kann  folgendennassen 
ausgedrQckt  werden:  Ist  a  die  in  der  Richtung  der  wirkenden 
Kraft  berechnete  Verschiebung  eines  Punktes  Ä  eines  elastiseben 


Gapitel  1.    Molecularphyaik,  Elasticität  und  Capillarität.       1027 

Körpers,  wenn  an  einem  anderen  Punkte  B  desselben  eine  Kraft 
angreift,  deren  Grösse  =  1  ist;  ist  ferner  b  die  in  der  Richtung 
der  wirkenden  Kraft  gerechnete  Verschiebung  des  Punktes  B, 
wenn  an  A  eine  Kraft  angreift,  deren  Grösse  ebenfalls  =  1  ist, 
so  ist  a  =  6. 

Wirken  auf  die  n  Punkte  M^^  ...,  Mn  eines  Systemes  die 
Kräfte  Pj,  ...,  p,,,  und  bezeichnet  Ora  die  Verschiebung,  welche 
der  Punkt  Mr  in  der  Richtung  von  pr  erleidet,  wenn  eine  Kraft, 
deren  Grösse  =  1  und  deren  Richtung  diejenige  von  p«  ist,  am 
Punkte  M,  angreift,  setzt  man  ferner: 

l|ö"||  =  a, 

Olga 


(1) 


'r$ 


dOr,    ' 


SO  ergiebt  sich: 


(2)  Or.   =    ^'«P 


dpr9    ' 

WO  p  =  II Pr, II  ist.     Die  Gleichungen  (l),  (2)  bilden  das  „Corre- 
lativitätsprincip". 

Die  beiden  Principe  werden  auf  verschiedene  Probleme  der 
Baukunst  angewandt.  Vi. 


A.  Satno.     Suirequilibrio  di  elasticitk  dei  solidi  cilindrici 
che  resistono  alla  flessione.      Lomb.  ist.  Rend.    (2)    xxiv. 

1131-1142. 

Die  Ausdrucke,  welche  man  für  die  elastischen  Kräfte  bei 
cylindrischen,  auf  Biegung  beanspruchten  Stäben  gewöhnlich  an- 
nimmt, entsprechen  nicht  genau  allen  Gleichungen  der  Elastici- 
tätstheorie. 

Diese  Gleichungen  zerfallen  in  verschiedene  Gruppen;  die 
erste  Gruppe  drückt  aus,  dass  ein  elementares  rechtwinkliges  Pa- 
rallelepipedon  unter  Einfluss  der  auf  seine  Oberfläche  wirkenden 
Spannkräfte  im  Gleichgewichte  ist.  Dazu  kommen  die  Beziehungen 
zwischen  den  Deformationen,  welche  sich  linear  durch  die  elasti- 
schen Kräfte  ausdrücken  lassen.  Endlich  müssen  an  der  cylin- 
drischen Oberfläche   die   drei  Gomponenten   des  Druckes  gleich 

65* 
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Null  sein.  Indem  der  Verfaflser  die  angenommenen  AuBdrQcke 
ftlr  die  elastischen  Kräfte  in  diese  Bedingungen  einsetzt,  erhält 
er  AusdrQcke,  welche  erkennen  lassen,  mit  welcher  Genauigkeit 
die  Gleichungen  erfflllt  sind.  Die  Rechnung  wird  fttr  den  kreis- 
förmigen und  den  elliptischen  Querschnitt  durchgeführt. 

F.  K. 

W.  A.  Steklow.      Eine  Aufgabe    aus    der  Theorie  der 

Elasticität.    Charkow  Ges.  (2)  III.  1-34.  (BassiBch.) 

In  dieser  Arbeit  verallgemeinert  der  Verfasser  den  zuerst 
von  Hrn.  Maurice  L^vy  angedeuteten  Fall  der  Lösung  des  Pro- 
blems vom  Gleichgewichte  eines  unendlich  dünnen  Stabes,  wenn, 
ausser  den  an  dessen  Enden  wirkenden  Kräften,  noch  auf  seine 
Axe  ein  constanter  Druck  längs  der  Hauptnormale  zu  derselben 
wirkt.  Von  Herrn  L^vy  und  nachher  von  Halphen  sind  nur  die 
Fälle  des  Gleichgewichts  ebener  Gurven  untersucht  worden;  der 
Verfasser  dagegen  beschränkt  sich  auf  den  Fall  isotroper  Stäbe, 
deren  Querschnitte  zwei  Hauptträgheitsmomente  gleich  haben, 
und  giebt,  indem  er  eine  der  willkürlichen  Constanten  der  Null 
gleich  setzt,  die  volle  Lösung  der  angeführten  Frage  für  eine 
beliebige  Form  der  Gleichgewichtscurven. 

Die  endgültige  Lösung  dieser  Aufgabe  bei  den  gemachten 
Einschränkungen  ist  vom  Verfasser  in  der  Form  eines  elliptischen 
Integrals  ausgedrückt;  dabei  ist  die  Windung  für  alle  Punkte 
der  Gleichgewichtscurve  dieselbe;  der  Hauptvector  der  durch 
einen  Querschnitt  wirkenden  Druckkräfte  (Spannungen)  ist  in 
jedem  Punkte  der  Curve  ihrer  ersten  Krümmung  proportional; 
endlich  giebt  der  Verfasser,  um  die  Richtung  dieses  Hauptvec- 
tors  zu  bestimmen,  eine  kinematische  Construction  an.  In  einem 
Specialfalle  dieser  Aufgabe  kann  die  Gleichgewichtscurve,  wie 
bei  Kirchhoff,  eine  Schraubenlinie  sein.  Bb. 


W.  A.  Steklow.     Vom  Gleichgewichte  elastischer  cylin- 

drischer   Körper.    Charkow  Gob.  (2)  in.  42-93.  (Rassisch.) 

Indem  der  Verfasser  bemerkt,  dass  in  de  Saint- Venant's  Auf- 
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gäbe  die  ursprünglich  der  Axe  des  Gylinders  parallelen  Geraden 
naeh  der  Deformation  in  algebraische  Curven  dritter  Ordnung 
Qbergehen,  und  dass  in  dieser  Aufgabe  mitunter  gewisse  An- 
nahmen Aber  die  inneren  Druckkräfte  gemacht  werden,  stellt 
er  sich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  die  umgekehrte  und 
zugleich  allgemeinere  Frage:  er  Iftsst  nämlich  die  besagten  An- 
nahmen über  die  Verteilung  der  Druckkräfte  im  Inneren  des 
Cylinders  weg  und  sucht,  wie  diese  inneren  Druckkräfte  und 
die  auf  sein  freies  Ende  wirkenden  Kräfte  beschaffen  sein  müssen, 
damit  unter  der  Annahme,  dass  keine  Massenkräfte  und  keine 
Kräfte  auf  die  Seitenflächen  des  Cylinders  wirken,  die  Ursprung* 
lieh  der  Axe  des  Cylinders  parallelen  Geraden  naeh  der  Defor- 
mation in  algebraische  Curven  n^'  Ordnung  übergehen.  Die 
Untersuehung  fahrt  den  Verfasser  zu  dem  Schlüsse:  Wirken  auf 
die  Seitenflächen  des  Cylinders  und  auf  dessen  innere  Massen 
gar  keine  Kräfte,  wohl  aber  auf  eine  der  Endflächen  desselben, 
so  kann  keine  im  natürlichen  Zustande  der  Axe  des  Cylinders 
parallele  Gerade  in  eine  algebraische  Curve  übergehen,  deren 
Ordnung  hoher  als  die  dritte  ist,  und  dann,  dass  die  einzige 
allgemeine  Lösung,  welche  alle  möglichen  Fälle  umfasst,  in 
denen  jede  der  Axe  des  Cylinders  parallele  Gerade  in  eine  al- 
gebraische (parabolische)  Curve  übergeht,  die  de  Saint -Venant'sche 
ist.  Weiter  zeigt  der  Verfasser,  dass  der  angeführte  Schluss 
über  die  Ordnung  der  algebraischen  Curven,  welche  im  natür- 
lichen Zustande  der  Axe  des  Cylinders  parallel  waren,  auch 
dann  seine  Geltung  nicht  verliert,  wenn  auf  eine  der  Endflächen 
des  cylindrischen  Körpers  Kräfte  von  gegebenem  Vector  und 
Moment;  ferner  auf  die  Mantelfläche  Kräfte  wirken,  die  in  auf  der 
Axe  des  Cylinders  senkrechten  Ebenen  liegen,  und  deren  Projec- 
tionen  auf  den  Coordinatenaxen 

sind,   wo  Xq,  Y^,  X',  Y'    willkürliche  Functionen    von   x   und   y 
bedeuten. 

Der  Verfasser  schliesst  die  Abhandlung  mit  der  vollständi- 
gen Lösung  zweier  Specialfälle  der  letzten  Aufgabe.         Bb. 
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W.  A.  Steklow.     üeber  das   Gleichgewicht  elastischer 

Rotationskörper.     Charkow  Ges.  (2)  III.  173-251.  (Rassisch.) 

Der  Verfasser  fthrt  die  in  einem  beliebigen  orthogonalen 
Coordinatensysteme  bestehenden  Gleichungen  fBr  das  Gleich- 
gewicht eines  isotropen  Körpers  an,  wenn  auf  denselben  keine 
Massenkräfte  wirken,  wendet  diese  Formeln  auf  Rotationskörper 
an,  indem  er  die  Meridiancurve  als  zu  dem  orthogonalen  Systeme 
mit  den  Parametern  a  und  ß  gehörig  betrachtet,  wobei  zu  dem 
Systeme  des  Parameters  a  die  Meridiancurve  selbst  gehört.  Auf 
diese  Weise  erhält  er  ein  System  orthogonaler  krummliniger 
Goordinaten  or,  /9,  g>^  wo  g>  den  Azimutalwinkel  der  Meridian- 
ebene bedeutet.  Weiter  specialisirt  der  Verfasser  die  Lösung 
der  Frage  durch  die  Annahme,  dass  die  Projectionen  der  Ver- 
rttckungen  der  Punkte  des  Rotationskörpers  auf  den  Axen  des 
genannten  Coordinatensystems  von  dem  Winkel  q>  unabhängig 
sind,  und  schreitet  zur  Betrachtung  derjenigen  Körper,  welche 
durch  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung  begrenzt  sind. 

Hier  verweilt  der  Verfasser  bei  dem  Falle,  wo  die  kubische 
Dilatationsconstante  (die  kubische  Ausdehnungsconstante)  0,  welche 
in  Folge  der  gemachten  Annahme  nur  von  den  Goordinaten  a  und 
ß  abhängt,  sich  als  eine  Reihe  darstellen  lässt,  deren  allgemeines 
Glied  ein  Product  zweier  Functionen  ist,  von  denen  jede  nur 
von  einem  der  Parameter  a,  fl  abhängt. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  giebt  der  Verfasser  mehrere 
specielle  Lösungen  von  Fragen  über  das  Gleichgewicht  eines 
Kreiscylinders,  welcher  Kräften  unterworfen  ist,  die  auf  seine 
Mantelfläche  wirken;  Qber  das  Gleichgewicht  eines  hohlen  Cylin- 
ders  unter  der  Wirkung  von  Kräften,  die  auf  seine  Endflächen 
wirken,  und  endlich  betrachtet  er  mit  HQlfe  sphärischer  Goordi- 
naten einige  Fälle  des  Gleichgewichts  elastischer,  durch  Eugel- 
uud  Kegelflächen  begrenzter  Rotationskörper:  1)  wenn  die  Kräfte, 
welche  auf  die  Kegelflächen  des  Körpers  wirken,  gegeben  sind, 
und  2)  wenn  die  auf  die  sphärischen  Flächen  des  Körpers  wir- 
kenden Kräfte  gegeben  werden.  Bb. 
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A.  E.  H.  LovE.     Note  od  the  present  State  of  the  theory 
of  thin  elastic  shells.    Lond.  B.  s.  Proc.  XLix.  100-102. 

Bezieht  sich  auf  den  Aufsatz  des  Verfassers:  ,,0d  the  small 
free  vibrations  and  deformations  of  a  thin  elastic  shell^  (Phil. 
Trans.  CLXXIX,  F.  d.  M.  XX.  1888.  1075)  und  auf  die  sich 
anschliessenden  Forschungen  von  Lord  Rayleigh,  Basset  und 
Lamb  Aber  denselben  Gegenstand.  Gly.  (Lp.) 


> 


C.  Chree.     Oll  thin  rotating  Isotropie  discs.    Gambr.  Proo. 

vir.  201-215. 

Verfasser  untersucht  eine  dünne  kreis-  oder  kreisringförmige 
Platte  aus  einem  isotropen  Material  von  constanter  Dichte,  wel- 
che mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  ihre  Axe  rotirt. 
Die  Ausdrücke,  welche  er  für  die  Formänderungen  und  Span- 
nungen ableitet,  unterscheiden  sich  von  denjenigen,  welche  er 
früher  für  eine  volle  kreisförmige  Platte  durch  ein  von  Herrn 
Pearson  in  Betreff  der  Oberflächenbedingungen  beanstandetes, 
näherungs weises  Verfahren  gefunden  hat  (Gambr.  Trans.  XIV 
und  Quarterly  Journ.  XXIII),  nur  durch  Glieder  höherer  Ord- 
nung in  Bezug  auf  die  Dicke  der  Platte,  und  gehen  f&r  die 
kreisringförmige  Platte  bei  Vernachlässigung  höherer  Glieder  in 
Ausdrücke  von  Grossmann  (Verein  zur  Beförderung  des  Gewerb- 
fleisses,  Berlin  1883)  und  Maxwell  (Scientific  papers,  vol.  I)  über. 

Ho. 


O.  J.  LoDGE,  A.  G.  Orbenhill,  J.  A.  Ewing,  C.  V.  ßovs, 
A.  M,  Worthington,  G.  H.  Bryan,  K.  Pearson, 
C.  Chree.     The   flyiug   to  pieces  of  a  whirling  ring. 

Nature  XLIII.  439,  461-463,  488;  XLIV.  82. 

O,  J.  Lodge,  W.  H.  Macaulay.  The  meaning  of  alge- 
braic  Symbols  in  applied  mathematics.      Natnre  XLiii. 

513,  558. 

A.  8.  Herschel.      Tension   of  a  „girdle  of  the  Earth*. 

Nature  XLIII.  514. 
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J.   T.    NiCOLSON.      Spinning   disks.    Natare  XLIIl.  514. 

J.  A.  EwiNG.     The  stresses  in  a  whirling  disk.     Natare 

XLIII.  514. 

O.  J.  LoDGE.     The  whirling  ring  and  disk.    Notare  XLIIL 

533-534. 

In  der  ersten  Notiz  giebt  Hr.  Lodge  die  kritische  Geschwin- 
digkeit, bei  welcher  ein  rotirender  Ring  zerspringen  muss,  nach 
der  Formel  T  =  v'q  (T  =  Festigkeit,  q  =  Dichtigkeit  des  Mate- 
rials) fQr  ein  Stahlband,  das  fttr  den  (englischen)  Quadratzoll  30  Ton- 
nen Belastung  tragen  kann,  za  800  Fuss  in  der  Secunde  an  und 
bemerkt  dazu,  dass  ein  derartiges  Stahlband,  um  den  Erdäquator 
gelegt,  demnach  springen  mQsste,  wenn  es  nicht  durch  die  Schwere 
zusammengehalten  würde.  An  diese  kurze  Hitteilung  schliessen 
sich  die  anderen  Erörterungen  alle  an.  Dieselben  betreffen 
1)  die  Auswertung  solcher  Formeln  in  Zahlen,  2)  den  Beweis 
jener  Formel  und  derjenigen  für  eine  rotirende  Scheibe,  beson- 
ders von  Hrn.  Ewing  nach  Grossmann  und  von  Hrn.  Nicolsoo 
nach  Maxwell,  3)  irrige  Folgerungen,  veranlasst  durch  das  schiefe 
Beispiel  des  Hrn.  Lodge  von  einem  schwimmenden  Kabel  um 
den  Aequator.  Lp. 

A.  Bitter.     Beitrag  zur  Theorie  des  elastischen  ßtosses. 

Z.  dentscher  log.  XXXV.  1383-1386. 

Nachdem  der  Verfasser  zunächst  in  äusserst  eleganter  und 
anschaulicher  Weise  die  Erscheinungen  erörtert  hat,  welche  ein- 
treten, wenn  auf  ein  Ende  eines  zunächst  im  Gleichgewicht  be- 
findlichen Stabes  von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  ab  eine  con* 
stante  Druckkraft  wirkt,  werden  auf  der  gewonnenen  Grandlage 
die  ErBcheinungen  beim  Stosse  einer  elastischen  Stange  gegen 
eine  ruhende  Wand  besprochen.  Alsdann  wird  der  Stoss  zweier 
Stangen  gegen  einander  behandelt.  F.  K. 


H.  Lamb.      On    the    flexure    of   a    flat    elastic    spring. 

Phil.  Mag.  (5)  XXXI.  182-188. 

Wenn  nach  der  gewöhnlichen  Theorie  der  Biegung  ein  Stab 
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voD  beispielsweise  rechteckigem  Qaerschnitte  ein  wenig  dadurch 
gebogen  wird,  dass  man  in  einer  zu  einer  Seitenfläche  parallelen 
Ebene  Eräftepaare  gegen  ein  Paar  Gegenseiten  anbringt,  sodass 
diese  einen  Kreisbogen  bilden,  so  nehmen  die  übrigen  Flächen 
eine  antiklastische  Krümmung   an.     Thomson   und  Tait   haben 
angemerkt  (Natural  Philosophy  §  717),  dass  dieses  Streben  nach 
antiklastischer  Krümmung  in  manchen  Fällen  dem  Biegungsgrade 
eine  Grenze  steckt,  jenseits  deren  die  Theorie  nicht  anwendbar 
ist.      In    der    vorliegenden  Arbeit    wird    die   oben   bezeichnete 
Schwierigkeit  besprochen  und  eine  Lösung  gegeben;  die  benutzte 
Methode  ist  eine  Abart  derjenigen,  welche  der  Verf.  in  der  Ab- 
handlung benutzte:    „On  the  flexure  of  an  elastio  plate''  (Lond. 
M,  S.  Proc.    XXI,   F.  d.  M.   XXII.    1890.    1007).     Die   Haupt- 
ergebnisse  stehen   in  Uebereinstimmung  mit  den  Betrachtungen 
von  Thomson   und  Tait.     Die   Ausdehnungen   und   Zusammen- 
ziehungen der  Hittelfläche  des  Bandes,  welche  durch  das  Streben 
nach   der   entgegengesetzten   Krümmung    in   der   Richtung    der 
Breite  hervorgerufen  werden,  halten  diese  Krümmung  in  Schach, 
so  dass  die  Zwangsform  nie  merklich  von  der  eines  Cylinders 
abweicht.    Für  gewisse  Werte  von  ^,  dem  Krümmungsradius  des 
Kreisbogens,    hat   das   zur  Aufrechthaltung  der  Biegung  nötige 
Kräftepaar  den  von  der . gewöhnlichen  Theorie  gegebenen  Wert; 
bei  dem  entgegengesetzten  Extrem  dagegen  strebt  es  dem  einer 
Platte  eigentümlichen  Werte  zu.     Die  Formeln  der  Abhandlung 
bestimmen  auch  den  Wert  für  die  Zwischenfälle.     Die  mathe- 
matische Ent Wickelung  der  Abhandlung  ist  ungemein  knapp  ge- 
fasst,    und   es  würde   ein  grosser  Raum    erforderlich   sein,    um 
bloss  die  Bezeichnung  zu  erklären,  weshalb  die  mathematische 
Analyse  weggelassen  ist.  Gbs.  (Lp.) 


B.  HiLLE.     Beitrag  zur  Berechnung   kreisförmiger  Bie- 
gungsfedern.   Giviling.  XXXII.  199-222. 

Der  Verfasser  geht  von  allgemeinen  Formeln  für  die  Hori- 
zontal- und  Verticalverschiebung  des  freien  Endes  einer  einge- 
spannten Feder   aus   und   specialisirt   dieselbe   dann  sowohl  ia 


1034  ^I*  Absohniit.    Mathematische  Physik. 

^^ezug  auf  das  Moment  der  angreifendep^  Kräfte  als  auch  io 
Bezug  auf  die  Querschnittsform  der  Feder  in  verschiedener  Weise. 
Die  hierbei  auszuführenden  elementaren  .Quadraturen  erfordern 
ein  Referat  an  dieser  Stelle  nicht.  F.  K. 


F.  Chaudy.    Note  sur  les  arcs  ^lastiques  d'4gale  r^sistance. 

G^Die  civil.  XIX.  220-221. 

Um  einen  aus  zwei  Gurtungen  gebildeten  elastischen  Bogen 
Constanten  Widerstandes  zu  erlangen,  wird  zu  den  gegebenen 
äusseren  Kräften  mit  einer  passenden  Poldistanz  ein  Seilpolygon 
gezeichnet,  welches  völlig  innerhalb  der  beiden  Gurtungen  liegt 
Werden  nun  die  Querschnitte,  welche  ein  senkrecht  zam  Seil- 
polygon geführter  Schnitt  in  den  beiden  Gurtungen  bildet,  so  bc; 
stimmt,  dass  der  Schwerpunkt  der  aus  beiden  zusammengesetzten 
Fläche  in  das  Seilpolygon  fällt,  und  dass  der  Quotient  aus  dem 
Normaldruck  und  der  ganzen  Querschnittsfläche  constant  ist,  so 
erhält  man  einen  Bogen  gleichmässiger  Beanspruchung. 

F.  K. 


IJ.  DiESENBR.      Die  Festigkeitslehre  und  die   Statik    im 

Hochbau.    2.  Aufl.    Halle.  Hofstetter.  VIII -f- 250  S. 


II.  Müller- Breslau.     Ueber  einige  Aufgaben  der  Statik, 
welche     auf    Gleichungen     der    Clapeyron'schen    Art 

fuhren.     Z.  f.  Bauwesen.  XLL  103-128. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  der  Clapeyron^scheu  Gleichung 
für  drei  auf  einander  folgende  Stützenmomente  eines  continair- 
lichen  Balkens  mit  constantem  Querschnitt,  und  zwar  von  der 
allgemeinsten  Form  mit  Rücksicht  auf  die  Senkung  der  Stützen 
und  auf  variable  Temperatur  in  dem  einzelnen  Querschnitt  Es 
wird  zunächst  eine  graphische  Auflösung  des  so  entstehenden 
Gleiohungssystems  für  die  Sttttzenmomente  gegeben,  und  zwar 
mit  Unterscheidung  der  beiden  Fälle,   dass  der  Balken  an  deo 
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beiden  Endeo  frei  aufliegt,  und  dass  er  an  den  beiden  Enden 
unter  den  Winkeln  r^  und  Tn  eingespannt  ist. 

Im  §  3  wird  gezeigt,  dass  das  Verfahren  (natürlich  erst  nach 
einigen  vorbereitenden  Umwandlungen)  auch  auf  den  Fall  eines 
Trägers  mit  veränderlichem  Querschnitt  anzuwenden  ist. 

Im  §  4  wird  das  Verfahren  auf  die  Bestimmung  der  Bie- 
gungsmomente  in  den  Knotenpunkten  von  Fachwerken  angewandt, 
deren  Gurtungen  mit  einander  vernietet  und  deren  Wandglieder 
gelenkartig  befestigt  sind.  Den  Ausgangspunkt  bilden  die  For- 
meln, welche  der  Verfasser  in  der  Wien.  Allg.  Bauztg.  1885 
unter  dem  Titel  „Zur  Theorie  der  Biegungsspannungen  in  P'ach- 
werkträgern«  veröffentlicht  hat  (F.  d.  M.  XVII.  1885.  972). 

Im  §  5  wird  eine  Theorie  von  Trägern  entwickelt,  der^ 
obere  Gurtungen  gekrümmt  und  in  den  Knotenpunkten  ohne 
Gelenk  verbunden  sind,  während  die  unteren  Gurtungen  und  die 
Wandglieder  gerade  und  gelenkartig  sind ;  hierdurch  werden  für 
die  Knotenpunktsmomente  der  oberen  Gurtung  Gleichungen  ge- 
liefert, die  den  Clapeyron'schen  ganz  ähnlich  sind.         F.  K. 


:»  • 


Fr.  Engessbr.     Die  Knickfestigkeit  gerader  Stäbe. 

Centraibl.  der  Banverw.  XL  483-486. 

Nachdem  der  Verfasser  kurz  die  Euler'sche  Formel  be- 
sprochen, zählt  er  zunächst  die  vereinfachenden  Annahmen  auf, 
welche  ihrer  Ableitung  zu  Grnnde  liegen.  Zwei  derselben,  näm- 
lich die  Annahme,  dass  die  Elasticitätsgrenze  nicht  überschritten 
wird,  und  dass  die  Schubkräfte  unberücksichtigt  bleiben  dürfen, 
sind  nicht  immer  erfüllt.  Der  Verfasser  unternimmt  es  deshalb, 
die  Knickfestigkeit  mit  Rücksicht  auf  diese  beiden  Umstände 
zu  berechnen. 

Nachdem  er  die  Aufgabe  für  Vollträger  gelöst  hat,  wendet 
er  sich  der  Berechnung  von  Fachwerkträgern  und  Rabmenträgern 
zu.  F.  K. 


R.  VON  Thüllie.     Berechnung  der  Gitterstäbe  auf  Knick- 
festigkeit.   W.  Oeetr.  log.  n.  Arch.  XV.  76-78. 
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Die  Schwarz* Rankioe'sche  Formel   fQr   die   Knickfestigkeit 
lautet: 

(P  Drackkraft,  t  die  zulftssige  Druckspannung,  F  Qaerschnitts- 
fläche,  J  Trägheitsmoment,  /  Länge,  o  Coefficient). 

Der  Ausdruck  -^,  ist  von   der  Dimension  Null,    also   eine 

Zahl  d'j  welche  nur  Ton  der  Form  und  nicht  von  der  Dimension 
des  Querschnitts  abhängt.  Führt  man  diese  Zahl  an  Stelle  von 
J  ein,  so  ergiebt  sich 

uod  daraus  die  Formel  von  Asimont: 


^=:a^ih't) 


T  V  2    '    '  4    '    ^P 

Der  Verfasser   bestimmt  den  Wert  &   fär  eine  Anzahl  von 
Querschnittsformen.  F.  K. 


R.  VON  Thullib.     Beitrag  zur  Berechnung  der  Stäbe  auf 

Knickfestigkeit.     W.  Oestr.  log.  n.  Arch.  XVI.  11-14,  24-2G. 

Auch  in  diesem  Artikel  wird  der  Coefficient  ^  in  der  Asi* 
mont'schen  Formel  für  eine  Reihe  von  Querschnitten  beatimmt. 
Ferner  wird  eine  graphische  Bestimmung  von  F  vermittelst  der 
Parabeln  vorgeschlagen,   welche  sich  bei  festgehaltenem  Werte 

a       P 

von  Fq  =  P/r  ergeben,  wenn      ^^^  —  als  Abscisse  und  F  als 

Ordiuate  betrachtet  wird.  F.  K. 


G.  H.  Bryan.  On  the  stability  of  a  plane  plate  under 
tlirusts  in  its  own  plane,  with  applications  to  the 
^buckling^  of  the  sides  of  a  ship.  Lood.  m.  s.  Proc.  xxil. 

54  -  67. 

Die   vorliegende  Abhandlung   enthält  das  iweidimensionale 
Analogen  zu  der  von  Euler  gegebenen  Bestimmung  der  Knick* 
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festigkeit.  Bei  dieser  bandelt  es  sich  um  die  Frage,  bis  zu 
welcher  Grenze  ein  aufrecht  stehender,  durch  einen  Druck  be- 
lasteter Stab  im  stabilen  Gleichgewicht  ist.  Hier  wird  die  Frage 
behandelt,  unter  welchen  Umständen  eine  ebene  Platte,  auf  deren 
Rand  Druckkräfte  wirken,  deren  Richtung  in  der  Ebene  der  Platte 
liegt,  im  stabilen  Gleichgewicht  ist. 

Bei  stabilen  Platten  darf  fQr  keine  VerrOckung  die  durch 
die  Krümmung  entstehende  potentielle  Energie  grösser  sein  als 
der  von  der  Ausdehnung  herrührende  Verlust  an  potentieller 
Energie. 

Bei  rechteckigen  Platten  kann  man  die  Verrückung  durch 
eine  doppelt  unendliche  periodische  Reihe  ausdrücken.  Indem 
der  Verfasser  die  gewonnenen  Ausdrücke  einsetzt,  erhält  er  als 
untere  Grenze  für  die  dritte  Potenz  der  Dicke  einen  Bruch,  dessen 
Zähler  und  Nenner  eine  doppelt  unendliche  Reihe  bilden,  bei 
welcher  die  einzelnen  Glieder  proportional  den  Quadraten  der 
Coefficienten  der  oben  erwähnten  Fourier'schen  Reihe  sind.  Die 
kleinste  zulässige  Dicke  erhält  man  offenbar,  indem  man  die 
untere  Grenze  zu  einem  Maximum  macht. 

Nach  Durchführung  der  erforderlichen  Rechnung  wendet  der 
Verfasser  das  gewonnene  Resultat  auf  das  im  Titel  genannte 
praktische  Problem  an.  Den  Schluss  macht  die  Untersuchung 
am  Rand  gleichmässig  gedrückter  kreisförmiger  Platten. 

F.  K. 

F.  Stark.     Beitrag  zur  Berechnung  des  continuirlichen 

Trägers.    Techn  Bl&tter.  XXIII.  107-112. 

Nach  Mohr  kann  man  die  elastische  Linie  eines  continuir- 
lichen Trägers  ansehen  als  eine  Kettenlinie,  bei  welcher  die 
Horizontalspannung  gleich  EJ  (übliche  Bezeichnung)  ist  mit  der 
Momentenfläche  des  Trägers  als  Belastungsfläche.  Der  Verfasser 
zeigt  nun,  dass  bei  einem  continuirlichen  Träger  mit  gleich  hohen 
Stützen  die  Auflagerreactionen,  welche  den  Momentenflächen  als 
ideellen  Belastungsflächen  entsprechen,  gleich  Null  sind,  und 
leitet  hieraus  den  Satz  von  Glapeyron  ab.  F.  K. 
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Steineb.      Einfache  Ableitung  eines  Satzes  zur  Berech- 
nung von  continuirlichen  Balken  mit  balancirten  Stützen. 

Tecbn.  Blatter.  XXII.  212-214.  (1890) 

Bei  den  in  Frage  stehenden  Balken  sind  die  Drucke  der 
Stützen  beide  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  der  Beaetionen 
an  den  Zwischenstfitzen  eines  gleich  heiasteten  continuirlichen 
Balkens  mit  gleichen  Spannweiten  und  festen  Stützen. 

Dieser  Satz  wird  mit  Benutzung  von  Castigliano's  Princip 
bewiesen.  F.  K. 


C.  A.  Carus  Wilson.     The  influenae  of  surface-loading 
on  the  flexure  of  beams.   Phil.  Mag.  (5)  xxxii.  481-503. 

In  dieser  Abhandlung  werden  einige  Versuche  beschrieben, 
die  in  der  Absicht  angestellt  wurden,  den  wirklichen  Zustand 
der  Spannung  (strain)  in  einem  zweifach  unterstQtzten  und  cen- 
tral belasteten  Balken  zu  bestimmen,  wenn  die  Oberflächen- 
belastung mit  in  Betrachtung  gezogen  wird.  Die  gewählte  For- 
schungsmethode stützt  sich  auf  die  folgende  Annahme.  1)  Der 
wahre  Spannungszustand  im  Mittelpunkte  des  Balkens  kann  ge- 
funden werden,  indem  man  über  den  vom  Beugen  herrühr^den 
Zustand  den  von  der  Oberflächenbelastung  herrührenden  lagert. 
'  2)  Der  Spannungszustand,  der  von  der  Oberflächenbelastung 
allein  herrührt,  kann  mit  bedeutender  Annäherung  an  die  Wirk- 
lichkeit dadurch  gefunden  werden,  dass  man  den  Balken  auf 
einer  flachen  Platte  statt  auf  zwei  Stützen  ruhen  lässt.  3)  Die 
von  der  Biegung  allein  herrührenden  Spannungen  können  aus 
den  BernouUi-Saint-Venanf sehen  Resultaten  erhalten  werden, 
nämlich:  a)  Die  Streckung  (stretch)  für  irgend  einen  Querschnitt 
ist  der  Entfernung  von  der  neutralen  Axe  proportional,  ß)  Die 
centrale  Axe  ist  ungestreckt,  y)  Für  dieselben  Punkte  in  ver- 
schiedenen Querschnitten  ist  die  Streckung  dem  Biegungsmomente 
proportional.  Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  hauptsächlich  mit 
den  Versuchen  und  den  Folgerungen,  die  aus  ihnen  gezogen 
werden  können;  diese  Folgerungen  werden  in  die  Form  von 
Lehrsätzen  gebracht    Sie  enthält  auch  Auszüge  aus  Mitteilungen 
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voD  Stokes  und  Boussinesq  an  den  Verfasser  bezQglich  einiger 
Punkte  der  mathematischen  Theorie.  Gbs.  (Lp.) 


M.  R.  V.  Thüllib.  Bestimmung  der  Einflusslinien  für 
die    inneren  Kräfte    des  continuirlichen   Trägers    mit 

drei   Stützpunkten.    W.  Oestr.  Ing.  u.  Arch.  XVI.  416-417. 

H.  Müllbr-Brbslau.  Ueber  die  Eiuflusslinien  continuir- 
licher  Balken  mit  drei  Stützpunkten,    ibid.  476. 

M.  R.  V.  Thullib.  Erwiderung  zu  den  vorstehenden 
Bemerkungen,    ibid.  476477.  F.  K. 


A.  Kling ATSCH.     Beitrag  zur  Construction  der  Influenz- 
curven    für    den    continuirlichen    Träger    Constanten 

Querschnittes.     W.  Oestr.  Ing.  n.  Arch.  XVI. .  293-296. 

F.  K. 


J.  Mblan.      Zur   Berechnung  zusammengesetzter  Holz- 

t^ger.      W.  Oestr.  Ing.  u. 'Arch.  XVI.  46-47. 

R.  V.  Thullib.     Zur  Berechnung  der  Holzträger,      ibid. 

279-283. 

J.  Mblan.     Zur  Berechnung  der  Holzträger,    ibid.  290. 

Aas  Anlass  von  Versuchsergebnissen,  welche  Herr  Haupt- 
mann Bock  mitteilt  (W.  Oeatr.  Ing.  u.  Arch.  XVI.  21,  30),  unter- 
zieht Herr  Melan  die  gewöhnliche  Theorie  zusammengesetzter 
Balken,  welcher  die  Vorstellung  zu  Grunde  liegt,  dass  durch  die 
VerdQbelung  oder  Verzahnung  eine  gegenseitige  Verschiebung 
der  einzelnen  Balken  gehindert  werde,  einer  Kritik.  Alsdann 
wird  eine  neue  Theorie  auf  der  Voraussetzung  begründet,  dass 
die  gegenseitige  Verschiebung  der  Balken  und  damit  der  Span- 
nungsunterschied  proportional  dem  Zahn-  oder  Dübeldruck  sei. 
Herr  von  Thullie  folgt  im  wesentlichen  der  Theorie  des  Herrn 
Melan  und  sucht  dieselbe  durch  Berücksichtigung  des  Umstan- 
des   zu   verbessern,   dass   in  der  Nähe  der  Bruchbelastung  die 
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DruckspaDnuDg  nicht  mehr  proportional  dem  Abstände  von  der 
neutralen  Axe  sei. 

In  der  zweiten  Note  verteidigt  Herr  Melan  seine  Art  der 
Berechnung.  F.  K. 

E.  A.  Werner.     Träger  auf  zwei  Stützen.    Wien.  AUg.Ban- 

ctg.  LYI.  41-46,  6\'bS,  59-62. 

Dem  Referenten  ist  es  unmöglich,  Aber  die  vorliegende  Ar- 
beit zu  berichten,  da  es  ihm  nicht  gelungen  ist,  zum  Verstfindnis 
derselben  vorzudringen.  F.  E. 


E.  Brie.     Zur  Berechnung  der  verdübelten,  verzahnten 
und  der  KIötzel-Holzträger.      W.  Oestr.  log.  n.  Arch.  XVL 

349-353.  357-360. 

Der  Verfasser  berechnet  den  Biegungswiderstand  zusammen- 
gesetzter Holzträger,  indem  er  denselben  aus  zwei  Teilen  zu- 
sammensetzt, nämlich  aus  dem  Widerstand,  welcher  von  der 
gemeinschaftlichen  Biegung  der  Balken  herrOhrt,  und  dem  zu 
der  besonderen  Biegung  des  einzelnen  Balkens  gehörenden  Wider- 
stand, welche  eine  Folge  des  Nachgebens  der  Verbindungen  ist. 

Die  entwickelte  Theorie  scheint  uns  aus  dem  Grunde  nicht 
ganz  einwandfrei,  weil  ohne  weiteres  angenommen  wird,  dass  die 
von  der  besonderen  Biegung  herrührende  Maximalspannung  bei 
allen  Balken  dieselbe  sei.  F.  E. 


C.  Skibinski.  Ueber  hölzerne  zusammengesetzte  Brücken 

träger.     W.  Oeatr.  log.  o.  Arch.  XVL  328-332. 


6.  DI  Simone.      Sülle   travi  rette  di  uguale  resistenza. 

U  PolitecDico.  XXXIX.  447-462,  560-576,  621-637,  641-64a 

Theorie    der    geradlinigen,    horizontalen    Balken    gleichen 
Widerstandes  mit  Betrachtung  des  Eigengewichtes.  Vi. 
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A.  F.  JoRiNi.     Massimo  moraento  indotto  in  una  trave 
semplice  da  un  treno   di  pesi  vincolati.      Ii  Politecnico. 

XXXIX.  299-307. 

Eine  neue  Lösung  des  im  Titel  angegebenen  Problems. 

Vi. 


R.  Pfleger.  Tabellen  über  die  berechnete  Tragfähig- 
keit der  beim  Hochbau  zu  verwendenden  eisernen 
Träger.  Ein  HUlfs-  und  Nachschlagebuch  für  Archi- 
tekten und  Bauunternehnier.      Leipzig.    EDgeimann.    vi-h 

89  8.  120. 

F.  Heinemann.  Excentrische  Druckbelastung  ausserhalb 
des  Kernes  bei  Mauerwerkskörpern  ringförmigen  Quer- 
schnitts.   HaoDOv.  Zeitschr.  XXXVII.  158-163. 

Im  wesentlichen  Tabellen,  welche  auf  Grund  älterer  Formeln 
von  Keck  (Hannov.  Zeitschrift  1882.  627)  berechnet  sind. 

F.  K. 


H.  Müller- Breslau.     Ueber  Langer'sche  Brückenträger. 

Gentralbl.  der  Baaverw.  XL  349-353. 

Die  in  Frage  stehenden  Träger  werden  im  wesentlichen  ge- 
bildet durch  einen  Stabbogen  ARB  mit  gelenkartigen  Knoten, 
versteift  durch  zwei  gegliederte,  in  einem  Gelenk  C  an  einander 
hängende  steife  Scheiben  ÄC  und  CB^  welche  mit  dem  Bogen 
durch  Stäbe  verbunden  sind. 

Der  Verfasser  berechnet  die  in  den  Stäben  des  Versteifungs- 
werkes stattfindenden  Spannungen  unter  der  Voraussetzung,  dass 
die  Höhe  des  Versteifungsfachwerks  und  die  Strecke,  um  welche 
der  Bogen  AR  über  der  Geraden  AR  liegt,  überall  in  einem 
Constanten  Verhältnis  stehen.  F.  K. 


J.  Glauser.      Dynamische  Wirkungen   bewegter  Lasten 
auf  eiserne  Brücken.    Gläserne  Add.  xxix.  Ii3ii7. 

Fortachr.  d.  Math.  XXIII.  3.  66 
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Mit  Hflire  von  BetrachtungeD ,  deren  Richtigkeit  Referent 
nicht  einzusehen  vermag,  wird  fttr  die  LängenSndemng  eines 
einzelnen  Stabes  als  Function  der  Zeit  eine  Differentialgleichang 
zweiter  Ordnung  aufgestellt  und  dann  integrirt.  Die  fibrigen 
Betrachtungen  sind  technischer  Natur.  F.  K. 


J.  Mblan.      Zur     rechnungsmässigeu     Ermittelung    der 
Biegungsspannungen   in    Beton-    und   Monierconstruc- 

tionen.      W.  Oeetr.  log.  a.  Arch.  XV.  (1890.)  223-226. 

Beim  Beton  sind  die  Elastjcitätscoefficienten  fQr  Zug  und 
Druck  von  einander  verschieden,  daher  werden  bei  gebogenen 
Betonplatten  auf  die  Berechnung  nicht  dieselben  Formeln  anzu- 
wenden sein  wie  bei  gewöhnlichen  elastischen  Materialien.  Der 
Verfasser  entwickelt  die  entsprechenden  Formeln  fQr  die  in 
Frage  stehende  Substanz.  Die  Monierplatte  ist  eine  Betonplatte 
mit  eingelegtem  Eisengeflecht.  Eine  Theorie  des  Biegungswider- 
standes auch  eines  solchen  Gebildes  wird  unter  der  Annahme 
entwickelt,  dass  die  Adhäsion  zwischen  Beton  und  Eisen  hin- 
reicht, um  die  Teile,  welche  ursprünglich  in  Berührung  sind,  auch 
nach  der  Deformation  im  Zusammenhang  zu  halten. 

Im  Anschluss  an  diese  Entvvickelungen  wird  das  Beton-  und 
Moniergewölbe  besprochen.  F.  K. 


P.  Neümann.    Ueber  die  Berechnung  der  Moniercoustruc- 

tionen.      W.  Oeatr.  iDg.  u.  Arch.  XV.  209-212.  (1890.) 

Der  Verfasser  behandelt  die  Theorie  der  Monierconstruetioncn 
nach  ähnlichen  Principien  wie  Herr  Melan,  nur  wird  beim  Beton, 
genau  wie  bei  völlig  elastischen  Körpern,  ein  einheitlicher  Elasti- 
citätscoefficient  zu  Grunde  gelegt.  F.  K. 


J.  Melan.    Zur  Berechnung  von  Betongewölben,   w.  Oestr. 

iDg.  a.  Arch.  XVI.  142-143. 

Die  Entwickelungen  des  letzten  Teils  der  obigen  Abhandlung 
werden  weiter  ausgeführt.  F.  K. 
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W.  Wittmann.     Die  Standfestigkeit  freitragender  Stein- 
treppen.    Centralbl.  der  Bauverw.  XI.  288-289. 

Königer.     Zur   Berechnung  freitragender  Steintreppen. 

Ibid.  380-381. 

W.  Wittmann.  Zur  Berechnung  freitragender  Steintreppen. 

Ibid.  456. 

Von  matbematisebem  Interesse  dürfte  die  Bereebnung  der 
Strecke  sein,  bis  zu  welcber  eine  Stufe  eingemauert  werden 
muss,  damit  sie,  als  Balkenträger  betracbtet,  die  erfolgende  Be- 
lastung verträgt.  Herr  Eöniger  betont,  dass  die  Stufe  auch 
auf  Torsion  beansprucht  wird,  und  berechnet  die  entsprechende 
Tiefe  der  Einmauerung.  Die  Redaction  hebt  hervor,  wie  misslich 
bei  der  geringen  Kenntnis,  welche  wir  von  dem  Verhalten  des 
auf  Biegung  und  Drehung  beanspruchten  Steines  besitzen,  Be- 
rechnungen der  vorliegenden  Art  immerhin  bleiben. 

F  K. 

Th.   Landsbbrg.      Berechnung  freitragender   Wellblech- 
dächer.    Z.  r.  Bauwesen.  XLI.  381-396. 

Ausgangspunkt  der  Untersuchung  ist  eine  Gleichung  zur 
Bestimmung  des  in  der  Zugstange  herrschenden  Zuges.  Der 
Verfasser  erhält  dieselbe,  indem  er  die  horizontale  Längenände- 
rung erstens  durch  die  in  dem  Bogen  herrschenden  Momente  und 
Axialkräfte  und  zweitens  durch  die  Spannung  der  Zugstange 
ausdrückt.  Die  Momente  und  Kräfte  im  Innern  des  Bogens 
lassen  sich  nach  den  Regeln  der  Statik  durch  die  Spannung  der 
Zugstange  und  durch  die  Belastung  ausdrücken,  und  man  erhält 
so  eine  lineare  Gleichung  zur  Berechnung  der  in  der  Zugstange 
herrschenden  Kraft;  ist  diese  Gleichung. aufgelöst,  so  kann  man 
die  Beanspruchung  des  Daches  finden.  Der  Verfasser  führt  die 
Rechnung  für  verschiedene  Arten  der  Belastung  durch. 

F.  K. 

A.  Meyerhop.     Die  Biegungsspannungen  der  Z- Eisen. 

Z.  deutscher  log.  XXXV.  696-701. 

66* 
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L.  ViANELLO.     Die   Biegungsspannungen    der   Z  -  Eisen. 

Z.  deutscher  log.  XXXV.  1225. 

Herr  Meyerhof  giebt  auf  Grund  yod  leicht  abzuleiteoden 
Formelu  für  die  Meistbeanspruchungen  bei  der  in  Frage  stehen- 
den Querschnittsform  Tabellen  itlr  diese  Beanspruchung. 

Herr  Vianello  löst  die  in  Betracht  kommende  Aufgabe,  die 
neutrale  Faser  und  die  höchste  Beanspruchung  fHr  den  Fall  zu 
finden,  dass  die  Ebene  des  Momentes  schief  zu  den  Hauptaxen 
des  Querschnitts  liegt,  durch  geometrische  Construction. 

F.  K. 

A.  Hübner.    Die  Gestelle  einhllftiger  Portalkrane,    z.  deut- 
scher log.  XXXV.  582-585. 

Es  kommt  im  wesentlichen  auf  folgende  Aufgabe  der  Festig- 
keitslehre an:  Von  den  beiden  Schenkeln  eines  rechten  Winkels 
ist  der  eine  senkrecht  von  oben  nach  unten,  der  andere  hori- 
zontal gerichtet.  Der  erstere  ist  drehbar  an  seinem  unteren 
Endpunkte  befestigt,  dagegen  ruht  der  Endpunkt  des  anderen 
Schenkels  auf  horizontaler  Unterlage  und  kann  derogemäss  glei- 
ten. Auf  irgend  einen  Punkt  des  horizontalen  Schenkels  wirken 
eine  verticale  äussere  Kraft  und  ein  gegebenes  Moment.  Es 
soll  die  Ausweichung  bestimmt  werden,  welche  das  aufliegende 
Ende  des  horizontalen  Schenkels  erfährt.  F.  K. 


J.  W.  ScHWKDLKU.     lieber  eisernen    Oberbau.     Centraibi. 

der  Bauverw.  XF.  00-96. 

Uebersetzung  einer  .  älteren  Arbeit  des  bekannten  (f)  Bau- 
ingenieurs, welche  1882  in  den  „Minutes  of  proceedings  of  the 
Institution  of  civil  engineers^'  erschien.  Der  fClr  den  Mathematiker 
interessanteste  Teil  ist  im  Jahrgange  1889  der  Z.  fär  Bauwesen 
viel  ausftthrlicher  behandelt  worden  (F.  d.  M.  XXI.  1889.  899). 
Ein  Referat  über  die  vorliegende  Abhandlung  ist  daher  nicht 
erforderlich.  F.  K. 
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Zimmermann.      Beziehung  zwischen  Scbienenqnerschuitt 

and   Schwellenabstand.     Gentralbl.  der  Baaverw.  XL  223. 

Um  den  ZusammenhaDg  zwischen  dem  Trägheitsmoment  J 
des  Schienenquerschnittes  und  dem  Abstand  a  der  Qucrschwellen 
zu  ermitteln,  geht  der  Verfasser  aus  von  der  Gleichung  ftir  das 
grösste  Biegungsmoment 

_    8i?+   ID    Ga 
"  ~    4ß+10D     4   ' 
welche  er  in  seinem  Buche  ^Berechnung  des  Eisenbahn-Oberbaues^ 
(Ernst  u.  Korn  1888)  abgeleitet  hat.     Hierin  bedeuten  G  die  in 

der  Mitte  angreifende  Belastung,  B  die  Grösse  — ,-  und  D  eine 

Constante,  welche  von  der  Bettung  abhängt.    Ist  k  die  zulässige 
Beanspruchung,  W  das  Widerstandsmoment,  so  muss  sein 

—  e 

Man    erhält   also   den   kleinsten   zulässigen  Wert  von  J,   indem 

GEJ 

man    in    die    erste  Gleichung  ftlr  B  und  M  die  Werte  — j-  und 

—  h   einsetzt  und  die  so  entstehende  Gleichung  nach  J  auflöst. 
e 

Ge 
Setzt  man  den  Wert  i-r-ö,  d.  h.  den  kleinsten  Wert,  welchen 

J   für   einen    frei  aufliegenden  Balken  haben  mflsste,   gleich  J^ 

Dk 

und  die  von  a  unabhängige  Grösse  f  -=7^  gleich  op,  so  wird 


F.  K. 


Mohr.      Ueber    die    Berechnung    der    Kosten    der    An- 
schaffung   und    Erneuerung    der    Eisenbahnschienen. 

CiviliDg.  XXXVII.  39-50. 

Die  Kosten  werden  nach  den  Regeln  der  Zinseszinsrechnung 
bestimmt  und  dann  das  gewonnene  Resultat  mit  HQlfe  einer 
graphischen  Darstellung  näher  beleuchtet.  F.  K. 
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F.  Conrad.     Ueber  die  Festsetzung  der  Rttcklagen  zum 
Erneuerungsfonds  der  Privateisenbahnen.     Glaser's  Ann. 

XXIX.  93-99. 

Die  Aufgabe  wird  mit  Betrachtungen,  wie  sie  in  der  Zinses- 
Zinsrechnung  angewandt  werden,  behandelt  F.  K. 


W.  Launhardt.    Die  zweckmässigste  Höbe  des  Personen- 
Fahrgeldes     auf     den     Eisenbahnen.      Hannov.  Zeitschr. 

XXXVII.  lU-122. 

Da  die  Abhandlung  auf  verschiedene  Aufgaben  aus  der 
Lehre  vom  Grössten  und  Kleinsten  führt,  welche  sich  vielleicht 
als  Uebungsbeispiele  verwerten  lassen,  so  soll  ihr  Inhalt  hier 
kurz  besprochen  werden. 

Kilometrische  Verkehrsdichtigkeit  nennt  der  Verfasser  die 
in  einem  bestimmten  Zeitraum  unternommene  Anzahl  der 
Reisen,  welche  sich  bis  auf  eine  Entfernung  x  erstrecken.  Ist 
y  der  Fahrpreis,  so  ist  die  in  Frage  stehende  Grösse  nach 
Launhardt 

\D-\-ax-\-yJ 
oder,  da  y  und  x  proportional  sind, 

X  =  ßy    resp.    y  =  fx, 

und  demnach  die  Einnahme  aus  Reisen  von  der  Länge  x 

*'  =  '^  =  "*(4T^y^*- 

Sind  die  Betriebskosten  pro  Kilometer  fr,  so  ist  der  Ueberschuss 

Die  beiden  Aufgaben  sind  nun:  für  welchen  Wert  x  ist  £  ein 
Maximum,  und  für  welchen  Wert  y  ist  V  bei  gegebenem  x  ein 
Maximum?  p,  g. 


I 
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J.  C.  DijxHOORN.     Tragfähigkeit  und  Durchbiegung  von 

cylindrischen  Schraubenfedern  aus  Stahldraht,   z.  deut- 
scher iDg.  XXXV.  1397-1399. 
Der  Verfasser  teilt  eine  Tabelle  für  die  in  Frage  stehenden 
Grössen  mit  und  giebt  nach  bekannten  Regeln  der  Festigkeits- 
lehre die  Ableitung  der  zu  Grunde  liegenden  Formeln. 

F.  K. 

V.  H.     Untersuchungen  über  die  Zugfestigkeit  von  Beton. 

W.  Oeetr.  Ing.  u.  Arch.  XV.  131-135.  (1890.) 

Mathematisch  interessant  ist  hieran  nur  der  Zusammenhang 
zwischen  Biegungsmoment  und  Spannung  für  eine  Substanz-,  bei 
welcher  der  Elasticitätsmodul  f&r  Zug  und  Druck  verschieden 
sind.  F.  K. 

G.  Lang.     Zur  Entwickelungsgeschichte  der  Spannwerke 
des  Bauwesens.    Riga  iö90.  xviin-200S.  2Taf. 
Besprechung  in  W.  Oestr.  Ing.  u.  Arch.  XVI.  8.       F.  K. 


S.    H.  BuRBURY.      On    the    collisions    of   elastic    bodies 

(Abstract).    Lond.  R.  S.  Proc.  L.  175-179. 

Ausfährlich  erschienen  in  Lond.  Phil.  Trans.  CLXXXIII  (A) 
(1892).  407-422. Cly. 

J.  Curie.     Sur  les  batardeaux   en    ma^onnerie.       Absoc. 

Fran^.  MarBeille  XX.  279-287. 

A.  Mallock.     Some   measures   of  Young's  modulus  for 

Crjstals   etc.     Lond.  R.  S.  Proc.  XLIX.  380-398. 

A.  Mallock.  Note  on  the  instability  of  india-rubber 
tubes  and  balloons  when  distended  by  fluid  pressure. 

Lond.  B.  8.  Proc.  XLIX.  468-463.  Cly. 

P.  Schiff.  Versuch  einer  Anwendung  der  Theorie  der 
Elasticität  auf  die  Untersuchung  der  Wirkung  des 
Schusses  auf  die  LafFette.    Petersb.  Abh.  Lxvn.  No.  3.  i-60. 
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C.    Capillarität. 

G.  Jäger,  üeber  die  Abhängigkeit  der  Capillaritäts- 
constanten  von  der  Temperatur  und  deren  Bedeutung 
für  die  Theorie  der  Flüssigkeiten.     Wieo.  Ber.  c.  245270. 

Die  Arbeit  bildet  eine  Fortsetzung  früherer  VeröffeDtlichuD- 
gen  (Wiener  Ber.  XCIX.  676  ff.,  860ff.,  1028 ff.)  und  handelt 
zunächst  von  der  experimentellen  Bestimmung  der  Capillaritäts- 
constanten  bei  verschiedenen  Temperaturen.  Auf  die  praktische 
Anordnung  kann  an  dieser  Stelle  nicht  eingegangen  werden. 
Das  Princip  ist  folgendes:  Zwei  Capillaren  von  verschiedener 
Weite  tauchen  in  dieselbe  Flüssigkeit  verschieden  weit  ein. 
Durch  beide  wird  gleichzeitig  und  aus  derselben  Quelle  vorsich- 
tig Luft  gepresst,  bis  aus  den  Röhren  in  die  Flüssigkeit  Blasen 
treten.  Der  Unterschied  in  der  Eintauchtiefe  wird  so  geregelt, 
dass  gleichzeitig  aus  beiden  Röhren  die  Blasen  treten.  Die  Me- 
thode hat  ausser  ihrer  grossen  Empfindlichkeit  den  Vorteil,  dass 
man  die  Temperatur  an  der  in  Betracht  kommenden  Stelle  sehr 
gut  bestimmen  kann.  Untersucht  wurden  bei  Temperaturen  von 
zum  Teil  -23^  bis  +89'  Wasser,  Aether,  Aethylalkohol,  Me- 
thylalkohol, Schwefelkohlenstoff,  Chloroform,  Aceton.  Der  Ver- 
fasser findet,  dass  die  Gapillaritätsconstante  oder  ^diejenige  Arbeit 
welche  notwendig  ist,  um  die  freie  Oberfläche  der  Flüssigkeiten 
um  die  Flächeneinheit  zu  vergrössen*^,  sich  völlig  zufriedenstellend 
als  lineare  Function  der  Zeit  darstellen  lässt.  Bei  der  Berech- 
nung ist  die  plausible  Annahme  gemacht,  dass  zwischen  der  Ca 
pillaritätsconstante  a  und  dem  Unterschied  der  Eintauchtiefen  h  eine 
Gleichung  der  Form  gesetzt  werden  kann:  a(l+/?*)9)(r,r')  =  /b,  wo 
ß  eine  Constante,  s  das  specifische  Gewicht  der  Flüssigkeit,  tp 
eine  unbekannte  Function,  endlich  r  und  r'  die  beiden  Radien 
der  Capillaren  sind. 

Der  zweite  Teil  gilt  dem  Nachweise,  dass  die  in  den  oben 
citirten  früheren  Arbeiten  des  Verfassers  aufgestellten  Beziehungen 
der  Capillaritätsconstante  zu  anderen  Grössen,  insbesondere  der 
Dampfspannung   und    dem    specifischen    Volumen    des    Dampfes 
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und  der  Flüssigkeit,  durch  die  Bestimmungen  des  Verfassers  be- 
stätigt werden.  Br. 

G.  Jäger.      Das    Gesetz  der  Oberflächenspannung  von 

Lösungen.     Wien.  Ber.  0.  493-514. 

Im  Anscbluss  an  die  in  der  vorigen  Arbeit  durchgeführte 
Bestimmung  der  Capillaritätsconstante  in  ihrer  Abhängigkeit 
von  der  Temperatur  untersucht  der  Verfasser  ihre  Abhängigkeit 
von  der  Concentration  von  Losungen.  Auf  Grund  theoretischer 
Untersuchungen  stellt  er  das  Gesetz  auf:  Die  Capillaritätscon- 
stante „wächst  proportional  der  Concentration,  und  es  ist  in 
einem  und  demselben  Lösungsmittel  die  moleculare  Zunahme  der 
Capillaritätsconstante  für  alle  gelösten  Substanzen  eine  constante 
Grösse".  Das  Gesetz  soll  natürlich  nur  für  verdünnte  Lösungen 
gelten.  Die  Ergebnisse,  die  auf  Grund  der  in  der  vorigen  Arbeit 
beschriebenen  Methode  mit  Chlornatrium,  Chlorkalium,  Chlor- 
ammonium, Chlormagnesium,  Natriumnitrat,  Natriumcarbonat  und 
Zucker  (der  allerdings  sehr  herausfällt)  gewonnen  sind,  geben 
in  Anbetracht  dessen,  dass  keine  wirklich  verdünnten  Lösungen 
benutzt  werden  konnten,  zufriedenstellende  Bestätigungen.  Auf 
Grund  von  weiteren,  ergänzenden  Messungen  bei  höheren  Tem- 
peraturen findet  der  Verfasser  noch  das  zweite  Gesetz:  „Die 
moleculare  Erniedrigung  des  Temperaturcoefficienten  der  Capil- 
laritätsconstante ist  für  alle  gelösten  Körper  eine  constante 
Grösse.*^  Anhangsweise  werden  die  Beziehungen  der  behandel- 
ten Grössen  zu  anderen  physikalischen  Grössen,  insbesondere 
dem  Durchmesser  der  Molecularsphäre,  der  Dampfspannung,  der 
Erniedrigung  des  Gefrierpunktes  u.  s.  w.  behandelt.  Dabei  fällt 
noch  der  Satz  ab:  „Die  Gesamt-,  sowie  jede  Teil -Energie  des 
Lösungsmittels  wächst  mit  der  Concentration  der  Lösung  derart, 
dass  für  gleich  viel  Molekeln  des  Gelösten  der  Energiezuwacbs 
eine  constante  Grösse  isf  Br. 


A.   L.  Selby.     On  the  Variation  of  surface-iension  with 

temperature.      Phil.  Mag.  (5)  XXXI.  430-433,  Natare  XLIII.  549. 
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Der  Zweck  dieses  Aufsatzes  ist  der,  zu  zeigen,  dass  alle 
Flüssigkeiteo  eine  der  MendelejeflTschen  Bedingungen  befriedigen, 
die  eine  ideale  FlQssigkeit  kennzeichnen,  nämlich  7^  =  7,(1—00, 
wo  Tt  die  Oberflächenspannung  bei  /'  C  bedeutet.  Man  nehme 
an,  die  Masseneinheit  der  FlQssigkeit  habe  constantes  Volumen, 
aber  eine  variable  Oberfläche  S  und  Temperatur  t  Bei  einer 
kleinen  Aenderung  der  Variabein  ist  die  absorbirte  Wärme 
dH  =s  kdt -{- IdS  y  wo  k  die  specifische  Wärme  bei  constantero 
Volumen  und  l  die  latente  Wärme  der  Ausdehnung  bedeutet. 
Da  die  äussere  an  dem  FlOssigkeitshäutchen  verrichtete  Arbeit 
d\V  =.  TdS  ist,  so  ist  der  Gewinn  an  innerer  Energie: 

dH+dW  =  kdi  +  (l  +  T)dS, 
was   ein   vollständiges  Differential    ist     Auch  dB/t  ist  ein  voll- 
ständiges Differential,  daher 

Nun    hängt  k   nicht   von   der  Oberfläche  ab,    ausser  wenn  das 

Häutchen  sehr  dünn  ist,  und  daher  ist  -r-^  =  0,  sodass  T  =  c — 6/, 

wo  c  und  b  Functionen  des  specifischen  Volumens  sein  können. 
Die  Beweisführung  wird  dann  darauf  gerichtet,  die  Constanz  von 
b  und  c  zu  zeigen.  Obs.  (Lp.) 

Th.  Lohnstein.  Ueber  den  Einfluss  der  Capillariföt 
auf  die  Gleichgewichts  Verhältnisse  schwimmender  Kör- 
per.   Di88.  Berlin  1891.  4^  WiedemaDO  Ann.  XLIV.  52-73. 

Die  vorliegende  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Teile.  Der 
erste,  mathematische  Teil  beschäftigt  sich  mit  der  Integration 
der  Differentialgleichung  für  die  Trennungsfiäche  eines  Gases 
und  einer  FlQssigkeit  für  den  Fall,  dass  dieselbe  eine  Rotations- 
fläche ist. 

Ist  X  der  Axenabstand  eines  Punktes  dieser  Fläche  und  y 
seine  verticale  Coordinate,  so  lautet  die  in  Frage  stehende  Diffe- 
rentialgleichung: 
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oder  wenn     ,  =  u  gesetzt  wird: 


da?''     "^         H    ^^  '     ^^     dx       yi~tt" 

Hier  sind  i^,  J7  positive  Constanten,  yi— m*  soll  positiv  genommen 
werden,  und  für  a?  =  0  soll  y  =  0,  t*  =  0  sein. 

Dann  ergeben  sieh  für  u  und  y  Potenzreihen,  und  zwar  ist 
y  eine  gerade,  u  eine  ungerade  Function  von  x.  Es  wird  be- 
wiesen, dass  die  Coefficienten  kleiner  sind  als  in  der  Lösung 
der  Gleichungen: 

H  du -1^       ^y ** 

Dann  wird  ferner  nachgewiesen,  dass  es  einen  endlichen  Wert  x 
giebt,  für  welchen  ti  =  1,  und  dass  nur  bis  zu  diesem  die  Reihen 
für  y  und  u  convergiren.  Fdr  die  Untersuchungen  des  zweiten 
Teiles  ist  es  von  Wichtigkeit,  aus  gegebenen  Daten  der  Fläche 
Werte  von  H  und  h  zu  bestimmen.  Deshalb  werden  zwei  Aus- 
drücke entwickelt,  zwischen  denen  H  liegen  muss,  und  ferner 
zwei  Grenzgleichungen  für  A. 

Alsdann  wendet  sich  der  Verfasser  der  Betrachtung  capil- 
larer  Sattelflächen  zu;   an  Stelle  der  KirchhofTschen  Gleichung 

1-cos'h 
y  =  V2ffsin^-5  2 


wird  die  Ungleichung  entwickelt: 


*dx      .    ^ 
sin^ 


1  »^ 

1  — COS*Ti 


. /' + 1.  >  ^»'4  -  £  — T^  >»  0- !■.)■ 

Die  Versuche  sind  doppelter  Art.  Bei  dem  einen  diente  ein 
niedriges  cylindrisches  Glasgefäss  zur  Aufnahme  der  Versuchs- 
flüssigkeit (in  den  meisten  Fällen  destillirtes  Wasser).  Dasselbe 
wurde  auf  einen  kleinen,  mit  drei  Fussschrauben  versehenen  Mes- 
singtisch gesetzt  und  dann  mit  Flüssigkeit  bis  an  die  innere  scharfe 
Kante   gefüllt.     Mit   Hülfe    einer    feinen    Pipette    wurde    dann 
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80  lange  Flüssigkeit  hinzugegeben,  bis  der  Meniscus  an  einer 
Stelle  verschwunden  war.  Bei  horizontaler  Lage  des  Randes 
muss  das  gleichzeitig  fQr  alle  Punkte  desselben  geschehen.  Zur 
Erreichung  dieses  Zustandes  dienten  die  Schrauben.  Um  einen 
concaven  Meniscus  zu  erreichen,  wurde  Flüssigkeit  abgesaugt. 
Dann  wurde  die  Pfeilhohe  des  Meniscus  gemessen  und  die  abge- 
saugte Flüssigkeit  gewogen. 

Ein  convexer  Meniscus  wurde  mit  einer  Pipette  hergestellt. 
Auch  hier  wurde  die  Pfeilhöhe  gemessen  und  das  Gewicht  der 
Flüssigkeit,  welche  bis  zur  Herstellung  einer  horizontalen  Be- 
grenzung abgesaugt  werden  musste. 

Auf  Grund  der  Untersuchungen  des  ersten  Abschnitts  stellt 
der  Verfasser  aus  den  beiden  gemessenen  Grössen  zwei  Aus- 
drücke her,  zwischen  denen  die  Capillaritätsconstante  liegt.  Die 
beiden  Grenzen,  welche  die  Versuche  für  diese  Grösse  liefern, 
liegen  verhältnismässig  nahe  bei  einander  und  zeigen  eine  hin- 
reichende Uebereinstimmung. 

Der  zweite  Teil  der  Versuche  betrifft  das  Schwimmen  von 
Körpern.  Auch  diese  Versuche  beruhen  auf  der  Thatsache,  dass 
durch  eine  scharfe  Kante  den  dort  befindlichen  Elementen  einer 
Flüssigkeitsoberfiäche  eine  innerhalb  weiter  Grenzen  veränder- 
liche Richtung  gegeben  werden  kann.  Die  benutzten  Körper 
unterschieden  sich  von  Araeometern  dadurch,  dass  ihr  oberer 
cylindrischer  Teil  nicht  geschlossen,  sondern  oben  offen  and  mit 
einem  scharfkantigen,  eben  abgeschliffenen  Rande  versehen  war. 
Zunächst  wurden  diese  Körper  so  belastet,  dass  sie  gerade  bis  zum 
Rande  eintauchten,  ohne  dass  sich  ein  Meniscus  bildete.  Dann 
wurde  das  Gefäss  mehr  und  mehr  belastet;  es  bildete  sieb  ein 
convexer  Meniscus,  der  durch  die  äussere  Randlinie  der  oberen 
Grenze  hindurch  ging.  Bei  noch  weiterer  Belastung  trat  die 
Flüssigkeit  über  die  äussere  Randlinie  bis  zum  inneren  Bande 
vor,  sodass  also  die  ganze  obere  Begrenzung  des  Apparates  von 
der  Flüssigkeit  bedeckt  war.  Bei  noch  weiterer  Belastung  wird 
der  Randwinkel  des  Meniscus,  welcher  jetzt  durch  die  innere 
Uandlinie  geht,  grösser  und  grösser,  bis  endlich  der  ganse  Ap- 
parat  untersinkt. 


I 
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Die  theoretische  Untersuchung  des  vorliegenden  Falles  führt 
zu  dem  Resultat,  dass  das  Gewicht  des  Apparates  und  das  Ge- 
wicht  der  Luft  in  dem  von  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  und 
der  durch  die  ebenen  Teile  derselben  gelegten  horizontalen  Ebene 
begrenzten  Raum  zusammen  gleich  sind  dem  Gewicht  der  von 
dem  Apparat  verdrängten  Flüssigkeit,  vermehrt  um  das  Gewicht 
derjenigen  FlQssigkeitsmenge,  welche  den  eben  beschriebenen 
Raum  ausfüllen  könnte.  Und  zwar  gilt  dieses  Gesetz  nicht  nur 
für  kreisförmige  Begrenzung  des  oberen  Randes. 

Die  Versuche  ergeben  ein  anderes  Resultat,  und  zwar  ist 
das*Gewieht,  welches  erforderlich  ist,  um  eine  gewisse  Depres- 
sion hervorzurufen,  geringer  als  es  nach  der  Theorie  sein  müsste. 

F.  K. 

G.  VanderMbnsbrugghe.  Sur  une  particularitd  curieuse 
des    cours    d'eau    et   sur  Tune   des   causes   des   crues 

subites.    Belg.  Ball.  (3)  XXI.  327-336. 

Die  Oberflächenspannung  des  Wassers,  einschränkbar,  je 
nachdem  sie  durch  die  Ausbreitung  oder  Unterdrückung  der 
freien  Oberfläche  begünstigt  oder  zerstört  wird,  verzögert  oder 
beschleunigt  die  Schnelligkeit  der  Oberflächenschicht  der  Wasser- 
läufe.    Durch  Oel  kann  man  plötzlichen  Zuwachs  verringern. 

Mn.  (L\).) 

G.  VanderMensbrugghe.  Sur  la  propriöte  caract^- 
ristique  de  la  surface  commune  ä  denx  liquides  soumis 
k  leur  affinit^  mutuelle.    Belg.  Ball.  (3)  xxr.  420- 435. 

Neue  Thatsachen  zur  Stütze  für  den  Nachweis  einer  Aus- 
dehnungskraft, die  an  der  gemeinschaftlichen  Oberfläche  der  be- 
trachteten Flüssigkeiten  besteht.  Mn.  (Lp.) 


L.  R.  WiLBERFORCE.  On  thc  calculation  of  the  coefficient 
of  viscosity  of  a  liquid  from  its  rate  of  flow  through 
a  eapillary  tube.    Phil.  Mag.  (5)  xxxi.  407-414. 
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Bei  der  gewöhnlichen  Methode  zur  Berechnung  des  Zähig- 
keitscoefficienten  aus  Beobachtungen  ttber  das  Transpirations- 
Verhältnis  der  Flüssigkeit  unter  bekanntem  Drucke  durch  eine 
Capillarröhre  von  bekannten  Abmessungen  nimmt  man  an,  dass 
die  ganze  der  Flüssigkeit  zugef^hrte  Energie  innerhalb  der  Röhre 
in  Wärme  umgewandelt  wird.  Hagenbach's  Ciorrection,  welche 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  ausserhalb  der  Röhre  in  Rechnung 
zieht  (Pogg.  Ann.  GIX,  1860),  besteht  darin,  dass  man  von  der 

s 

Höbe  A,  die  den  Druck  bestimmt,  die  Grösse  v^jg^  abzieht,  wo 
V  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  ist.  Es  wird 
gezeigt,  dass  bei  Hagenbach's  Annahmen  dies  t>7^  heissen 
müsste,  ein  Wert,  der,  wie  der  Verf.  später  gefunden  hat, 
schon  von  Hrn.  Finkener  vorgeschlagen  ist.  Die  Hagenbach'- 
sche  Annahme  wird  jedoch  vom  Verf.  nicht  als  völlig  rich- 
tig angesehen,  und  wegen  des  Mangels  einer  Lösung  für  diesen 
Fall  der  Bewegungsgleichungen  einer  zähen  Flüssigkeit  werden 
einige  Betrachtungen  vorgebracht,  welche  auf  die  Form  hindeu- 
ten, unter  welcher  die  notwendigen  Gorrectionen  enthalten  sein 
müssen;  die  Grundlagen  werden  aus  Abhandlungen  des  Hrn. 
Osborne  Reynolds  in  den  Phil.  Trans,  für  1883  und  1886  ent- 
nommen ;  die  Ergebnisse  von  Versuchen  sind  tabellarisch  gegeben. 
Die  Untersuchung  ist  indessen  eingestellt,  weil  sie  durch  eine 
Arbeit  des  Hrn.  Finkener  überholt  ist.  Gbs.  (Lp.) 


K.  Fuchs.      Das    Zerfallen    freier    Flüssigkeitsfaden    in 

Tropfen.     Exner  Bep.  XXVII.  109-117. 

Das  Zerfallen    des    freien  Flüssigkeitsfadens    wird  als  eine 
Wirkung  der  Überflächenspannung  aufgefasst.  Lp. 
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Capitel  2. 
Akustik  und  Optik. 

A.     Akustik. 
W.  Grosse.      Bemerkungen    zur    Wellenlehre.     Poske  z. 

V.  22-24. 

Elementare  Betrachtungen  zur   Lehre   von    der  Zusammen- 
setzung der  Wellenbewegungen.  Lp. 


W.  T.   A.  Embagb.      On   a   method   of   determining  the 
velocities    of   propagation    of    disturbances   in    elastic 

media.    Phil.  Mag.  (5)  XXXI.  464-469. 

Die    Geschwindigkeit   der    Fortpflanzung   einer   Störung   in 
einem  elastischen  Mittel,   wenn,  nachdem  die  Störung  an  einem 
beliebigen  Punkte  vorübergegangen    ist,    die  ursprüngliche  An- 
ordnung des  Mittels  wieder  hergestellt  wird,  untersucht  der  Verf. 
wie  folgt.     Zunächst  wird  das  in  irgend  einem  Teile  des  Mittels 
durch    den  Eintritt   der  Störung    in    dasselbe    erzeugte    Moment 
abgeschätzt;   es  wird  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  propor- 
tional sein.     Sodann  werden  die. mittlere  resuUirende  Kraft,  die 
auf   den    betrachteten  Teil    des  Mediums   wirkt,    und    die  Zeit, 
während  deren  sie  wirkt,  gefunden.    Die  Kraft  wird  die  Elasti- 
cität   des  Mediums    in    sich    begreifen,    und    die  Zeit    wird   der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  umgekehrt  proportional  sein.     In- 
dem   man    das   erzeugte  Moment   dem  Producte    aus   der  Kraft 
und  Zeit  gleich  setzt,   wird  eine  Gleichung  zur  Auffindung  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  erlangt.     In  dem  Falle  der  Fort- 
pflanzung einer  Reihe  von  Wellen,  werden  diese  als  eine  Folge 
von    einzelnen  Störungen   betrachtet,    und   die   Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit  wird    dieselbe   wie   für   eine  einzelne  Störung. 
Die  Methode  wird  auf  longitudinale  und  transversale  Störungen 
angewandt,  und  auch  der  Fall  zweier  Mittel  wird  betrachtet. 

Gbs.  (Lp.) 
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C.   CuREB.       On     some    Compound     vibrating    Systems. 

Cambr.  Traoa.  XV.   135-266.  (1891);    Cambr.  Proc.  VII.  94-95.  (1890.) 
(Abstract.) 

Die  betrachteten  schwingenden  Systeme  sind  von  eoncen- 
trischen  Kugelfiächen  oder  coaxialen  Cylinderfiächen  begrenzt, 
und  es  werden  entweder  lediglich  radiale  oder  lediglich  trans- 
versale Schwingungen  betrachtet.  Unter  einem  einfachen  System 
wird  eine  sphärische  oder  cylindrische  Schale  ans  einem  ein- 
zigen isotropen  Medium  verstanden;  in  einem  zusammengesetzten 
System  werden  die  einzelnen  Medien  als  durch  Kugel-  oder  Cylin- 
derfiächen getrennt  vorausgesetzt  Es  wird  eine  Formel  zur  Er- 
mittelung der  Schwingungszahlen  zusammengesetzter  Systeme 
entwickelt,  welche  aus  beliebig  vielen  Schichten  verschiedener 
isotroper  Medien  bestehen.  Das  allgemeine  Resultat  wird  be- 
nutzt, um  zu  ermitteln,  wie  sich  die  Höhe  der  verschiedenen 
Töne  eines  isotropen  Mediums  durch  Einschaltung  einer  dQnnen 
Schicht  eines  anderen  isotropen  Mediums  ändert,  und  zwar  wird 
diese  Untersuchung  für  Vollkugcln,  Vollcylinder,  Kugel-  und 
Cylinderschalen  eingehend  durchgeführt  und  liefert  zahlreiche 
Ergebnisse.  Ho. 

G.  H.  C.  Hartmann.      Exp^riences  de  Photographie  ba- 
listique.      Applications   k  Tötude  des  variations  de  la 

vitesse   du   SOn.    Revue  d'Art.  XXXVII.  62-81,  397-421,  493-50S. 

I.  Versuche  ballistischer  Photographie  von  Artillerie  -  Ge- 
schossen durch  die  Herren  Mach  und  Salcher  (in  Pola  und 
Meppen).  IL  Neue  Versuche  ballistischer  Photographie  durch 
dieselben  Herren.  III.  Note  über  die  Fortpflanzung  des  durch 
das  Abschiessen  der  Geschütze  erzeugten  Schalles  vom  Haupt- 
mann Jacob  (Memorial  de  TArtillerie  de  la  marine  XIV,  1886). 
IV.  Ueber  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  durch  die  Feuer- 
wafi^en  erzeugten  Schalles  vom  Hauptmann  Journäe  (Mäm.  preß. 
h,  TAc.  des  Sciences,  1888).  V.  Fortpflanzung  des  Schalles  wäh- 
rend des  Schicssens  vom  Hauptmann  Labouret  (Memorial  de 
FArt.  de  la  marine  XVI,   1888).     Mathematische  Erklärung  der 
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akustischen  Erscheinung.  VI.  lieber  die  Art  der  Fortpflanzung 
des  Schalles  bei  den  Detonationen  vom  Obersten  Sebert  (Soc. 
franQ.  de  Phys.,  1888).  VII.  lieber  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  durch  scharfe  Schüsse  erregten  Schalles  von  E.  Mach 
(Wien.  Ber.  XCVII,  1888).  VIII.  Schallgeschwindigkeit  beim 
Schiessen  nach  den  von  E.  Mach  in  Meppen  angestellten  Ver- 
suchen. IX.  Vorgänge  und  Erscheinungen  bei  dem  Ausflusse 
von  Druckluft  von  P.  Salcher  (Mitt.  aus  dem  Gebiete  des  See- 
wesens XVIII,  1890).  „Aus  dem  Studium  der  Arbeiten,  über 
welche  wir  einen  Ueberblick  gegeben  haben,  geht  die  Thatsache 
der  Veränderlichkeit  der  Schallgeschwindigkeit  beim  Schiessen 
als  völlig  sicher  hervor.  Nicht  verhält  es  sich  so  mit  der  Er- 
klärung dieser  Erscheinung*".  Hier  steht  die  Ansicht  der  fran- 
zösischen Forscher,  dass  das  Geschoss  in  jedem  Augenblick 
Centrum  einer  Schallwelle  sei,  der  Anschauung  des  Hrn.  Mach 
gegenüber,  dass  das  Geschoss  das  Vehikel  einer  und  derselben 
Welle  sei,  welche  verschwinde,  falls  die  Geschwindigkeit  des 
Schalles  mit  der  des  Geschosses  übereinstimme.  Lp. 


Ch.  K.  Wead.     On  the  intensity  of  sound:    A  reply  to 

a   Critic.     Sillimao  JonrD.  (3)  XLI.  232-235. 


Ch.  K.  Wead.      On    the    intensity    of   sound    II.     Tbe 
energy  used  by  organ  pipes.   Siliiman  Joum.  (3)  XLII.  21-34. 


A.  B.  Basset.     On    the    disturbance    produced    by    an 
element  of  a  plane  wave  of  sound  or  light.    Loud.  M.  s. 

Proc.  XXII.  317-329. 

S.  Abschnitt  XI,  Capitel  2B,  S.  1065. 


W.  König.    Hydrodynamisch-akustische  Untersuchungen 

I,   II,   III,     Wiedemann  Ann.  XLII.  353-370,  549-563;  XLIII.  43-60. 

Die  Eundt'schen  Staubfiguren  sowie  alle  anderen  akustischen 

ForUebr.  d.  Math.  XXIII.  8.  67 
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BewegungserscheinuDgen  sind  nichts  anderes  als  Bewegungen 
fester  Körper,  welche  durch  die  Vorgänge  in  der  die  Körper 
umgebenden  Flüssigkeit  hervorgerufen  und  unterhalten  werden; 
und  zwar  ist  in  erster  Linie  die  Bewegung  der  umgebenden 
Luftmasse,  nicht  aber  die  Aenderung  ihrer  Dichtigkeit  als  Ur- 
sache der  Bewegung  der  festen  Körper  zu  betrachten,  wie  sich 
daraus  ergiebt,  dass  jene  Bewegungen  im  Bauche  einer  Schwin- 
gung am  schärfsten  ausgebildet  sind.  Zur  Erklärung  der  ge- 
nannten Erscheinungen  kann  man  daher  von  der  Dichtigkeits- 
änderung der  schwingenden  Luftmasse  Oberhaupt  absehen  und 
die  Bewegungen  der  Körper  als  solche  betrachten,  die  in  einer 
inconipressiblen,  strömenden  Flüssigkeit  stattfinden.  Dadurch 
gewinnt  man  den  Vorteil,  bekannte  Sätze  der  Hydrodynamik 
anwenden  und  mittels  derselben  jene  Bewegungen  erklären  za 
können.  Einer  derartigen  Erklärung  der  akustischen  Bewegungs- 
erscheinungen sind  die  vorliegenden  Aufsätze  gewidmet. 

Zunächst  wird,  um  die  drehende  Kraft,  welche  der  FlQssig- 
keitsdruck  auf  den  Körper  ausübt,  auszuschliessen,  die  Bewegung 
einer  Kugel  in  einer  incompressiblen,  reibungslosen  Flüssigkeit, 
die  in  geradliniger  Bahn  periodisch  hin-  und  herströmt,  betrachtet. 
In  engem  Anschluss  an  Kirchhoff*s  Mechanik  wird  der  auf  die 
Kugel  ausgeübte  Druck  berechnet,  nachher  die  Rechnung  auf 
Grund  der  von  Basset  in  seinem  ,,Treati8e  on  hydrodynamics** 
(1888)  aufgestellten  Formeln  auf  reibende  Flüssigkeiten  ausgedehnt. 
Die  Rechnung  ergiebt,  dass  bei  den  gewöhnlich  vorliegenden 
Verhältnissen  (Lycopodiumkügelchen  oder  Korkstückchen  in  der 
Luft)  der  Grad  des  Mitschwingens  im  allgemeinen  ein  sehr  ge- 
ringer ist,  d.  h.  dass  die  Kugel  erheblich  hinter  der  Flüssigkeit 
zurückbleibt.  Daraus  kann  man  schliessen,  dass  die  rein  fort- 
führende Wirkung  der  hin-  und  herströmenden  Luftmasse  zur 
Erklärung  der  Bewegung  des  Staubes  im  Schwingungsbauche 
einer  Kundt'schen  Röhre  nicht  ausreicht. 

Im  zweiten  Aufsatz  berechnet  der  Verfasser,  ebenfalls  in 
engem  Anschluss  an  Kirchhoff,  die  Kräfte,  welche  zwei  in  einer 
bewegten  Flüssigkeit  vorhandene  Kugeln  scheinbar  auf  einander 
ausüben.     Diese  Kräfte  hängen  vom  Quadrate  der  Gescbwindig- 
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keit  der  Flttssigkeitsströmung  ab;  sie  sind  bei  einer  schwingen- 
den Flüssigkeit  periodisch  in  ihrer  Grösse,  aber  constant  in 
ihrer  Richtung;  sie  können  daher  zu  einer  Fortbewegung  der 
Kugeln  Veranlassung  geben.  Diese  Kräfte  reichen  zur  Erklärung 
der  Kundt'schen  Staubfiguren  hin.  Eine  genauere  Discussion 
zeigt,  dass  jene  Kräfte  so  beschaffen  sind,  dass  sich  die  eigen- 
tümliche rippenförmige  Anordnung  der  Korkteilchen  in  den  in 
Rede  stehenden  Figuren  unmittelbar  aus  ihnen  folgern  lässt 

Im  dritten  Aufsatz  wird  das  Drehungsmoment  betrachtet, 
welches  ein  ruhendes  Rotationsellipsoid  in  einer  stationär  strö- 
menden, reibungslosen  Flüssigkeit  erfährt.  Dies  Drehungsmoment 
läsBt  sich  mittels  bekannter  Formeln  berechnen;  dasselbe  hängt 
von  dem  Quadrate  der  Strömungsgeschwindigkeit  ab,  ist  perio- 
disch in  seiner  Grösse  und  hat  in  jeder  Phase  der  Flflssigkeits- 
bewegung  denselben  Sinn.  In  Folge  jenes  Drehungsmoments  sucht 
sich  ein  verlängertes  Rotationsellipsoid  mit  seiner  Rotationsaxe 
senkrecht  zur  Flüssigkeitsströmung  zu  stellen,  während  die  Axe 
eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoids  sich  in  die  Richtung  der 
Strömung  zu  stellen  sucht.  Die  Anwendung  des  letzteren  Resul- 
tats auf  dünne  Scheiben  scheint  die  von  Rayleigh  beobachtete 
Einstellung  solcher  Scheiben  im  Schwingungsbauche  einer  Luft- 
säule zu  erklären.  Nimmt  man  dagegen  statt  einer  reibungslosen 
eine  reibende  Flüssigkeit  an,  so  folgt  aus  den  von  Hrn.  Oberbeck 
(J.  für  M.  LXXXI;  cf.  F.  d.  M.  VII.  1875.  582)  aufgestellten  For- 
meln Folgendes:  Ein  geradliniger  stationärer  Strom  einer  reiben- 
den Flüssigkeit  sucht,  wenn  nur  die  erste  Potenz  der  Geschwin- 
digkeit in  Betracht  gezogen  wird,  ein  in  ihm  ruhendes  Rotations- 
ellipsoid nicht  zu  drehen,  sondern  nur  zu  verschieben,  aber  in 
einer  Richtung,  welche  im  allgemeinen  nicht  mit  der  Richtung 
der  Flüssigkeitsströmung  zusammenfällt,  sondern  einen  bestimm- 
ten Winkel  mit  ihr  einschliesst. 

Zum  Schluss  erörtert  der  Verfasser  noch  kurz,  wie  für  eine 
reibungslose  Flüssigkeit  die  beschleunigenden  Kräfte  und  die 
Drehungsmomente  ausfallen,  wenn  die  Bewegung  nicht  stationär, 
sondern  mit  der  Zeit  veränderlich  ist.  Wn. 
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J.  BoussiNESQ.  Sur  les  d^formations  et  rextinction  des 
ondes  aeriennes,  isol^es  ou  päriodiques,  propag^es  k 
Tintdrieur  de  tuyaux  de  conduite  sans  eau,  de  longueur 

ind^finie.    Almeida  J.  (2^  X.  301-332;  0.  R.  CXII.  1337-1343. 

Die  theoretischen,  von  Hrn.  v.  Helmholtz  (1863)  und  6. 
Eirchhoff  (1868)  angestellten  Untersuchungen  Ober  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit von  Tönen  in  Röhren  können  nach 
Ansicht  des  Verfs.  nicht  benutzt  werden,  sobald  es  sich,  wie  in 
den  älteren  Versuchen  von  Regnault  oder  in  den  neueren  (1890) 
der  Herren  Violle  und  Vautier,  um  Schalle  handelt,  die,  wie 
die  benutzten  Knalle  einer  Pistole,  nicht  periodisch  erfolgen, 
sondern  von  ganz  beschränkter  Zeitdauer  sind  und  von  erbeb- 
lichen Luftverdichtungen  begleitet  werden.  Aus  diesem  Grunde 
hat  Hr.  Boussinesq  das  Problem  wieder  aufgenommen;  er  legt 
den  Verdichtungen  und  den  der  Reihe  nach  an  einem  beliebigen 
Querschnitt  erzeugten  Geschwindigkeiten  nicht  mehr  pendelartige 
Ausdrücke  in  Bezug  auf  die  Zeit  bei,  sondern  solche,  die  mit 
einer  willkürlichen  Function  behaftet  sind,  geeignet  zur  Dar- 
stellung der  möglichen  Folgen  der  Drucke  oder  VerrQckungeo, 
welche  an  dem  Eingange  der  Röhre  direct  sich  verwirklichen 
lassen.  Das  Problem  ist  dem  einer  Einzelwelle  vergleichbar, 
das  vom  Verf.  in  einer  Abhandlung  des  Journ.  de  Math.  (3)  IV 
behandelt  ist  (F.  d.  M.  X.  1878.  653);  doch  ist  kaum  mehr  als  das 
Allgemeine  in  den  Umständen  der  Gestaltswandlung  und  des  Er- 
löschens der  Welle  an  den  Formeln  leicht  erkennbar.  Die  haupt- 
sächlichsten unter  diesen  Umständen  bestehen,  den  Beobachtungs- 
ergebnissen  entsprechend,  in  einer  unbestimmten  Abplattung  und 
in  einer  Verlängerung  der  Welle,  wenigstens  nach  einer  ersten 
ziemlich  kurzen  Periode.  Zwischen  dem  Erlöschungs-Coefßcienten 
und  der  durch  die  Wand  verursachten  Verlangsamung  wird  durch 
die  Theorie  eine  angenäherte  Beziehung  geliefert,  für  welche 
die  oben  erwähnten  Versuche  von  Regnault,  sowie  von  Violle 
und  Vautier  eine  gewisse  Bestätigung  geben.  Die  Wiedergabe 
der  formelreichen  Rechnungen  ist  nicht  angängig.  Lp. 
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O.  Krigar-Menzel   und  A.  Raps.     Ueber  Saitenscbwin* 

gungen.        Berl.    Ber.    1891.    613-G29;     WiedemaDo  Add.     XLIV. 
623-641. 

Die  Verfasser  haben  die  Bewegung  einzelner  Punkte  einer 
schwingenden  Saite  photographiseh  aufgezeichnet,  indem  sie  die 
Saite  quer  vor  einem  von  hinten  stark  erleuchteten  Spalt  aus- 
spannten und  das  Spaltbild  auf  eine  mit  photographischem  Pa- 
pier aberzogene,  gleichförmig  schnell  umlaufende  Trommel  warfen. 
Die  so  erhaltenen  zahlreichen  Bilder  wurden  unter  Zugrunde- 
legung der  allgemeinsten  Gleichung  für  die  Saitenbewegung 


y  =  ^SlaSinf  a-7-)8inan(/-Ta) 

a=l  ^       ^    ^ 


eingehend  discutirt.  £ine  Messung  verschiedener  y  fdr  dasselbe 
X  und  nachherige  Vergleichung  der  Resultate  für  verschiedene 
X  ergab  die  relative  Grösse  der  verschiedenen  Coefficienten  Sa. 
Die  Hauptmessungen  wurden  an  den  einfachsten  Figuren  angestellt, 
welche  ein  Saitenpunkt  zeigen  kann;  dieselben  sind  aus  gerad- 
linigen Strecken  von  nur  zwei  Richtungen  zusammengesetzt,  von 
denen  die  aufsteigende  Richtung  weniger  steil  ist.  Von  den 
Resultaten  der  Messungen  seien  folgende  hier  hervorgehoben. 

Diejenigen  Partialschwingungen,  welche  in  der  Nähe  der 
Streichstelle  einen  Knoten  haben,  sind  besonders  stark  ausge- 
bildet, so  dass  sie  als  hohe  Wellen  von  der  dem  Partialton  ent- 
sprechenden Anzahl  über  jeder  Periode  der  Figur  lagern.  Wenn 
die  Streichstelle  aus  der  Nähe  eines  wichtigeren  Knotens  in 
diesen  selbst  rückt,  so  tritt  eine  Unstetigkeit  in  der  Form  der 
Saitenbewegung  auf,  indem  die  vorher  besonders  stark  ausge- 
bildete Partialschwingung  plötzlich  ausfällt  und  dadurch  Figuren 
von  ganz  anderem  Aussehen  erscheinen.  Wn. 


M.  KozLowsKi.  Theorie  der  Schwingungen  einer  aus 
zwei  rechteckigen  heterogenen  Streifen  zusammen- 
gesetzten Membran.  AbhaDdlangen  der  Krak.  Akad.  (2)  III. 
187-224.  (Polnisch,  1891.) 

Der  Verfasser  untersucht  die  Anwendbarkeit  der  von  Petzval 
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benutzten  Librrschen  Function  auf  die  Theorie  der  Schwingungen 
fester,  aus  heterogenen  Teilen  bestehenden  Körper.  Er  weist 
nach,  dass  das  von  Petzval  gefundene  allgemeine  Integral  der 
Üifferentialgleichung  der  Bewegung  im  Gebiete  der  Grenzschnitte 
zwischen  den  zwei  besonderen  Teilen  einer  Membran  nicht  ge- 
nügt, er  modificirt  also  die  Petzvarsche  Methode  und  gelangt 
zu  Formeln,  in  welchen  die  Randbedingungen  und  die  Art  der 
ursprünglichen  Erregung  der  Bewegung  berücksichtigt  sind. 

Dn. 

F.  Hbbrwagbn.  Studien  über  die  Scbwingungsgesetze 
der  Stimmgabel  und  über  die  elektromagnetische  An- 
regung. (Scbriften,  boraasgegeben  von  der  Naturforscber  -  GeaelU 
Bcbaft  bei  der  Universität  Dorpat.  VI.)  Leipzig.  K.  F.  Koebler  io 
CommisB.  &3  S.  mit  2  Taf.  Lex.  8». 


S.  ToLVER  pRESTON.    Acoustic  thermometer,  a  Suggestion. 

Phil.  Mag.  (5)  XXXII.  68-^0. 

Der  in  diesem  Artikel  gemachte  Vorschlag  ist  nach  Angabe 
des  Vcrfs.  eher  von  theoretischem  als  von  praktischem  Interesse. 
Der  theoretische  Gedanke  betrifft  die  wechselnde  Tonhöhe  eines 
Rcsonatorgefässes  je  nach  der  Temperatur  des  eingeschlossenen 
Gases  und  die  Frage,  ob  dieser  Wechsel  des  Tons  gemäss  der 
Temperatur  nicht  gewissermassen  zur  Messung  derselben  benutzt 
werden  könne.  Obs.  (Lp.). 


n.     Theoretische  Optik. 

G.  KiHCUHOFF.  Vorlesungen  über  mathematische  Physik. 
Hand  IL  Mathematische  Optik.  Herausgegeben  von 
K.  Hensel.     (Mit  dem  Bildnisse  KirchhofTs.)      Leipsig. 

Teubner.  VIII  u.  272  S.  gr.  8<». 

Das    Erscheinen    von  Kirchhoff's  Mechanik    im  Jahre   187() 
erregte  bei  allen  Fachgenossen  den  lebhaften  Wunsch,   dass  der 
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Verfasser  auch  seine  übrigen  Vorlesungen  über  mathematische 
Physik  durch  den  Druck  weiteren  Kreisen  zugänglich  machen 
möchte.  Leider  gab  Kirchhofif  den  Plan,  seine  sämtlichen  Vor- 
lesungen zu  veröffentlichen,  wieder  auf.  Er  beschränkte  sich 
darauf,  einzelne  Partien,  in  denen  seine  Darstellung  von  der 
anderer  Autoren  besonders  erheblich  abwich,  in  Abhandlungen 
bekannt  zu  machen.  So  hat  er  aus  der  Optik  die  Theorie  der 
Reflexion  an  Krystallen  und  die  GrundzOge  seiner  Theorie  der 
Lichtstrahlen  1876  und  1882  in  den  Abhandlungen  resp.  Sitzungs- 
berichten der  Berliner  Akademie  erscheinen  lassen  (cf.  F.  d.  M. 
VIIL  647,  XIV.  829).  Trotz  dieser  Veröffentlichungen  ist  es 
von  hohem  Interesse,  durch  das  vorliegende  Werk  Kirchhoff 's 
Behandlung  der  ganzen  Optik  kennen  zu  lernen. 

Der  gesamte  Stoff  ist  in  vierzehn  Vorlesungen  geteilt,  deren 
erste  das  Wesen  des  Lichtes  und  der  Lichtbewegung  in  unbegrenz- 
ten, homogenen,  isotropen  Medien  bespricht.  Es  folgt  (Vorl.  2-4) 
die  Einwirkung  fremder  Körper  auf  die  Lichtbewegung  in  der 
schon  durch  die  vorerwähnte  Abhandlung  Kirchhoff's  „Theorie 
der  Lichtstrahlen^  bekannten  eigenartigen  Behandlung.  Un- 
mittelbar werden  daran  die  Grundzüge  der  Katoptrik  und  Diop- 
trik  geknüpft.  Die  Vorlesungen  5-7  sind  der  Ableitung  der 
Beugungserscheinungen  gewidmet,  während  die  Vorlesungen  8 
und  9  die  Intensität  und  den  Polarisationszustand  des  reflectirten 
und  gebrochenen  Lichtes  behandeln.  Hierbei  werden  die  Gründe 
erörtert,  aus  denen  der  Verfasser  die  Fresnersche  Hypothese, 
nach  der  die  Luftschwingungen  auf  der  Polarisationsebene  senk- 
recht stehen,  verwirft,  um  mit  F.  Neumann  jene  Schwingungen 
als  in  der  Polarisationsebene  vor  sich  gehend  anzunehmen.  Die 
zehnte  Vorlesung  beschäftigt  sich  mit  der  Dispersion  und  Ab- 
sorption isotroper  Körper;  den  Ausgangspunkt  bilden  dabei  die 
Hypothesen,  die  Herr  v.  Helmholtz  seiner  Theorie  der  anomalen 
Dispersion  zu  Grunde  gelegt  hat  (cf.  F.  d.  M.  VI.  1874.  654). 
In  den  vier  letzten  Vorlesungen  endlich  wird  die  Lichtbewegung 
in  Krystallen  entwickelt.  Hier  sind  besonders  beachtenswert  die 
Definition  der  Lichtstrahlen  in  krystallinischen  Medien  wie  die 
Ableitung  der  für  die  Reflexion  und  Brechung  an  Krystallflächen 
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gebotenen  Formeln.  Mit  einer  Besprechung  der  Farbenerschei- 
nungen, die  Krystallplatten  zwischen  zwei  polarisirenden  Vor- 
richtungen zeigen,  schliesst  das  Buch,  das  sich,  ebenso  wie  alle 
Arbeiten  KirchhoflTs,  durch  klare  Darlegung  der  Principien,  Ver- 
einfachung der  Methoden  und  Eleganz  der  Darstellung  auszeichnet. 

Dass  KirchhoflTs  Optik  ganz  auf  dem  Boden  der  Elastici- 
tätstheorie  steht,  von  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  aber 
keine  Notiz  nimmt,  kann  ihr  nicht  als  ein  Mangel  angerechnet 
werden.  Denn  einerseits  wQrde  das  Hereinziehen  der  letztge- 
nannten Theorie  mit  der  Einheitlichkeit  der  Darstellung  nicht 
verträglich  gewesen  sein;  andererseits  fehlte  es  zu  Kirchhoff*s 
Lebzeiten  jener  Theorie  noch  an  einer  befriedigenden  Begründung. 

Der  Herausgeber  hat  sich  der  mühevollen  Arbeit  unter- 
zogen, mehrere  Manuscripte  Kirchhoff's  sowie  Nachschriften  ver- 
schiedener Vorlesungen  zu  einem  Ganzen  zu  verarbeiten.  Es  ist 
ihm  dies  vortrefflich  gelungen.  In  einem  Anhang  wird  genau 
angegeben,  welche  Einzelheiten  den  verschiedenen  von  Kirchhoff 
über  den  Gegenstand  gehaltenen  Vorlesungen  entnommen  sind. 

Wn. 


Thomas  Prbston.     The  theory  of  light.   London.  MacmiiUo 

and  Co.  (1890.)  [Natare  XLHI.  53] 


U.  PoiNCARE.  Glektricität  und  Optik.  Autorisirte  deutsehe 
Ausgabe  von  W.  Jaeger  und  E.  Gumlich.  L  Band. 
Die  Theorien  von  Maxwell  und  die  elektromagnetische 

Licbttheorie.     Berlin.  J.  Springer.  VIII  +  248  S.  ö«*. 

Siehe  Abschnitt  XI,  Capitel  3. 


DE  Colnbt-d'Huart.  Essai  d'une  th^orie  mathdmatique 
de  la  lumi&re,  de  la  chaleur,  de  i'^mission  et  de  Tab- 
Sorption    des    radiations    calorifiques    et    lumineuses. 

Luxembonrg  Public.  XXI.  125230,  I-IV  u.  1  Taf. 
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A.  B.  Basset.      On    tbe    disturbance    produced    by  an 
element  of  a  plane  wave  of  sound  er  light.     Lond.  M. 

S.  Proc.  XXII.  317-329. 

Nach  dem  Huygens'scben  Princip  kann  man  die  Bewegung, 
welche  eine  Welle  in  einem  Punkte  P  hervorruft,  ansehen  aU 
hervorgebracht  durch  kugelförmige  Wellen,  welche  von  den  ein- 
zelnen Elementen  der  Welle  in  einem  früheren  Stadium  ausgehen. 
Es  fragt  sich  dann,  welche  Bewegung  muss  man  den  Wellen- 
elementen beilegen,  damit  die  von  ihnen  ausgehenden  kugel- 
förmigen Wellen  in  P  die  Bewegung  hervorrufen,  die  P  wirklich 
ausführt?  Ferner:  Ist  durch  die  resultirende  Bewegung  in  P 
die  Bewegung  jener  Wellenelemente  eindeutig  bestimmt,  oder 
kann  man  durch  verschiedenartige  Verteilung  von  Wellenquellen 
auf  derselben  Wellenfiäche  in  P  denselben  Effect  hervorbringen? 
Diese  Fragen  werden  hier  für  ebene  Schall-  und  Licht  wellen 
untersucht;  und  es  ergiebt  sich,  dass  es  durch  unendlich  viele 
verschiedene  Verteilungen  von  Schall-  und  Lichtquellen  auf  einer 
Wellenebene  möglich  ist,  in  einem  Punkte  hinter  dieser  Ebene 
dieselbe  Bewegung  hervorzurufen,  die  dieser  Punkt  annehmen 
würde,  wenn  er  direct  von  der  Welle  getroffen  würde. 

Es  wird  dies  zuerst  für  ebene  Schallwellen  erörtert,  für 
welche  das  Geschwindigkeitspotential  der  reelle  Teil  von 

ist.  Die  Wirkung  einer  solchen  Welle  kann  dadurch  ersetzt 
werden,  dass  man  von  allen  Elementen  der  Ebene  x  =  0  Be- 
wegungen ausgehen  lässt,  deren  Geschwindigkeitspotential  der 
reelle  Teil  von 

ist.  r  ist  der  Abstand  des  Punktes  P  von  der  Ebene  x  =  0,  x 
ist  die  a;-Goordinate  von  P.  Noch  allgemeiner  aber  kann  man 
setzen : 

X 

worin  die  P  Eugelfunctionen  mit  dem  Argumente  —  bezeichnen, 
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während 

..    ^  ^T  !i  4.  «C«_+J)  4.  (i«-~l)<n+l)(>»+2) 
''^"  ""     r     r  "^      2i*r      "^  2.4.(iAr)' 

1.2. ..2«  J 

"^  '"  "^  2.4...2«(ükr)«( 
ist 

Etwas  coDiplicirter  werden  die  Resultate  f&r  ebene  Licht- 
wellen, und  zwar  wird  die  x-üomponente  der  von  einem  Ele- 
mente einer  Wellenebene  ausgehenden  Elementarwelle,  abgesehen 
von  dem  Zcitfaetor, 

^        n+2  öa?\r2"-»-V 

Darin  ist  tpn  dieselbe  Function  wie  oben,  q>  und  %  sind  allge- 
meine Kugelfunctionen  der  Coordinaten  von  P  von  dem  Grade, 
den  der  Index  angiebt.     Für  w  =  0  z.  B.  wird 

ein  Ausdruck,  der  sich  für  Punkte,  die  sehr  weit  von  der  Licht- 
quelle entfernt  sind,  erheblich  vereinfacht  und  damit  zu  einer  von 
Lord  Kayleigh  aufgestellten  Formel  führt.  Für  n  =  1  erhält 
man,  falls  man  den  Gonstanten  specielle  Werte  beilegt,  die 
Stokes^schen  Formeln.  Wn. 


A.  PoTiER.     Sur  le  principe  d'Huygens.     O.a  cxil.  220-223. 

Es  seien  r  und  q  die  Abstände  zweier  Punkte  A  und  B  von 
den  Elementen  da  einer  beliebigen  Fläche  ^,  es  sei  ferner  F 
eine  willkürliche  Function  mit  dem  Argumente  r-\-Q^  so  ist  das 
über  die  Fläche  2  erstreckte  Integral 

gleich  0  oder  gleich  — d^»  j®  nachdem  A  und  B  auf  der- 
selben Seite  von  2  liegen  oder  durch  1  getrennt  werden.  R 
bezeichnet  dabei  die  Entfernung  AB. 
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Der  Verfasser  benutzt  die  vorstehende  Gleichung  resp.  die 
aus  ihr  durch  Differentiation  nach  den  Coordinaten  von  A  oder 
von  B  hervorgehenden,  um  die  Componenten  einer  von  A  aus- 
gehenden und  den  Punkt  B  treffenden  Welle,  welche  die  Form 

dx^dy^dzr  \  R  J 
haben,  auf  doppelte  Weise  durch  ein  über  die  Oberfläche  von  S 
erstrecktes  Integral  auszudrücken.  Die  Elemente  dieses  Inte- 
grals geben  dann  an,  in  welcher  Art  fictive  Lichtquellen  auf 
der  Fläche  2  verteilt  werden  müssen,  um  in  B  dieselbe  Bewegung 
hervorzubringen  wie  die  directe  Welle.  Wn. 


J.  Mace  de  Lepinay  et  Ch.  Fabry.     Theorie  g^nörale 
de  la  visibilitä  des  franges  d'interförence.    AlmeidaJ.  (2) 

X.  5-20. 

Die  Verfasser  geben  in  der  Einleitung  den  Zweck  ihres 
Aufsatzes  mit  folgenden  Worten  an:  „Die  zur  Erzeugung  von 
Interferenzfransen  dienenden  Apparate  scheinen  in  zwei  Kate- 
gorien zu  zerfallen.  Die  einen  verlangen  offenbar  die  Begren- 
zung des  Beleuchtungsbündels  durch  einen  passend  orientirten 
Spalt  (Fresnersche  Spiegel);  sie  liefern  in  jedem  Abstände  sicht- 
bare Fransen.  Die  anderen  gestatten  den  Gebrauch  einer  nach 
allen  Richtungen  ausgedehnten  Quelle  (Newton'sche  Ringe);  die 
Fransen,  weiche  sie  entstehen  lassen,  sind  örtlich  festgelegt.  In 
Wirklichkeit  gehören  alle  bekannten  Interferenzapparate  in  eine 
und  dieselbe  Klasse,  und  ihre  scheinbaren  Unterschiede  haften 
allein  den  gewissermassen  ausnahmeartigen  Bedingungen  ihres 
gewöhnlichen  Gebrauches  an.  Die  Aufstellung  jener  Identität 
der  Eigenschaften  und  der  Nachweis  der  Hauptfolgerungen  aus 
den  allgemeinen  Formeln,  zu  denen  wir  gelangen  werden,  bilden 
den  Zweck  dieser  Arbeit."  Lp, 


J,  Mace  de  Lepinay.     Sur  la   localisation   des   franges 
des  lames  cristallines  (lames  uniaxes,  minces  et  pris- 

matiques).      Almeida  J.  (2)  X.  204-213. 
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Der  Verf.  bat  mit  Hro.  Fabry  zusammeD  eine  allgemeine 
Theorie  der  Sichtbarkeitsbedingungen  für  die  InterferenzfraDsen 
aufgestellt  (vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  1058),  und  dabei  wurde 
die  Bemerkung  gemacht,  dass  jene  Theorie  auf  die  ErBcheinun- 
gen  der  chromatischen  Polarisation  direet  anwendbar  sei.  Die 
vorliegende  Studie  soll  die  Genauigkeit  dieser  Behauptung  kon- 
trolliren.  Zu  diesem  Zwecke  betrachtet  der  Verf.  den  Fall  dfinner. 
prismatischer,  aus  einem  einaxigen  Krystalle  geschnittener  Platten. 
Die  optische  Axe  wird  in  der  Ebene  der  einen  der  beiden  Fläehen 
angenommen,  entweder  parallel  oder  normal  zur  brechenden  Kante 
(Platten  eines  Babinet'schen  Compensators).  Die  Fransen  wurden 
mittels  eines  schwach  vergrössernden  Fernrohres  beobachtet 

Lp. 

Mascart.     Sur  les  anneaux  colords.    G.  R.  CXil.  407-411. 

Das  zur  Erzeugung  der  Newtou'schen  Ringe  benutzte  Licht 
sei  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt.  Dann  beobachtet  man, 
dass  bei  wachsendem  Einfallswinkel  die  in  der  Nähe  des  Cen- 
trums gelegenen  Ringe  sich  erweitern,  um  sich,  wenn  der  Haupt- 
einfallswinkel überschritten  ist,  wieder  zusammen  zu  ziehen.  In 
der  Nähe  des  Haupteinfallswinkels  bleibt  der  Durchmesser  eines 
bestimmten  Ringes  ungeändert;  durch  Beobachtung  seiner  Ord- 
nungszahl kann  man  den  Haupteinfallswinkel  berechnen.  Die 
dazu  dienenden  Formeln  ergeben  sich  leicht  aus  bekannten 
Formeln.  Wn. 


A.  A.  MicHELSON.      Visibility  of  interference-f ringe«  in 

the   foCUS   of  a  telescope.     Phil.  Mag.  (5)  XXXI.  256-259. 

A.  A.  MiCHELSON.     On   the   application  of  interference- 
methods  to  spectroscopic  measurements  L     Phil.  Mag.  (5) 

XXXI.  338-346. 

Wenn  der  Gesichtswinkel  eines  durch  ein  Fernrohr  betrach- 
teten Gegenstandes  kleiner  ist  als  der  einer  Liohtwelle  in  einem 
Abstände  gleich  dem  Durchmesser  des  Objectivs,   so   kann   die 
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Gestalt  des  Gegenstandes  nicht  mehr  aus  derjenigen  des  Bildes 
ermittelt  werden.    Wenn  jedoch  das  Objectiv  durch  zwei  gleiche 
and  parallele  rechtwinklige  Schlitze  begrenzt  wird,   so    ist   die 
Sichtbarkeit   der  Interferenzfransen    im    allgemeinen  eine  perio- 
dische Function  von  dem  Verhältnisse  a,  der  Winkelgrösse  der 
Quelle    in    der   zur  Länge   der  Schlitzen   senkrechten  Richtung, 
und  a^,  der  „Lösungsgrenze'^  (vergl.  den  Aufsatz  „On  the  appli- 
cation   of  interference   methods  to  astronomical  measurements*^, 
Phil.  Mag.  (5)  XXX).    Die  Periode  dieser  Function,  mithin  auch 
von  a/ttg,  kann  mit  grosser  Genauigkeit  gefunden  werden;  dem- 
nach kann  man  durch  Abbiendung  des  grösseren  Teiles  des  Ob- 
jectivs   die    Genauigkeit   der   Messung   der  Winkelgrösse   einer 
kleinen  oder  entfernten  Lichtquelle  bis  auf  das  Zehnfache,  ja  Fünf- 
zigfache steigern.    Wenn  man  ferner  unter  Schärfe  („Definition") 
nicht  den  Anschluss  der  Aehnlichkeit  des  Bildes  an  den  Gegen- 
stand versteht,  sondern  die  Genauigkeit,  mit  welcher  die  Gestalt 
ermittelt  werden  kann,  so  werden  die  Schärfe  und  die  Genauig- 
keit ungefähr  in  demselben  Verhältnisse  gesteigert.    In  den  bei- 
den   gegenwärtigen    Artikeln    wird    die   „Sichtbarkeitscurve"    in 
ihrer  Anwendung  auf  Messungen  der  angedeuteten  Art  und  auf 
spektroskopische  Messungen  vollständig  betrachtet. 

Gbs.  (Lp.) 


A.  Schuster.      The   elementary   treatment  of  problems 
on  the  diflFraction  of  light.    Phil.  Mag.  (5)  xxxi.  77-86. 

Bei  der  üblichen  elementaren  Behandlungsweise  der  Diffrac- 
tionsprobleme,  der  zufolge  die  Vorderseite  der  Welle  in  Elemente 
oder  Zonen  zerlegt  wird,  deren  Wirkungen  algebraisch  addirt 
werden,  vernachlässigt  man  die  Phasendifferenz  in  der  resultiren- 
den  Wirkung  der  ersten  und  der  folgenden  Elemente.  Die  In- 
tensitäten der  Diffractionsstreifen  an  dem  Rande  der  Schatten, 
welche  auf  diesem  Wege  berechnet  werden,  stimmen  ziemlich 
genau;  aber  die  Lage  der  Streifen  wird  nicht  genau  gegeben. 
In  dem  vorliegenden  Aufsatze  wird  eine  Methode  vorgeschlagen, 
welche  Resultate  von  recht  beträchtlicher  Genauigkeit  giebt    Der 
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einzige  Teil  derselben,  der  sich  auf  etwas  aosserhalb  der  ele- 
mentaren Kenntnisse  Liegendes  bezieht,  ist  der  Satz,  dass,  wenn 
eine  grosse  Anzahl  n  von  Schwingungen  gleicher  Amplituden 
und  Phasen,  die  gleichförmig  Qber  zwei  rechte  Winkel  verteilt 
sind,  zu  einer  Resultante  vereinigt  werden,  die  Amplitude  dieser 
letzteren  (2ff/7i)-mal  der  gegebenen  Amplitude  ist,  und  die  Phase 
in  der  Mitte  zwischen  denen  der  äussersten  Teile  liegt  Nur  ebene 
Wellen  werden  betrachtet,  doch  können  die  Resultate  auf  andere 
Fälle  ausgedehnt  werden.  Um  die  Amplitude  bei  P  im  Abstände  p 
(Fusspunkt  0)  von  der  Welle  zu  finden,  werden  Kreise  gezogen, 
sodass  ihr  Abstand  von  P  gleich  p-fi^^  ist,  indem  man  die 
Ebene  in  üuygens'sche  Zonen  teilt.  Die  Wirkung  zweier  auf 
einander  folgenden  Zonen  ist  nach  dem  Satze  von  gerade  ent- 
gegengesetzter Richtung,  und  darum  kann  die  gesamte  Wirkung 
in  die  Gestalt  m^  —  m^  +  m^—  *  *  *  gebracht  werden,  wovon  die 
Summe  gleich  im^  ist,  (Diese  Reihe  wird  in  einer  recht  befrie- 
digenden Weise  in  dem  letzten  Abschnitte  der  Schrift  bearbeitet.) 
Zur  Berechnung  von  m^  möge  die  Amplitude  gleich  1  sein.  Wenn 
eine  kleine  Oberfläche  s  die  Amplitude  ks  in  P  erzeugt,  so  wird 
die  Centralfläche  (nach  dem  Satze)  die  Amplitude  2kr^  hervor- 
bringen, wo  r  der  Radius  ist  (r'  =  pA),  und  die  ganze  Vorder- 
seite der  Welle  wird  eine  Amplitude  gleich  kr*  veranlassen  (die 
der  Einheit  gleich  sein  muss,  da  ja  die  Welle  eben  ist).  Folg- 
lich ist  k  =  l/ply  und  die  von  s  herrührende  Amplitude  s  gleich 
sa/pl^  wenn  a  die  Amplitude  bei  s  ist.  Die  Wellenfront  wird 
nun  in  rechteckige  Elemente  eingeteilt.  Die  Wirkung  seitens 
eines  Streifens  von  der  Breite  h  und  von    unbegrenzter  Länge, 

der  die  Projection  von  P  auf  die  Wellenfront  enthält,  ist  hf)/pL 
Wenn  nun  die  Wellenfront  durch  zwei  gerade  Linien  begrenzt 
wird,  so  werden  die  Streifen  durch  Parallelen  ilf^,  ilf„  . . .  zu 
ihnen  in  Abständen  von  0  gebildet,  und  diese  werden  so  ge- 
wählt, dass  PMn  =  p  +  (4n— 1)V8.  Auf  dieser  Art  der  Eintei- 
lung der  Wellenfront  beruht  der  besondere  Wert  der  Abhandlung, 
weil  die  Phasen  dadurch  nahezu  gleich  werden.  Die  Methode 
wird  dann  auf  die  Berechnung  der  Lage  und  Intensität  der 
Diffractionsfransen    an    dem    Rande    der   durch    ebene   Grenzen 
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bervorgerufeneD  Schatten  angewandt.  In  den  Schlussbemerkun- 
gen  wird  hervorgehoben,  dass  Fresnel  eher  als  Huygens  das 
Verdienst  hat,  die  Teilung  der  Wellenfront  in  der  besonderen 
Art  angegeben  zu  haben,  die  man  als  „ Huygens'sche  Zonen" 
bezeichnet,  und  es  wird  festgestellt,  dass  Verdet  den  Gedanken 
geläufig  gemacht  habe,  dass  die  auf  einander  folgenden,  nach 
FresneFscher  Art  geteilten  Streifen  Vibrationen  von  entgegen- 
gesetzter Phase  entstehen  lassen,  ohne  Rücksicht  auf  ihren  Ab- 
stand vom  centralen  Flecke.  Gbs.  (Lp.) 


H.  Nagaoka.      Diffractioii   phenomena   produced   by  an 
aperture  on  a  curved  surface.    Japan  Joum.  iv.  301-322. 


J.  M.  Pernter.     üeber  die  Höfe  und  Ringe  um  Sonne 
und    Mond    und    verwandte   Erscheinungen.     (Vorträge 

des    VereiDB    zur   VerbreitoDg    natnrwisseDBchaftlicher   KenntDisse    in 
Wien.     XXXI.  Jahrgang.     5.  Heft.)     Wien.  Hölzere  Verlag.  30  S.  8» 


A.  PoTiER.     Observations  sur  les  expA'iences  de  M.  O. 
Wiener.    Aimeida  J.  (2)  X.  101-112. 

Von  der  Arbeit  des  Herrn  0.  Wiener:  „Stehende  Lichtwellen 
und  die  Schwingungsrichtung  polarisirten  Lichtes",  über  welche 
in  F.  d.  M.  XXII.  1890.  1033  referirt  worden  ist,  hatte  Hr.  Bloch 
im  Journal  de  Physique  (2)  X.  40-44  einen  ausführlichen  Bericht 
gegeben,  und  die  Herren  Poincarö  und  Cornu  hatten  den  Gegen- 
stand in  Mitteilungen  an  die  Akademie  behandelt.  Aus  diesem 
Grunde  hat  es  dann  Hr.  Potier  für  nützlich  erachtet,  diese  Er- 
örterungen für  die  Leser  des  Journals  auszugsweise  vorzuführen 
und  einige  Aufklärungen  zuzufügen.  Lp. 


A.  CoRNü.     Sur  une  exp6rience  recente,  d^terminant  la 
direction    de    la   Vibration   dans   la   lumi^re  polaris^e. 

Ü.  R  CXII.  186-189. 
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H.  PoiNCARi.     8ur  Texpärience  de  M.  Wiener,  c.  b.  cxii. 

325  -  829. 

Bbrthelot.      Remarques    relatives  k   la  eoinmanication 
de  M.  Poincarö,    0.  B.  oxii.  329-331. 

A.  CoRNU.      Sur   les   objections  faites   k  Tinterpr^tatioD 
des  exp^riences  de  M.  Wiener,   o.  R.  cxii.  365-370. 

A.  PoTiER.     Remarques  k  Toccasion  de  la  note   de   M. 
Poincard  sur   rexpörience   de   M.  Wiener,     c.  R.  cxir. 

383-386. 

H.  PoiNCARE.      Sur   la  r^flexion   m^tallique.     c.  r.   cxii. 

456-459. 

P.  Drude.     Zur   Schwingungsrichtung    des    polarisirten 

Lichtes.     Wiedemann  Ann.  XLIII.  177-180. 

In  der  ersten  der  in  der  Ueberschrift  genannten  Arbeiten 
bespricht  Herr  Cornu  die  Arbeit  des  Herrn  0.  Wiener  über 
stellende  Lichtwellen,  über  welche  F.  d.  M.  XXII.  1890.  1033  ff. 
ausführlich  referirt  ist,  und  hebt  vor  allem  die  Wichtigkeit  her- 
vor, welche  diese  Arbeit  für  die  Entscheidung  zwischen  der 
Fresnel'schen  und  der  Neumann'schen  Anschauung  über  die 
Bichtung  der  Schwingung  eines  polarisirten  Lichtstrahles  habe. 
Nebenbei  weist  er  auf  die  von  der  Pariser  Akademie  im  Jahre 
1868  mit  dem  Preise  gekrönte  Arbeit  des  Herrn  Zenker  hin,  in 
der  zuerst  eine  der  Wienerischen  ähnliche  Beobachtungsmethode 
in  Vorschlag  gebracht  sei;  doch  habe  Herr  Wiener  die  Zenker^sche 
Arbeit  nicht  gekannt,  auch  bleibe  ihm  das  Verdienst,  die  be- 
treffenden Experimente  wirklich  ausgeführt  zu  haben. 

Gegen  die  Schlüsse,  die  Herr  Cornu  mit  Herrn  Wiener  aus 
den  in  Bede  stehenden  Beobachtungen  zieht,  wendet  sich  Herr 
Poincarö.  Gestützt  auf  die  Anschauungen,  die  er  in  seinen 
Vorlesungen  über  die  Theorie  des  Lichtes  dargelegt  hat,  führt 
er  aus,  dass  man  nicht  wissen  könne,  ob  photographische  Wir- 
kung  an  das  Vorhandensein  von  Elongationen  der  Aetherteilchen 
oder  an  das  von  Dilatationen  des  Aethers  geknüpft  sei.  Je 
nachdem  man  die  eine  oder  die  andere  Annahme  mache,  folge 
aus  dem  Wienerischen  Experimente  die  Bichtigkeit  der  Fresner- 
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sehen  oder  der  Neamann'Bohen  AnscbaauDg.  Bemerkt  werden 
mag,  dasB  die  Wieeer'sehen  Scbla^sfolgerangen  mit  ungefähr 
denselben  Gründen  bereits  Ton  Herrn  Dmde  bekftmpft  sind  (of. 
F.  d.  M.  XXIL  1890.  1034).  Die  Grondansebenung,  auf  die 
sieh  Herr  Poioearä  sowohl  als  Herr  Drude  stßtsen,  dass  in  jeder 
Welle  Kwei  versebiedene  Sebwingungssustände  gleichzeitig  vor- 
banden sind,  ist  allerdings  von  Herrn  Poincarä  zuerst  in  seinen 
oben  erw&bnten  Vorlesungen  dargelegt. 

Die  von  Herrn  Poinearö  hervorgehobene  Unbestimmtheit  der 
Lösung  suebeil  die  Herren  Cornu  und  Potior  zu  heben,  indem 
sie  auf  die  Tbatsache  verweisen,  dass  Herr  Wiener  an  der 
Oberfläebe  eines  reflectirenden  Hetallspiegels  ein  Minimum  der 
photographischen  Wirkung  gefunden  hat  Hieraus  soll  folgen, 
dass  dieselben  an  den  Zustand  erster  Art  geknüpft  sind,  und  dass 
daher  die  Fresnersche  Anschauung  die  allein  annehmbare  ist. 
Denn  bei  senkrechter  Incidenz  an  der  Grenze  eines  Mediums 
mit  dem  Brecbungsvermögen  1  (als  ein  solches  kann  ein  polirter 
Silberspiegel  betrachtet  werden)  sei  die  reflectirte  Schwingung 
der  einfallenden  gleich  und  von  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

Dass  diese  Ueberlegungen  nicht  zutreffend  sind,  erörtern 
die  Herren  Poincarä  und  Drude  in  den  beiden  zuletzt  erwähnten 
Arbeiten.  Herr  Drude  macht  darauf  aufmerksam,  dass,  wenn 
an  dem  Metallspiegel  bei  Zugrundelegung  der  Neumann'schen 
Anschauung  auch  ein  Schwingungsbauch  der  Elongationen  (des 
Zustandes  erster  Art)  vorhanden  sei,  doch  der  Schwingungszu- 
stand zweiter  Art  (die  Dilatation  des  Aetbers)  dort  einen  Knoten 
besitzen  müsse,  dass  daher  auch  die  Neumann'sche  Anschauung 
dort  ein  Minimum  der  photographischen  Wirkung  ergebe.  Herr 
Poincarö  beweist,  dass  bei  senkrechter  Reflexion  an  der  Grenze 
eines  Mediums  mit  dem  Brecbungsvermögen  1  die  Gontinuität 
aufhört,  d.  h.  dass  die  Verrückungen  zu  beiden  Seiten  der  Grenze 
dort  nicht  mehr  gleich  sind.  Hier  gilt  also  das  Princip,  das 
beiden  Reflexionstheorien,  der  von  Fresnel  sowohl  als  der  von 
Neumann,  zu  Grunde  liegt,  nicht  mehr.  In  Folge  dessen  kann 
man  aus  diesem  Grenzfall  keinen  Schluss  zu  Gunsten  einer  der 
beiden  Theorien  ziehen.    Allerdings  seien  die  den  Gleichungen 
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der  Metall reflexion  zu  Grunde  liegenden  Hypothesen  bei  Freanel 
einfacher  als  bei  Neumann,  und  das  spräche  fttr  Fresnel,  zu 
dessen  Gunsten  man  auch  die  Beobachtungen  Fizeau's  über  die 
Aberration  heranziehen  könne.  Aber  eine  endgQltige  Entschei- 
dung, welche  die  FresneVsche  Theorie  als  die  allein  mögliche 
hinstelle,  könne  man  keiner  der  bisherigen  Beobachtungen  ent- 
nehmen. 

Die  Note  des  Herrn  Berthelot  enthält  nichts,  was  fttr  die 
zur  Discussion  stehende  Frage  wesentlich  wäre.  Herr  Berthelot 
macht  nur  darauf  aufmerksam,  dass  nach  unserer  jetzigen  Kennt- 
nis der  chemischen  Wirkungen  des  Lichtes  letzteres  den  be- 
treffenden chemischen  Process  nur  auslöse,  nicht  aber  direct 
chemisch  wirke.  Wn. 


E.  LoMMEL.    Ueber  die  Schwingungsrichtung  des  polari- 

sirten    Lichtes.      MuDch.  Ber.    XXI.    181  - 188.     WiedemaDO    Add. 
XLIV.  311-317. 

Herr  Lommel  geht  von  der  schon  von  anderen  dargelegten 
und  jetzt  wohl  allgemein  angenommenen  Anschauung  (vgl.  das 
vorhergehende  Referat)  aus,  dass  in  den  verschiedenen  optischen 
Theorien  zwei  analytisch  gleichwertige  Richtungsgrössen  neben 
einander  vorhanden  sind,  und  trennt  daher  die  Frage  nach  der 
Schwingungsrichtung  des  polarisirten  Lichtes  in  die  folgenden 
beiden  Fragen:  1)  Welche  von  den  beiden  im  geradlinig  polari- 
sirten Lichte  gleichzeitig  vorhandenen  Schwingungen  bringt  die 
Wirkung  hervor,  die  wir  als  Lichtwirkung  bezeichnen?  2)  Ist 
diese  Lichtwirkung  identisch  mit  der  Verschiebung  selbst  oder 
mit  der  zu  letzterer  senkrechten  periodischen  Grösse?  —  Beide 
Fragen  werden  auf  Grund  von  Beobachtungen,  die  der  Verfasser 
1879  Ober  die  Fluorescenz  angestellt  hat,  dahin  entschieden,  dass 

1)  die  Lichtschwingungen  senkrecht  zur  Polarisationsebene  stehen, 

2)  dass  die  Verschiebungen  des  fortpflanzenden  Mittels  die  eigent- 
lichen Lichtschwingungen  sind.  Wn. 


Capiteld.    Akastik  and  Optiki  1075 

Bug.  Fbrron.    M^moir6  analytiqne  sur  les  divers  systömes 
siiivia  pour  ^tablir  les  äquations  fondamentales  de  la 

th^orie   de  la  lumi^re.     Luzemboarg  Pablic.  xxi.  s.  Mir,  1-80, 
I-XIV  n.  1  Taf. 

W.  Voigt.      Zur    Theorie    des    Lichtes.      Wiedemann  Ann. 

XLIII.  410-437. 

Der  vorliegende  Aufsatz  bildet  eiue  Ergänzung  zu  einer 
Reihe  früherer  Arbeiten,  in  denen  der  Verfasser  die  allgemein- 
sten Kräfte  untersucht  hat,  die  innerhalb  eines  aus  Aether  und 
Materie  gemischten  Körpers  unter  der  Bedingung  möglich  sind, 
dass  die  Energie  einer  in  jenem  Körper  fortgepflanzten  Be- 
wegung entweder  unter  allen  Umständen  erhalten  bleibt  oder 
unter  allen  Umständen  vermindert  wird  (cf.  F.  d.  M.  XV.  1883. 
900,  XVI.  1884.  899  etc.).  Herr  Voigt  gewinnt  zunächst  durch 
Beseitigung  einer  früher  gemachten,  unnötig  beschränkenden 
Annahme  eine  allgemeinere  Form  der  wirkenden  Kräfte.  Er 
nimmt  an,  dass  die  auf  die  Aetherteilchen  ausgeübten  Kräfte, 
sei  es  dass  dieselben  von  den  übrigen  Aetherteilchen  oder  von 
den  ponderablen  Molecülen  herrühren,  aus  Gliedern  folgender 
Form  bestehen: 

Die  Frage  nach  den  allgemeinsten  die  Energie  erhaltenden 
Kräften  kommt  dann  darauf  hinaus,  unter  welchen  Bedingungen 
ein  Aggregat  von  Gliedern  der  Form 

d^tp    dtp 

ö<*  "dt 
ein  vollständiger  Differentialquotient  nach  der  Zeit  sein  kann. 
Eine  genauere  Untersuchung  der  letzteren  Frage  führt  darauf, 
die  Kräfte  in  solche  zu  scheiden,  die  proportional  sind  mit  ge- 
raden, und  in  solche,  die  proportional  sind  mit  ungeraden  Diffe- 
rentialquotienten  nach  der  Zeit.  Beachtet  man,  dass  in  der  Optik 
nur  periodische  Functionen  vorkommen,  für  die 
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ist,  falb  2ffr  »  T  die  Periode  beseiofanet,  so  laflsen  sieh  die 
Kräfte  erster  Art  auf  Sammen  redaeiren,  deren  Glieder  nur  in 
die  ersten  Poteni^en  yon  u^  o,  w  resp.  von  ihren  Ableitungen 
nach  den  Coordinaten  mnltiplicirt  sind,  während  in  den  Krtlften 

zweiter  Art  ^v  571  "^  &^  Stelle  von  u,  o,  19  treten.     Die  Coef- 

d  — 
ficienten  von  Hi  n^,  ^1  -k —  ete.  sind  dabei  Summen,  die  nach 

fallenden  Potenzen  der  Quadrate  der  Sehwingungsdaner  fort- 
schreiten. Diese  Form  der  Coeffieienten  ergiebt  unmittelbar  die 
Dispersion.     Pemer   braucht   man   von  den   Ableitungen   von 

ti,  -^  etc.   nach   den  Coordinaten  nur  die  ersten  beizubehalten. 

Denn  schon  die  zweiten  Differentialquotienlen  worden  flir  die 
Portpflanzungsgeschwindigkeit  eine  Gleichung  vierten  Grades  ei^ 
geben,  was  nicht  statthaft  ist,  wenn  sieh  in  derselben  Riditnng 
nicht  mehr  als  zwei  Wellen  fbrtpflanten  sollen;  und  mehr  als 
zwei  Wellen  wfirden  der  BrAthrung  widerspreehen.  Somit  blei- 
ben im  ganzen  nur  vier  verschiedene  Arten  von  Kräften  abrig: 
1)  Kräfte  des  Typus  A\,  die  nur  «,  «,  is  «elbst,  2)  Kräfte  A^ 

,.     du    do    dw    „.  --  --.      .,     ,.     du    du    du  de  a\      jm 

*^'*  ö7'  ä/'  W  ^^  '^'*^*'  ^«'  **'*  di'  öif'  ä^'öi'  •••'  *>  *"'•- 

r.du 

di 
lieh  Kräfte  ^y,  welche  die  Ableitungen  -^—  etc.  enthalten. 

Weiter  wird  nun  die  grosse  Zahl  der  in  den  Ausdrücken 
für  die  Kraftcomponenten  auftretenden  Constanten  durch  Ein- 
führung der  Bedingung,  dass  jene  Kräfte  unter  keinen  Um- 
ständen eine  Compression  innerhalb  dos  Aethera  hervorrafen 
sollen,  auf  eine  geringere  Zahl  reduoirt  Bs  eigiebt  sich  so, 
dass  die  Kräfte  A^  ganz  verschwinden  mOssen,  wäbnmd  die 
drei  Componenten  der  Kräfte  A\  sich  auf  an,  er«!  aw  redneiren. 
Im  Fall  periodischer  Bewegungen  eombinirea  sieh  diese  Glieder 
einfach  mit  der  Dichtigkeit  des  Aetbers  und  geben  unter  keinen 
Umständen  eine  Verschiedenheit  der  Fortpflanzung  mit  der  Rieh- 
tung.     Dieser  Umstand  sowie  die  nachher  folgende  Betrachtung 
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der  Grenzbedioguogen  machen  ei  wahrBcheinlicb,  dasB  der  Coef- 
fioient  a  versehwindet  und  mit  ihm  die  Kräfte  il^.  Complicirter 
gestaltet  sieh  da«  Resultat  bei  den  noch  Qbrigen  Kräften.  Hier 
ergiebt  sieh,  dase  die  Kräfte  4\  im  allgemeinen  von  12  Con- 
stanten  abhängen.  Die  Ausdrücke  fQr  diese  Kräfte  stimmen  weder 
mit  den  Neumann'schen  noch  mit  den  Fresnel'schen  Ausdrücken 
fibereiny  sind  auch  nicht  einmal  symmetrisch  gegen  drei  auf  ein- 
ander senkrechte  Axen ;  aber  sie  stellen  sich  fOr  jede  Farbe  dar 
als  die  Superposition  zweier  Kraftsysteme,  die  in  Bezug  auf  zwei 
im  allgemeinen  Terschiedene  Axenkreuze  symmetrisch  verteilt 
sind,  und  von  denen  das  eine  mit  den  Neumann'schen,  das  an- 
dere mit  den  Fresnersohen  Werten  identisch  ist.  Irgend  ein 
Grund  dafür,  das  eine  oder  das  andere  System  zu  bevorzugen, 
ist  in  diesem  Stadium  der  Entwickelnng  nicht  vorhanden.  *~  Die 
Kräfte  A^  endlich  müssen,  falls  die  räumliche  Dilatation  ver- 
schwinden soll,  rings  um  die  Axe  gleichmässig  verteilt  sein. 
Sie  geben  Wirkungen,  welche  vollständig  mit  denen  zusammen- 
fallen, die  in  einem  homogenen  magnetischen  Felde  beobachtet 
werden.  Besondere  Annahmen,  die  nach  der  früheren  Theorie 
des  Verfassers  nötig  waren,  um  die  elektromagnetischen  Wir- 
kungen des  Lichtes  zu  erklären,  werden  durch  das  hier  betrach- 
tete Kraftsystem  überflüssig. 

Was  ferner  die  absorbirenden  Kräfte  betrifft,  so  erhält  man 
dieselben,  wenn  man  in  dem  Kraftsystem  A\  die  u,  t?,  w  durch 

^,  ^,  -^  ersetzt;   für  die  absorbirenden  Kräfte  gelten  daher 

ähnliebe  Besultate  wie  für  die  Kräfte  Ä\.  Nimmt  man  als  Re- 
sultat der  Beobachtung  an,  dass  die  absorbirenden  Kräfte  eine 
Symmetrie  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Axenkreuz  zeigen, 
so  hat  man  das  eine  der  beiden  in  ihnen  enthaltenen  Systeme 
von  Ck>n8tanteo  gleich  Null  zu  setzen,  darf  also  entweder  nur 
die  der  Neumann'schen  oder  nur  die  der  Fresnerschen  Auffassung 
entspreehenden  Kräfte  beibehalten. 

Die  Grenzbedingungen  ftlr  den  Uebergang  des  Lichtes  aus 
einem  Medium  in  ein  anderes  leitet  der  Verfasser  ebenfalls  aus 
dem  Prineip  der  Erhaltung  der  Energie  her.    Dasselbe  erfordert, 
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dass  ein  gewisses  Oberfläbhenintegral  an  der  Grenze  zweier 
durchsichtigen  Medien  ein  vollständiger  Differentialqaotient  nach 
der  Zeit  sei.  Das  kann  man  auf  doppelte  Weise  erreichen,  und 
beide  Male  erhftit  man  als  Orenzbedingung,  dass  ein  Ausdruck 
von  der  Form 

zu  beiden  Seiten  der  Grenze  denselben  Wert  hat.  Die  beiden 
möglichen  Lösungen  unterscheiden  sieh  nur  hinsichtlich  der  Be- 
deutung der  Factoren  A^  £,  C.  Eine  Entscheidung  zwischen 
diesen  beiden  möglichen  Lösungen  ergiebt  sich  aus  der  Forde- 
rung,  dass  die  Grenzbedingungen  in  den  Verrficküngen  linear 
sind.  So  gelangt  der  Verf.  schliesslich  zu  Grenzbedingungeo,  die 
fttr  durchsichtige  Erystalle  mit  den  EirchhofiTschen,  für  absorbi- 
rende  mit  den  von  dem  Verfasser  selbst  and  Herrn  Drude  aufge- 
stellten Grenzgleichungen  übereinstimmen.  In  der  neuen  Form 
gelten  diese  Grenzbedingungen  auch  fttr  active  Medien.  Bemerkt 
wird  noch,  dass  der  hier  eingeschlagene  Weg  zur  Gewinnung  linea- 
rer Grenzbedingungen  nicht  anwendbar  ist,  wenn  man  das  der 
Fresnel'schen  Anschauung  entsprechende  Kräftesystem  benutzt. 

Zum  Sehluss  specialisirt  der  Verfasser  seine  allgemeinen 
Resultate,  indem  er  von  den  beiden  Eraftsystemen ,  die  in  den 
Kräften  ^4^  vereinigt  sind,  das  eine  verschwinden  lässt.  Daran 
zeigt  sich,  dass  in  dem  Neumann^schen  Syistem  die  Verrtlckungen 
ganz  dieselbe  Rolle  spielen  wie  die  Rotationen  in  dem  Fresnel*- 
sehen  und  umgekehrt;  und  zwar  gilt  das  für  beliebige  krystalli- 
nische  Medien,  die  auch  absorbirend  oder  activ  sein  können. 
Endlich  wird  noch  gezeigt,  dass  die  Neümann'schen  Formeln 
für  durchsichtige  Medien  sich  ift  genau  dieselbe  Form  bringen 
lassen,  welche  die  elektromagnetische  Lichttheörie  für  durch- 
sichtige, nicht  active  Medien  liefert.  Für  absorbirende  Medien 
besteht  eine  solche  Uebereinstimlnung  nicht  mehr. 

In  der  Einleitung  seiner  Arbeit  erörtert  Herr  Voigt,  weshalb 
er  die  Weiterverfolgung  seiner  Theorie  ffrr.ttötzlich  halte,  trotz- 
dem durch  die  Beobachtungen  voö  Hertz  die  Identität  der  Licht- 
Schwingungen  mit  gewissen  elektrischen  äusseret  wahrscheinlich 
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gemacht  sei.  Er  weist  za  dem  Zwecke  darauf  hin,  dass  seine 
Fragestellung  eine  ganz  allgemeine  sei,  die  keinerlei  Beschrän- 
kung Ober  die  Natur  des  schwingenden  Mediums  oder  Ober  den 
Ursprung  der  wirkenden  Kräfte  enthalte,  dass  also  z.  B.  nichts 
daran  hindere,  letztere  als  elektrische  zu  betrachten.        Wn. 


B.  Lorenz.  Lysbevaegelseu  i  og  uden  for  en  af  plane  Lys- 
bölger  belyst  Kugle.     Kjöb.  skrif.  (6)  vi.  1-63. 

Diese  grosse  und  inhaltreiche  Abhandlung  enthält  die  Be- 
stimmung der  Bewegung  des  Lichts,  wenn  eine  homogene,  durch- 
sichtige und  isotrope  Kugel  von  ebenen,  parallelen  Lichtwellen 
beleuchtet  wird. 

Es  ist  sehr  schwierig,  eine  Vorstellung  von  dieser  Arbeit  zu 
geben,  und  das  Referat  muss  sich  im  wesentlichen  damit  begnü- 
gen, die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  diese  wichtige 
Arbeit  hinzulenken. 

Die  Hauptaufgabe  der  Abhandlung  ist,  die  Lösungen  der 
vorkommenden  Differentialgleichungeu  in  Reihen  zu  entwickeln, 
welche  wirklich  zu  numerischen  Berechnungen  geeignet  sind. 
Dagegen  wird  nur  geringes  Gewicht  darauf  gelegt,  die  analyti- 
schen Eigenschaften  der  Functionen  zu  erforschen. 

Da  es  früher  geglückt  ist,  Entwickelungen  zu  finden  ^  die 
sich  zur  numerischen  Berechnung  eignen,  wenn  der  Radius  der 
Kugel  gegen  die  Wellenlänge  klein  ist,  nicht  aber  im  entgegen- 
gesetzten Falle,  wo  der  Radius  gross  ist,  sucht  der  Verf.  der 
gegenwärtigen  Arbeit  eben  diesen  Fall  zu  behandeln.  Die  Com- 
ponenten  der  Lichtbewegung  seien  ^,  17,  ^,  die  Coordioaten  des 
entsprechenden  Punktes  x^  y,  2  und  die  Zeit  t.  Der  Verf.  braucht 
ferner  die  Bezeichnungen 

Dann  wird  die  Lichtbewegung  in  einem  jeden  homogenen  Medium 
mittels  der  folgenden  Gleichungen  ausgedruckt: 

^»^     dx  ~  w*  dt' '     ^'"^     dy  ~  to*  dl' '        »^     da  ~  w'  d?  ' 
wo  üi  eine  nur  vom  Medium,  aber  nicht  von  x,  y,  s  abhängige 
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Conatante  ist,  welche  der  Oesohwindigkeit  entspricht.  Der  Verf. 
benutzt  ausserdem  die  Voraussetsang,  dass  oi  einen  eonstanten 
Wert  innerhalb  der  OberflSche  der  Kugel  hat,  einen  anderen  aber 
ausserhalb  der  Oberfläche. 

Während  die  Componenten  nnd  ihre  DifiFerentialqaotienten 
auf  der  Oberfläche  der  Kugel  discontinuirlich  oder  unendlich  sind, 
giebt  es  doch  einige  Gombinationen  dieser  Ordssen,  die  auf  der 
Oberfläche  endlich  sind,  und  die  sich  nach  der  Stetigkeit  ändern, 
wenn  man  von  der  einen  Seite  der  Oberfläche  sur  anderen  geht. 
Diese  werden  rom  Verf.  aufgesncht. 

Ausserdem  benutzt  der  Verf.  die  Orenzbedingungen,  dass 
die  Lichtbewegung  überall  endlich  ist,  und  dass  es  im  Unend- 
lichen ausser  dem  gegebenen  einfallenden  Lichte  nur  Licht  giebt, 
welches  von  der  Kugel  ausgegangen  ist,  aber  kein  anderes, 
welches  sich  gegen  die  Kugel  bewegt. 

Ein  einfallender  Strahl,  welcher  sich  in  der  Richtung  der 
2-Axe  bewegt,  ist  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

und  es  wird  jetzt  untersucht,  welchen  Aenderungen  ein  solcher 
Strahl  mittels  der  Einwirkung  der  Kugel  unterliegt  Die  Sehwin- 
gungscomponenten  des  Lichtstrahls  werden  nun  in  Reiben  nach 
Kugelfunctionen  entwickelt.  Die  erhaltenen  Reihen  eignen  sich 
ganz  gut  zur  numerischen  Berechnung,  wenn  der  Radius  der 
Kugel  klein  ist  im  Vergleich  mit  der  Wellenlänge  des  Lichts, 
während  sie  sonst,  wenn  dieses  (was  im  allgemeinen  der  Fall 
ist)  nicht  stattfindet,  sich  nicht  ohne  Aenderungen  dazu  eignen. 

Im  folgenden  wird  der  Radius  der  Kugel  immer  sehr  gross 
angenommen. 

Der  nächste  Abschnitt  enthält  Theorien  fiSr  die  Summation 
der  in  der  Abhandlung  vorkommenden  Reihen,  namentlich  Reihen 
von  der  Form  £An€^^*^  wo  An  und  F«  Functionen  von  n  sind 
und  die  Reihe  eine  grosse,  jedoch  nicht  unendlich  grosse  Anaahl 
von  Gliedern  enthält,  und  wo  man  nur  annähernd  diese  Sum- 
mation sucht.  ' 

Statt  der  wahren  Summe  der  Reihe  wird  hier  immer  der 
Mittelwert  gesucht,    gegen  den  die  Summe    der  Reihe   convcr 
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girt,  wenn  immer  mehr  Glieder  mitgenommen  werden,  und 
die  80  geftandenen  Resultate  werden  immer  im  folgenden  benutzt. 
Diese  Betraehtungsweise  fflhrt  zu  vielen  Resultaten,  die  im  vor- 
aus bekannt  sind  und  sieh  elementar  herleiten  lassen.  Es  dürfte 
wohl  fiiemlieh  schwierig  sein,  die  mathematische  Berechtigung 
derselben  zu  begründen.  Ein  Teil  der  neuen  Resultate  kann 
aber  durch  Versuche  geprüft  werden,  und  so  kann  also  wenig- 
stens empirisch  die  Zulässigkeit  untersucht  werden. 

Mit  diesen  Andeutungen  des  Inhalts  muss  pich  Ref  begnügen, 
indem  er  nur  hinzufügt,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen die  Lichtbewegung  im  ganzen  Räume  sowohl  innerhalb  wie 
ausserhalb  der  Kugel  behandelt  wird,  und  dass  auch  einige 
Fälle  behandelt  sind,  wenn  mehr  als  eine  Kugel  im  Räume  sich 
befindet.  V. 


E.  Carvallo.     Position  de  la  Vibration  lumineuse;  sys- 
t^mes  de  Fresnel  et  de  M.  Sarrau.    0.  R.  cxii.  431-433. 

E.  Carvallo.     Compatibilitö  des   lois  de  la  dispersion 
et  de  la  double  röfraction.   c.  r.  cxil  621-623. 

Im  Anschluss  an  eine  frühere  Arbeit  (cf.  F.  d.  M,  XXII. 
1890.  1038)  untersucht  der  Verfasser,  welche  Aenderung  in  der 
Doppelbrechung  die  verschiedenen  optischen  Theorien  ergeben, 
wenn  man  in  die  Grundgleichungen  derselben  das  Briot'sche 
Dispersionsglied  einführt.  Er  findet,  dass  das  Sarrau'sche  Olei- 
chungssystem  das  einzige  von  der  Beschaffenheit  ist,  dass  die 
aus  ihm  abgeleiteten  Gesetze  der  Doppelbrechung  durch  die 
Dispersion  nicht  modificirt  werden.  Dies  System,  in  dem  die 
Schwingungen  eines  krystallinischen  Mediums  nur  annähernd 
transversal  sind,  aber  auf  den  Lichtstrahlen  senkrecht  stehen, 
während  longitudinale  Wellen  fehlen,  sei  daher  das  einzig  zu- 
lässige. Referent  hat  schon  bei  Besprechung  der  früheren  Arbeit 
des  Verfassers  ausgeführt,  weshalb  er  dessen  Schlussfolgerung 
nicht  als  beweisend  anzusehen  vermag. 

In  der  zweiten  Arbeit  wird  gezeigt,  dass,  wenn  man  zu  den 
Sarrau'schen  Gleichungen  statt  des  Briot'schen  Dispersionsgliedes 
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Glieder  hinzufügt,  wie  sie  durch  eiu  Hitschwingen  der  ponde- 
rableo  Teile  entstehen,  diese  die  Gesetze  der  Doppelbrechung 
ebenfalls  nicht  ändern.  Die  erwähnten  Glieder  sind  dieselben, 
die  Herr  v.  Helmholtz  seiner  Theorie  der  anomalen  Dispersion 
zu  Grunde  legt,  nur  dass  hier  die  Glieder,  welche  eine  Absorp- 
tioa  ergeben,  fortgelassen  sind.  Wn. 


E.  Carvallo.     Sur  la  position  de  la  Vibration  lumineuse 
et   les   dquations   du   mouvement  de  T^ther.     Almeida  J. 

(2)  X.  53-61. 

Nachtrag  zu  der  grossen  Abhandlung,  über  die  in  F.  d.  M. 
XXII.  1890.  1038  berichtet  ist.  Die  Untersuchung  des  sogenann* 
ten  Briot'schen  Terms  im  Doppelspat  soll  nach  dem  Verf.  beweisen, 
dass  bei  einem  geradlinig  polarisirten  Strahl  die  Schwingung  in 
einem  Azimut  senkrecht  zur  Polarisationsebene  stattfindet  Ob 
aber  die  Schwingung,  streng  genommen,  in  der  Wellenebene 
liegt,  wie  Fresnel  meint,  oder  mit  dieser  Ebene  einen  kleinen 
Winkel  bildet,  wie  nach  der  Theorie  von  Sarrau,  das  ist  die 
Frage,  die  jetzt  aufgenommen  wird.  Könne  man  auch  die  Lage 
der  Schwingung  noch  nicht  absolut  feststellen,  so  solle  gezeigt 
werden,  dass  wenigstens  eine  sehr  starke  Mutmassung  zu  Gun- 
sten der  Gleichungen  des  Hrn.  Sarrau  spreche,  und  dass  kaum 
zwischen  diesen  Gleichungen  und  der  Fresnel'schen  Hypothese 
zu  schwanken  sei,  welche  letztere  die  Schwingung  genau  trans- 
versal annimmt.  Lp. 

K.  Henskl.     Anwendung  der  Theorie  der  Modulsysteme 
auf  ein   Problem  der  Optik.    J.  für  Math,  cviii.  140-143. 

Das  Problem,  um  das  es  sich  handelt,  ist  folgendes:  Welche 
Relationen  müssen  zwischen  den  Constanten  des  Potentials  F 
der  elastischen  Kräfte  bestehen,  damit  der  elastische  Körper  der 
Licktäther  sein  kann,  d.  h.  damit  in  ihm  von  den  drei  zu  jeder 
Fortpflanzungsrichtung  gehörenden  Wellen  zwei  transversal  sind? 
Das  genannte  Problem  lässt  sich,  wie  bekannt,  auf  das  andere 
zurückfahren:  Welche  Form  muss  eine  homogene  Function  zwei- 
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ten    Grades   F  der   sechs   Argumente   ^^^^  $„,  §„,  §„,  S,,,  §,, 

babeD,  damit  nach  der  Substitution 

(l)        £,  =  A?,     f.*  =  2A,A*, 

dF 
(2)         ,-^  =  2  FA.. 

werde?  Letztere  Aufgabe  wird  hier  dadurch  gelöst,  dass  der 
Rest  von  F  für  das  DirisorenBystem 

(3)        M  ^  Ö« - A?,  I*  ~  2 A,AO  (•  ^  Ä) 

resp.  für  ein  äquivalentes  System  betrachtet  wird.  Bei  passender 
Wahl  dieses  äquivalenten  Systems  ergiebt  sich  die  Lösung  der 
Aufgabe  mittels  einfacher  Schlüsse.  Das  Resultat  selbst  ist  be- 
kannt (vgl.  Kirchhoff's  Optik).  Wn. 


E.  Beltrami.     Sulla    teoria   generale  delle  oude  piane. 

Palermo  Rend.  V.  227-235. 

Zu  KirchhofiTs  Untersuchungen  über  ebene  Wellen  in  einem 
homogenen  elastischen  Medium  („Ueber  die  Reflexion  und  Brechung 
des  Lichts  an  der  Grenze  krystalliniscber  Mittel",  Abb.  der  Berl. 
Akademie  1876,  F.  d.  M.  VIIL  1876.  647,  und  Mathematische 
Optik,  Leipzig  1891,  Vorlesung  XI  und  XII)  macht  Herr  Bel- 
trami die  folgenden  interessanten  Bemerkungen. 

1)  Eirchhoff  geht  aus  von  der  Betrachtung  geradliniger 
Schwingungen,  nimmt  also  die  unendlich  kleinen  Verrückungen 
11,  Vj  u>  des  Punktes  x^  y,  s  proportional  derselben  Function  a 
Yon  der  Zeit  t  und  von 

s  =  Ix -{^  my -\- n^ 
an  und  zeigt  darauf,  dass  es  drei  auf  einander  senkrechte  Rich- 
tungen giebt,  in  denen  solche  Schwingungen  stattfinden  können. 
Um  die  hierin  liegende  Voraussetzung  zu  vermeiden,  lässt  Herr 
Beltrami  Uy  v,  w  zunächst  unbestimmt  und  beweist,  dass  es  bei 
jeder  ebenen  Welle  drei  auf  einander  senkrechte  Richtungen 
giebt,  in  denen  die  Schwingungen  geradlinig  sind. 

2)  Für  eine  ebene  Welle  mit  geradlinigen  Schwingungen 
definirt  Kirchhoff  die  Strahlenrichtnng  S,  indem  er  nachweist, 
dass  nur  für  die  Ebenen,    welche  parallel  sind  der  Richtung  S, 
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deren  RicbtungscosinuB  den  partiellen  Ableitungen  des  Poten- 
tials F': 

dF'      dr      dF' 
dl  '    dm'     dn 

proportional  sind,  die  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Arbeit  des 
auf  die  Flftcheneinheit  bezogenen  Druckes  verschwindet,  der  auf 
ein  Element  einer  solchen  Ebene  von  einer  Seite  her  ausgeObt 
wird.  Diese  Definition  l&sst  sich  nach  Herrn  Beltrami  zweck- 
mässig durch  einen  Satz  aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Druckes 
begründen,  welcher  besagt,  dass  zu  jeder  von  einem  Punkte  0 
eines  elastischen  Mittels  ausgehenden  Geraden  Q  eine,  und  nur 
eine,  ebenfalls  von  0  ausgehende  Oerade  A  gehört,  sodass  der 
Druck  auf  irgend  ein  Flächenelement  oi'  in  O,  welches  durch  R 
gelegt  wird,  senkrecht  auf  Q  steht. 

3)  Die  Richtungscosinus  des  Strahls  sind  auch  proportional 
den  partiellen  Ableitungen  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  F: 

dV     dV     dV 
ar    dm'    "Sn" 

Da  nun  die  Gleichungen 

_  dV         _  dV  dV 

den  Berührungspunkt  der  Enveloppe  aller  Ebenen 

to  +  »iy-|-fws  =  F, 
wo  /,  m,  n  als  variabel  betrachtet  werden,  mit  der  Ebene  (/,  m,  n) 
ergeben,  so  gilt  das  Theorem:    Der  BerQhrungspunkt  der  Enve- 
loppe mit  jeder  der  Wellenebenen  befindet  sich  immer  auf  dem 
zu  dieser  Ebene  gehörenden  Strahl. 

4)  Definirt  man  Ebenenooordinaten  §,  i/,  £  durdi 

so  erhält  man  die  Goordinaten  der  Wellenebene 

vermöge  der  Gleichungen: 

/  =  -  F§,    m  =  -  Fj7,    11  =  -  F£. 
Um  daher  die  Gleichung  der  Wellenfl&che  aufzustellen,  hat  man 
nur  in  der  kubischen  Gleichung  für  F*: 
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=  0, 


^'    if— r    r 

M'         V     JV~F' 

in  der  L,  If,  iV,  L',  ilf',  iV'  homogene  Functionen  zweiter  Dirnen* 
sion  von  /,  m,  n  sind,  /,  m,  n,  F'  bez.  durch  |,  17,  ^,  1  zu  er- 
setzen und  erkennt  so,  dass  die  Wellenfläche  fQr  das  allgemeinste 
elastische  Medium  eine  Flftche  sechster  Klasse  ist.  St. 


G.  Ravbau.     8ar    ia    th^orie    de    la    lumi^re.  C  R.  GXii. 

853-865. 

C.  Ravsau.      Sur  Ia  surface  d'onde    dans  las  cristaux. 

G.  B.  OXII.  1056-1058. 

In  dem  ersten  Aufsatz  zeigt  der  Verfasser,  dass  man  den 
Maxwell'schen  Ausdruck  fQr  die  Oesamtenergie  in  der  Volumen- 
einheit  eines  homogenen  Mediums  auf  doppelte  Weise  in  die 
Summe  zweier  Ausdrücke  zerlegen  kann,  deren  einer  als  kine- 
tische, der  andere  als  potentielle  £nergie  angesehen  werden 
kann«  Die  eine  Art  der  Zerlegung  führt  auf  solche  Gleichungen 
der  elektromagnetischen  Lichttheorie,  die  den  Sarrau'schen  Glei- 
chungen der  elastischen  Theorie  analog  sind,  während  man  durch 
die  Bweite  Zerlegung  zu  Gleichungen  gelangt,  die  denen  von 
Mae  CuUagh,  Neumann  und  Lama  entsprechen.  Dabei  entspricht 
die  magnetisehe  Kraft  nicht  dem  Mac  Cullagh'schen  Vector,  son- 
dern der  Ableitung  des  letzteren  nach  der  Zeit. 

Der  zweite  Aufsatz  enthält  allgemeine  Erörterungen  über 
die  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  mechanischen  Licht- 
theorien einerseits  und  der  elektromagnetischen  Theorie  anderer- 
seits. Während  die  Resultate  der  ersteren  Theorie  mit  der  Er- 
fahrung nur  so  lange  übereinstimmen,  als  es  sich  um  Körper 
handelt,  deren  magnetische  Eigenschaften  wenig  hervortreten 
und  nieht  von  der  Richtung  abhängen,  ist  die  elektromagnetische 
Theorie  von  jener  Voraussetzung  unabhängig,  und  daher  kommt 
ihr  eine  grossere  Allgemeinheit  zu. 

Ohne  Ableitung  werden  noch  einige  Resultate,  zu  denen  die 
letotgeaaDttle  Theorie  führt,  mitgeteilt;  von  diesen  mag  das  fol- 
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gende  erwähnt  werden:  Die  Wellenfläche  von  Krystallen,  die 
eine  starke  elektrische  und  magnetische  Anisotropie  besitzen,  ist 
von  der  FresneVschen  Wellenfläche  verschieden.  Wn. 


E.  Cbsaro.  Sur  certains  plans  refringents  qui,  dans 
las  cristaux  biaxes  peuvent,  pour  une  onde  plane  inci* 
dente,  donner  outre  un  c6ne  creux  de  rayotis,  nn  rayon 
luminenx  distinct.     Belg.  Bull.  (3)  xxil.  ö03-5l?. 

C.    LaGRANGB.       Rapport,    ibid.  431-434. 

Singulärer  Fall  der  konischen  Brechung.  Mn.  (Lp.) 


W.  Walton.     On  tbe  ma^nitudes  of  conjugate  ray-velo- 
cities  in  a  biaxis  crystal  and  their  iuclination  to  each 

Other.     Quart.  J.  XXV.  182-185. 

Denkt  man  an  die  beiden  Mäntel  einer  Fresnerschen  Wellen- 
fläche parallele  Tangentialebenen  gelegt,  so  heissen  die  nach  den 
BerOhrungspunkten  derselben  gezogenen  Radien  r,  und  r,  con- 
jugirte  Strahlen.  Es  handelt  sich  darum,  aus  den  Richtungs- 
cosinus der  Normalen  rj-f  rj,  r^r]  und  den  Cosinus  des  Winkels 
zwischen  r,  und  r,  zu  berechnen.  *  Die  Rechnung  selbst  stützt 
sich  auf  bekannte  Formeln  und  bietet  zu  weiteren  Bemerkungen 
keinen  Anlass.  Wn. 


IssALY.  Optique  gdomötrique.  Memoire  sur  une  surface 
d'ondes  rdflecbies  corr^lative  de  celle  de  Fresnel,  et 
sur  la  double  sdrie  de  surfaces  d'ondes  moyennes  dont 

eile   est   la   limite.    Bordeaux  M6m.  (4)  II.  339-380. 

Der  Verfasser  ist  durch  seine  Untersuchungen  Ober  Pseudo- 
flächen  (vgl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  819)  auf  eine  Art  von  Wellen- 
flächen  geführt,  die  in  ähnlicher  Weise  aus  einem  einschaligen 
oder  zweischaligen  Hyperboloid  entstehen,  wie  die  Fresnel'sche 
Wellenfiäche   aus   dem  Ellipsoid.    Die  Gleichung   einer  solcfaeo 
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Fläche  ist 

( 1)    (rx^  +  py^+  ga'—  2pqyz  —  2qrxz  —  2rpxy)  (a?'+  yH  »*) 

—  2(ryj5-f  p»x  +  5fa;y)  — 1  =  0, 
während  das  zugehörige  Hyperboloid 

(2)  2{rysi  +  P^  +  q^y)  =  1 
ist.  Die  Fläche  (1)  besteht,  falls  das  erzeugende  Hyperboloid  (2) 
einschalig  ist,  aus  einer  den  Anfangspunkt  umgebenden  ge- 
schlossenen Fläche  und  zwei  in.  entgegengesetzten  Octanten  lie- 
genden, sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Mänteln.  Ist  das 
Hyperboloid  zweischalig,  so  besteht  die  Fläche  aus  einem  ein- 
zigen sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Flächenstock.  Von 
dieser  Fläche,  die  der  Verfasser  „surface  spöcifique  des  ondes 
r^flächies*'  nennt,  wird  gezeigt,  dass  sie  stets  zwei  reelle  optische 
Axen  besitzt;  die  Lage  derselben  wird  bestimmt.  Nachdem  noch 
untersucht  ist,  was  aus  der  Fläche  wird,  wenn  zwei  der  Coeffi- 
cienten  p,  9,  r  gleich  werden,  oder  wenn  einer  derselben  ver- 
schwindet, wird  eine  Reihe  andrer  Flächen  betrachtet,  die  als 
^ondes  moyennes  röfi^chies^  bezeichnet  werden.  Zwischen  ihnen 
und  der  Fläche  (1)  findet  eine  ähnliche  Beziehung  statt,  wie  sie 
der  Verfasser  froher  (cf.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  1045)  zwischen 
der  Fresnerschen  Wellenfläche  und  gewissen  zwischen  den  beiden 
Mänteln  derselben  liegenden  andern  Flächen  aufgestellt  hatte. 
Es  wird  noch  der  Zusammenhang  der  Fläche  (1)  mit  den  Malus'- 
schen  Kugeln  erörtert,  und  schliesslich  sucht  der  Verfasser  seine 
Bezeichnung  der  in  Rede  stehenden  Fläche,  die  nach  seiner  An- 
sicht in  gewissen  Problemen  der  Erystalloptik  auftritt,  zu  recht- 
fertigen.  Wn. 

S.  CzAPSKi.     üeber  die  Doppelbrechung  schnell  gekühlter 

Glasplatten.     Wiedemaoo  Ann.  XLIT.  319-331. 

Es  wird  die  dioptrische  und  Interferenzwirkung  experimentell 
untersucht,  welche  ein  schnell  gekohltes  GlasstQck  auf  ein  es 
ausfüllendes  und  durchsetzendes  weites  Lichtbüschel  ausübt.  Zur 
Deutung  der  Beobachtungen  werden  einfache  theoretische  Ueber- 
leguDgen  angestellt.  Wn. 
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E.  Carvallo.     Sar  la  polarisation  rotatoire.    0.  B.  oxili. 

846-849. 

Zur  Erklärung  der  Liohtbewegang  in  einem  die  Polarisations- 
ebene drehenden  Mediam,  in  dem  sieh  eine  Welle  se&kreebt  zur 
Axe  2  fortpflanzt,  geht  der  Verfasser  von  folgenden  Grund- 
gleichungen  ans,  deren  erste  sich  auf  den  Aether  bezieht,  wäh- 
rend die  zweite  fhr  die  ponderablen  Teilchen  gilt: 

Darin  sind  |,  und  i  nicht  die  Gomponenten  der  beiden  Eloo- 
gationen,  sondern  die  diese  Elongationeo  darstellenden  Veetoren 
selbst.  Der  Factor  t  bezeichnet,  wie  bei  der  Aeqaipolleiizen- 
rechnung  ?on  Bellavitis,  symbolisch,  dass  der  betreffende  Veetor 
als  um  -f  in  gedreht  angesehen  werden  soll.  Die  Lösung  obiger 
Gleichungen  giebt  fOr  S  zwei  symbolische  AasdrQcke,  die  eireolar 
polarisirten  Strahlen  mit  verschiedenen  Fortpflanzungsgesehwio- 
digkeiten  entsprechen;  aus  ihrer  Zusammensetzung  resultirt  eine 
ebene  Welle  mit  Drehung  der  Polarisationsebene.  Wn. 


A.  HussBLL.      üeber   die    Drehung    ultraroter    Strahlen 

im   Quarz.    Wiedemann  Ado.  XLIII.  498-508. 

Nach  bekannter  Methode  wird  die  Gestalt  der  Interferenz- 
streifen  ermittelt,  die  sich  ergeben,  wenn  Licht  durch  ein  Free- 
nersches  Triprisma  zwischen  zwei  Nicorschen  Prismen  geht,  und 
wenn  von  dem  austretenden  Licht  durch  ein  Prisma  oder  ein 
Gitter  ein  Spectrum  entworfen  wird.  Die  im  Spectrum  erschei- 
nenden Streifen  werden  benutzt,  um  die  Drehungswinkel  ffir 
die  einzelnen  Fraunhofer'schen  Linien  zu  bestimmen,  fOr  die 
ultraroten  Strahlen  unter  Zuhfllfenahme  der  Phosphorographie. 

Wn. 

A.  PoTiBR.     Sur  le  principe  du  retoar  des  rayons  et  In 
rdflexion  cristalline.    Almeida  J.  (2)  x.  349-367. 
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Wenn  eine  Lichtquelle  A  von  der  Leuchtkraft  1  durch  ein 
beliebiges  optiBches  System  hindurch  in  einem  Punkte  B  eine 
Beleuchtung  e  hervorruft,  so  erzeugt  eine  Quelle  gleicher  Leucht- 
kraft von  B  aus  dieselbe  Beleuchtung  in  A.  Die  Bestätigung 
dieses  Satzes  gelingt  für  geradlinig  polarisirtes  Licht  sowohl  bei 
völliger  Ausloschung  als  auch  bei  Färbungen.  Der  Versuch 
gl  tickt  auch,  wenn  das  Licht  an  krystallinischen  Substanzen  Re- 
flexionen erfahren  hat,  ferner  noch  unter  Bedingungen,  bei  denen 
die  Reflexion  eine  bedeutende  elliptische  Polarisation  hervor- 
gebracht hat.  Der  Verf.  zeigt,  dass  die  von  MacCullagh  fQr 
die  krystallinische  Reflexion  aufgestellten  Formeln  dieser  von 
Hrn.  Fr.  Neumann  fflr  den  Kalkspat  vermuteten,  von  Hrn.  Gornn 
allgemein  ohne  Beweis  und  nur  für  die  Reflexion  ausgesproche- 
nen Bedingung  genügen.  Zum  Schlüsse  wird  bemerkt,  dass 
diese  Resultate  sich  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  krystallini- 
schen Reflexionen  oder  Brechungen  erstrecken.  Lp. 


N.  Slüginoff.     Zur  Theorie  der  Reflexion  und  Refrac- 

tion  des   Lichtes.     Phys.  Ges.  St.  Petereb.  XXIII.  1891.  427-430. 


P.  Drude.  Ueber  die  Reflexion  und  Brechung  ebener 
Lichtwellen  beim  Durchgang  durch  eine  mit  Ober- 
flächenschichten behaftete  planparallele  Platte.    Wiede- 

demaoD  Ann.  XLIII.  126-157. 

Der  Verfasser  hatte  bereits  frtther  eine  Untersuchung  über 
die  Wirkung  von  Oberflächenschichten  auf  die  Reflexion  an  einer 
Ebene  angestellt  (Wiedemann  Ann.  XXXVI,  cf.  F.  d.  M.  XXL 
1889.  1077).  Hier  wird  in  derselben  Weise  die  Reflexion  und 
Brechung  an  zwei  Grenzen  zwischen  drei  verschiedenen  Medien, 
an  denen  beliebige  Oberflächen-  oder  Uebergangsschichten  vor- 
handen sein  können,  behandelt  Der  Verfasser  geht  dazu  von 
dem  allgemeineren  Problem  aus,  bei  dem  das  Licht  durch  n 
parallele  Grenzen  zwischen  n — 1  absorbirenden  Medien  geht, 
d.  h.  solchen,  welche  durch  complexe  Werte  des  Brechungsindex 
charakterisirt  sind.    Als  Grenzbedingungen  werden  folgende  an- 

Fortaohr.  d.  Malk.  ZXIU.  8.  69 
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genommen;  Gleichheit  der  VerrUckungen  zu  beiden  Seiten  der 
Grenze  und  Gültigkeit  des  Eirchhoff'schen  Prineips,  nach  dem 
die  an  der  Grenze  geleistete  Arbeit  der  auf  den  Aether  wirken- 
den Kräfte  verschwinden  muss.  Aus  diesen  Grenzbedingungen 
werden  die  Amplituden  f&r  die  Gomponenten  des  an  der  ersten 
Grenzfläche  reflectirten  und  des  aus  der  letzten  austretenden 
Lichtes  abgeleitet,  und  in  die  sich  ergebenden  Ausdrücke  werden 
schliesslich  die  Bedingungen  eingeftlhrt,  dass  die  Dicken  aller 
Zwischenschichten  mit  Ausnal^me  einer  einzigen  sehr  klein  sind. 
In  den  resultirenden  Formeln  treten  vier  für  jede  der  beiden 
Oberflächenschichten  charakteristische  Grössen  auf,  von  denen 
aber  nur  drei  unabhängig  sind. 

Specialisirt  man  diese  Formeln  dadurch,  dass  man  auch  die 
Dicke  der  letzten  Zwischenschicht  als  sehr  klein  annimmt,  d.  h. 
dass  man  sich  auf  die  Reflexion  an  einer  Ebene  mit  Oberflächen- 
schichten  beschränkt,  und  betrachtet  die  Verhältnisse  der  beiden 
reflectirten  und  der  beiden  gebrochenen  Amplituden,  so  ist  in 
dieser  nur  eine  einzige,  von  der  Natur  der  Oberflächenschicht 
abhängende  Constante  enthalten.  Auch  gelingt  es  dem  Verfasser, 
das  Amplitudenverhältnis  der  reflectirten  Gomponenten  genau 
auf  die  Form  zu  bringen,  welche  die  Cauchy'sche  Reflexions 
(heorie  ergiebt.  tlier  findet  also  der  Gauchy'sche  BiUpticität:^- 
oocfficient  eine  Deutung  durch  die  Natur  der  Oberflächenschicht. 
Doch  difi^erirt  die  für  die  totale  Reflexion  gewonnene  Formel 
von  der  Cauchy'schen. 

Es  wird  noch  eine  untere  Grenze  ffir  die  Dicke  der  Ober- 
flächenschicht  bestimmt.  Dann  kehrt  der  Verfasser  zu  den  allge- 
meineren Formeln,  bei  denen  die  eine  Zwischenschicht  eine  end- 
liche Dicke  hatte,  zurück  und  wendet  dieselbe  auf  verschiedene 
Fragen  au,  insbesondere  auf  die,  wie  man  durch  Beobachtungen 
den  Brechungsexponenten  der  Oberflächenschicht  bestimmen,  fer- 
ner wie  man  die  Wirkung  der  Oberflächenschicht  eliminiren  und 
die  wirklichen  Constanten  eines  absorbirenden  Mediums  be- 
stimmen  kann.  Hinsichtlich  dieser  Details  wie  auch  der  abge- 
leiteten Formeln  selbst  müssen  wir  auf  das  Original  verweisen. 

Wn, 
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P.  Drude,      üeber    die    Brechung    des    Lichtes    durch 

Metallprismen.      Wiedemann  ADD.  XLII.  666-673. 

Die  Brechung  des  Lichtes  durch  ein  absorbirendes  Prisma 
ist  zuerst  von  Herrn  W.  Voigt  untersucht  (cf.  F.  d.  M.  XVI. 
1884.  908).  Doch  sind  die  Formeln,  zu  denen  der  genannte 
Autor  gelangt  ist,  für  die  Anwendung  auf  praktisch  vorkommende 
Fälle  zu  complicirt,  falls  der  Einfallswinkel  nicht  sehr  nahe  gleich 
Null  ist.  Herr  Drude  nimmt  deshalb  die  Aufgabe  von  neuem 
auf  und  gelangt  dadurch  zu  einfacheren  Resultaten,  dass  er  von 
vorn  herein  den  Prismenwinkel  als  sehr  klein  annimmt,  während 
der  Einfallswinkel  beliebig  gross  sein  kann.  Diese  Annahme  ist 
stets  zulässig,  weil  sonst  das  Prisma  undurchsichtig  wird.  Es 
ergiebt  sich  folgendes  Resultat:  Ist  q>  der  Einfalls-,  tp'  der  Aus- 
trittswinkel, y  der  sehr  kleine  Prismenwinkel,  n  der  Brechungs-, 
X  der  Absorptionscoefficient  des  Prismas,  und  bezeichnen  n^  und 
n^  die  Brechungsexponenten  des  ersten  und  letzten  Mediums,  so 
ist 

sin,.'  =  ^[8in,,_y?-(l-i8m'^-,^^)]. 

Das  Snellius'sche  Brechungsgesetz  würde  für  kleine  y 

sinqp'  =  ^[sinqp— y^yi  —  sin^^  J 
ergeben.  Wn. 

R.  SissiNGH.      Ueber    das   Kerr'sche    magneto  -  optische 
Phänomen   bei  äquatorialer  Magnetisirung  an   Eisen. 

WiedemaDD  Add.  XLII.  115-141. 

Das  Kerr'sche  Phänomen  besteht  darin,  dass  bei  der  Re- 
flexion parallel  oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirten 
Lichtes  durch  magnetisches  Eisen  im  reflectirten  Liebte  neben 
der  von  der  metallischen  Reflexion  gelieferten  Componente  eine 
senkrecht  zu  letzterer  polarisirte  magneto-optische  entsteht.  Die 
vorliegende  Arbeit  ist  einer  genaueren  experimentellen  Unter- 
suchung der  genannten  Erscheinung  für  den  Fall  gewidmet,  dass 
die  Magnetisirung  des  Eisens  parallel  zur  Einfallsebene  und  zur 
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spiegelnden  Fläche  erfolgt.  Objoe  Ableitung  werden  dabei  die 
Formeln  mitgeteilt,  die  zur  Bestimmung  der  Amplitude  and  Phase 
der  magnetischen  Lichtcomponente  dienen;  und  schliesslich  wer- 
den die  Beobachtungen  mit  den  Resultaten  verglichen,  welche 
die  elektromagnetische  Theorie  der  magnetischen  Reflexion  Ton 
der  in  Rede  stehenden  Erscheinung  liefert.  Wn. 


A.  B.  Bassbt.     On  the  reflexion  and  refraction  of  light 
at  the  surface  of  a  magnetised  medium.      Lood.  Phü. 

Trans.  GLXXXII.  371*899. 

Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist,  zu  ermitteln,  wie  weit 
die  elektromagnetische  Theorie  des  Lichtes,  wie  sie  gegenwärtig 
entwickelt  wird,  dazu  geeignet  ist,  eine  theoretische  Erklärung 
der  Kerr'schen  Versuche  (Phil.  Mag.  1877  und  1878)  aber  die 
Einwirkung  des  Magnetismus  auf  das  Licht  zu  geben. 

Cly.  (Lp.) 

A.  Breuer.  Uebersichtliche  Darstellung  der  mathema- 
tischen Theorien  über  die  Dispersion  des  Lichtes. 
II.  Teil:  Anomale  Dispersion.     Brfärt  B.  Baemeiater.  MS. 

mit  1  Taf.  8o.  

W.  DK  W.  Abney.     The  numerieal  registration  of  colour. 

Lond.  R.  S.  Proc.  XLIX.  227233.  Cly. 


Report  of  the  Oommittee  . . .  appointed  to  prepare  a  new 
series  of  wave-length  tables  of  the  spectra  of  the  Cle- 
ments  and   Compounds.      Brit.  Ass.  Rep.  1891.  161-263. 
Diese  Tafeln  betreflfen  das  Eisen  (Bogenspectrum)  und  die 

tellurischen  Linien  des  Sonnenspectrums.  Gbs.  (Lp.) 


W.  DE  W.  Abney.     On   the  limit  of  visibility  of  diflfe- 
rent  rays  of  the  spectrnm.  Lond.  R.  8.  Proc.  XLix.  ö09-5i8. 
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T.  Pelham  Dale.     On  certain  relations  existing  among 
the  refractive  indices  of  the  chemical  elements.     Nature 

XLIII.  118. 

Bericht  über  einen  Vortrag  in  der  Londoner  Physikalischen 
Gesellschaft.  Der  Quotient  aus  der  Brechbarkeit  ju— 1  und  aus 
der  Dampfdichte  d  ist  gleich  einer  Constante,  multiplicirt  mit 
einer  gewissen  ganzen  Zahl;  u.  a.  m.  Lp. 


H.  Katser.      üeber    den    Ursprung    des    Banden-    und 

Linienspectrums.      Wiedemana  Ann.  XLII.  810-318. 

Nach  Ansicht  von  WQllner  soll  fUr  den  Uebergang  des 
Bandenspectrnms  eines  Elementes  in  das  Linienspectrum  die 
Dicke  und  Dichte  des  emittirenden  Dampfes  von  Einfluss  sein. 
Der  Verfasser  erörtert  auf  Grund  verschiedener  Experimente, 
weshalb  er  diese  Ansicht  für  eine  irrige  hält.  Als  Grund  jenes 
Uebergangs  müsse  man  notwendigerweise  eine  Dissociation  des 
MolecQls  annehmen.  Wn. 


H.  Bbcqubbbl.     Sur  les  lois  de  l'intensitd  de  la  lumifere 

« 

dmise  par  les  Corps  phosphorescents.     0.  R.  CXill.  618- 

623,  672. 

Der  Verfasser  berichtet  über  Beobachtungen,  die  er  über 
die  Aenderung  der  Intensität  des  von  phosphorescirenden  Kör- 
pern ausgesandten  Lichtes  angestellt  hat.  Dabei  leitet  er  eine 
einfache  Beziehung  ab  zwischen  der  Intensität  und  der  Zeit,  die 
seit  dem  Beginn  der  Lichterregung  des  phosphorescirenden  Kör- 
pers verflossen  ist.  Indem  er  für  die  Verschiebung  eines  schwin- 
genden Teilchens  die  Gleichung 

zu  Grunde   legt,   findet  er  zwischen  der  Amplitude  Un  der  n^'> 
Schwingung  und  der  Anfangsamplitude  u^  die  Gleichung 

Un  =  1 1 
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Da  n  der  Zeit  proportional  ist,   0»  fol^t  daraus  f&r  die  Inten 
sitftt  t: 


ia  +  bty 

FQr  Körper,   die  aus  verschiedenen  SabBtsnxeu  bestehen,   wird 
statt  der  vorstellenden  die  Formel 

*         I  1  I 


(a  +  bty   '   (a'+Vty 
angenommen.    Endlich  wird  die  Gleichung  (1)  f&r  gewisse  Kör- 
per dahin   abgeändert,   dass  an  Stelle  von  (^)    gesetzt   wird 

(-T ^)    wo  C/  =s  Aeoükt  eine  gegebene  Function  ist. 

\di        dt  ^  j 

Wn. 

H.  V.  Hblmholtz.      Kürzeste  Linien  im  Farbensystem. 

Berl.  Bar.  1B91.  1071-1083. 

Fttr  die  Deutlichkeit  dE  des  Unterschiedes  zweier  Farben, 
von  denen  die  eine  aus  den  Quantis  a;,  y,  2  der  (physiologischen) 
Urfarben  zusammengesetzt  ist,  die  andere  dagegen  aus  X'\-dx^ 
y-\-dy^  s-fc/s,  nimmt  Herr  v.  Helmholtz  die  Formel  an: 

-«•  =  (^)*+a)V(^y- 

Construirt  man  nun  die  Farbencurve,  in  der  an  Stelle  von  ^r,  y^  s 
die  Grössen 

f  =  log(a-f «),    17  =  log(64-y),    t,  =  log(c-f-») 

als  Coordinaten  angesehen  werden,  so  werden  in  diesem  Coor- 
dinatensystem  sämtliche  kürzeste  Farbenreihen  durch  gerade 
Linien  dargestellt.  Geht  man  aber  zu  dem  ursprünglichen 
System  x^  y,  is  zurück,  so  ^ehen  die  Geraden  in  krumme  Linien 
über.  Die  letzteren  werden  eingehend  discutirt  und  auf  ver- 
schiedene Fragen  der  physiologischen  Optik  angewandt. 

Wn. 
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C.     Geometrische  Optik. 
A.  Steinheil  und  E.  Voit.     Handbuch  der  augewandten 

Optik.      I.    Band.      Leipzig.    B.  G.  Teobner.     VI-+-314S.   gr.  S» 
mit  7  Figurentafeln. 

Das  vorliegende  Handbuch  ist  zum  Gebrauche  für  praktische 
Optiker  benimmt;  es  soll  dieselben  befähigen,  einmal  die  Lei- 
stungen fertiger  optischer  Systeme  zu  prüfen,  sodann  solche 
Systeme  streng  zu  berechnen  und  so  anzuordnen,  dass  der  je- 
weilig erstrebte  Zweck  möglichst  vollkommen  erreicht  wird. 
Hinsichtlich  der  letzteren  Aufgabe  war  der  Praktiker  bisher  auf 
Klägers  vortreffliche  Dioptrik  angewiesen,  ein  Buch,  das  aber 
nur  die  Arbeiten  vor  Fraunhofer  zusammenfasst.  In  ähnlicher 
Weise  werden  in  dem  vorliegenden  Buche  die  Resultate  der 
neueren  Arbeiten,  soweit  sie  eine  directe  Verwertung  zulassen, 
resp.  soweit  sie  in  der  Praxis  wirklich  erprobt  sind,  zusammen- 
hängend dargestellt.  Vor  allem  sind  in  dem  Buche  auch  die 
Erfahrungen  niedergelegt,  welche  der  eine  der  Verfasser  in 
seinem  Institute  (0.  A.  Steinheil^  Söhne)  mQhsam  erworben  hat. 
Es  wird  dargelegt,  welche  Strahlen  ausgewählt  werden  müssen, 
um  bei  möglichst  geringer  Zahl  derselben  über  die  Beschaffen- 
heit der  Bilder  zweier  Objectpunkte,  eines  in  der  Axe,  das 
andere  seitlich  davon,  genau  orientirt  zu  sein,  und  ferner,  in 
welcher  Reihenfolge  die  Bedingungen  eingeführt  werden  müssen, 
um  beide  Bilder  möglichst  gut  vereinigt  zu  erhalten.  Dabei 
wird  durchweg  nur  die  Kenntnis  der  Elementarmathematik  vor- 
ausgesetzt; umfangreiche  mathematische  Entwickelungen  werden 
vermieden  und  nur  die  betreffenden  Resultate  anderen  Arbeiten 
entnommen. 

Das  ganze  Werk  ist  auf  drei  Bände  berechnet,  von  denen 
hier  der  erste  vorliegt.     Derselbe  hat  folgenden  Inhalt: 

Cap.  I.  Gesetze  der  Reflexion  und  Brechung.  Sehr  aus- 
führlich werden  die  Methoden  zur  Bestimmung  der  Brechungs- 
indices  sowie  des  Zerstreuungsverhältnisses  zweier  Glassorten 
auseinandergesetzt. 
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Cap.  II.  Fondamentaleigenschaften  eines  dioptrischen  Systems. 
Es  werden  die  durch  die  Gauss'sche  Theorie  gewonnenen  Resul- 
tate zusammengestellt  und  Folgerungen  aus  ihnen  gezogen;  ferner 
wird  die  Bestimmung  der  Fundamentalpunkte  gelehrt. 

Gap.  III.  Anforderungen  an  ein  wirkliches  Linsensystem 
und  Aufzählung  der  zu  hebenden  Fehler. 

Cap.  IV.  Berechnung  einer  Linse  und  Discassion  ihrer  Bild- 
fehler. Hier  werden  die  Formeln  für  die  trigonometriache  Durch- 
rechnung der  verschiedenen  Strahlen  (Axen-  und  Randstrahlen, 
Strahlen  ausser  der  Axe  in  der  Axenebene,  Strahlen  ausser  der 
Axenebene)  zusammengestellt  und  an  praktischen  Beispielen 
erläutert. 

Gap.  V.  Berechnung  achromatischer  zweilinsiger  Objectire. 
Dabei  werden  insbesondere  die  Bildfehler  eines  Objectpunktes 
eingehend  discutirt. 

Dem  eigentlichen  Texte,  der  mit  S.  204  endet,  sind  vier  Bei- 
lagen (S.  205-314)  beigegeben,  deren  erste  die  in  dem  Buche 
gebrauchten  Bezeichnungen  der  wichtigsten  Formeln  übersichtlich 
zusammenstellt.  Sodann  sind  zwei  ältere  Abhandlungen  aas  den 
Abbandl.  Bd.  V.  resp.  aus  den  Sitzungsberichten  der  Mttnchener 
Akademie  fttr  1866  wieder  abgedruckt,  eine  von  C.  A.  v.  Steinheil 
und  L.  V.  Seidel:  „lieber  die  Bestimmung  des  Brechungs-  und 
Zerstreuungsverhältnisses  verschiedener  Medien*' ,  die  zweite  von 
L.  V.  Seidel:  „Trigonometrische  Formeln  fQr  den  allgemeinsten 
Fall  der  Brechung  des  Lichtes  an  centrirten  sphärischen  Flächen.'' 
Die  vierte  Beilage  endlich  giebt  eine  Tabelle  der  Unterschiede 
zwischen  Sinus  und  Bogen  von  0^  bis  30^  fortschreitend  von 
10"  zu  10",  eine  Tabelle,  welche  hauptsächlich  zur  Hebung 
kleiner  Kugelgestaltfehler  sich  verwenden  lässt.  Wn. 


IssALT.     Extension  aux  pseudosurfaces  du  th^or^me  de 
Malus    relatif    k    la    marcbe    des    rayons    luminenx. 

Nouv.  Ann.  (3)  X.  190-193. 

Beweis  des  Satzes:  Wenn  ein  System  von  Lichtstrahlen  auf 
einer  Pseudofläche  (in  Betreff  dieses  Begriffs   vgl.  den  Bericht 
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über  eine  frQhere  Arbeit  des  Verfassers  in  den  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  819)  senkrecht  steht,  behält  es  diese  Eigenschaft  auch 
nach  einer  beliebigen  Zahl  von  Reflexionen  und  Brechungen. 

Wn. 

Jos.  Theuerbr.      Ueber    Thomson's    Ableitung    einiger 
Formeln  aus  der  geometrischen  Optik.     Casop.  xx.  251. 

(Böhroiscli.) 

Liefert  eine  detaillirte  Auseinandersetzung  der  von  Thomson 
im  Phil.  Mag.  XXIX  veröffentlichten  Deductton  der  wichtigsten 
Formeln  aus  der  geometrischen  Optik.  Std. 


S.  CzAP8Ki.     Zur  Frage  nach  der  Richtung  der  Brenn- 
linien    in     unendlich     dünnen     optischen    BUschelu. 

WiedemBDD  Ann.  XLII.  332-337. 

Der  Verf.  unterwirft  die  Arbeiten  Matthiessen's  (F.  d.  M. 
XX.  1888.  1132)  einer  kritischen  Besprechung;  ohne  die  mathe- 
matische Richtigkeit  derselben  zu  bestreiten,  kommt  er  zu  dem 
Schluss,  dass  der  praktische  Physiker  keinen  Anlass  habe,  die 
„klassischen''  Brennlinien  aufzugeben.  R.  M. 


W.  Saltzmann.  Ueber  die  Lage  der  mehrfachen  Bilder, 
welche    belegte   ebene  Glasspiegel  geben.    Poske  z.  IV. 

189-191. 

Benutzt  die  Diakaustik,  welche,  wie  bekannt,  bei  ebener 
Begrenzung  des  brechenden  Mediums  eine  Ellipsenevolute  ist. 
In  ähnlicher  Weise  wird  in  Poske  Z.  V.  78-80  eine  verwandte, 
von  Hrn.  Helm  gestellte  Aufgabe  von  Herrn  M.  Koppe  behan- 
delt. Lp. 

W.  Lbrmantoff.  8ur  le  grossissement  des  divers  appa- 
reils  pour  la  mesure  des  angles  par  la  r^flexion  d'un 
faisceau  lumineux  sur  un  miroir  mobile.     Aimeida  J.  (2) 

X.  34-87. 
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Kurze  vergleichende  Bemerkongen  Qber  die  verschiedenen 
Methoden  und  die  bei  ihrer  Anwendung  entstehenden  Unsicher- 
heiten der  Ergebnisse.  Lp. 

F.    OmoRI.      Note   on   optica.      Tokio  Math.  Ges.  iV.  122-125. 

Ein  concaver  Glasspiegel  werde  an  seiner  hinteren  Fläche 
mit  Silber  belegt;  bei  hinreichend  intensivem  Lichte  kann  man 
von  einem  Objectpunkte  drei  getrennte  Bilder  beobachten,  welche 
resp.  durch  eine  äussere,  durch  eine  innere,  durch  drei  innere 
Reflexionen  zustande  kommen.  Zwischen  den  Abständen  dieser 
drei  Bilder  vom  Spiegel  besteht  die  Gleichung: 

eine  andere  Gleichung  liefert  den  ErQmmungsradius  der  Vorder- 
fläche.  Der  Verf.  hat  die  berechneten  Werte  auch  experimentell 
geprüft;  es  zeigt  sich  ftlr  den  Radius  eine  Abweichung,  die  sich 
aus  der  Vernachlässigung  der  Spiegeldicke  erklärt.         R.  M. 


N.  Jadanza.    Un  prisona  universale  a  riflessione.     Torino 

Atti.  XXVI.  649-656. 

Ein  gleichschenklig  rechtwinkliges  Prisma  lenkt  einen 
Strahl  durch  Reflexionen  an  einer  Kathete  und  der  Hypotenuse 
um  90^  ab,  durch  Reflexionen  an  beiden .  Katheten  um  180^ 
durch  Reflexionen  an  der  Hypotenuse  und  einer  Kathete  um  einen 
variabeln  Winkel  von  mindestens  45°-f2arc8in(fi8in22|'*),  d.  h. 
116^40'  für  n  =  1,53.  Schneidet  man  den  rechten  Winkel  durch 
eine  Ebene  ab,  welche  mit  der  Hypotenuse  einen  Winkel  von 
22^^  bildet,  so  hat  man  ein  vierseitiges  Prisma,  welches  je  nach 
dem  Strahlengange  Ablenkungen  von  45^  90^  180®  erzielt,  und 
welches  sich  ebenso  wie  das  vorige  zur  Distanzmessung  ver- 
wenden lässt.  R.  M. 

J.   FI.  KiRKBT.      Refraction  through  prisma.      Minimum 

deviation.      Nature  XLIV;  294. 

Versuch  eines  möglichst  kurzen  elementaren  Beweises. 

Lp. 
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E.  KoBALD.     Zur  graphischen  Behandlung  der  Dioptrik. 

Monateh.  f.  Math.  II.  131-140.  (Mit  4  Tezifigoren.) 

Bekanntlich  kann  in  der  Dioptrik  zu  jedem  Objectpunkte 
der  Bildpunkt  und  zu  jedem  eintretenden  Strahle  der  austretende 
gefunden  werden,  sobald  ausser  den  Brennpunkten  entweder  die 
Hauptpunkte  oder  die  Knotenpunkte  bekannt  sind.  Die  erstere 
Bestimmung  erweist  sich  fQr  die  Gonstruction  entsprechender 
Punkte,  die  letztere  für  die  Gonstruction  entsprechender  Strahlen 
als  die  zweckmässigere.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  wird 
die  Strahlenconstruction  benutzt,  um  zunächst  für  eine  allgemeine 
Combination  von  zwei  an  einander  stossenden  Systemen  brechender 
Kugelflächen  die  Knotenpunkte  und  Brennpunkte  in  einfacher 
Weise  zeichnerisch  und  rechnerisch  zu  bestimmen.  Hierauf  wird 
speciell  ein  teleskopisches  System  untersucht  und  fttr  ein  solches 
namentlich  die  Frage  erörtert,  in  welcher  Entfernung  ein  Object 
noch  deutlich  gesehen  werden  kann.  Hk. 


K«  ScHBLLBACH.     Der  Weg  eines  Lichtstrahls  durch  eine 

Linse.      Poske  Z.  IV.  129-133. 

Ueber  die  Erscheinung  eines  leuchtenden  Ringes  für  das 
Auge,  welches  durch  eine  Sammellinse  einen  innerhalb  der 
Brennweite  befindlichen  Lichtpunkt  betrachtet,  ist  in  F.  d.  M. 
XXI.  1889.  1113  nach  der  Notiz  des  Verfassers:  „Ueber  eine 
unbekannte  Eigenschaft  der  Conyexlinsen"  berichtet  worden. 
Dieselbe  ist,  wie  Hr.  E.  Wiedemann  herausgefunden  hat  (vgl. 
F.  d.  M.  XXII.  1890.  53),  vielleicht  schon  den  Arabern  bekannt 
gewesen.  In  dem  gegenwärtigen  Aufsatze  wird  die  rechnerische 
Erlftutening  geliefert  und  ein  Apparat  zur  bequemen  Beobach- 
tung der  Erscheinung  beschrieben.  Lp. 


A.  Kurz.     Die  gewöhnliche  Linse  und  der  Achrotnatis- 

mus.      Dritte    Mitteilung.    Exner  Rep.  XXVII.  237250. 

Fortsetzung  der  Rechnungen  über  sphärische  Linsen   unter 
Beracksichtignng  der  Dicke  aus  Exner  Rep.  XXV  (F.  d.  M.  XXI. 
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1889.  1114),  veranlasst  durch  den  Artikel  des  Herrn  Oetschmann: 
Ueber  Linsen  von  sehr  grosser  Dicke  (Exner  Rep.  XXVI,  F.  d.  M. 
XXII.  1890.  1073).  Lp. 

O.  Febraris.      Ueber  oonvergente  und  divergente  diop- 

triscbe   Systeme.     Bzner  Rep.  XXVII.  382-383. 

Verteidigt  seine  Definition  der  convergenten  Systeme  gegen 
den  Vorwarf  der  Fehlerhaftigkeit,  welchen  Hr.  Getschinann 
(Ueber  Linsen  von  sehr  grosser  Dicke,  F.  d.  M.  XXIL  1890. 
1073)  gegen  sie  erhoben  hatte,  und  betont  die  VerknQpfang 
dieser  seiner  Definition  mit  der  Gauss'schen  Theorie. 

Lp. 

8.  FiNSTERWALDER.  Die  von  optischen  Systemen  grös- 
serer OefFnung  und  grösseren  Gesichtsfeldes  erzeugten 
Bilder.  Auf  Grund  der  Seiderschen  Formeln  unter- 
sucht. MancheD.  Fraos'scher  Verlag.  Roth,  in  Commiss.  71  S.  mit 
3  Taf.  gr.  49.  (Bonderdr.) 

8.  FiNSTERWALDER.  Ucbcr  die  Bilder  dioptriseher  Systeme 
grösserer     Oeffnung     und     grösseren     Gesichtsfeldes. 

Natarf.  Ges.  Halle  LXIV.  7-8. 


J.  Kollert.     Ueber  die  Constrnction  der  Lichtbrechung 
in    der    Kugel    und    die    Theorie    des    Regenbogens. 

Poske  Z.  IV.  133-137. 

Benutzung  derjenigen  Construction,  deren  Grundgedanke 
zuerst  von  Hrn.  Weierstrass  angegeben  ist  (vgl.  F.  d.  M.  XXI. 
1889.  1113,  XXII.  1890.  1071).  Die  nachfolgende  elementare 
Theorie  des  Regenbogens  bietet  nichts  Bemerkenswertes. 

Lp. 

H.  PiTSCH.     üeber  Acbromasie.     Wien  Ber.  c.  11Ö6.1121. 

Euler  und  Dollond  berechneten  aeh romatische  Prismen-  resp. 
Linsensysteme  vermittelst  der  Beditigung,  dass  nach  der  Brechung 


1 

worin    X  =s  -jY 
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die  roten  und  blauen  Strahlen  parallel  austreten.  Aber  weder 
sie  noch  später  Fraunbofer,  Steinheil,  y.  Seidel  fanden  ein«  ge- 
nügende Uebereinstimmung  zwisehen  ihrer  Theorie  und  der 
Praxis.  Der  Verfasser  bezeichnet  mit  i/  den  Austrittswinkel 
eines  Strahles  von  der  Wellenlänge  /  und  giebt  die  Bedingung 
der  Achromasie  in  der  Gestalt 

''-«A  =  i.Ä(S).  =  ». 

bedeutet.  Diese  Gleichung  für  jede  Combination  /  und  /q  zu 
erfüllen,  ist  unmöglich,  und  der  Verfasser  zeigt  an  einigen  Bei- 
spielen, wie  genau  die  Resultate  seiner  Rechnung  mit  der  Er- 
fahrung stimmen,  wenn  er  nur  die  Bedingung  (^)   =  0  erfüllt, 

falls  unter /o|=y  —  J  die  Wellenlänge  der  Strahlen  grösster 
Intensität  verstanden  wird.  Ein  höherer  Grad  von  Achromasie, 
bei  welchem  auch  \~r^)  =  0  ißt,  lässt  sich  bei  Anwendung  von 
nur  zwei  Prismen  resp.  Linsen  nicht  erzielen.  Mh. 


A.  Crova.     Sur   l'analyse   de  la  lumi^re  bleue  diffus^e 

par  le  ciel.      Asaoc.  Frao^.  Marseiile  XX.  295-297. 


V.  Lbgros.  Elements  de  photogrammötrie.  Application 
^l^mentaire  de  la  Photographie  k  Parchitecture,  k  la 
topographie,  aux  observations  scientifiques  et  aux  opd- 

ratioDS   militaires.    Paris.  [Revue  d'Art.  XXXVIII.  494-495]. 


A.  Mallock.     Photographie  definition.   NatareXLiv. 552-55.5. 

Der  Verfasser  will  die  Grenze  der  Genauigkeit  des  photo- 
graphischen Bildes  untersuchen  nnd  unterscheidet  dabei  drei 
Klassen  von  Problemen :  1)  solche,  die  von  der  Wellenlänge  des 
Lichtes  abhängen  und  von  der  Wirkung  einer  vollkommenen 
Linse  auf  solche  Wellenlängen,  2)  die  verschiedenen  Abweiehun- 
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gen  wirklicher  Linsen,  3)  die  Eigenschaften  der  verschiedenen 
Oberflächen,  auf  denen  die  Bilder  zu  Stande  kommen.  Die  Ar- 
beit ist  noch  nicht  beendigt.  Lp. 


Lord  Ratleiob.     On  pin-hole  photography.    Phil.  Mag.  (6) 

XXXI.  87-99. 

Besprechung  der  einhegenden  Kraft  verschiedener  Oeffnun- 
gen  und  Anpassung  an  die  Lommerschen  Resultate  (Mflnch.  Abh. 
1884)  zu  dem  Probleme  der  Photographie  von  Nadellöchern. 

Gbs.  (Lp.) 

H.  Sbeliger.     Notiz  Über  die  Strahlenbrechung  in  der 

Atmosphäre.     MüDch.  Ber.  XXI.  239-246. 

H.  Seeligbr.     Ueber  die  Extinction  des  Lichtes  in   der 

Atmosphäre.     MUnch.  Ber.  XXI.  247-272. 

Zwischen  der  scheinbaren  Grösse  u^  eines  Planeten,  wie 
derselbe  ohne  Atmosphäre  erscheinen  würde,  und  dem  factiseh 
stattfindenden  Radius  a  besteht  die  Gleichung 

wo  ju^  der  Brechungsexponent  an  der  Oberfläche  des  Planeten 
ist.  Doch  gilt  diese  Formel  nur  unter  der  Einschränkung,  dass 
die  Refractionscurve  ohne  Unterbrechung  durch  die  Gleichung 

jursini  =  const 

definirt  ist,  dass  also  vor  allem  keine  totale  Reflexion  eintritt 
Für  die  Erdatmosphäre,  dereo  Dichtigkeit  q  im  Abstände  r  vom 
Erdmittelpunkte 

^   =  Po«         ' 

ist,  lautet  die  Bedingung  dafür,  dass  totale  Reflexionen  nicht 
eintreten, 

lü  der  zweiten  Arbeit  leitet  der  Verfasser  die  von  Laplace 
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aufgestellte  Formel  fQr  die  Extinction  des  Lichtes  in  der  At- 
mosphäre in  etwas  allgemeinerer  Weise  ab,  als  es  von  Laplace 
geschehen  ist.  Nach  dieser  Formel  gilt  fttr  die  Intensität  J  des 
Sternlicbtes,  falls  der  Stern  die  Zenitdistanz  is  hat,  die  Beziehung: 

'««j:  =  - "   cos»  '  '«^j;  =  -^«•- 

Darin  ist  J,  die  Lichtintensität  für  2  =  0,^  ist  eine  Gonstante, 
a  die  in  den.  Refractionstafeln  benutzte,  mit  2  veränderliche 
Grösse.  J^  ist  die  Intensität  des  ungeschwächten  Lichtes.  Fer- 
ner wird  erörtert,  welche  Formel  für  die  Intensität  an  Stelle  der 
vorstehenden  treten  mUsste,  wenn  man  mit  Langley  die  Trans- 
missionscoefficienten  der  Luft  fflr  die  einzelnen  Farben  als  ver- 
schieden annehmen  würde.  Eine  Vergleichung  dieser  Formel 
mit  den  Beobachtungen  zeigt,  dass  die  Einwände  des  Herrn 
Langley  trotz  ihrer  principiellen  Richtigkeit  und  Wichtigkeit  von 
keiner  grossen  Bedeutung  sind. 

Zum  Schluss  wird  die  Laplace'sche  Formel  auf  die  Sonnen- 
atmosphäre angewandt.  Beobachtungen  des  Herrn  Vogel  Ober 
die  Helligkeitsverteilung  auf  der  Sonnenscheibe  führen  zu  dem 
Schluss,  dass  durch  die  Sonnenatmosphäre  das  Licht  in  Ober- 
raschedd  geringer  Weise  geschwächt  wird,  so  dass  man  dieser 
Atmosphäre  entweder  eine  sehr  geringe  Höhe  oder  eine  auffallend 
geringe  Dichte  zuerteilen  muss.  Wn. 


Aug.  Schmidt.      Die  Strahlenbrechung    auf    der  Sonne, 
ein  geometrischer  Beitrag  zur  Sonnenphysik.    Stuttgart. 

J.  B.  Metzler.  32  S.  %\ 

Der  Verfasser  sucht  das  Anschauungsbild  der  Sonne  durch 
die  Wirkung  der  auf  ihr  herrschenden  Strahlenbrechung  zu  er- 
klären. Er  nimmt  die  Sonne  —  wie  auch  andere;  cf.  Neumayer 
Erdgeschichte  I^  81  —  als  Gasball  an,  ohne  festen  oder  flüssigen 
Kern  wegen  der  hohen  Temperatur.  Die  Dichte  nimmt  von 
aussen  nach  innen  zu;  die  Strahlen  werden  unter  dem  Einflüsse 
dieser  Dichteänderung  so  gebrochen,  dass  einige  die  Bahn  eines 
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geworfenen  Körpers  beschreiben,  also  die  Sonne  gar  nieht  yer- 
lassen,  andere  dieselbe  umkreisen,  noch  andere  endlich  za  nns 
gelangen.  Es  wird  dann  erörtert,  dass  uns  unter  diesen  Um- 
ständen die  Sonne  als  scharf  begrenzter  Körper  erscheinen  muss; 
die  Fackeln  und  Protuberanzen  gelten  als  Erzeugnisse  unregel- 
mässiger Strahlenbrechung.  Mh. 


T.  W.  Backhousb.     Apparent  size  of  objects  near  the 

horizon.    Nature  XLV.  7-8. 


ß.  Ladoux.     Etnde  thSorique  d'un  appareil  de  pointage 
automatique  pour  les  batteries  basses.   Bevae  d'Art.  xxxvii. 

261272. 

Theorie   und  Beschreibung   eines   optischen  Apparates   zur 
Abmessung  der  Entfernung  des  Ziels  vom  Geschütze.        Lp. 


H.  Höhl.      Studien    über    Probleme    der    theoretischen 
Photometrie  in  der  Physik  und  Astronomie.     Pr.  Real- 

gymn.  München.  61  S.  8^  (2  Fig.-T.) 

In  dieser  Schrift  werden  zunächst  die  wichtigsten  Definitionen 
der  Photometrie,  sowie  Lamberts  Grundgesetz  mitgeteilt  Darauf 
wird  eine  Anzahl  von  Formeln  für  die  Berechnung  der  Be- 
leuchtungsstärke in  bestimmten  Fällen  abgeleitet.  Insbesondere 
werden  Aufgaben  aus  dem  Bereiche  des  Sonnensystems  —  Fin- 
sternisse, Auf-  und  Niedergang  der  Sonne  u.  a.  betreffend  — 
erledigt.  Bemerkenswert  ist,  dass  auch  das  doppelt  reflectirte 
Sonnenlicht,  dessen  Weg  z.  B.  Sonne -Erde -Mond -Erde  ist,  mit 
in  Rechnung  gezogen  wird.  Dabei  werden  auch  einige  geome- 
trische Beziehungen  entwickelt,  welche  zwischen  den  hier  zu 
berücksichtigenden  Phasenwinkeln  und  zwischen  gewissen  helio-, 
geo-  und  planetocentrischen  Längen  bestehen.  Mh. 
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L.  HoULLEViGUE.     Noto  sur  la  Photometrie.    Aimeida  J.  (2) 

X.  126-130. 

Die  Wirkungen,  welche  gemäss  dem  Gesetze  des  umgekehrten 
Verhältnisses  des  Quadrates  der  Entfernungen  stattfinden,  können 
immer  die  Betrachtung  eines  Potentials  veranlassen,  welches  die 
einfache  Behandlung  mancher  Probleme  ermöglicht.  Auch  in  die 
Photometrie  eingefQhrt,  kann  dieser  Begriff  gute  Dienste  leisten, 
wie  der  Verf.  an  einigen  Beispielen  zeigt:  1)  Die  Verteilung 
der  Beleuchtung  eines  aus  dem  einen  Brennpunkte  beleuchteten 
Umdrehungs-Ellipsoids  zu  finden.  2)  Wenn  n  durch  ihre  Lagen 
und  Intensitäten  definirte  Lichtpunkte  gegeben  sind,  die  nach 
einem  gegebenen  Gesetze  beleuchteten  Oberflächen  zu  finden, 
z.  B.  die  von  einem  Brennpunkte  mit  der  Intensität  1  gleich- 
massig  beleuchteten  Oberflächen  aufzusuchen.  Lp. 


W.  Brennand.     Photometrie    observations    of   the    Sun 

and    Sky.     Lond.  R.  S.  Proc.  XLIX.  265-280.  Cly. 


Capitel  3. 

Elektricität  und  Magnetismus, 

G.  Kirchhoff.  Vorlesungen  über  mathematische  Physik, 
3.  Band:  Elektricität  und  Magnetismus.  Herausgege- 
ben  von   M.    Planck.    Leipzig.  Teubner.  X  +  228  S.  gr.  S«. 

Gustav  Eirchhoff's  Verehrer  und  von  diesen  namentlich  seine 
Schüler  werden  die  Drucklegung  seiner  Vorlesungen  auf  Grund 
der  hinterlassenen  sorgfältig  ausgearbeiteten  Collegienhefte  des 
Verblichenen  freudig  begrQsst  haben.  Der  ßeferent  hat  das 
Glück  gehabt,  im  Wintersemester  1878  zu  1879  den  Vorträgen 
EirchhofTs  über  Elektricität  und  Magnetismus  beiwohnen  zu 
können;  er  kann  auf  Grund  seiner  damals  gemachten  Aufzeich- 
nungen bezeugen,  dass  der  Herausgeber  mit  der  grössten  Sorg- 

Fortiobr.  d.  Math.  XXIU.  9.  70 
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fall  ans  Werk  gegangen  ist  and  jene  eigentflmlieh  schlichte  Aus- 
drucksweise  EirchhofiTs  unangetastet  gelassen  hat,  die  bei  jedem 
der  Hörer  den  Eindruck  hinterliess,  nur  ein  Meister  könne  so 
sprechen.  Den  Inhalt  des  ganzen  Werkes  mit  wenigen  Strichen 
zu  zeichnen,  ist  kaum  möglich;  Kirchhoff  war  Anhänger  der 
Fernwirkungstheorie  (S.  180),  und  ,ydem  entspricht  es,  dass  an- 
dere Theorien,  so  namentlich  die  von  Faraday  und  Maxwell 
begründete,  nur  flflchtig  gestreift  sind.  Aber  es  ist  von  Wichtig- 
keit, hervorzuheben,  dass  die  in  den  Vorlesungen  behandelten 
mathematischen  Probleme,  mit  Ausnahme  einiger  weniger,  die 
in  der  letzten  Vorlesung  auftreten,  von  dem  Gegensatze  der 
Theorien  nicht  berührt  werden  und  daher  auch  unter  veränderten 
physikalischen  Gesichtspunkten  ihre  Bedeutung  stets  behalten''. 
Voll  und  ganz  kann  man  mit  dem  Herausgeber  diesen  Standpunkt 
in  der  Beurteilung  jener  Vorlesungen  teilen;  freilich  hätte  dem- 
selben da  und  dort  noch  mehr  Rechnung  getragen  werden  können. 
Ich  vermisse  so  manche  Deduction,  die  Eirchhoff  seinen  Zuhörern 
nicht  vorenthielt,  und  die  seinem  reichen  Wissen  entstammte. 
Muss  man  auch  bekennen,  dass  nichts  Wesentliches  fehlt,  und 
dass  die  vielen  erläuternden  Bemerkungen  und  Fussnoten  des 
Herrn  Planck  viel  notwendiger  sind  (einige  derselben  decken 
sich  freilich  ihrem  Inhalte  nach  mit  meinen  stenographischen 
Notizen),  so  glaube  ich  doch  mit  Rficksicht  auf  den  oben 
präcisirten  Gesichtspunkt  den  Wunsch  aussprechen  zu  dürfen, 
es  möchten  in  einer  späteren  Auflage  nicht  bloss  die  gedachten 
Kirchhoff'schen  Erläuterungen,  sondern  auch  die  Noten  des 
Hrn.  Planck  im  Texte  Aufnahme  finden  (dies  gilt  z.  B.  un- 
bedenklich von  der  Note  auf  S.  157,  die  in  Beachtung  von  S.  158, 
Zeile  18  von  unten:  „l-|-4;ifc  positiv*'  nur  durch  ein  kleines  Ver- 
sehen des  Eirchhoff'schen  CoUegheftes  notwendig  geworden  ist), 
um  das  Verständnis  des  Werkes  so  viel  als  möglich  zu  erleich- 
tern und  damit  den  Vorlesungen  von  Kirchhoff  die  ihnen  gebflh- 
rende  weiteste  Verbreitung  zu  sichern.  Aber  noch  in  anderer 
Beziehung  möchte  ich  Wünsche  äussern.  Der  Herausgeber  spricht 
von  der  „etwas  spröden  Form*'  des  vorliegenden  Werkes.  Die- 
selbe wäre  nicht  so  ganz  zur  Erscheinung  gekommen,  wenn  der 
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ZusammenhaDg  mit  den  Ergebnissen  der  experimentellen  For- 
schung an  einigen  Stellen  mehr  in  den  Vordergrund  gedrängt 
worden  wäre.  Kirchhoff  hat  dies,  wie  meine  Notizen  zeigen, 
wirklich  gethan  und  dadurch  den  abstracten  und  abgeklärt  ma- 
thematischen Charakter  der  Vorlesungen,  den  das  Werk  hervor- 
kehrt, in  etwas  gemildert. 

Folgende  Bemerkungen  mögen  ferner  ihren  Platz  finden. 
Auf  S.  14  Zeile  16  von  unten  ist  von  dem  GoulomVschen  Gesetze 
die  Rede,  ohne  dass  desselben  je  vorher  Erwähnung  geschehen 
ist;  dazu  sei  bemerkt,  dass  nach  meinen  Aufzeichnungen  Kirch- 
hoff nach  den  Worten  S.  4,  Zeile  6  v.  o.  „und  die  Abstossungs- 

e  e  ^ 
kraft  bei  der  Entfernung  r}  -^    hinzuzufügen  nötig  fand:  „Dies 

r 

ist  das  Coulomb*sche  Gesetz".     Die  Bezeichnung  der  Summationen 

auf  S.  6,    S.  7    und   S.  8   ist   nicht   die    übliche;    im  CoUeg  hat 

Rirchhoff  sich  der  gewöhnlichen  Bezeichnung   bedient   und    der 

Reihe  nach,    durch    die   zugehörigen  Erläuterungen   geschieden, 

die  Ausdrücke  angeschrieben: 

öl  d-^    ■ 

aTi         ri     '  x=i      dx   '  ^    dx   ' 

U  =^  2—'    (Vergl.  auch  S.  148-150.) 

S.  9,  Zeile  18-16  v.  u.  „ Die  in  Klammern  stehende  Grösse  ..." 

S.  57,  §  4.  Kirchhoff  gab  Hrn.  Lipschitz  als  den  an,  der 
das  Problem  zuerst  behandelt  hat. 

S.  86.  Der  Sonderfall  a  =  6  wurde  „mit  Rücksicht  auf  die 
Coulomb'sche  Drehwage"  behandelt. 

S.  109.  Kirchhoff  gab  Glausius  als  den  an,  der  das  Problem 
zuerst  behandelt  hat. 

S.  112,  Zeile  2  v.  o.  Statt  „Martin^  Simon  Ohm  lese  man 
„Georg**  Simon  Ohm;  Kirchhoff  hat  den  letzteren  mit  seinem 
jüngeren  Bruder,  dem  Mathematiker  Martin  Ohm,  verwechselt. 

S.  136.     Die  Linien  gleicher  Stromdichte  sind  gegeben  durch 

70* 
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TjT,  =  const.;   Eircfahoff  vergass  nicht  hinzuzuffigen,  dass  hier- 
durch ein  System  von  Lemniskaten  definirt  ist. 

S.  166,  §  7.  Kirchhof  gab  F.  Neumann  (Journal  für  Math. 
XXXVII)  als  denjenigen  an,  der  das  Problem  zuerst  behandelt  hat. 

S.  208,  §  5.  Das  zweite  Beispiel  betrifft  „das  Barlow^sche 
Rädchen'',  nach  Eirchhoff. 

S.  215,  §  2,  Zeile  3-4.  Vielleicht  wäre  durch  Hervorheben, 
dass  es  sich  um  den  Peltier'schen  Effect  handelt,  wie  es  Kirch 
hoff  that,  die  erste  Note  auf  S.  216  entbehrlich  geworden. 

Hae. 


H.  PoiNCARE.  Elektricität  und  Optik.  Äutorisirte  deut- 
sche Ausgabe  von  W.  J arger  und  E.  Gümlich. 
I.  Band.  Die  Theorie  von  Maxwell  und  die  elektro- 
magnetische   Lichttheorie.     Berlin.  J.  Springer.  VII-+-24HS.  ^. 

Das  vorliegende  Buch,  aus  Vorlesungen  entstanden,  die 
Herr  Poinearä  im  Sommer  1888  gehalten  hat,  und  die  nachher 
von  Herrn  ßlondin  redigirt  sind,  giebt  eine  übersichtliche  Dar 
Stellung  der  Maxweirschen  Theorie  der  Elektricität  und  di> 
Magnetismus,  sowie  im  Anschluss  daran  seiner  elektromagneti* 
sehen  Lichttheorie;  zugleich  werden  diese  Theorien  kritisch  be 
leuchtet. 

In  meisterhafter  Weise  setzt  der  Verfasser  in  der  Einleituo: 
einerseits  die  Vorztige,  andererseits  die  Schwächen  der  Maxwell- 
sehen  Theorie  auseinander.  Von  den  Ausführungen  des  Herro 
Poincarä  mögen  die  folgenden  hier  Platz  finden.  Maxwell  giebt 
nicht  eine  mechanische  Erklärung  der  Elektricität  und  des  Msr- 
netismus;  er  beschränkt  sich  vielmehr  darauf,  nachzuwei&ez. 
dass  solch  eine  Erklärung  möglich  ist.  Der  englische  Gelehrte 
sucht  nicht  ein  einheitliches,  wohl  geordnetes  und  endgültige> 
Gebäude  zu  errichten;  es  scheint  vielmehr,  als  wolle  er  eine 
ganze  Anzahl  von  vorläufigen  und  unzusammenhängenden  Cod 
structionen  geben,  zwischen  denen  die  Verbindung  schwierig,  ja 
bisweilen  unmöglich  ist.  Die  zu  Grunde  liegende  Idee  ist  ver 
schleiert,  und  zwar  in  so  hohem  Grade,  dass  dies  in  der  Mehr 
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zahl  der  populären  Darstellungen  der  einzige  Punkt  ist,  welcher 
vollkommen  unberücksichtigt  bleibt.  Diesen  Grundgedanken 
glaubt  Herr  Poincar6  darum  vor  allem  scharf  hervorheben  zu 
müssen. 

Zu  dem  Zwecke  fQhrt  er  aus,  dass  es  bei  jeder  physikali- 
schen Erscheinung  eine  Anzahl  Ton  Parametern  giebt,  welche 
direct  der  Untersuchung  zugänglich  sind.  Durch  die  Beobach- 
tung lernen  wir  nur  die  Gesetze  von  den  Veränderungen  dieser 
Parameter  kennen,  und  diese  Gesetze  können  im  allgemeinen 
in  der  Form  von  Differentialgleichungen  dargestellt  werden, 
durch  welche  jene  Parameter  mit  der  Zeit  verbunden  sind.  Um 
derartige  Erscheinungen  zu  erklären,  kann  man  sie  als  Be- 
wegungserscheinungen der  gewöhnlichen  Materie  oder  von  einem 
oder  mehreren  hypothetischen  Fluidis  auffassen.  Daraus  ergiebt 
sich,  dass,  wenn  eine  Erscheinung  eine  vollständige  mechanische 
Erklärung  zulässt,  sie  auch  noch  eine  unbeschränkte  Anzahl 
anderer  Erklärungen  zulassen  wird,  welche  ebenso  gut  von  allen 
durch  das  Experiment  enthüllten  Einzelheiten  Rechenschaft  ab- 
legen. Von  diesen  Erwägungen  geleitet,  formulirt  der  Verfasser 
den  Grundgedanken  MaxwelKs  folgendermassen :  Um  die  Mög- 
lichkeit einer  mechanischen  Erklärung  der  Elektricitat  nachzu- 
weisen, brauchen  wir  uns  nicht  damit  abzugeben,  diese  Erklä- 
rung selbst  zu  finden;  sondern  es  genügt  uns,  zwei  Functionen 
T  und  U  kennen  zu  lernen,  welche  die  beiden  Teile  der  Energie 
bilden,  mit  diesen  Functionen  die  Gleichungen  von  Lagrange 
aufzustellen  und  diese  alsdann  mit  experimentellen  Gesetzen  zu 
vergleichen.  Die  Wahl  zwischen  den  verschiedenen  möglichen 
Erklärungen  kann  nur  durch  Betrachtungen  geleitet  werden,  bei 
denen  die  persönliche  Ansicht  eine  grosse  Rolle  spielt.  Was  die 
Elektricitat  und  den  Magnetismus  anbelangt,  so  verzichtet  Max- 
well darauf,  eine  Entscheidung  zu  treffen.  Die  von  ihm  früher 
zum  Zweck  einer  Erklärung  herbeigezogenen  Hypothesen  hat 
Maxwell  in  seinem  Buche  nicht  reproducirt. 

Herr  Poincare  hebt  dann  weiter  hervor,  dass  in  MaxwelFs 
Werk  das  Wesentliche,  d.  h.  das,  was  allen  Theorien  gemeinsam 
bleiben  muss^  besonders  hervortritt;  was  sich  dagegen  nur  mit 


1110  XI.  AbscbDÜt    MathemaÜBche  PbyBik. 

einer  speciellen  Theorie  vereinigen  lasse,  dar&ber  gehe  er  fast 
stets  mit  Stillschweigen  hinweg.  Der  Leser  sehe  sich  also  einer 
von  Materie  fast  leeren  Form  gegenüber.  Am  schwierigsten  sei 
das  Verständnis  der  Elektrostatik  MaxwelFs;  hier  sei  ihm,  Poin- 
carö,  nichts  anderes  Obrig  geblieben,  als  zwei  vollständige,  aber 
gänzlich  verschiedene  Theorien  auseinanderzusetzen. 

Auch  im  Texte  selbst  fehlt  es  nicht  an  kritischen  Bemerkun- 
gen. So  wird  z.  B.  dargelegt,  weshalb  MaxwelFs  Theorie  der 
Bewegung  von  Leitern  unter  der  Einwirkung  elektrischer  KräAe. 
obgleich  flir  sich  vollkommen  annehmbar,  nicht  in  den  allgemei- 
nen Rahmen  der  MaxwelFschen  Ideen  passt. 

Abgesehen  von  diesen  kritischen  Erörterungen,  die  Referent 
für  besonders  wertvoll  hält,  zeichnet  sich  das  Buch  durch  eice 
grosse  Klarheit  der  Darstellung  aus,  so  dass  es  einerseits  geeig- 
net ist,  dem  Leser  das  eingehende  Studium  des  Maxweirscheo 
Originalwerks  bedeutend  zu  erleichtem,  und  dass  es  andererseits 
allen  denen,  welchen  die  Zeit  zu  diesem  Studium  fehlt,  einen 
genügenden  Ueberblick  über  die  Hauptresultate  und  den  Ge- 
dankengang von  Maxwell  darbietet.  Den  zwölf  Capiteln,  in 
denen  Maxwell's  Theorie  behandelt  wird,  ist  ein  Schlusscapitel 
beigefügt,  das  die  experimentellen  Bestätigungen  der  Maxwell- 
sehen  Hypothesen  bespricht.  Dasselbe  rührt  von  dem  Heraas- 
geber der  Vorlesungen,  Herrn  Blondin,  her.  Die  Uebersetzunc 
schliesst  sich  dem  Original  eng  an  und  giebt  nur  an  wenigeo 
Stellen  kleinere  erläuternde  Zusätze.  Wn. 


L.  BoLTZMANN.  Vorlesungen  über  Maxwell's  Theorie 
der  Elektricität  und  des  Lichtes.  L  Teil:  Ableitung 
der  Grundgleichungen  für  ruhende,  homogene,  isotrope 

Körper.      Leipzig.  J,  A.  Barth.  XIH-139S.  mit  2  Tafeln.  8». 

Eine  bedeutende  litterarische  Erscheinung  liegt  vor  uns, 
aber  wir  müssen  gleich  von  vorn  herein  bemerken,  dass  schon 
dieser  erste  Teil  nicht  für  Anfänger  geschrieben  ist;  abgesehen 
von  Kenntnissen  aus  der  Mechanik  sind  solche  aus  der  Theorie 
der  Elektricitätslehre  mindestens   in  dem  Umfange  erforderlich. 


i 
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wie  sie  durch  die  oben  S.  1105  besprochenen  EirchhoflTschen  Vor- 
lesungen vermittelt  werden  (vergl.  S.  30,  S.  34).  Wer  diesen 
Anforderungen  gerecht  zu  werden  vermag,  für  den  ist  das  Stu- 
dium des  frisch  geschriebenen  Werkes  ein  hoher  Genuss;  wir 
müssen  es  Herrn  Boltzmann  Dank  wissen,  dass  er  sich  dazu 
entschlossen  hat,  diese  14  Vorlesungen  durch  den  Druck  bekannt 
zu  geben.  Der  Verf  geht  von  den  allgemeinen  Gleichungen 
der  analytischen  Mechanik  aus,  und  zwar  von  derjenigen  Form, 
die  ihnen  Lagrange  gegeben  hat.  Unter  der  Voraussetzung,  dass 
in  dem  gegebenen  Systeme  von  Körpern  nur  solche  Bewegungen 
stattfinden  können,  die  Hr.  v.  Helmholtz  cyklische  genannt  hat, 
werden  die  Bewegungsgleichungen  für  Cykeln  abgeleitet.  Diesen 
Entwickelungen  parallel  geht  einerseits  der  Nachweis,  dass  be- 
stimmte elektrische  Vorgänge  durch  diese  Gleichungen  beschrieben 
werden  können,  andererseits  die  Construction  mechanischer  Mo- 
delle, welche  zeigen  sollen,  dass  die  Annahmen,  die  im  Laufe 
der  Untersuchung  über  die  Variabilität  von  cyklischen  Coordi- 
naten  und  von  Parametern  gemacht  worden  sind,  nicht  einzig 
in  der  Phantasie  des  Verfassers  existiren,  sondern  in  gewissem 
Sinne  einer  Realisirung  fähig  sind.  Aber  Hr.  Boltzmann  ver- 
wahrt sich  dagegen,  dass  die  Mechanik  der  elektrischen  Vor- 
gänge vergleichbar  oder  gar  identisch  wäre  mit  den  an  seinen 
Apparaten  künstlich  hervorgerufenen  Bewegungen;  die  Modelle 
sollen  versuchen,  als  Analogien  zum  Verständnis  beizutragen. 
In  dieser  constructiven  Hinsicht  erreichen  die  Vorlesungen  ihren 
Höhepunkt  in  der  sechsten,  wo  der  durch  zwei  lithographirte 
Tafeln  erläuterte  Apparat  besprochen  wird.  Von  nun  an  wenden 
sich  die  Entwickelungen  intensiv  der  Aufstellung  der  MaxwelF- 
schen  Grundgleichungen  zu,  die  am  Schlüsse  der  neunten  Vor- 
lesung beendet  ist.  Aus  diesen  Gleichungen  werden  alsdann  in 
der  zehnten  Vorlesung  die  Gesetze  der  stationären  und  der  an< 
genähert  stationären  Strömung  deducirt,  in  der  elften  das  Am- 
pöre'sche  Gesetz  und  die  Theorie  der  elektrischen  Schwingungen, 
in  der  zwölften  und  dreizehnten  werden  die  Hauptresultate  der 
Elektrostatik  abgeleitet.  Die  vierzehnte  Vorlesung  endlich  bringt 
eine  Vergleichung  des  elektrostatischen  und  des  elektromagneti- 
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sehen  Masssystems  und  die  Magnetisirungsgleichungen.  Ein  er- 
ster Anhang  enthält  eine  reiche,  naeh  acht  yerschiedenen  Ge- 
sichtspunkten geordnete  Li tteratur Übersicht;  ein  zweiter  Anhang 
giebt  eine  Uebersicht  über  die  im  vorliegenden  Werke  ange- 
wandten  Bezeichnungen,  verglichen  mit  denen  von  Maxwell,  mit 
welchen  sie  in  einigen  wenigen  Fällen  nicht  flbereinstimmen,  mit 
denen  von  v.  Helmholtz,  von  Stefan  und  von  Hertz.         Hae. 


Amedee  Guillemin.    Electricitj  and  magnetism.    Trans- 
lated   frora   the   French.     Bevised   and  edited  by  SiU 

vanus    P.   Thompson.       London.     MacmiUaD    and   Co.     [Katar« 
XLV.  1-3]. 

A.  Gray.      Maxwell's    electromagnetic  theories.       Nature 

XLIV.  296-299. 

Eine  ausführliche  Anzeige  des  Buches  von  Poincare:  Elec- 
tricitj et  optique  L  Les  theories  de  Maxwell  et  la  thöorie  elec- 
tromagn^tique  de  la  lumiere.    Paris  1890.  Lp. 


W.  T.  A.  Emtage.     An  introduction  to  the  mathematical 
theory  of  electricity  and  magnetism.      Oxford.    Clarendon 

Press.  Vin-H22SS.  [Nature  XLIV.  443-444]. 

Dieses  kleine  Werk  ist  för  Studirende  bestimmt,  die  eine 
Kenntnis  der  elementaren  Teile  der  Infinitesimal-Kechnung  be- 
sitzen, und  kann  als  Vorbereitung  für  vollständigere  Bearbeitungen, 
wie  z.  B.  von  Clerk  Maxwell,  dienen,  obschon  der  Unterschied 
in  der  Schwierigkeit  zwischen  den  beiden  Bllchern  sicherlich 
sehr  bedeutend  ist.  Gbs.  (Lp.) 

H.  Hertz.     Sur  les  ^qnations  fondamentales  de  l'ölectro- 
dynamiqne  pour  les  corps  en  repos.    Basel.  Georg.  66  s. 

ö«.  (Sonderdr) 

H.  Hertz.     Sur  les  öquations  fondamentales  de  l'dlectro- 
dynamique  pour  les  corps  en  mouvement      acu  Math. 

XIV.  349-375. 
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UebersetzuDg  der  in  Wiedemann's  Ann.  XL  bez.  XLI  er- 
schienenen und  bereits  in  den  F.  d.  M.  XXII.  1890.  1103 
bez.  1110  besprochenen  Abhandlungen.  Hae. 


V.  VoLTERRA.     Sopra  le  equazioui  di  Hertz.  Nuovo  Cimento. 

(3)  XXIX.  53-63. 

Es  werden  hier  die  elektrodynamischen  Gesetze  durch 
Differentialgleichungen  ausgedrückt,  welche  mit  den  von  Hertz 
für  ruhende  und  für  in  Bewegung  begriffene  Körper  angegebe- 
nen  Gleichungssystemen  übereinstimmen.  Vi. 


V.  VoLTERRA.     Sopra    le   equazioni    fondamentali   della 

elettrodinamica.     Rom.  Acc.  L.  Rend.  (4)  Vlli.  177-188. 

Hertz  hat  die  Gesetze  der  Elektrostatik,  des  Magnetismus 
und  der  Elektrodynamik  für  den  Fall  ruhender  Körper  aus 
einem  System  von  Differentialgleichungen  erhalten.  Man  kann 
sich  die  Aufgabe  stellen,  diejenigen  Fragen  der  Variationsrech- 
nung zu  Studiren,  die  auf  dieselben  Differentialgleichungen  füh- 
ren. Auf  diese  Weise  werden  die  Probleme  der  Elektricität 
und  des  Magnetismus  darauf  zurückgeführt,  ein  bestimmtes  Inte- 
gral stationär  zu  machen  (vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  370  bez. 
382);  unter  diesem  Gesichtspunkte  werden  die  Gleichungen  von 
Hertz  betrachtet.  Es  wird  zuerst  untersucht,  wann  die  erste 
Variation  eines  gewissen  Integrals  auf  ein  System  von  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  führt.  Die  Bedingungen 
werden  aufgestellt,  damit  dieses  System  gerade  dasjenige  von 
Hertz  ist.  Weiter  wird  aus  der  ersten  Variation  eines  bestimm- 
ten Integrals  der  von  Hertz  für  die  Energie  gegebene  Ausdruck 
abgeleitet,  und  es  werden  aus  derjenigen  eines  andern  in  den 
Grenzen  t^  und  t^  gegebenen  Integrals  die  von  Hertz  gegebenen 
Differentialgleichungen  entwickelt.  Hae. 
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V.  VoLTKRBA.      Sopra   le   equazioDi  fondamentali  della 
elettrodinamica.    Nqoto  cimento.  (3)  xxix.  U7-154. 

Die  Lagrange'schen  Bewegungsgleichungen  können  bekannt- 
lich auf  eine  einzige  Frage  der  Variationsrechnung  (das  Hamil- 
ton'sche  Princip)  zurflckgefQhrt  werden.  Eine  analoge  Keduetion 
der  Hertz'scben  elektrodynamischen  Gleichungen  bildet  den  In- 
halt der  vorliegenden  Note.  Vi. 


G.  Adler.     Ueber  eine  Consequenz  der  Poisson-Mosotti'- 

schen    Theorie.       WiedemanD  Add.   XLIV.    178- 17G,    Exoer  Rep. 
XXVII.  348352. 

Abgedrückt  aus  Wien.  Ber.  XCIX,  IIa,  1890.     Vergl.  F.d. 
M.  XXII.  1890.  1102-1103.  Hae. 


B.  Padova.     Una    nuova    interpretazione    dei   fenomeni 
elettrici,  magnetici  e  luminosi.     Noovo  Cimeoto.  (3)  xxix. 

225-241. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  man  zu  den  elektrischen,  magne- 
tischen und  optischen  Fundamentalgleichungen  auf  die  natQr- 
lichste  Weise  gelangt,  wenn  man  voraussetzt,  dass  durch  die 
Drehung  der  unendlich  kleinen  Teile  des  Aethers  eine  Arbeit  ge- 
leistet wird.  Vi. 

J.  Larmor.     On  the  theory  of  electrodynamics.    Lond.  R. 

S.  Proc.  XLIX.  521-536. 

Enthält  mathematische  Forschungen  in  Bezug  auf  das  Max- 
weirscbe  allgemeine  Princip,  dass  elektrische  Ströme  immer  um 
vollständige  Stromkreise  fliessen,  und  in  Bezug  auf  die  allge- 
meinere Anschauung  von  der  Natur  der  dielektrischen  Polarisa- 
tion, die  von  Hrn.  von  Helmholtz  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen 
dargelegt  ist.  Die  Titel  der  einzelnen  Abschnitte  der  Abhandlung 
sind:  Verallgemeinerte  Polarisationstheorie,  verallgemeinerte  elek- 
trodynamische Theorie,  Fortpflanzung  in  dielektrischen  Medien, 
Vergleichung  mit  den  Versuchsergebnissen.  Cly.  (Lp.) 
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R,  Lamprecht.     Zur  Theorie  der  Elektrodynamik. 

Pr.  (No.  542)  Oymn.  Zittau.  32  S.  4^ 

R.  Lamprbght.      üeber    die    Gleichungen    der    elektro- 
magnetischen   Kraft.     Wiedemaon  Ann.  XLIIT.  835-838. 

Es  handelt  sich  in  der  zuerst  genannten  Abhandlung  um 
eine  Qbersichtliche  und  doch  in  sich  geschlossene  Darstellung  der 
§§  553-616  aus  dem  2.  Bande  des  Maxweirschen  Lehrbuches  der 
Elektricität  und  des  Magnetismus.  Daneben  citirt  der  Verfasser 
mehrfach  Stellen  aus  der  von  Hrn.  Weinstein  herausgegebenen 
deutschen  Uebersetzung  des  genannten  Werkes,  wo  seiner  Mei- 
nung nach  der  Sinn  der  Uebersetzung  sich  nicht  mit  dem  des 
Originals  deckt;  Textstelle  und  Uebersetzung  derselben  werden 
leider  nicht  gegenübergestellt.  Im  besonderen  wird  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  der  §  602,  S.  295-296,  der  in  der  Ueber- 
setzung die  Ausführung  von  Rechnungen  enthält,  die  Maxwell 
selbst  nur  angedeutet  hat,  durchaus  umzugestalten  ist  wegen 
einer  Incorrectheit.  Diese  Veränderung  wird  in  der  ersten  Ab- 
handlung auf  S.  29,  dann  aber  ausf&hrlicher  in  der  oben  an 
zweiter  Stelle  genannten  Notiz  gegeben.  Hae. 


P.  DuHBM.      Applications   de   la  thermodynamique   aux 
aotions  qui  s'exercent  entre  les    courants    ^lectriques 

et   les   aimantS.     Acta  Soc,  FecDicae  (Helsingfors).  XVIII.  1-100. 

Der  Verf.  beabsichtigt  in  dieser  Arbeit,  die  Formeln  für  die 
elektromagnetischen  Erscheinungen,  ohne  Verwertung  der  Ex- 
perimente von  Ampere,  Biot  und  Savart,  aus  den  „Gesetzen  der 
Thermodynamik  und  den  Hypothesen,  welche  zur  Definition  der 
elektrischen  Ströme  und  der  Magnete  dienen *",  herzuleiten. 

Im  Cap.  I,  §  1  wird  für  das  thermoelektrische  Potential  (F) 
eines  Systems  nicht  elektrisirter  Magnete  der  Ausdruck 

F=  E{U^TS)  +  Y+JYff(M)dxdydz 

hergeleitet,  wo  E  das  mechanische  Wärmeäquivalent  ist,   U  die 
innere  Energie  des  Systems  unter  Voraussetzung,  dass  alle  Körper 
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aurbören,  magnetisch  zu  sein,  ohne  sonst  verändert  zu  werden, 
S  die  Entropie  des  Systems  unter  derselben  Bedingung,  T  die 
absolute  Temperatur  (dieselbe  im  ganzen  Systeme),  IT  das  Po- 
tential  der  mechanischen  Wirkungen  zwischen  den  Magneten, 
M  die  Intensität  der  magnetischen  Polarität  in  einem  beliebigen 
Punkte,  f(M)  eine  unbestimmte  Function  von  M,  welche  ausser- 
dem von  der  physikalischen  und  chemischen  Beschaffenheit  des 
Systems  abhängt.  Bei  der  Deduction  wird,  ausser  der  Existenz 
des  Potentials  der  mechanischen  Einwirkungen,  der  vom  Verf. 
an  anderer  Stelle  bewiesene  Satz  benutzt,  dass  das  innere  ther- 
modynamische  Potential  eines  Systems  vom  Potentiale  der  me- 
chanischen  Kräfte  um  einen  Term  verschieden  ist,  welcher  bei 
blossen  Versetzungen  des  Systems  unverändert  bleibt. 

Im  §  2  wird  gezeigt,  dass  bei  elektrisirten  Magneten  im 
Ausdrucke  fUr  F  die  Terme 

hinzukommen,  wo  W  das  elektrostatische  Potential  ist,  q  die 
elektrische  Ladung  in  einem  beliebigen  Punkte,  &  eine  Grösse, 
welche  von  der  physikalischen  und  chemischen  Natur  des  Leiters 
in  demselben  Punkte  abhängt,  G(M)  eine  unbestimmte  Function 
von  M  und  von  der  Natur  des  Systems.  —  Es  wird  hierbei  an- 
genommen, dass  das  Potential  der  mechanischen  Einwirkungen 
W+  Y  ist. 

Im  Gap.  II  wird  bewiesen,  dass  fQr  einen  geschlossenen 
Raum,  in  welchem  längs  einer  geschlossenen  Linie  L  ein  un- 
endlich dünner  Kanal  gegraben  ist,  die  Gleichung 

Xdx+  Ydy  +  Zdi  =  äU  +  dl—  ft.dh 

besteht,  wo  X,  Y,  Z  Functionen  von  «,  y,  ä  sind,  welche  im  frag- 
lichen Räume  continuirlich  sind  und  den  Gleichungen 

^_^Z_  _dZ^_dX  ^dX_dY  _ 
Ö5       dy  ~"  dx       ö»         dy       dx 

genügen,  dl  das  Bogenelement  einer  beliebigen  Curve  bedeutet, 
dx^  dy,  d»  die  x-,  y-,  s-Componenten  desselben  sind,  V  eine  Func- 
tion von  «,  y,  A  ist,    welche,    mit  möglicher  Ausnahme   für   die 
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Linie  L,  überall  eindeutig  und  continuirlicb  ist,  ff  eine  gewisse 
Constante, 


A  = 


r    ' 

r    ' 

r 

1 

dx 

dy 

dz 

r* 

dp 

d/' 

dl 

dl 

d, 

dK 

dL' 

dL' 

dL 

(I,  ly,  0  ein  beliebiger  Punkt  auf  L. 

Gap.  III  bringt  die  Herleitung  des  thermodynamischen  Po- 
tentials eines  Systems  von  Magneten  und  von  geschlossenen, 
gleichförmigen  Strömen.  Die  Ströme  werden  vorläufig  als  linear 
betrachtet.  Es  wird  angenommen,  dass  der  oben  hergeleitete 
Ausdruck  um  einen  Term  jit  zu  vermehren  ist,  von  welchem 
gezeigt  wird,  dass  auf  ihn  nur  folgende  Umstände  Einfluss  haben: 
1)  Lage,    Form   und  Grösse    der  Leiterelemente,    durch    welche 

dJ 


ds' 


Ströme  gehen;  2)  die  Stromintensität  J  und  ihre  Derivirten 

-^-y  etc.;  3)  Lage,  Form  und  Grösse  der  magnetischen  Elemente; 

4)  die  Grösse   der   magnetischen  Polarisation    in  jedem  Punkte 
und  die  Derivirten  derselben  nach  a?,  y^  z.    Man  setzt 

^  =  /2  +  fl, 

wo 

n  =  SV(ds,  ds'),     ii  =  2S(ds,  dt). 

Hierin  bedeuten  ds^  ds'  Stromelemente,  dv  ein  magnetisches  Ele- 
ment; V  ist  eine  Function  von  7,  -j-,    —-^  etc.,  J\  —rr  etc.  und 
'  ds       ds  ^    ds 

von  den  Parametern,  welche  Form,  Grösse  und  gegenseitige  Lage 
von  ds,  ds^  bestimmen,  S  ist  eine  Function  von 


^, 


dJ 


ilf. 


dM 


~dy~' 


dM      ö'itf 


etc. 


dx'     dy  '      a&  '     dz' 

und  von  Parametern,  welche  Form,  Grösse  und  gegenseitige 
Lage  von  ds^  ds*  und  die  Lage  von  ds  zur  Richtung  der  mag- 
netischen Polarisation  in  de  bestimmen.  11  wird  dann  die  Func- 
tion,   für  welche  der  Verf.  in  einer  früheren  Abhandlung  „Sur 
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lea  aotioDS  qai  s'exercent  entre  les  courants  ^lectriqaes"  (Acta 
Soc.  Fenn.  XVI.  1888)  den  Ausdruck 

V(d*,dO  ==  -^^^[l^co8((&,d»')+^^co8(r,if)co8(r,df')] 

hergeleitet  hat;  r  bedeutet  hier  die  Lfinge  der  von  ds  nach  ds' 
gezogenen  Geraden,  l  ist  die  Helmholtz'sche  Gonstante,  A  eine 
Constante,  welche  von  der  f&r  die  Stromstärke  angewandten  Ein- 
heit abhängt. 

B  wird  von  der  Form: 

S(ds,ds')  =  ^deJds, 
wo  £  von  folgenden  Grössen  abhängt:  der  magnetischen  Inten- 
sität M  in  einem  Punkte  des  Elementes  de,  der  Entfernung  g 
zwischen  ds  und  df>,  dem  Winkel  d  zwischen  ds  und  ^,  dem 
Winkel  0'  zwischen  q  und  der  Richtung  der  magnetischen  Axe 
l  des  Elementes  do,  endlich  dem  Winkel  zwischen  /  und  ds. 

Zufolge  der  Annahme,  dass  die  Einwirkung  eines  Magneten 
auf  ein  Stromelement  durch  die  Wirkungen  zweier  magnetischen 
Pole  ersetzt  werden  könne,  ergiebt  sich  |  =  ^IT,  wo 

HA      d'F(Q) 
^  ""    4«  "^   dadl  ' 
F  eine   eindeutige  Function.    Für  geschlossene  Ströme  reducirt 

sich  C  auf  -z — 

Im  Gap.  IV  wird  gezeigt,  wie  die  Erfahrung  zur  Annahme 
H  ='  A  nihrt.  Zwei  geschlossene  Ströme  wirken  nämlich  auf 
einen  Magneten,  wie  zwei  magnetische  Doppellager  von  gewisser 
Beschaffenheit,  und  man  nimmt  an,  dass  die  Ströme  auch  auf 
einander  dieselbe  Wirkung  haben,  welche  die  Doppellager  haben 
würden. 

Gap.  V  behandelt  die  Wirkungen  zwischen  Magneten  und 
beliebigen  (nicht  gleichförmigen)  linearen  Strömen.  Statt  jedes 
magnetischen  Elementes  wird  derjenige  geschlossene  Strom  (J) 
eingeführt,  welcher  hinsichtlich  der  Wirkung  auf  einen  Magneten 
mit  dem  Elemente  äquivalent  ist,  und  es  wird  angenommen, 
dass  das  elektromagnetische  Potential  des  Elementes  und  eines 
beliebigen  Stromes  dem  elektrodynamischen  Potentiale  f&r  J  und 
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denselben  beliebigen  Strom  gleich  ist.  Hieraus  ergeben  sich 
fttr  Q  folgende  drei  äquivalente  Ausdrücke: 

ß  =  ^HSMdc  /"t^sinCo,  dl)9\n(ds\  dl)9m(D\  D), 

^  Q 

/J'ds* 
— ^  8in(^,  d/)8in(fl,  d#')8in«, 
Q 

Q  =      HSMdvf  rjds\ 

Hierin  ist  ds^  ein  Element  des  gegebenen  Stromes,  f  die  Strom- 
stärke in  diesem  Elemente,  q  die  Entfernung  zwischen  dt  und 
ds\  dl  die  Richtung  der  magnetischen  Axe  in  do,  D*  die  Rich- 
tung der  Projection  von  d$^  auf  die  Ebene  des  Stromes  J,  1) 
die  Richtung  der  Projection  von  q  auf  dieselbe  Ebene,  b  der 
Winkel  zwischen  der  Halbebene  (^,  ds')  und  der  Halbebene 
{q,  dl).  Diese  drei  Ausdrücke  für  £i  geben  bei  gleichförmigen 
Strömen  den  gewöhnlichen,  von  der  Erfahrung  bestätigten  Aus- 
druck für  das  Potential  eines  Magneten  und  eines  elektrischen 
Stromes. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  ein  magnetisches  Element  auf  ein 
Stromelement  mit  einer  Kraft  wirkt,  deren  fl;-Gomponente 


HM  dt  Jds 


dl  \~i^  ds  r'      di J 


+ 


^^^"'TsVl^Ti''  -^Ti\ 


ist,  wo  Xy  y,  «  zu  dv  und  x\  y\  s'  zu  ds  gehören. 

Die  Wirkung  eines  Stromes  auf  ein  magnetisches  Element 
reducirt  sich  auf  eine  Kraft  und  ein  Kräftepaar,  deren  x-Com- 
ponenten  sind: 

-™*/.^|[l-«CE=^'](|^-|«) 

3(y--y')(x—x') / dz  dx'  ^  dx  d^'\ 

_  3(ä— »')(^ir')/da:dy'       dydx^\\ 
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resp. 

r    dydx'  r     d^dx'* 

dy~di~ds         di     di^l 
Das    Eigentümliche   in   dieser   neuen  Theorie   ist   die  £in- 

dJ 

fQhrung  der  Kraftcomponente,  welche  -^  enth&lt. 

Im  Cap.  VI  wird  gezeigt,  wie  die  Formeln  sich  gestalteo, 
wenn  man  mit  Magneten  und  elektrischen  Strömen  von  in  jeder 
Richtung  endlichen  Dimensionen  zu  thun  hat. 

In  einer  Note  wird  die  Rotation  eines  Magneten  anter  Ein- 
wirkung von  einem  Strome  besprochen.  Nach  Sir  William 
Thomson  ist  diese  Erscheinung  dadurch  zu  erklären,  dass  das 
Potential  des  Stromes  auf  einen  Magnetpol  eine  unendlich  yiel- 
deutige  Function  ist,  und  dass  während  der  Bewegung  nicht 
beide  Pole  durch  die  vom  Strome  eingeschlossene  Fläche  passiren. 
Der  Verf.  sucht  dagegen  die  Erklärung  in  der  Einwirkung  des 
Stromes  und  des  Magneten  auf  einen  beweglichen  Teil  der 
Stromleitung.  Bdn. 

J.  McCowAN.     On  the  heating  of  conductors  by  electric 
currents,  and  on  the  electrio  distribution  in  conductors 

80   heated.     Phil.  Mag.  (.'>)  XXXI.  259-275. 

Bezeichnen  V  das  elektrische  Potential  und  c  die  Leitungs- 
fähigkeit zur  Zeit  i  in  einem  Punkte  x,  y,  s  eines  heterogenen 
isotropen  Leiters,  in  dessen  Innerem  keine  elektrische  Polarisa- 
tion stattfindet,  so  muss  V  der  Gleichung  genOgen: 

Bezeichnen  ^  die  Temperatur,  k  die  Wärmeleitungsiähigkeit  und 
s  die  WärmecapacUät  für  die  Einheit  des  Volumens  zur  Zeit  / 
im  Punkte  x^  y^  is,  so  ist  die  Wärmezunahme  für  die  Einheit  des 
Volumens  und  die  der  Zeit  =  Ju^,    Weiter  ist  nach  dem  Joule'- 
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sehen  Gesetz  die  Wärmezunabme,  die  darch  einen  elektrischen 
Strom  fttr  die  Einheit  von  Baum  und  Zeit  erzeugt  wird,  gleich 

Jcf^-ä  +  -^-5^  +  -^-fjy  wo  j  das  mechanische  Wärmeäquivalent 
ist.     Daher  genflgt  ^  der  Gleichung: 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  mtlssen  in  Gemeinschaft  mit   den 
Anfangs-  und  Grenzbedingungen  von  V  und  ^  erfüllt  werden. 

Diese  allgemeinen  Gleichungen  werden,  um  integrirbare 
Fälle  zu  erhalten,  namentlich  unter  der  Voraussetzung  behandelt, 
dass  es  sich  nur  um  einen  stationären  Wärmezustand  handelt. 
Wir  heben  unter  den  Resultaten  das  folgende  hervor:  Wenn 
zwei  Teile  der  Oberfläche  eines  Conductors,  für  welchen  die 
Grössen  k  und  c  constant  sind,  auf  den  Potentialen  F,  und  F, 
und  den  Temperaturen  ^j  und  ^,  gehalten  werden,  wenn  aber 
der  Rest  der  Begrenzung  so  beschaffen  ist,  dass  kein  elektrischer 
oder  Wärmestrom  durch  ihn  hindurchgeht,  wenn  endlich  der 
stationäre  Zustand  überwiegt,  dann  werden  die  Aequipotential- 
flächen  zugleich  Isothermenfläohen  sein,  und  die  Temperatur  t^ 
in  irgend  einem  Punkte  mit  dem  Potential  F  ist  gegeben  durch : 

k»  =  t;-c(K,-F)(F-F.)4-*^^-^  j-g'^^"*"^'  • 

Ist  demnach  das  elektrische  Problem  lösbar,  so  kann  auch  die 
Temperatur  bestimmt  werden.  Hae. 


A.  Schuster.     Electrical  notes.     1.  The  vector  poteotial. 

Phil.  Mag.  (5)  XXXII.  9-20. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  der  Losung  des  Problems: 
Gegeben  sei  ein  Magnet;  für  einen  Punkt  ($17 Q  seien  die  Com- 
ponenten  der  magnetischen  Kraft  A^  £,  C.  Das  Vectorpotential 
soll  flir  ein  System  von  Strömen  gefunden  werden,  die  längs 
der  Kraftlinien  des  Magneten  fliessen,  deren  Strompotential  also 
identisch  mit  dem  magnetischen  Potential  ist.  Was  die  Ober- 
flächenbedingungen betrifft,   so  wird  zuerst  angenommen,   dass 

Fortichr.  d.  Math.  XXIII.  3.  71 
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die  magnetische  Permeabilität  im  ganzen  Medinm  conatant  ist; 
alsdann  wird  auch  der  Fall  betrachtet,  dass  die  Ströme  durch 
ein  Medium  fliessen,  welches  einer  magnetischen  Polarisation 
fähig  ist  Hae. 

C.  Neumann.    Ueber  stationäre  elektrische  Flächenströme. 

Leips.  Ber.  XLIII.  571-574. 

Eine  vorläufige  Mitteilung  von  Untersuchungen,  die  der 
Verf.  inzwischen  genauer  dargelegt  hat  in  seinen  „Beiträgen  zu 
einzelnen  Teilen  der  mathematischen  Physik',  Leipzig  bei  Teob- 
ner,  1893.  N. 

A.  SchDlke.  Elektricität  und  Magnetismus  nacb  den 
neueren  Anschauungen  für  höhere  Schulen  darge- 
stellt. II:  Elektrische  Ströme.  Pr.  (Nr. 21)  Realgymo.  Osterode 
i.  Osipreassen.  16  S.  i^  a.  1  Fig.-Taf. 

Der  Verf.  fährt  in  seinem  Entwurf,  von  dem  er  jetzt  sagt, 
dass  er  nur  itir  die  Hand  des  Lehrers  bestimmt  sei,  fort  und 
verteilt  den  Lehrstoff  in  der  Elektricitätslehre,  soweit  es  sich 
um  elektrische  Ströme  handelt,  auf  zwei  Stufen,  dabei  die  Faradaj- 
MaxweH'schen  Anschauungen  zu  Grunde  legend.  Die  Dynamo- 
maschine als  Stromquelle  wird  in  den  Mittelpunkt  des  Unterrichts 
gestellt.  Stromstärke,  Widerstand,  elektromotorische  Kraft  werden 
erläutert.  Die  Amp^re'schen  Gesetze,  die  elektromagnetischen  Er- 
scheinungen und  die  Inductionsströme  werden  mit  Hülfe  der  Kraft- 
linien-Theorie erklärt,  und  dabei  die  Regel  aufgestellt:  „Man  denke 
sich  in  der  Kraftlinie  schwimmend  und  den  Leiter  ansehend,  so 
geht  der  Strom  nach  links*.  Eine  einfache  Gonstmction  der  Kraft- 
linien für  zwei  unendlich  lange,  parallele,  gleich  bez.  entgegen- 
gesetzt gerichtete  Ströme,  erläutert  an  zwei  Zeichnungen  (es 
handelt  sich  also  um  einen  Grenzfall  der  allgemeineren  von  Max- 
well gelösten  Aufgabe  für  zwei  Kreisströme),  leitet  diesen  Ab- 
schnitt ein.  Es  folgt  die  Erklärung  des  Gramme'schen  Ringes, 
der  magnetelektrischen  Maschine  und  nun  die  der  Dynamo- 
maschine in  ihren  verschiedenen  Arten,  die  des  Telephons  und 


GapitelS.    Elektricitat  und  MagDetismos.  1123 

des  Mikrophons.  An  die  Besprechung  der  Wärme-Erscheinungen 
(Joule's  Gesetz)  schliesst  sich  die  der  chemischen  an,  wesentlich 
mit  Berücksichtigung  der  Glausius'schen  Theorie.  Referent  ist 
mit  dem  Verfasser  darin  einig,  dass  durch  die  Eflrze  der  Dar- 
stellung die  Klarheit  der  Arbeit  gelitten  hat;  musste  sie  denn 
bei  so  eng  zugemessenem  Räume  geschrieben  werden? 

Hae. 

J.  J.  Thomson.      On  the  illustration  of  the  properties 
of  the  electric  field  by  means  of  tubes  of  electrostatic 

induction.     Phil.  Mag.  (5)  XXXI.  149-171. 

Im  engsten  Anschluss  an  Faraday's  Kraftröhren  -  Theorie 
werden  die  Gleichungen  der  Elektrodynamik  fttr  bewegte  Kör- 
per abgeleitet,  und  an  Beispielen  ihre  Anwendung  erläutert. 

Hae. 

6.  BuTi.     Sulla  misura  della  forza  fornita  da  una  cor- 
rente    elettrica    qualsiasi    in    un    circuito    qualunque. 

Rom.  Acc.  P.  d.  N.  L   XLIV.  252-258. 

Es  wird  vorgeschlagen,  sich  eines  Voltameters  zu  bedienen, 
um  die  Stromstärke  zu  messen.  Man  verbinde  dazu  den  Strom- 
leiter ab  mit  einem  nicht  inducirenden  Widerstände  6c  von  r 
Ohms.  Liest  man  dann  an  dem  Voltameter  fttr  ab  allein  F,, 
für  bc  allein  F,  und  für  ac  noch  F  ab,  so  ist 

„.  =  ^JL(p._p._K,)=  ,p,(,_ffl±Ji^2ffl±ifJ2). 

Das  Resultat  wird   benutzt,   um    die  Intensität  des  Stromes  bei 
einer  elektrischen  Bogenlampe  zu  bestimmen.  Hae. 


F.  Lucas.     Sur  les  e'quations  abstraites  du  fonctionne- 
ment  des  machines.   s.  M.  F.  Bali.  xix.  152-154. 

J.  PuLUj.    üeber  die  Wirkungen  gleich  gerichteter  sinus- 
artiger  elektromotorischer  Kräfte  in  einem  Leiter  mit 

SelbstinduCtion.     Wien.  Ber.  C.  767-780. 
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In  einer  Drahtrolle,  die  um  eine  gegen  die  Eichtang  eines 
homogenen  magnetischen  Feldes  geneigte  Axe  gleichmftssig  ge- 
dreht wird,  entstehen  bekanntlich  durch  Induction  sinosartigre 
elektromotorische  Kräfte,  deren  Richtnng  nach  jeder  halben  Um- 
drehung  wechselt  Ist  die  Drahtrolle  noch  mit  einem  zweiteiligen 
Commutator  versehen,  so  entstehen  im  äusseren  Stromkreise 
sinusartige  Stromimpulse,  welche  aber  nur  in  einer  RichtuDg 
verlaufen.  Um  die  Oesetze  einer  solchen  Elektricitätsströmung 
in  einem  Leiter  mit  Selbstinduction  untersuchen  zu  können,  moss 
fttr  die  elektromotorische  Kraft  ein  mathematischer  Ausdrack 
gefunden  werden,  der  die  Eigenschaft  besitzt,  dem  einfachen 
Sinusgesetz  zu  genügen,  aber  fQr  jede  beliebige  Zeit  nur  positive 
Werte  anzunehmen  vermag.    Eine  solche  Function  ist 

T 

wo  E^  die  Amplitude  der  elektromotorischen  Kraft,  T  die  Dauer 
der  Periode  und  (  die  Zeit  bedeutet.  Setzen  wir  dies  in  die 
bekannte  v.  Helmholtz'sche  Gleichung  ein: 

wo  R  der  totale  Widerstand  des  Stromleiters,  L  der  Coefficient 
der  Selbstinduction  ist,  so  geht  Hr.  Lucas  behufs  Integration 
dieser  Gleichung  folgendermassen  vor.    Für  L  =  0  ist  offenbar 

•  =  ^  sin  -=-  •    Setzen  wir  also 
ti         l 

SO  genügt  y  der  Gleichung: 

,    2nL    dy      ^     2n0 
y  -  sma;  +  -^  '  rfi  ""  ^  ~t~  '  ^^^  "^  ®' 

Dieser  wird  nach  Hrn.  Lucas,  wenn  die  Nebenbedingung  gilt: 

2n0       2nL 
^     f    '^   RT  ' 
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durcb 

y  =  B\nx-\'C.e        ^ 
als  allgemeines  Integral  genügt;  richtiger  muss  es 

y  =  8ina5  +  C.e  ^ 

heissen.  Da  nun  fQr  grosse  Werte  der  Zeit  auch  x  gross  ist, 
so  kommt,  wie  Herr  Lucas  deducirt,  fflr  die  Praxis  der  zweite 
Summand  aaf  der  rechten  Seite  des  Ausdrucks  für  y  nicht  in 
Betracht,  und  es  ist 

t  =  -^C08-Y--sm — ^y— ^, 

Yorausgesetzt  natürlich,  dass  die  Nebenbedingung  gilt. 
Herr  Puluj  entwickelt  £  in  die  Reihe: 
„        2  „  r.        2         471«        2         8nt  1 

E=       -E^l-j-gCOS-^-g-gCOS-y.-...], 

macht  keinerlei  einschränkende  Voraussetzungen  und  erhält  na- 
türlich einen  complicirteren  Ausdruck  für  t,  nämlich  fflr  die 
momentane  Stromstärke: 

._  2  E.r  2  '^^(tY-I'J  2  °»K^'-Vj  ~| 
*-  nRl}  1.3  yi+tg>.  3-5  yi  +  tg>,  "J' 
wenn 

Ea  bedeuten  also  t^,,  i^,,  ^„  ...  die  Phasenverschiebungen  der 
einzelnen  elektromotorischen  Eraftcomponenten.  Daraus  folgt 
fflr  die  mittlere  Stromstärke: 

(1)     if(0  =  |.|. 

Die  momentane  Stromstärke  ist  daher  gleich  der  mittleren  Strom- 
stärke, vermindert  um  eine  Anzahl  periodisch  veränderlicher 
Glieder;  diese  letzteren  sind  von  der  Selbstinduction  abhängig 
und  werden  um  so  kleiner,  je  grösser  diese  und  die  Anzahl  der 
Wechselperioden  ist.  Für  L  =  oo  verschwinden  die  veränder- 
lichen Glieder,  die  momentane  Stromstärke  erreicht  alsdann  den 
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2    E 

grössten  Wert ^-      Die    Selbstindaction    verursacht    somit 

keine  Schwächang  der  mittleren  Stromstärke;  ihre  Wirkung  be- 
steht bloss  darin,  die  Stromwellen  zu  ebnen. 

Für  das  mittlere  Quadrat  der  Stromstärke  folgt: 

T 


U 


(2)    M(i^  =  (A  |y[l  +  |(^yco8V.+<3^ycoe>,+-..]. 

Auch  aus  dieser  Reibe  ersieht  man  die  Gflltigkeit  des  Ge- 
setzes der  Superposition  der  Wirkungen. 

Die   im  Stromkreise   von  der  elektromotorischen  Kraft  ge- 
leistete mittlere  Wftrmearbeit  ist 

u 

Angenähert  ist  demnach 


"'  =  -S"(|'^0'[^+*^''''''^- 


F'Qr  L  =  0  ergiebt  sich  die  gröaste  Arbeit: 

Es  folgen  nun  noch  für  den  Fall,  dass  die  gleichgerichtete  elek- 
tromotorische Kraft  £  die  periodische  Function  der  Zeit  ist: 

E  =  iil,+ii,cos— - +il,cos-y--|- .-, 

die  Ausdrücke  für  i,  Jtf(f')  und  W, 

Aus  den  oben  angegebenen  Ausdrücken  (1)  und  (2)  für  M{\) 
und  M(i*)  ergiebt  sich  das  Resultat :  Während  das  mittlere  Qua- 
drat der  Stromstärke  mit  der  Selbstinduction  sich  ändert,  ux 
die  mittlere  Stromintensität  von  derselben  ganz  unabhängig  und 

2   £ 

numerisch  gleich  —-^y    wenn  die  gleichgerichtete  elektromoto- 
rische Kraft  eine  einfache  Sinusfunction  der  Zeit  ist. 
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Nach  diesem  Ergebnis  war  im  voraus  zu  erwarten,  dass 
ein  Galvanometer  unter  der  Wirkung  von  schnell  auf  einander 
folgenden  gleichgerichteten  Stromimpulsen  bei  grosser  und 
kleiner  Selbstinduction  denselben  Ausschlag  gebe,  während  die 
Ausschläge  eines  Elektrodynamometers  desto  kleiner  ausfallen, 
je  grösser  die  Selbstinduction  des  Stromkreises  bei  sonst  unver- 
ändertem Obm'schen  Widerstand  derselben  ist. 

Dieses  theoretische  Ergebnis  wurde  durch  Versuche  geprüft. 
Der  dabei  gebrauchte  Erdinductor  soll  später  eingehender  be- 
schrieben werden.  Die  Versuche  ergaben  durchaus  die  im  vor- 
aus erwarteten  Resultate.  Hae. 


C.  E.  Holland,  P.  R.  Jones  and  C.  G.  Lamb.  Table 
of  zonal  spherical  harmonics  calculated  by  Messrs.  ... 
with  a  short  explauation  and  8ome  illustrations  of  its 
use    by    Professor   John   Perry.     Phil.  Mag.  (5)  xxxiL 

512  -  523. 

Für  die  gewöhnlichen  Kugelfunctionen  (Heine,  Handbuch,  I, 
S.  12,  1878)  Pj,  ...,  P,  wird  eine  Tabelle  der  Werte  für  die  Ar- 
gumente von  0°  bis  90^  je  um  V  steigend,  gegeben  und  der 
Wert  einer  solchen  f&r  die  exacte  Lösung  physikalischer  Auf- 
gaben an  den  folgenden  drei  Beispielen  erläutert: 

1)  Die  Dichtigkeit  a  der  Masse  einer  Kugelschale  von  1  cm 
Radius  ist  proportional  dem  Quadrat  der  Entfernung  irgend  eines 
Punktes  von  einer  bestimmten  Diametralebene  und  im  besondern 
gleich  6  ftir  das  qcm  fQr  den  am  weitesten  entfernten  Punkt. 
Es  soll  das  Potential  fQr  einen  Innern  und  äussern  Punkt  ge- 
funden werden.  —  Die  Lösung  wird  durch  eine  Tafel  von  Me- 
ridiancurven  der  sich  ergebenden  Aequipotentialflächen  erläutert. 

2)  Durch  eine  kreisförmige  Drahtspirale  vom  Radius  a  fliesst 
ein  elektrischer  Strom  C.  Das  elektromagnetische  Potential  in 
irgend  einem  Punkte  derselben  zu  bestimmen. 

3)  Die  geradlinige  Bewegung  einer  Engel  in  einer  ruhen- 
den, unendlichen,  incompressiblen  Flüssigkeit  zu  beschreiben. 
(Vergl.  das  Referat  S.  510  dieses  Bandes.)  Hae. 
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E.  Riedel.     Ueber  die   elektrische  Verteilung  anf   der 
Reciprocitätsfläche  eines  Kotationsellipsoides.    Pr.  (Nr.  aSb* 

NicolaigymD.  Leipsig.  20  S.  4^ 

a)   Nachdem  der  Wert  -=-  der  reciproken  Entfemung  zweier 

Punkte  eines  Rotationsellipsoides  in  eine  nach  KngelfnnetioneD 
fortschreitende  Reihe  entwickelt  worden  ist,  wird  dieses  Resultat 
darauf  angewandt,  die  Verteilung  der  Elektricität  auf  einem  Ro- 
tationsellipsoide zu  untersuchen,  wenn  demselben  eine  Elektrici- 
tätsmenge  M  mitgeteilt  und  dasselbe  alsdann  sich  selbst  Ober- 
lassen  wird.  Es  muss  sehr  bald  das  Potential  der  Belegung  aaf 
Punkte  im  Innern  einen  constanten  Wert  c  erreichen  und  dafa^ 
die  Oleichung 


//. 


^^'E  "^  ^ 


statthaben,  wo  q  die  elektrische  Dichtigkeit  auf  dem  CoDdoetor. 
dq>  dessen  Oberflächenelement  und  E  die  Entfernung  eines  Punk- 
tes im  Innern  von  diesem  letzteren  bedeuten.     Die  Werte  von 

d(p  und  -=r  werden  eingesetzt,  und  es  ergiebt  sich  unter  Berfiek- 

sichtigung,  dass  alle  Punkte  eines  Parallelkreises  des  CondiiclorB 
dieselbe  Dichtigkeit  haben: 


2«aVß'-l.(?.(e) 
Wenn  die  Gesamtbelegung  den   vorgeschriebenen  Wert  Jf  hat, 

so  ist  1 1 qdq>  =  Jtf,  woraus  dann  M  =  ^     ^    folgt.      Demnach 

durch  Elimination  von  c\ 

QN * 

wenn  ju  =  cos  ^,  und  ein  Punkt  des  Rotationsellipsoides  gegeben 
ist  durch 

5  =  a^cos^,    17  =  ay^'— Isin^cosco,    J  =  a^^'— Isin^sinoi. 

b)   Ist   der  Gonductor   mit   einer   Elektricitätsmenge  M  ge- 
laden,   und  wirkt  ausserdem  noch  ein  elektrischer  Massenpunkt 
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^XQv  f^i )  ^i)  auf  denselben  ein,  so  mass  wieder  das  Oesamtpotential 
der  Belegung  und  des  influenzirenden  Massenpunktes  M^  in  Be- 
zug auf  irgend  einen  Punkt  (^3,  fi„  oi,)  im  Innern  des  Gonductors 
constant,  etwa  =  c,  sein.    Also 


fß 


qdq>-=r-  +*,  -ft-  =  c. 


Wird  dq>  =  —  a*y(^'--fi*)(^'--l)d^dcii  eingesetzt  und  berficksich- 
tigt,   dass   alle  Punkte   auf  einem  Parallelkreise   nieht   gleiche 

Dichtigkeit  haben,  dass  also  jVp'— ^*  nicht  bloss  von  fi,  wie  in 
a),  sondern  auch  von  <o  abhängt,  also  in  eine  nach  Eugelfunc- 
tionen  fortschreitende  Reihe  zu  entwickeln  ist,  so  folgt,  wenn 
wieder  M  den  Wert  der  Gesamtmasse  der  Belegung  des  Gon- 
ductors bezeichnet, 
^ 1 

X  \M-M,2;nj;ia^2n+l)Jni  ^"^;;^^f^'^  Pn>(^)cosi(ai-cD,)j 

mit 

tti  =  1    für  f  =  0,  _  17(11—0 

a,  =  2     „     »  >  0;      ^"'  "  il(ii+t)  ' 

c)  Wird  das  Botationsellipsoid  durch  reciproke  Radien  vom 
Mittelpunkte  aus  transformirt,  so  entsteht  die  Fläche 

wo 

B  T)  H 

«  =  -,,     y  =  -^,     2  =  ;^,     <*  =  o'(ß'-8in»*). 

o  c  c 

Wieder  werden  auch  für  diesen  Körper  die  beiden  so  eben  für 
das  Rotationsellipsoid  erledigten  Probleme  behandelt.  In  dem 
ersten  Falle  ergiebt  sich  als  Resultat: 

mit 

A  =  i»(4«+l)f^,(0)^) 

als  einer  dem  Gonductor  eigentümlichen  Gonstante. 
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Id  dem  zweiten  Falle  lautet  das  Endresultat,  wenn 

*=|.(2«+l)PJ(0)^ 

bedeuten : 


P^JCQ) 


OD       QC 


U        i 


X   p^g  C08t(ftl-ülj]- 

Hae. 


II.  PoiNCARK.      Sur   r^quilibre  des  di^lectriques  fluides 
(lans  un  champ  ^lectrique.    G.  R.  GXII.  555-557. 

Nach  der  Theorie  von  Hrn.  v.Helmholtz  (Wiedemann  Ann.  XIII) 
muss  man  in  die  Gleichungen  der  Hydrostatik  Ergänzungsglieder 
einführen,  die  sich  auf  die  Wirkung  des  elektrischen  Feldes  be- 
ziehen, wenn  ein  dielektrisches  Fluidum  in  ein  Feld  gebracht 
wird.  Ist  p  der  Druck  der  Flüssigkeit,  v  das  Gewicht  der  Vo- 
lumeneinheit derselben,  K  die  Dielektricitätsconstante,  F  die  In- 
tensität des  Feldes,  und  wirken  ausser  der  Schwere  und  den 
Kräften,  die  sich  auf  die  Wirkung  des  Feldes  beziehen ,  keine 
weiteren  äusseren  Kräfte,  so  ist  nach  Hrn.  y.  Helmholtz: 

üa  nun 

ist,  so  muss 

^  dK--9zd(-) 

ein  vollständiges  Differential  sein.    Dasselbe  kann  als  Null  be- 
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trachtet  werden  im  Innern  einer  Flüssigkeit,  wenn  zugleich  deren 
Temperatur  constant  ist;  denn  da  die  Flüssigkeit  incompressibel 

ist,  so  sind  K  (das  nur  von  r  abhängen  kann)  und  —  Constanten. 

Aber  an  der  Trennungsfläche  zweier  chemisch  verschiedenen 
Fluida  wird  das  Differential  sehr  gross  sein.  Dies  erlaubt,  die 
Gleichung  der  Trennungsfläche  zweier  Dielektrica  niederzu- 
schreiben. Haben  für  dieselben  o,  und  r,,  K^  und  JiT,  die  oben 
angegebenen  Bedeutungen;  seien  JV,  bez.  AT,  die  normalen,  und 
7,  und  T,  die  tangentialen  Componenten  der  elektrischen  Kraft 
F,  die  beim  Ueberschreiten  der  Trennungsfläche  einen  Sprung 
erleidet,  in  dem  ersten  bez.  zweiten  Medium,  so  ist  T,  ==  7,, 
K^N^  =  /JTjiV,.     Die  Gleichung  der  Trennungsfläche  wird  dann: 

8^(/f,-ür,)+^^(-^-^)-j4---)  =  const. 

Es  wäre  interessant,  diese  Form  der  v.  Helmholtz'schen  Gleichung 
mit  den  Versuchen  von  Quincke  zu  vergleichen,  die  sich  dann 
vielleicht  auch  ohne  MaxwelFs  Theorie  erklären  lassen. 

Hae. 


O.  Heavisidk.     Oo   the  forces,  stresses,  and  fluxes  of 
energy  in  the  electromagnetic  Geld.    (Abstract.)    Lond. 

R.  S.  Proc.    L.    126-129. 

Die  ausführliche  Abhandlung  ist  abgedruckt  in  Phil.  Trans. 
CLXXXIII  A  (1892).  423-480.  Cly. 

R.  Kopp.     Zur  Theorie  der  Elektrostriction  kugelförmi- 
ger Condensatoren.    Leipzig.  Pock.  41 S.  B«. 


■ 

L.  DE  LA  RiVE.      Sur   la  valenr   de   la   tension   ölectro- 
statique  dans  le  diölectrique.    c.  R.  CXIII.  429-432. 

Es  wird  der  Satz  abgeleitet:  „Der  Wert  für  die  Spannung 
im  Dielektricum  wird  ausgedrückt  durch  die  Bewegungsgrosse 
des  elektrischen  Fluidums,    wofern   dasselbe  als  incompressibel 
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vorausgesetzt  wird«.  Als  Amidnick  fSr  diese  Bewegnngagrösse, 
also  diejenige  einer  Schiebt  des  Dielektrieams,  die  mit  dem  Gon- 
duetor  in  Berdiining  ist,  wird  abgeleitet 


,=4*(©'> 


dabei  ist  d  die  Dichtigkeit  des  Fluidams,  —  -^  die 

digkeit  desselben  in  Richtung  einer  Eraftröhre,  dr  das  Volnmen- 
dement,  nnd  V  der  Goefficient  der  linearen  Contraction  des 
Dielektricums.    Nach  Maxwell  ist 


es   würde  also  —r-  ^  o—  i    d.  h.    die    Dielektricit&tsconstante 
K  =  2ndK*  sein.  Hae. 


G.  Adler.      Ueber    die    mechanische   Kraftwirkung  an 
der  Conductoroberfläcbe.  Monatsh.  f.  Math.  ii.  Iö5>i56. 

Ist  R  die  Grösse  der  E.  M.  E.  an  der  Oberfläche  eines  Con- 
dactors,  K  die  Dielektricitfttsconstante  in  der  an  ihn  angrenzenden 
Stelle  des  isolirenden  Mediums,  so  ist  die  Spannung,  die  an  dem 

K 

Oberflächenelement  normal  nach  auswärts  angreift,  p  =  -^ —  R\ 

wie  Maxwell   zuerst  bewiesen   hat.     Der  Verf.  giebt  folgenden 
directen  Beweis  für  diese  Formel.     Die  elektrische  Energie  ist 


'' =  fff  L'^'"' 


WO  die  Integration  über  alle  Raumpunkte  zu  erstrecken  ist,  in 
denen  R  einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat,  also  über  den 
ganzen  unendlichen  Raum  mit  Ausschluss  der  Gonductoren. 
Wird  nun  eine  virtuelle  Verschiebung  dto  der  Elemente  der 
Conductoroberfläche  nach  der  Normale  n  vorgenommen,  bei 
welcher  diese  Elemente  sich  normal  nach  auswärts  zur  unend- 
lieh    benachbarten  Conductoroberfläche    ausdehnen,    so    ist   die 
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AenderoDg  von  W  gegeben  durch 

dies  ist  aber  die  gegen  die  elektrische  Kraft  zu  leistende  Arbeit. 
Es  ist  andererseits  durch  die  zur  Verschiebung  in  Anwen- 
dung gebrachte  mechanische  Zugkraft,  wenn  p  deren  auf  die 
Flftcheneinheit  bezogenen  Betrag  bedeutet,    die  Arbeit   geleistet 

worden  jj  pdwdn.      Nach    dem    Princip    der    Erhaltung    der 

Energie  muss  die  Summe  beider  Arbeiten  gleich  Null  sein ;  also 
ist  die  Spannung,  die  normal  nach  auswärts  an  der  Gonductor- 
oberfläche  angreift,  gleich  dem  oben  von  Maxwell  gegebenen 
Wert.    (Vergl.  F.  d.  M.  XVI.  1887.  960).  .      Hae. 


Th.  Lohnstbin.     Bemerkungen  zu   einem   Versuch   des 
Herrn    von    Bezold    über    dielektrische    Polarisation. 

Wiedemann  Ann.  XLIV.  164-167. 

Herr  v.  Bezold  hat  einen  Versuch  beschrieben  (Wiedemann 
Ann.  XXI.  1884),  durch  welchen  die  nach  dem  Tangenten  -  Ge- 
setze erfolgende  Brechung  der  elektrischen  Kraftlinien  an  der 
Grenze  zweier  Dielektrica,  nämlich  Paraffin  und  Luft,  nachge- 
wiesen werden  sollte.  Indem  Herr  v.  Bezold  eine  metallene 
Kugel  nebst  Zufdhrungsdrabt  in  einen  Paraffinblock  einliess  und 
die  Kugel  elektrisirte,  wurde  annähernd  der  Fall  verwirklicht, 
dass  sich  eine  elektrisirte  leitende  Kugel  im  Innern  des  einen 
Dielektricums ,  einer  unendlich  ausgedehnten  ebenen  Platte,  be- 
findet. Die  Vorstellung,  von  der  Hr.  y.  Bezold  ausging,  war 
die,  dass  in  diesem  Falle  die  Kraftlinien  Gerade  seien,  die  im 
ersten  Dielektricum,  welches  die  Kugel  enthält,  von  deren  Mittel- 
punkt ausgehen,  im  zweiten  einen  Strahlenbflschel  darstellen,  dessen 
einzelne  Strahlen  aus  dem  ersten  durch  das  Brechungsgesetz  er- 

halten  werden,   und  dessen  Mittelpunkt  um  die  Strecke  t^-ö" 

hinter  der  brechenden  Ebene  liegt,   wo  d  die  Dicke  der  Platte, 
K  und  K'  die  Dielektricitätsconstanten  der  beiden  Medien  sind. 
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Diese  Anschauung  ist  aber  ungenau,  denn  die  KraftliDien  sind 
der  Theorie  zufolge  in  beiden  Dielektricis  krumme  Linien.  Die 
mathematische  Untersuchung  des  Problems  führt  nun  zu  folgen- 
dem Resultat.  Befindet  sich  ein  elektrischer  Punkt  in  einer 
unendlich    ausgedehnten    elektrischen   Platte,    und    setzt    man 

II  =  jr—jj^ )  so  findet  man,  dass  die  Tangenten  der  Kraftlinien, 

welche  durch  einen  der  brechenden  Ebene  und  der  Platten- 
normale  unendlich  benachbarten  Punkt  gehen,  letztere  in  einem 
Punkte  schneiden,  dessen  Entfernung  hinter  der  brechenden 
Ebene : 


^  3'  ^  5'^ 


ist.  Dieser  Schnittpunkt  liegt  also  in  allen  Fällen  Äusserst  nahe 
dem  Punkte  £.  Dagegen  schneidet  die  Tangente  einer  Kraft- 
linie, in  einem  unendlich  fernen  Punkte  gezogen,  die  Normale 
in  einem  Punkte,  der  um  die  Strecke: 

d^    l  +  3Ai-f6u*  +  «-«  _  d^  j^+ A«  _  A  *^ 

hinter  der  brechenden  Ebene  liegt.  Wahrscheinlich  hat  Herr 
V.  Bezold  die  Wirkung  in  solchen  Punkten  untersucht,  fBr  welche 
die  fUr  unendlich  entfernte  Punkte  geltende  Formel  angenähert 
gilt.  Hae. 

F.  Braun.    Zur  Berechnung  der  elektromotorischen  Kraft 
inconstanter  Ketten.    WiedemaDo  Ann.  XLiv.  510-512. 

Der  Verf.  wendet  sich  gegen  einen  Einwurf,  den  Hr.  Ost- 
wald gegen  einen  Satz,  enthalten  in  des  ersteren  Abhandlung 
tiber  Tropf-Elektroden,  gemacht  hatte.  Hr.  Braun  bemerkt,  dass 
sein  Satz  nur  auf  der  Annahme  1)  des  Faraday*schen  Gesetzes 
und  2)  des  Nichtvorhandenseins  einer  Strömung  bei  constantem 
Potential  beruht,  und  dass  die  Richtigkeit  des  Satzes  keineswegs, 
wie  Hr.  Ostwald  meint,  von  der  Annahme  der  Hypothese  des- 
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selben  tod   der  Existenz   freier  Ionen  in  einer  Salzlösung  ab- 
hängig sei.  Hae. 

S.  H.  BüRBüRY,  O.  J.  LoDGE,  A.  P.  Chattock.     ^Modern 
views  of  electricity^  —  Volta's  so  called  contact  force. 

Natare  XLIII.  268-269,  366-367,  439,  463,  515. 

Wiederholte  Erörterungen  über  theoretische  Vorstellungen 
betreffs  der  Contacttheorie,  im  Anschluss  an  das  Werk  des  Herrn 
0.  J.  Lodge:  „Modern  views  of  electricity".  Lp. 


S.  U.  Pickering.      Od    the   theory  of  dissociation   into 

ions  and  its  consequences.    Phil.  Mag.  (5)  xxxii.  20-27. 
J.  SwiNBURNB.      On  some  points  in  electrolysis.       Phil. 

Mag.  (5)  XXXII.  1-9. 

Zwei  Vorträge,  gehalten  in  der  Londoner  Physikalischen 
Gesellschaft,  von  denen  besonders  der  zweite  auf  die  Theorie 
des  Hm.  v.  Helmholtz  Bezug  nimmt.  Lp. 


A.  Oberbbgk  und  J.  Edler.      Ueber  die  elektromotori- 
schen Kräfte  galvanischer  Ketten.   Wiedemann  Aon.  XLii. 

209-226. 

Nach  einer  Uebersicht  über  die  bisherigen  theoretischen 
Untersuchungen  über  galvanische  Elemente  wird  unter  Voraus- 
setzung, dass  es  sich  um  Ketten  handelt,  welche  die  vollständige 
Umkehrbarkeit  derjenigen  Vorgänge  zulassen,  die  eintreten, 
wenn  der  Strom  die  Kette  in  dem  einen  oder  andern  Sinne 
durchläuft,  der  Ausdruck  für  die  E.  M.  K.  derselben  abgeleitet: 

dabei  bedeutet  A  die  Wärmetönung  des  chemischen  Processes 
für  die  Stromeinheit  und  Zeiteinheit  an  der  Anode,  K  dieselbe 
an  der  Kathode,  c  =  rrthnr»  a  =  a&  die  wirklich  bei  Strom- 
Durchgang  auftretende  Wärmemenge  an  der  Anode,  k  =  x&  den 
durch  Abkühlung  zu  erkennenden  Wärmeverbrauch  an  der  Ka- 
thode, beide  Wärmemengen  nach  mechanischem  Mass  gemessen ; 
^  die  absolute  Temperatur. 
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Danach  wäre  also  die  Berechnung  der  elektromotorischen 
Kraft  streng  umkehrbarer  Ketten  zurflckgef&hrt  auf  die  Kenntnis 
der  Wärmetönungen  der  chemischen  Processe  und  auf  diejenige 
der  localen  Wärmeentwickelungen  bei  Uebergang  der  Elektricität 
Yom  Metall  in  die  Salzlösung  des  Metalls.  Die  Grundlagen 
dieser  Annahmen  werden  durch  ein  reiches  Beobachtungsmaterial 
geprüft,  und  aus  dem  letzteren  die  folgenden  Sätze  abgeleitet: 

1)  Die  elektromotorischen  Kräfte  der  untersuchten  Ketten 
hängen  hauptsächlich  ab: 

a)  von  dem  Metall  der  beiden  Elektroden, 

b)  von  dem  elektronegativen  Bestandteil  der  Salzlösung. 

2)  Von  dem  Metall  der  Salzlösung  sind  die  E.  M.  Kräfte 
nur  dann  abhängig,  wenn  dasselbe  mit  dem  Metall  der  einen 
Elektrode  übereinstimmt    In  diesem  Fall  ist  die  E.  M.  E.  kleiner. 

Fttr  die  Theorie  der  galvanischen  Ketten  aber  liegen  die 
wesentlichsten  Grundlagen  in  den  beiden  Sätzen: 

1)  Die  E.  M.  K.  ist  zu  berechnen  aus  den  Wärmetönungeü 
der  chemischen  Processe,  aber  mit  BerQcksichtigung  der  an  des 
Elektroden  sich  abspielenden  localen  Wärmevorgänge. 

2)  Die  inconstanten  Ketten  sind  auf  die  constanten  Ketten 
durch  die  Annahme  molecularer  Schichten  von  Lösung  der  Elek- 
trodenmetalle zurückzuftlhren.  Letztere  sind  als  verdünnte  Lo- 
sungen aufzufassen.  Hae. 

F.  Streintz.      Beiträge    zur   Theorie    des   Secundärele- 
mentes.   (Dritte  Mitteilung.)  wiedemanD  Ann.  XLIIL  ^ax-^ 

Man  vergleiche  die  Referate  über  die  beiden  ersten  Mitten 
lungen  in  F.  d.  M.  XXI.  1889.  1163  und  XXIL  1890.  1129.  & 
handelt  sich  um  Untersuchungen  über  die  Capacität  und  den  ^Vir 
kungsgrad  von  Elementen  mit  verschieden  grossen  positiven  Platteo. 

Sei  während  der  Ladung  P  die  Potentialdifferenz  zwischen 
dem  amalgamirten  Zink  und  der  positiven  Bleiplatte  des  EK- 
mentes,  p'  die  Potentialdifferenz  zwischen  dem  amalgamirten  Zink 
und  der  negativen  Platte,  weiter  P  und  p  die  entsprechenden  Grössen 
während  der  Entladung,   so  ist  die  elektromotorische  Kraft  de^ 
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Elementes  während  der  Ladung  gegeben  durch  e'  =  P—p*. 
Bedeutet  /  die  Stromstärke,  bei  welcher  geladen  worden,  dann 
erhält  man  P—p'  =  K*—fv)\  wenn  unter  üf'  die  Klemmen- 
spannung, unter  tr'  der  Widerstand  des  Elementes  verstanden 
wird.  Das  Product  «/''tr'  giebt  die  im  Elemente  in  der  Secunde 
entwickelte  Wärmemenge  (Joule-Wärme)  an.  Da  die  zur  Er- 
zeugung dieser  Wärme  erforderliche  Energie  im  Elemente  ver- 
braucht wird,  so  muss  dieselbe  bei  Beurteilung  der  an  dasselbe 
abgegebenen  Energie  berücksichtigt  werden.  Diese  Energie,  die 
in  der  Zeit  i'  an  den  Polen  abgesetzt  wird,  ist  mithin  =  K'ft'. 
Für  die  Entladung  gilt  die  Gleichung: 

P-p  =  K+Jw, 
und  die  Arbeit  ist  (JP—pyiL     Daher  ist  der  Wirkungsgrad  des 

Elementes  jy  =        ,j,, —     Da   es   sich   nun   bei  der  Messung 

zunächst  nur  darum  handelt,  die  verschiedenen  Elemente  auf 
ihre  Capacität  und  ihren  Wirkungsgrad  zu  vergleichen,  so  wurde 
gewöhnlich  auf  die  Ermittelung  von  Ä"'  verzichtet  und  ange- 
nähert ri  =  AfZplfi^  gesetzt 

Diese  Formel  hat  dieselbe  Berechtigung  wie  die  bisher  an- 
gewandte  17  =  -^jjrj,  • 

Es  wird  nun  zur  experimentellen  Untersuchung  der  Capaci- 
tät eines  Secundärelementes  geschritten,  worunter  die  Energie, 
ausgedrückt  in  Stunden watts,  verstanden  wird,  welche  das  Ele- 
ment bis  zu  einem  gewissen  Verluste  der  anfänglichen  Strom- 
stärke abzugeben  im  Stande  ist;  gewohnlich  wird  diese  Energie 
auf  ein  Kilogramm  des  Gesamtgewichtes  des  Elementes  bezogen. 

Hae. 

Ch.  Ed.  Guillaume.     Thöorfeme  relatif  au  calcul  de  la 
r^sistance  d'une  d^rivation.    0.  R.  oxii.  223-226. 

Gebraucht  man  die  Carpentier'schen  Widerstandskästen,  um 
Bruchteile  der  Widerstandseinheit  zu  bestimmen,  so  hat  man, 
wenn  z.  B.  zehn  Spulen  von  je  1  Ohm  eingeschaltet  werden,  11 

Fortachr.  d.  Math.   XXIII.   3.  72 
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Stöpsel  zur  Verbindung  der  Spulen  nötig,  deren  Widerstand, 
verglichen  mit  der  zu  bestimmenden  Grösse  von  etwa  ^  Ohm, 
keineswegs  vernachlässigt  werden  kann.  Ueberschreitet  nun  die 
Zahl  der  Spulen  3  oder  4,  so  ist  die  Berechnung  des  Wider- 
standes zwischen  A  und  B  ziemlich  mfihsam.  Es  wird  daher 
folgendes  Verfahren  vorgeschlagen,  das  auf  der  Umformung  einer 
bekannten  Formel  beruht,  a)  6eht  von  K  bis  L  ein  Strom  mit 
dem  Widerstände  r^,  und  zerteilt  sich  der  Strom  in  L  in  it  Zweige 
mit  den  Widerständen  r^,  r„...,r«,  die  in  M  sämtlich  wieder 
zusammenkommen,  so  ist  bekanntlich  der  Widerstand  zwischen 
K  und  M  durch  die  Formel  gegeben: 

0)  fi  =  r,+ 


r,  ^  r,  u 


Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  der  Draht  KL  aus  n  Drähten 
besteht,  deren  jeder  einen  Widerstand  r^  habe,  proportional  dem 
Widerstände  r^  seiner  Fortsetzung  von  L  bis  Jtf.  Dann  lässt 
sich  (1)  umformen  in: 

(2)  «  =     .    \      . 

wenn  r^  definirt  ist  durch  die  Gleichung: 

(3)  r;,  =  r^r,ip— , 

die  offenbar  der  so  eben  ausgesprochenen  Bedingung  Genüge 
leistet 

b)  Diese  allgemeine  Methode  möge  zuerst  auf  folgendes 
Beispiel  angewandt  werden.  Gegeben  sei  ein  Viereck  ABDC, 
gebildet  aus  Leitern  mit  den  Widerständen  AB  =  r^,  BD  =  r„ 
DC  =  r^,  CA  =  r, ;  auf  der  Diagonale  BC  herrsche  der  Wider- 
stand r,.  Der  Leitungsdraht  AB  werde  in  zwei  zerlegt  mit  den 
bezüglichen  Widerständen  mr^  und  nr,,  und  der  Draht  CD  in  zwei 
andere  mit  den  bezüglichen  Widerständen  pr^  und  qr^.  Nach  (2) 
ist  dann  der  Widerstand  von  A  bis  zur  gegenüberliegenden  Ecke 


\ 


^ 
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D  gegeben  durch 

R  = j p-, 


während  nach  (3)  die  Grössen  m,  ii,  p,  q  folgendermassen  sich 
bestimmen: 

Von  A  bis  B  liegen  zwei  Drähte;  dieselben  verzweigen  sich 
bei  B  in  die  Wege  BD(r^)  und  B— C— l>(rj,  ^r^);  daher  ist 

und 

oder  kurz 

und  ganz  analog  für  die  Schleife  ilC(firj+rJ—CD(prJ—I>C(7rJ: 

Man  hat  also  zwei  Gruppen  von  Gleichungen  ersten  Grades  mit 
einer  Unbekannten,  die  man  auflösen  muss,  um  R  berechnen 
zu  können. 

c)  Gehen  nun  im  allgemeinen  von  A  Drähte  mit  den  Wider- 
ständen üi  aus,  deren  jeder  sich  in  zwei  Drähte  spaltet,  die  der 
Reihe  nach  die  Widerstände  r^,  ''39  •  ••  haben,  doch  so,  dass  je 
zwei,  die  nicht  von  demselben  a^  herkommen,  sich  zu  einem 
Draht  vereinigen,  der  den  Widerstand  bi  hat,  und  zerlegt  man 
die  Drähte  a«  bez.  bi  in  je  zwei  andere,  deren  Widerstände  im 
Verhältnis  mc.ni  stehen,  so  kann  der  Stromkreis  von  A  bis  B 
ersetzt  gedacht  werden  durch: 

und  die  m,  n,  p,  q  sind  gegeben  durch: 

72» 


•    •    • 


m. 


«, 


N 
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Die  wirkliche  Auflösung  dieses  Systems  von  Gleichungen  ist  ftr 
den  allgemeinen  Fall  recht  complicirt.  Aber  für  den  oben  er- 
wähnten Carpentier'schen  Widerstandskasten  vereinfacht  sich  das 
Verfahren  bedeutend.  Da  fQr  denselben  die  ai  und  bi  sehr  klein 
sind  gegen  die  Widerstände  der  Spulen  n,  so  kann  man  diese 
Grössen  sämtlich  einander  gleich  annehmen,  also  a^  =  6^  =  c 
setzen.  Setzt  man  nun  in  dem  allgemeinen  Schema  von  Glei- 
chungen fttr  n  oder  p  einen  angenäherten  Wert  ein  und  berech- 
net alsdann  die  übrigen,  so  wird  ein  Rest  bleiben;  es  mussalso 
zu  dem  Werte  von  n  noch  ein  Correctionsglied  hinzugef&gt 
werden.  Wird  dann  in  dem  letzteren  r,  =  r,  =  . . .  gesetzt,  so 
ergiebt  sich  m,  =  n,  =  p,  =  . . .  =  2,  und  folglich  ist 

1 


Ä  = 


+  :rT"jT  +  ^   .  ^^  -\ —  + 


Tj+Se       r,+4e       r,+4«  r,+3« 

Hae. 


J.  LiNDK.     Methode  zur  Bestimmung  des  Selbstpotentials. 

Exner  Rep.  XXYII.  385-390. 

Mit  Hülfe  der  Wheatstone'schen  Brttcke.  Lp. 


Lord  Ratlbigh.      On    the    sensitiveness    of   the  bridge 
method  in  its  application  to  periodic  electric  currents. 

Lond.  R.  S.  Proc.  XLIX.  203-217.  Cly. 


M.  Wien.     Messung  der  Inductionsconstanten  mit  dem 

^optischen   Telephon^.   Wiedemann  Ann.  XLIV.  689-712. 

A.  Anderson.     On  coefficients  of  induction.   Phil.  Mag.  (5) 

XXXI.  329-337. 

Hr.  W.  benutzt  den  von  ihm  construirten  Apparat,  um  das 
Selbstpotential,  den  gegenseitigen  Inductionscoefficienten  und 
die  Gapacität  zu  messen,  und  zwar  kommt  dabei  nur  die  Null- 
einstellung der  Wheatstone'schen  Brücke  zur  Anwendung.  Nach- 
dem   im   Anschluss   an    die   Arbeiten    von  Oberbeck    und  Lord 


\ 
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Rayleigh  der  Ausdruck  für  die  Amplitude  eines  Wechselstromes 
im  Brttckenzweige  abgeleitet  worden  ist,  werden  die  Bedingungen 
dafür  aufgestellt,  dass  ein  Sinusstrom  von  der  Periode  n  im 
Brückendraht  verschwindet. 

Hr.  A.  gebraucht  ein  ballistisches  Galvanometer  und  ver- 
wendet zur  Bestimmung  der  Inductionsconstanten  sowohl  die 
Nullmethode  nach  dem  Vorgang  von  Maxwell  (Art.  778),  als 
auch  noch  zwei  andere  Methoden.  Hae. 


G.  Adler.      üeber    die    Capacität    von    Condensatoren. 

Monatsh.  f.  Math.  II.  413-420. 

lEß  handelt  sich  um  einige  Anwendungen  eines  Satzes,  den 
der  Verf.  bereits  in  dem  Aufsatz:  „Allgemeine  Sätze  über  die 
elektrostatische  Induction"  (vergl.  F.  d.  M.  XXI.  1889.  1140) 
abgeleitet  hat,  und  dessen  Beweis  hier  zuerst  wiederholt  wird. 
Der  Satz  lautet:  „Besteht  ein  Condensator  aus  zwei  einander 
umschliessenden  Conductoren,  die  zu  einander  als  Kiveauflächen 
gehören,  bezeichnet  C,  die  Capacität  des  inneren,  allen  elektri- 
schen Einflüssen  entzogenen  Conductors,  C,  diejenige  des  äusse- 
ren, dann  ist  die  Capacität  dieses  Condensators,  d.  h.  jene  La- 
dung, die  der  innere  Conductor  aufzunehmen  vermag,  wenn  er, 
unter  gleichzeitiger  Ableitung  des  umschliessenden  äusseren  Con- 
ductors zur  Erde,  zum  Potential  Eins  geladen  wird: 

Daraus  folgt:  1)  für  den  Eugelcondensator  in  Uebereinstimmung 

r  r 
mit  Maxwell  C  =  — *— ^ ;  2)  für  den  Cylindercondensator  von 

der  Länge  L  in  Uebereinstimmung  mit  dem  von  Sir  W.  Thomson 
für  ein  Telegraphenkabel  gefundenen  Wert: 


2    logr,  — logr,  ' 
3)   für  einen  ellipsoidischen  Conductor  wie  in  Betti,   Potential- 
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theorie,  freilich  bis  auf  das  Vorzeichen: 

2 


C  = 


J      D 


wenn  D  =  VCäM->l')(6"+A)(c»  +  A),     f  =  d'-c'.      Setzt    man 
X  =  pT—j^    wo  p{u)   die   bekannte  Weierstrass'sche  Function 

ist,  so  ist  C  =  — ,  wenn  A,  =  pi-r)  sich  auf  den  angezogenen 

1 

Punkt  bezieht;  4)  fttr  einen  von  zwei  confocalen  Ellipsoiden 
begrenzten  Condensator,   f&r  welchen  die  Werte  der  Halbaxeo 

a,  fc,  c  bez.  a'  =  Va'+A,,  6'  =  yfc'+i,,  c'  =  Vc'+i,  sind,  ist 

C  = Weiter  ergiebt  sich  hieraus  durch  üebergang  zur 

Grenze  5)  fBr  einen  aus  zwei  confocalen  verlängerten  RotatioDs- 
ellipsoiden  gebildeten  Condensator,  für  den  6  =  c  ist: 

l 

6)  für  einen  aus  zwei  confocalen  abgeflachten  leitenden  Rota- 
tionsellipsoiden gebildeten  Condensator,  für  den  a  =  6  ist: 

^  "  l  /  ' 

arctg  —  —  arctg  ^ 

7)  fttr  einen  Condensator,  der  von  einer  leitenden  Ereisscheibe 
und  einem  dieselbe  in  der  Entfernung  d  umgebenden  leitenden 
Rotationsellipsoide  gebildet  ist: 

a 


C'  = 


arctg  — 


Dieser  Ausdruck  ist  nach  dem  Verf.  fttr  sehr  kleine  Werte  von 
d  angeblich  doppelt  so  gross  wie  die  Capacität  einer  Ereisscheibe 
vom  Radius  a,  die  sich  mitten  zwischen  zwei  unendlichen  ebenen 
Platten  und  zwar  im  Abstände  d  von  jeder  derselben  befindet, 
und  die  nach  Maxwell  gegeben  sein  soll  durch 


i 
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Dies  ist  aber  ein  Irrtum;  denn  im  Maxwell  (-Weinstein),  §  200, 
S.  320  steht  in  Wirklichkeit 

^,       a'      2a,     ^  ,    rf 

Der  daran  geknüpfte  Schluss  ist  also  falsch. 

Endlich  wird  die  Ladung  für  die  zwei  Leiterfiächen  des 
Condensators  bestimmt.  Sie  ist  für  die  äussere  Fläche,  wenn 
dieselbe  auf  dem  Potential  a  gehalten  wird,  die  innere  aber  auf 
dem  Potential  /J,  für  jene  A  =  C'(o— /J),  und  für  die  innere  Fläche: 

B  =  C^ß^C^a-ß).  Hae. 


A.  Heydweiller.     üeber  den  Durchgang  der  Elektricität 
durch  Gase.    3.  Funkenentladungen  von  Condensatoren 

in    normaler    Luft.     Wiedemann  Add.  XLIII.  310-342. 

6.  Kirchhoff,  C.  Neumann  und  Sir  W.  Thomson  haben  be- 
kanntlich die  Gleichungen  für  die  Elektricitätsbewegung  bei  der 
Entladung  eines  Condensators  abgeleitet.  Bezeichnet  q^  die 
Ladung  der  einen  Belegung  eines  Condensators  von  der  Capa- 
cität  c  zur  Zeit  <,  so  ist  die  Differentialgleichung  für  die  Elek- 
tricitätsbewegung in  einem  ununterbrochenen  leitenden  Schlies- 
sungsbogen  vom  Widerstand  r  und  mit  dem  Selbstinductions- 
coefficienten  p  bekanntlich: 

^^^  c    dt    ^"^^dt  J^^  dt     dt'    ■~^- 

Hierin  stellt  das  erste  Glied  die  Arbeit  der  elektrischen  Kräfte, 
das  zweite  die  Joule'sche  Stromwärme,  das  dritte  die  der  Selbst- 
induction  entsprechende  Arbeit  dar.  Die  Gleichung  ist  voll- 
ständig, falls  keine  andere  Arbeit  geleistet  wird. 

Bei     den     angestellten     Versuchen    war    der    Widerstand 

r  >  2y  —  '  Unter  dieser  Bedingung  lautet  die  vollständige  Lö- 
sung   von    (1),    wenn    den    Anfangsbedingungen    g  =  ^o    ^^^ 

^  =  0  für  /  =  0  genügt  wird : 
dt 
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"       2p  r  ^       r»c 
Nimmt   man   die  Richtung   des   positiven  Entladungsstroms   als 
positiv,  so  ist  die  Stromintensität  «^  zur  Zeit  t\ 

*  dt       2apc         ' 

Wenn  aber  der  Schliessungsbogen  durch  eine  Funkenstrecke 
unterbrochen  ist,  so  ist  noch  die  in  dieser  geleistete  Arbeit  in 
die  Gleichung  (1)  einzuführen.  Es  sei  dieselbe  gleich  k,  so  er- 
hält man  für  den  unterbrochenen  Schliessungsbogen  die  Diffe- 
rentialgleichung: 

^"^^  c  dt  ^'^^dtJ^Pdidt'  +Ä-^0. 

Ueber  k  sind   verschiedene  Annahmen   gemacht   worden.     Die 
Prüfung  derselben  scheitert  an  der  Nichtintegrirbarkeit  der  Glei- 
chung (2).     Indessen    lassen   sich   aus    (2)    einige  Folgerungen 
ziehen,  die  mit  der  Erfahrung  vergleichbar  sind. 
Aus  (2)  geht  hervor: 

dt^        p  dt  ^  pc  dq 

^  dt 

Nun  ist  aber  fUr  die  einfache  Entladung  die  Stromintensität 

«j  =  — -^  eine  von  dem  fast  augenblicklich  erreichten  Maximal- 

werte  an  alimählich  abnehmende  Function  der  Zeit,  die  nur  ffir 
den  Beginn  und  das  Ende  der  Entladung  für  f  =  0  mit  t  =  /, 
verschwindet.  Innerhalb  gewisser  hinreichend  weit  von  jenen 
Endwerten  abliegenden  Grenzen  kann  man  sich  daher 

k      _  k 

dq   ""  pt 
^dt 

nach  steigenden  Potenzen  von  (  entwickelt  denken.  Die  Lösung 
von  (2)  hat  dann  die  Form: 

q  =  q^  -1-/4-''*'  +  '^^'  -f  ... 
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und 

t  =  f ,  —  m  —  »i(  —  •  • , 

wo  ly  m,  n  gewisse  von  /  unabhängige  Goefficienten  bezeichnen. 
Daraus  folgt,  in  Uebereinstimmung  mit  früheren  Experimental- 
Untersuchungen  des  Verf.,  dass  die  Intensität  des  Entladungs- 
stromes durch  die  Einschaltung  der  Fuukenstrecke  um  einen 
mit  der  Zeit  wachsenden  Betrag  vermindert  wird.         Hae. 

HeRTz's   experimentS.     Nature  XLIII.  536-538;  XLIV.  12-14,  31-35. 

Eine  populäre  Beschreibung  und  Erklärung  der  Hertz^schen 
Versuche.  Lp. 

E.  CoHN  und  F.  Heerwagen,      üeber  die  Periode  sehr 
schneller   elektrischer   Schwingungen.      Wiedemann    add. 

XLIir.  343-370. 

Die  Entladung  eines  Condensators  durch  einen  Draht  von 
nicht  zu  grossem  Widerstand  ist  bekanntlich  oscillatorisch.  Die 
Periode  der  Schwingungen  ist  bei  verschwindendem  Widerstand 
der  Leitung  durch  die  wohl  zuerst  von  W.  Thomson  aufgestellte 
Formel  gegeben: 

T  =  AnYpc, 
wo  p  den  Selbstinductionscoefficienten  des  Entladungskreises  in 
magnetischem  Mass,  c  die  Capacität  des  Condensators  in  elek- 
trischem Mass  und  A  die  Reductionszahl  der  beiden  Masssysteme 
(das  Reciproke  der  Lichtgeschwindigkeit)  bedeutet.  Die  obige 
Gleichung  hat  sich  als  gültig  erwiesen,  wenn  die  Schwingungs- 
zahlen bis  zu  einer  Million  in  der  Secunde  ansteigen.  Fflr  die 
sehr  viel  schnelleren  Hertz'schen  Schwingungen  war  eine  directe 
Messung  der  äusserst  kleinen  Scbwingungszeiten  bisher  nicht 
gelungen.  Für  die  Bestimmung  dieser  Grössen  gehen  die  Ver- 
fasser daher  von  den  allgemeinen  elektrodynamischen  Grund- 
gleicbungen  des  Hertz'schen  Aufsatzes  aus:  „Die  Kräfte  elektri- 
scher Schwingungen,  behandelt  nach  der  Maxweirschen  Theorie^, 
und  aptiren  dieselben  für  die  von  Lecher  angestellten  Versuche. 
Indem  sie  die  vereinfachenden  Annahmen  machen: 
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a)  die  Energie  beider  Systeme  (Drahtleitang  und  Conden- 
sator)  hat  eine  von  der  Zeit  unabhängige  Summe; 

b)  die  elektromotorische  Kraft  zwischen  den  Drahtenden 
nächst  dem  Gondensator  ist  identisch  mit  der  elektromotorischen 
Kraft  zwischen    den  Condensatorplatten, 

erhalten  sie  für  die  Wellenlänge  l  die  Formel 

^    nz        X 


X        ncq 

worin  q  =  41ogr— J  den  Selbstinductionscoefficienten  der  Län- 
geneinheit der  Paralleldrähte  mit  den  Radien  a  bez.  b  bedeutet. 
Es  wird  gezeigt,  dass  diese  Formel,  wenn  s  klein  gegen  qc  ist, 

iL         fi         1 

in  die  Thomson'sche  Formel  übergeht,  indem  -«r  =  —  =  -j-  ist- 

Die  Lecher'schen  Versuche  werden  einer  Kritik  unterzogen,  unter 
möglichster  Veränderung  der  Versuchsbedingungen  wiederholt, 
und  die  Beobachtungsrcsultate  mit  den  sich  aus  der  Formel  er- 
gebenden verglichen,  wobei  sich  unter  Berücksichtigung  der 
Fehlergrenzen  ein  befriedigendes  Ergebnis  herausstellt. 

Hae. 

V.  Bjbrknes.      Ueber    die    Erscheinung    der    multiplen 
Besonanz   elektrischer  Wellen.      Wiedemann  Ann.    XLiv. 

92-101. 

V.  Bjerknes.     Ueber  den  zeitlichen  Verlauf  der  Schwin- 
gungen im  primären  Hertz'schen  Leiter.   Wiedemaon  Add. 

XLIV.  513-526. 

Durch  Untersuchungen  Über  die  in  einem  Draht  erzeugten 
stehenden  elektrischen  Wellen  sind  die  Herren  Sarasin  und  de 
la  Rive  zu  dem  bemerkenswerten  Resultat  gekommen:  Die  auf 
gewöhnliche  Weise  gemessene  Länge  solcher  Wellen  variirt 
mit  den  Dimensionen  des  secundären  Leiters,  wenn  auch  der 
primäre  Leiter  derselbe  bleibt;  sie  ist  constant  für  einen  und 
denselben  secundären  Leiter,  welches  auch  der  primäre  Leiter 
sei.  Sie  haben  diese  Entdeckung  so  gedeutet,  dass  alle  durch 
die  verschiedenen  secundären  Kreise  beobachteten  Wellen  that- 


\ 
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sächlich  vorbanden  Bind,  dass  also  der  primäre  Leiter,  etwa 
wie  die  Sonne,  Wellen  von  allen  möglichen  Längen  aussendet. 
Die  Erscheinung  haben  sie  als  »multiple  Resonanz"  bezeichnet. 
Herr  Bjerknes  bemüht  sich,  zu  zeigen,  dass  man  die  ausge- 
sprochene Hypothese  der  beiden  Genfer  Physiker  ganz  gut  ent- 
behren kann.  Denn  das  von  denselben  erhaltene  experimentelle 
Resultat  ist  eine  Consequenz  der  beiden  von  Hrn.  Bjerknes  in 
seiner  Experimentaluntersuchung  „Ober  die  Dämpfung  schneller 
elektrischer  Schwingungen"  (Wied.  Ann.  XLIV)  erhaltenen  Zahlen, 
nämlich  /  =  0,26  fllr  das  logarithmische  Decrement  der  Schwin- 
gungen des  primären  und  S  =  0,002  für  das  der  Schwingungen 
des  secundären  Leiters. 

Die  Rechnungen  werden  fttr  ebene  Wellen  im  Lufträume 
durchgeftthrt.  Handelt  es  sich  erstens  um  stehende  elektrische 
Wellen,  so  sei  die  ^2- Ebene  die  reflectirende  Metall  wand.  Ein 
mit  ihr  paralleles  System  ebener  Wellen  komme  von  positiv  un- 
endlich X.  Die  elektrische  Kraft,  welche  in  der  Wellenebene 
liegt,  sei  parallel  der  y-Axe.  Die  aufeinander  folgenden  Wellen 
sollen  nach  einem  Exponentialgesetze  abnehmen,  aber  jede  Welle 
an  sich  soll  sich  mit  unveränderlicher  Höhe  fortpflanzen.  Zur 
Zeit  1  =  0  soll  die  Bewegung  die  ys- Ebene  erreichen.  Die 
elektrische  Kraft  des  einfallenden  Wellenzuges  kann  man  dann 
schreiben: 

Yj  =  a.c-«'-«i*8in(a«  +  a,^). 

Die  Forderung,  dass  sich  jede  Welle  mit  unveränderter  Höhe 
fortpflanzt,  ergiebt: 

öT  ""  «^  ~  *'' 

wo  V  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ist;   aus   der  anderen, 

fllr  i  =  0  bestehenden,  folgt:  für  /  <  —  —    ist     F,  =  0.     * 

Das  logarithmische  Decrement  der  Wellen  ist  bestimmt  durch: 

g)  =  27r-  =  27r^. 
a  a^ 

An  der  Oberfläche  des  Spiegels  ist  nach  der  Maxweirschen 
Theorie   die  elektrische  Kraft  immer  Null.    Die  Gleichung  der 
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reflectirten  Bewegung  wird  deshalb  sein: 

y,  =  —  a.e-«' ■»-«•*  sin  Ca<-a,a?), 
mit  der  Nebenbedingung: 

für  <  <  -     ist    Y,  =  0. 

OB  X 

Also  ist  Y  =  Y.  im  Zeitraum  t  = bis  zu  <  =  — ,     von    da 

an  ist  Y=  Y^  +  Y^.  Aus  der  Annahme,  dass  a^x  nur  kleine 
Werte  bat,  wird  dann 

y,+  y,  =  28[sina,».c-«'co8a« 

geschlossen,  und  dies  ist  der  Ausdruck  fttr  stehende  Schwingun- 
gen  mit  festen  Knoten,  dessen  Discussion  unter  Annahme  eines 
logarithmischen  Decrements  von  y  =  0,26  zu  den  Sarasin-de  la 
Rive'schen  Resultaten  fQr  den  primären  Leiter  fahrt. 

Zweitens  werden  aber  auch  die  Rechnungen  flir  den  secun- 

dären  Kreis  durchgeführt.    In  der  Zeit  /  = bis    /  =  —  ist 

o  o 

die  Elektricitätsbewegung  der  einfallenden  Welle  gegeben  durch: 

qp,  =  i4<5-«'-«'*8in(a<  +  a'  +  a,«)  +  jBe-^'-^"sin  {hi  +  6'  +  b,x). 

Von  da  an  wirken  die  Kraft  der  einfallenden  und  die  der  zu- 
rückkehrenden Welle  gemeinschaftlich,  und  es  ist 

wo  (jp,  aus  qpj  dadurch  hervorgeht,  dass  man  die  Vorzeichen  von 
A^  fi,  a^,  /9i,  a,  und  6,  umkehrt.     Dabei  muss 

und  wegen  der  Anfangsbedingung: 

A  '^  h 
sein.    Auch  dieser  Ausdruck  wird  discutirt,  unter  Rücksicht  auf 
das   logarithmische    Decrement   d  =  0,002,    und   die   Resultate 
stimmen  mit  denen  der  genannten  Genfer  Physiker  überein. 

In  seiner  zweiten  Abhandlung  prüft  Hr.  Bjerknes  von  den 
verschiedenen    Hypothesen    über    die   Elektricitätsbewegung    im 


V 
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primären  Hertz'scben  Leiter  die  in  der  ersten  benutzte  und  zu- 
gleich einfachste,  in  der  die  Entfernung  Tom  Gleichgewichtszu- 
stand gegeben  ist  durch  die  Function: 

F(0  =  i4c-«'sin(a/  +  a'). 
Er  berechnet  das  Decrement  und  kommt  zu  Resultaten,  die  mit 
seinen  Versuchen  in  ziemlicher  Uebereinstimmung  sind. 

Hae. 

H.  PoiNCARE.     Sur  la  r^sonance  multiple  des  oscillations 

bertziennes.     Arch.  scienc.  pbye.  et  nat.  Geneve.  (d)  X.XV.  609-627. 

Diese  Arbeit  schliesst  sich  eng  an  die  Untersuchungen  der 
Herren  Sarasin  und  de  la  Rive  an.  Sie  sucht  deren  Resultat  aus 
der  Annahme  einfach  periodischer  Schwingungen  mit  Dämpfung 
herzuleiten;  ihre  Grundgedanken  sind  dieselben  wie  die  in  den 
Abhandlungen  des  Hrn.  Bjerknes.  Indem  Hr.  Poincar^  an  die 
Arbeiten  von  Hertz  und  an  die  Note  V  seines  Werkes  „^lectri- 
citä  et  optique^  anknüpft,  entwickelt  er  die  Theorie  eines  gerad- 
linigen und  eines  kreisförmigen  Hertz'schen  secundären  Leiters 
bez.  Resonators,  um  aus  derjenigen  des  letzteren  die  Erschei- 
nungen der  multiplen  Resonanz  zu  deuten.  Der  Schluss  der 
Abhandlung  gilt  der  Frage,  warum  bei  den  Experimenten  über 
Interferenz  der  elektrischen  Wellen  die  Abstände  der  Knoten 
der  Periode  des  Resonators,  aber  nicht  der  Periode  des  Vibrators 
entsprechen.  Die  Ergebnisse  seiner  Theorie  sind,  wie  bei  Hrn. 
Bjerknes,  in  Uebereinstimmung  mit  den  Resultaten  der  beiden 
Genfer  Physiker.  Hae. 

H.  PoiNCARE.     Sur  le  calcul  de  la  pöriode  des  excitateurs 

hertzieilS.       Archlves  sc.  phys.  et  nat.  de  Genöve.  (3)  XXV.  5-25. 

H.  PoiNCARi:.     Sur  la  th^orie  des  oscillations  bertziennes. 

0.  B.  CXIII.  515.519. 

Hatte  Herr  Poincarö  in  der  voranstehenden  Abhandlung  aus 
der  Theorie  des  kreisförmigen  Resonators  Schlüsse  für  die  Grösse 
der  Periode  des  Vibrators  zu  ziehen  versucht,  so  gelten  die  oben 
genannten  Abhandlungen  der  Bestimmung  der  Periode  eines  be- 
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liebigen  Vibrators.  In  der  ersten  wird  gezeigt,  dass  die  geeuchte 
Grösse  durch  die  Lösung  des  folgenden  Problems  gefunden 
werden  kann: 

Eine  Zahl  fi  und  sechs  Functionen  X,  Y,  Z,  L,  If,  JV  der 
drei  Coordinaten  x^  y,  z  zu  finden,  die  folgenden  Bedingungen 
genügen: 

1)  Diese  sechs  Functionen  müssen  in  allen  Punkten  des  yod 
dem  Dielektricum  erfüllten  Raumes  analytische  Functionen  sein. 

2)  Wenn  dieser  Raum  sich  bis  ins  Unendliche  erstreckt,  so 
mttssen  dort  die  Functionen  verschwinden. 

3)  In  allen  Punkten  des  Dielektricums  müssen  die  Functionen 
den  Bedingungen  genügen: 

Y     dN    dM    ^ ,.     dz    er 

^       dl      dN      ^  ,„      dX      dZ 
„       dM      dL      w,  ,.,      dY      dX 


wo 


dx       9y '  dx       dy ' 


s^+|r+|2  =  i|  +  |»  +  f=a 


dx       dy       dz        dx       dy        dz 

4)  An  der  Oberfläche  der  Leiter  und  im  besonderen  an  der 
des  Vibrators  ist  der  Vector,  dessen  Gomponenten  X,  F,  Z  sind, 
normal  zur  Oberfläche.  Die  Zahl  fi  und  die  sechs  Functionen 
können  reell  oder  imaginär  sein. 

Wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  und  wenn  man  setzt: 

4nf  =  dem  reellen  Teil  von  6'>'X, 

r    —       n  n  n         n      «A*.c'^MV, 

SO  genügen  die  Gomponenten  f,  9,  h  der  elektrischen  Ver* 
rückung  und  a,  /9,  y  der  magnetischen  Kraft  den  Haxweirschen 
Gleichungen. 
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Man  hat  also  auf  diese  Weise  eine  periodische  elektromag- 
netische Störung  definirt,  die  mit  den  Maxwell'schen  Gleichungen 
verträglich  ist. 

Die  Periode  ist  dann  gleich  2rr  dividirt  durch  den  reellen 
Teil  von  ^. 

Wenn  die  Zahl  fi  selbst  reell  ist,  so  ist  die  Amplitude  der 
Schwingungen  constant.     Die  sechs  Functionen  sind  reell. 

Wenn  fi  imaginär  ist,  so  nimmt  die  Amplitude  nach  einem 
Bxponentialgesetz  ab;  es  giebt  ein  logarithmisches  Decrement, 
das  von  dem  imaginären  Teil  von  fi  abhängt.  Die  sechs  Func- 
tionen sind  imaginär. 

Diese  zwei  Fälle  bieten  sich  dem  Experimentirenden  in  der 
Weise  dar,  dass  entweder  1)  der  Vibrator  in  einem  vollständig 
geschlossenen  Zimmer  mit  leitenden  Wänden  sich  befindet,  wo 
also  der  vom  Dielektricum  erfüllte  Raum  ein  endlicher  ist,  oder 
2)  der  Vibrator  sich  in  einem  unendlich  grossen  Räume  befindet 

Dieser  zweite  Fall  ist  nach  Hrn.  Poincarö's  Meinung  in  den 
Experimenten  von  Hertz,  von  Sarasin  und  de  la  Rive  u.  a.  ver- 
wirklicht worden.  Hr.  Poincar^  tritt  den  Beweis  für  die  Rich- 
tigkeit der  oben  gegebenen  Bedingungen  und  Resultate  nur  für 
den  ersten  Fall  an.  Aber  in  der  an  zweiter  Stelle  genannten 
Note  kommt  er  noch  einmal  auf  den  Oegenstand  zurück  und 
zeigt,  dass  ganz  allgemein  X,  F,  Z  die  reellen  Teile  von 
X'.  c*';  Y\  c*';  Z'.  e*'  sind,  wo  X'  ein  Potential  aus  der  Anziehung 
einer  fingirten  Belegung  auf  der  Oberfläche  des  Leiters,  k  eine  ima- 
ginäre Gonstante  ist.  Im  Innern  des  Leiters  muss  f  verschwinden; 
dort  ist  folglich  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  ein  vollständiges  Differential. 
Wenn  umgekehrt  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  sind  die  elektrische 
Verrückung  und  die  magnetische  Kraft  gleich  Null  im  Innern  des 
Leiters;  die  Kraftlinien  aber  treffen  aussen  senkrecht  auf  die 
Oberfläche  des  Leiters.  Dieser  Grenzbedingung  muss  also  bei 
der  Berechnung  der  Periode  genügt  werden.    *  Hae. 


Fr.  Kolacek.      Zur  Theorie    der    elektrischen    Schwin- 
gungen.    Wiedemano  Ann.  XLIII.  371-384. 
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Der  Verf.  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Schwingungsdauer 
elektrischer  Wellen  bei  Benutzung  eines  Hertz'schen  Vibrators, 
dessen  Materie  unendlich  gut  leitet,  direct  aus  den  Maxwell'scheD 
Gleichungen  herzuleiten.  Das  Problem  ist  für  beliebig  gegebene 
Vibratorformen  nicht  lösbar,  wohl  aber  ist  das  folgende  der 
Rechnung  zugänglich:  „Es  ist  ein  Vibrator  gegeben,  dessen  Ober- 
fläche durch  ein  Rotationsellipsoid  begrenzt  ist.  Der  zwischen 
seinen  congruenten  Hälften  liegende  Schlitz  ist  durch  die  Ober- 
fläche eines  confocalen  Rotationshyperboloids  begrenzt.  Während 
der  Oscillation  existirt  ein  die  Seheitel  der  Hyperboloidfläehen 
verbindender,  unendlich  gut  leitender  Funke,  dessen  Oberfläche 
wir  unbeschadet  der  Genauigkeit  mit  einem  confocalen  Rotations- 
ellipsoid zusammenfallen  lassen  können,  und  dessen  Halbaxe 
fast  gleich  ist  dem  Abstände  der  Brennpunkte." 

Die  schliessliche  Lösung  dieser  Aufgabe  erscheint  abhängig 
von  der  anderen,  die  Differentialgleichung 


in  geschlossener  Form  zu  integriren.  Ein  Versuch,  dies  zu  thun. 
wird  nicht  gemacht.  Wohl  aber  wird  das  Problem  in  dem  leicht 
zugänglichen  Falle  y  =  0  eingehend  behandelt  und  gelöst,  und 
daraus  dann  die  Schwingungsdauer  elektrischer  Wellen  abgeleitet. 

Hae. 


V.  Dvorak.       Zur    Theorie    selbstthätiger    Stromunter- 
brecher.    Wiedemann  Add.  XLIV.  344-376. 

Die  bisherige  Theorie  des  Wagnerischen  Hammers,  wie  sie 
schon  1839  von  Neefi^  aufgestellt  wurde,  ist,  wie  Lord  Rayleigh, 
Koppe  u.  a.  gezeigt  haben,  völlig  verfehlt.  Deshalb  erörtert 
der  Verf.  die  verschiedenen  Umstände,  welche  die  Schwingungen 
des  Hammers  unt(fi*halten,  so  die  Contactrerzögerung,  die  Selbst- 
induction,  den  Einfluss  des  Eisens,,  also  namentlich  die  Abhän- 
gigkeit zwischen  Stromstärke  und  Magnetisirung,  den  Einfluss 
der  Dimension  des  Eisenkerns,  endlich  die  magnetische  Hyste 
resis,  also  diejenigen  Factoren,  die  in  einer  vollständigen  Theorie 
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des  Hammers  zu  berücksichtigen  sind.  Die  Versuche  wurden 
mit  einem  Elsas'schen  Unterbrecher  gemacht,  der  auf  Torsions- 
Schwingungen  eines  elastischen  Drahtes  beruht.  Die  Berechnung 
der  Energie  ergab,  dass  nur  1  Proc.  der  Energie  des  unter- 
brochenen Stromes  notwendig  ist,  um  den  Hammer  in  Schwin- 
gung zu.  erhalten.  Ist  J  die  Stärke  des  Constanten  Stromes, 
während  der  Hammer  ruht,  J'  die  mittlere  Stärke  des  unter- 
brochenen Stromes,  und  nimmt  man  an,  dass  sich  der  Schliessungs- 
extrastrom während  einer  halben  Schwingungsdauer  {-k-j  des 
Hammers  fast  ganz  entwickelt,  so  müsste  man  jedesmal  von  der 
Elektricitätsmenge  des  Hauptstromes  (-^\  diejenige  des  Extra- 
stromes (Jt)  abziehen,  wo  t  =  ^-  die  Zeitconstante,  L  den  Selbst- 
inductionscoefficienten,  R  den  Widerstand  vorstellt.  Es  wäre 
dann  y'=— (-^ — %y     Gerade  die  Zeitconstante  ist  bei  den 

verschiedenen  Zwecken,  denen  der  Hammer  zu  dienen  hat,  ge- 
bührend zu  berücksichtigen.  Hae. 


R.  CoLLEY.    Zur  Theorie  des  RuhmkorflTschen  Apparates. 

Wiedemann  Add.  XLIV.  109-132. 

Es  sollen  die  elektrischen  Vorgänge  in  dem  Inductions- 
apparat  nach  der  Unterbrechung  des  Hauptstroms  auf  theoreti- 
schem Wege  ermittelt,  und  das  Resultat  durch  den  Versuch  ge- 
prüft werden.  Dazu  war  es  nötig,  gewisse  Nebenumstände,  wie 
Rie  in  der  Wirklichkeit  vorkommen  und  das  Problem  compliciren, 
ausser  Acht  zu  lassen.  Deshalb  wurde  der  Einfluss  mehrerer 
Factoren  an  dem  Apparat  absichtlich  vergrössert,  damit  die 
Nebenwirkungen  im  Vergleich  zu  jenen  verschwinden,  und  damit 
die  theoretischen  Vorstellungen  sich  nach  Möglichkeit  mit  der 
Wirklichkeit  decken.  Für  den  primären  Stromkreis  gelten  dann 
die  folgenden  Gleichungen: 


di '  dt 


Fortscbr.  d.  Math.  XXTII.   8. 
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mit  den  Integralen: 

V  =  t,y  .-^c-«'ßin/J(,        t  =  f.e-«'(co8/J/  — J^8in/Jl). 

Hierbei  ist  t  die  Stromstärke,  r  der  Widerstand,  o  das  Potential 
auf  dem  freien  (nicht  mit  der  Erde  yerbandenen)  Ende  des 
Stromkreises,  /  der  Selbstinductionscoefficient,  c  die  Capacität 
des  Condensators;  dieselben  grossen  Buchstaben  sind  die  ent- 
sprechenden Grössen  fQr  den  secundären  Stromkreis;  M  ist  der 
CoeflBcient  der  gegenseitigen  Induction  beider  Stromleiter,  ferner: 

T  die  Periode  einer  vollen  Schwingung. 

FQr  den  secundären  Stromkreis,  wofern  derselbe  geschlossen 
ist,  wird  die  Bewegung  der  Elektricität  durch  die  Gleichung 

dargestellt  mit  dem  Integral 

mm  • 

J   =   -^  (-«-'>" +  «-<"CO8/?0, 

R 

In    dem    complicirteren  Falle   eines   offenen   secundären  Strom- 
kreises gelten  die  Gleichungen: 

Durch  Elimination  von  J  folgt  V  als  Integral  der  Gleichung: 

dt'  '^  L  dt  '^  LC  LC  dt' 

das   drei    verschiedene   Formen   annehmen   kann,   je    nachdem 

Ä*         1 
777  >  2"^,   in   welchem  Falle   das   Integral   aperiodisch,   oder 

Dl  1 

in  ^  7r'    ^°    welchem    Falle    es    periodisch,    oder    endlich 

Ä*        1 

jyr  =  tq  ist.     Dem  entsprechend  hat  auch  J  drei  verschiedene 
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Werte.  Der  nun  folgende  experimentelle  Teil  der  Abhandlung 
pr&ft  die  erhaltenen  Ergebnisse,  yornehmlich  unter  Beobachtung 
der  von  einer  Geissler'schen  Röhre  erhaltenen  Funkenstrecke 
mit  Hülfe  eines  rotirenden  Spiegels.  Hae. 


W.  E.  Ayrton  and  W.  E.  Sumpner.     The  raeasurement 
of   the   power  given  by  any   electric  current  to  any 

CUrreDt.     Lond.  R.  S.  Proc.  XLIX.  424-439.  Gly. 


W.  E.  Ayrton  and  W.  E.  Sumpner.  Alternate  current 
and  Potential  difference  analogies  in  the  methods  of 
measuring  power.  Pbü.  Mag.  (5)  xxxii.  204-210. 


A.  HETDWEnLLER.       Ein    absolutes    ElektrodynanciODCieter 

für  stärkere   Ströme.     Wiedemann  Ann.  XLIV.  533-.549. 

Es  wird  von  dem  von  Maxwell  gegebenen  Ausdruck  fQr  die 
Eraftwirkung  zweier  coaxialen,  parallelen,  vom  Strom  t  durch- 
flossenen  Drabtkreise  ausgegangen,  und  aus  diesem  Ausdruck 
diejenige  zweier  Drahtrollen  abgeleitet.  Hierauf  fusst  der  Verf. 
bei  der  nun  folgenden  Theorie  der  Lord  Bayleigh'schen  Strom- 
wage. Er  benutzt  ftlr  sein  neues  Elektrodynamometer  die  von 
Lord  Rayleigh  angegebene  Anordnung  der  Drahtrollen  und  be- 
schreibt die  Construction  desselben.  Die  Theorie  dieses  neuen 
Apparates  wird  entwickelt,  und  der  Wert  für  die  Stromstärke 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  Hauptfactoren,  einschliesslich  der 
verschiedenen  Correctionen,  abgeleitet.  Hae. 


E.  Ayrton  and  F.  Taylor.     Proof  of  the  generality  of 
certain  formulae  publisbed  for  a  special  case  by  Mr.  Bla- 

kesley.      Phil.  Mag.  (5)  XXXI.  354-358.  [Nature  XLIII.  478.] 

T.  H.  Blaeeslby.      Further    contributions  to   dynamo- 

metry.     Phil.  Mag.  (Ö)  XXXI.  346-354.  [Nature  XLIII.  479.] 
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Berichte  ttber  zwei  Vorträge  in  der  Londoner  Physikalischen 
Oesellsehaft.  Im  Jahre  1888  bat  Hr.  Blakesley  Formeln  bezog- 
lieh  der  Messung  der  Stromstärke  bei  Wechselströmen  mit  HQlfe 
von  Elektrodynamometern  mit  je  zwei  Drahtrollen  yeröffentlicbt 
Die  bei  der  Ableitung  derselben  gemachten  beschränkenden  An- 
nahmen kann  man  fallen  lassen,  ohne  dass  darum  die  Gültigkeit 
jener  Formeln  aufhört.  Der  Gegenstand  der  zweiten  Mitteilung  war, 
zu  zeigen,  was  fbr  physikalische  Grossen  mit  Vorteil  dadurch 
ausgewertet  werden  können,  dass  man  Elektrodynamometer  mit 
zwei  Rollen  niedrigen  Widerstandes  in  elektrischen  Stromkreisen 
benutzt.  Lp. 


J.  Perry.     On  Blakesley's  method  of  measuring  power 

in   transformers.       Natare    XLIY.   142,    Phil.    Mag.   (5)    XXXII. 
185-192. 

Auszug  aus  einem  Vortrage  vor  der  Londoner  Physikalischen 
Gesellschaft.  Hr.  Perry  yerlässt  die  auf  Hopkinson  zurück- 
gehende Beweismethode  und  benutzt  die  ursprQnglichen  MaxwelF- 
sehen  Gleichungen  zur  Herleitung,  wodurch  die  Blakesley'sche 
Formel  als  allgemein  richtig  erwiesen  wird.  In  der  sich  an- 
schliessenden Discussion  sprechen  aber  verschiedene  Redner  sieb 
fQr  das  Hopkinson'sche  Verfahren  aus,  das  allerdings  nur  mit 
einer  neuen  Hypothese  zur  Blakesley'schen  Formel  führe. 

Lp. 


M.  Hutin  et  M.  Leblang.     Sur  nn  moteur   k  courants 
alternatifs.     c.  R.  cxii.  933-936. 

Die  Verfasser  haben  eine  Wechselstrom-Maschine  construirt, 
die  nicht  mit  einem  Commutator  versehen  ist.  Die  Theorie 
dieser  Maschine  wird  kurz  gegeben;  sie  lieferte  bei  einem  Strom, 
der  75  Perioden  in  der  Secunde  hatte,  11  Pferdekräfte  bei 
einem  Nutzeffect  von  78  Proc.  Hae. 
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E.  Karll.     üeber  die  Theorie  der  gleichzeitigen  Schwin- 
gungen zweier  gedämpften  Magnete.  Pr.  (Nr.458)Progymn. 

Trarbach.  18  8.  4°. 

In  Gauss'  Werken,  Bd.  V,  finden  sich  verschiedene  Beob- 
achtungen über  die  gleichzeitigen  Schwingungen  zweier  gedämpf- 
ten Magnete  aufgezeichnet.  Der  Verf.  versucht  von  diesen  Er- 
scheinungen eine  Theorie  zu  geben.  Es  seien  zwei  kreisförmige 
Galvanometer  vorhanden,  deren  Magnete  um  eine  verticale  Axe 
drehbar  sind.  Die  Drahtwindungen  seien  so  gewickelt,  dass  ein 
Strom,  der  in  der  Leitung  fliesst,  beide  Magnete  in  demselben 
Sinne  in  Bezug  auf  ihre  Ruhelage  zu  drehen  strebt.  Ausserdem 
sei  an  dem  einen  Galvanometer  eine  Vorrichtung  angebracht, 
die  es  gestattet,  in  dasselbe  einen  von  den  Multiplicatorwindun- 
gen  isolirten  Kupferring  einzusetzen.  Verbindet  man  alsdann  die 
Multiplicatoren  der  beiden  Galvanometer  leitend  mit  einander,  so 
muss  jeder  Strom,  welcher  die  Leitung  durchfliesst,  gleichzeitig 
auf  die  Bewegung  der  Magnete  beider  Apparate  wirken.  Um- 
gekehrt wird  jede  Bewegung  des  einen  Magneten,  da  durch  die- 
selbe in  den  Multiplicatorwindungen  ein  Strom  inducirt  wird, 
auch  den  Bewegungszustand  des  andern  Magneten  beeinflussen. 

Es  seien  x  bez.  x,  die  Trägheitsmomente  der  Magnete, 
m    „    m^  die  magnetischen  Momente  derselben, 
9    „    9),  die  Ablenkungen  derselben  aus  der  Ruhelage, 
r     ^     r,  die  Schwingungsdauer  bei  geöffneter  Leitung 

und  entferntem  Kupferring, 
T     „     Tj  die  Scbwingungsdauer  bei  geschlossenen  Mul- 
tiplicatoren  und  unterbrochener  Verbindung 
zwischen  denselben, 
r     n     r^  die  mittleren  Radien  der  Drahtwindungen, 
f     n      fi   die  Anzahl  der  Windungen, 

u>  der  Widerstand  des  gesamten  Stromkreises. 

Die  Bewegung  eines  um  eine  verticale  Axe   drehbaren  Körpers 
wird  bestimmt  durch  die  Differentialgleichung: 

(I)  .  $  =  i-B, 
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wenn  SD  die  Samme  der  Drehungsmomente  darstellt,  welche 
den  Körper  aus  der  Ruhelage  zu  entfernen  streben;  diese  letz- 
teren müssen  nun  zuerst  bestimmt  werden. 

Der  erste  Magnet  inducirt  während  des  Zeitelements  di  in 

der  Lage  q>  die  Strommenge  idt  = ~ cos  (p~diy  und  ganz 

analog  der  zweite  Magnet,  wenn  überall  der  Index  1  ange- 
hängt wird.  Der  Strom  t  flbt  nun  auf  den  ersten  Magneten  das 
Drehungsmoment 

(a)  {— jcos'op-^  =  — 2«xco8V-^ 

^'  ir\r/         ^  dt  ^  dt 

aus,  und  auf  den  Magneten  im  andern  Galyanometer  das 
Drehungsmoment : 

,     -  /2f.nm.\r2fnm\  dq>  ^  dq> 

(«i)      -V    V^Jv^^r^^^^^^^^dt  ^  -^^i'^icosycosy,-^. 

Für  die  Drehungsmomente  des  Stromes  t,  lauten  die  entsprechen- 
den Werte: 

(ß)  -  i-(^-^y cos V.  ^  =  (-2M.  +  y')co8 V.  ^ 

und 

(ßi)        —(-^)(cT^-y^^^^  =  ""  2cxcos9>co8y,-''^^ 

In  beiden  Gruppen  stellt  der  erstere  Ausdruck  das  Drehungs- 
moment  der  sogenannten  Dämpfung  dar.  Bevor  der  Verf.  diese 
Werte  (a)  und  (ß)  in  die  Gleichung  (I)  einsetzt,  beschiiesst  er, 
da  diese  Dämpfung  bei  kleinen  Schwingungen   gewöhnlich   der 

Geschwindigkeit  -~  bez.  -—^  proportional  gesetzt  wird,  die  Fac- 

toren  cos*^)  bez.  cos'9,  in  (a)  und  (ß)  der  Einheit  gleich  zu 
setzen.  Damit  ist  doch  offenbar  über  die  Grössenordnung  von 
q>  und  9,  eine  Annahme  gemacht,  die  folgerichtig  auch  für  die 
Drehungsmomente  (a,)  und  (ß^)  gelten  muss.  Der  Verf.  ist  an- 
derer Meinung;  er  erhält,  indem  noch  die  Drehungsmomente 


n^  ,  ,  Ti' 


-x^q>  =^  --xa'fp     und      -  x,  ^^  g>,  =  ~  x^aj^, 


Oapiteld.    Blektricität  nnd  MagDetismas. 


1159 


des  Erdmagnetismus  und  —  q^  -^^  als  Drehungsmoment,  welches 

die  Dämpfung  des  Kupferringes  auf  die  Bewegung  des  zweiten 
Magneten  ausübt,  in  Rechnung  gezogen  werden,  die  simultanen 
Differentialgleichungen : 


(1) 


'  d^  +  ^'  tI  +  "''''  +  2ceo89)co8qp,  ^'  =  0, 


dq>. 


+  2«,    P  +oj9),  +  2c,co89)C089),    T-  =  0; 


d(p 


dt 


dl 


diese  gehen  fOr  kleine  Schwingangea  in  die  anderen  Aber: 


(2) 


dt 
dt' 


0. 


Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  wird  nun  dazu  über- 
gegangen, das  System  (1)  dahin  zu  modificiren,  dass  es  sich  den 
Untersuchungen  von  Gauss  anpasst.  Gauss  benutzte  einen  kräf- 
tigen 25 -pfundigen  Magneten,  auf  der  Sternwarte,  und  einen 
4 -pfundigen,  im  magnetischen  Observatorium  zu  Gottingen  be- 
findlich. Mit  Rücksicht  auf  die  verschiedene  Stärke  dieser  bei- 
den kann  man  die  inducirende  Wirkung  des  schwächeren  im  Ver- 
gleich zu  der  des  stärkeren  vernachlässigen.  Dadurch  fällt  der 
vierte  Summand  in  der  ersten  Gleichung  von  (1)  fort;  ausserdem 
wird  cosqPi  =  1  im  vierten  Summanden  der  zweiten  Gleichung 
von  (1)  gesetzt.     Es  lautet  demnach  (1): 


(3) 


f$+2.^  +  aV  =  0, 


dt' 


+  2e,  -^  +  oJqp,  + 2c,  cos  flp^  =  0. 


dq)  


Für  n  =  yö*— e'  ergiebt  sich: 

(4)  qo  =  i4e-«(co8(«0+  — 8>n(nO)- 

Nehmen  die  Schwingungen  nur  langsam  ab,  so  ist  8  eine  kleine 
Grösse,  und  man  kann  q>  =  ile~"cos(n()  setzen.  Wird  dieser 
Wert  nun  in  die  zweite  Gleichung  von  (3)  eingeführt,  so  geht 
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dieselbe  in  die  andere  über: 

(5)  ^^  +2«  -J^  +  a]q>,  =  ^^coB{Ae-^coB(nt))Ae'^*sm(nt). 

In  bekannter  Weise  wird  die  rechte  Seite  zuerst  gleich  Null  gesetzt 

und  daraus  g>^  =  B,«-*''co8(fi,0+B,«~*''8in(nii)  für  n,  =  ya\ — «J 
abgeleitet,  alsdann  dieser  Wert  in  (5)  eingeführt,  um  B^  und  B^ 
zu  ermitteln.  Ein  recht  complicirter  Ausdruck  ist  das  Resultat, 
aus  dem  sich  aber  Werte  ergeben,  die  mit  den  Beobachtungen 
von  Gauss  (Werke  V,  535-536)  in  Uebereinstimmung  sind. 

Es  wird  dann  der  Fall  untersucht,  wie  der  zweite  Magnet 
sich  unter  Einwirkung  des  vom  ersten  Magneten  inducirten 
Stromes  bewegt,  wenn  er  ohne  Einwirkung  desselben  in  Folge 
einer  sehr  starken  Dämpfung  in  aperiodische  Bewegung  gerät. 

Der  Schluss  gehört  der  Untersuchung  des  Falles  von  sehr 
kleinen  Schwingungen,  wo  also  das  System  von  Differential- 
gleichungen (2)  gilt.  Sowohl  g>  als  q>^  sind  dann  Integrale  der 
folgenden  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  mit  constanten 
Goefficienten : 

für: 

«  +  «i  =  2p,     a^  +  a]-\-4B€^—4cc^  =  6g, 
i^a^+ea]  =  2r,     a*a\  =  *. 

Die  Integrale  lauten: 

1=4  •=♦ 

q>  =  2:A^^^i'    und    9,  =  2:Bie^i*, 

WO  die  li  die  Wurzeln  der  Gleichung: 

sind.  Die  Bestimmung  der  Integrationsconstanten  mit  RQcksicbt 
auf  die  Magnete  wird  zuletzt  noch  geleistet.  Hae. 


E.  Beltrami.      CoDsiderazioni    sulla    teoria  matematica 

del   magnetismo.    Bologna  Mem.  (5)  I.  409-453;  Cimento  (3)  XXX. 

222-230.  (Forte,  folgt  1892.) 

Die   umfangreiche   Abhandlung    erscheint   im   wesentlichen 
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als  eine  Ueberarbeitung  bereits  früher  yeröffentlicbter,  wobei 
aber  vor  allem  zu  bemerken  ist,  dass  die  Grundanschauung  von 
der  magnetischen  Polarisation  an  die  Stelle  der  Coulomb-Poisson'- 
schen  vom  magnetischen  Molecfil  getreten  ist.  Dadurch  ergeben 
sich  natürlich  in  der  Darstellung  mannigfache  Veränderungen, 
doch  ist  der  Hauptinhalt  dargelegt  durch  die  Referate  in  den 
F.  d.  M.  XVI.  1884.  996-1000  und  1000-1005;  XV.  1883.  862; 
XVII.  1885.  1022-1026.  Hae. 


P.  Janet.  Sur  raimantation  transversale  des  conduc- 
teurs  magn^tiques.    (Suite.)    Almeida  J.  (2)  x.  20-33. 

Hauptsächlich  Beschreibung  der  Versuche  zur  Bestätigung 
der  im  ersten  Teile  entwickelten  Formeln  (vgl.  F.  d.  M.  XXII. 
1890.  1092).  Lp. 

F.  Bachmbtjew.     Einige  Erscheinungen  des  remanenten 

Magnetismus.     Ezner  Rep.  XXYII.  147-175. 

Wir  erwähnen  von  den  Resultaten  der  Arbeit  nur  den  aus 
Versuchsergebnissen  gefundenen  und  durch  theoretische  Ueber- 
legungen  erläuterten  Satz:  „Der  normale  Magnetismus  jener 
Elektromagnete,  deren  Axen  keine  geschlossenen  Curven  bilden, 
findet  seinen  Ausdruck  in  dem  arithmetischen  Mittel  zweier  In- 
ductionsströme,  welche  beim  einfachen  Schliessen  des  Haupt- 
stroms und  bei  dessen  Schliessen  in  entgegengesetzter  Richtung 
als  vorher  erhalten  werden  *".  Lp. 

G.  Adler,  üeber  den  magnetischen  Arbeitswert  von 
Substanzen  veränderlicher  Magnetisirungszabl,  insbe- 
sondere von   Eisen.     Wien.  Her.  C.  469-492. 

Bezeichnen  E,  F,  O  die  nach  den  rechtwinkligen  Coordi- 
natenaxen  genommenen  Gomponenten  der  im  Felde  herrschenden 
Magnetkraft  H\  J  die  Intensität  des  magnetischen  Moments,  das 
unter  Wirksamkeit  dieser  Kräfte  in  der  Volumeneinheit  erzielt 
wird;   A^  £,  C  die  Gomponenten  desselben;   (/,  H)   den  Winkel 
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zwischen    den    Richtungen    beider;    endlich   k^  =  ~    den    dem 

schliesslich  erreichten  magnetischen  Momente  entsprechenden 
Wert  der  (mit  J  veränderlichen)  Hagnetisirungszahl  i,  und  0 
einen  mit  J  veränderlichen  echten  Bruch,  so  wird  zuerst,  indem 
der  Verf.  einem  von  W.  Thomson  angegebenen  Gedankengange 
folgt,  für  den  Arbeitswert  der  vollzogenen  Polarisirung  der  mag- 
netischen Substanz  der  Ausdruck  abgeleitet: 

(1)  W=-f[i{AE  +  BF+CG)+rQ-  -p^)]dr. 

Ein  zweiter  Weg  ergiebt  W  in  der  Form: 

(2)  W  =  —  fjHcoB(J,  H)df>^jy  ÄcosCff,  J)dJdv, 

(20  =  -  if  Jffco8(J,  ff)dr  +/j]  [/'  ^f  -  ,^j-]  de, 

und  zwar  stellt  J^A  /    — .     —  ^,- 1  den  Einfluss  der  Veränder- 

liehkelt  der  Magnetisirungszahl  auf  den  Arbeitswert  dar.  Die 
Discussion  des  letzteren  wird  an  der  Hand  des  Werteverlaufs 
der  Magnetisirungszahl  k^  als  Function  des  magnetischen  Moments 
aufgefasst,  gefuhrt.  Es  zeigt  sich  weiter,  dass,  wenn  man  bei 
der  Magnetisirung  einen  vollständigen  Ereisprocess  ausführt,  der 
Betrag  dissipirter  Energie  für  je  1  cm*  polarisirter  Substanz  ge- 
geben ist  durch: 


D  =  ^''JXt  -  ^'>'^ 


0 


wo  k  den  Wert  von  -=■  beim  Aufsteigen,  k*  den  beim  Absteigen 

u 

der  magnetisirenden  Kraft  H  bezeichnet,  beide  Male  in  jenem 
Augenblicke,  wo  das  magnetische  Moment  J  denselben  Bruch- 
teil 6J^  des  grossten  bei  Ausführung  des  Processes  erreichten 
Wertes  J^  besitzt.  Die  angestellten  Betrachtungen  haben  zur 
wesentlichen  Voraussetzung,  dass  die  Temperatur  des  Systems 
sich  nicht  ändert.     Es  ist  also  W  das,  was  v.  Helmholtz  als  die 
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freie  Energie  des  Systems  bezeichnet.     Die  Totalenergie  ist  ge- 
geben durch 

f/=  W+TS, 
wo  T  die  absolute  Temperatur,    S   den    zugehörigen  Wert   der 
Entropie  bedeuten.    Unter  Benutzung  v.  Helmholtz'scber  Grund- 
gleichungen aus  der  Thermodynamik  ergiebt  sich: 

U  =  -/!fco,(J,  H)dH+/'r.  ^^-i--«^(J'  ")^'ä, 


0 


und  dies  wird  auf  die  Theorie  des  thermomagnetischen  Motors 
angewandt.  Hae. 

G.  Adler.     Ueber  eine  Bestimmungsmethode  der  Mag- 
netisirungszahl  fester  Körper  mittels  der  Wage.    Wien. 

Ber.  C.  897-913. 

Durch  Rechnung  lässt  sich  zeigen,  indem  der  Verf.  die  Re- 
sultate seiner  vorhergehenden  Abhandlung  benutzt,  dass  man 
am  einfachsten  die  Magnetisirungszahl  aus  der  mechanischen 
Anziehung  einer  Substanz  im  Magnetfelde  bestimmen  kann,  wenn 
man  der  Substanz  die  Gestalt  eines  sehr  langen  und. sehr  dQnnen 
Drahtes  giebt,  von  welchem  ein  im  Verhältnisse  zu  seiner  Dicke 
sehr  langes  Stück  in  ein  homogenes  Magnetfeld  der  Art  ragt, 
dass  die  Kraftlinien  desselben  parallel  der  Längsaxe  des  Stabes 
verlaufen,  während  der  andere  Endquerschnitt  desselben  sich 
an  Orten  befindet,  wo  die  Magnetkraft  bereits  verschwindend 
kleine  Werte  hat.  Der  Betrag  der  in  dieser  Anordnung  den 
vorderen  Endquerschnitt  für  die  Flächeneinheit  angreifenden  Zug- 
kraft ergiebt  sich  unter  Annahme  einer  veränderlichen  Magneti- 
sirungszahl: 

oder 


^.  -  ^  «• + (S  -/■  ^^). 


wo  die  Klammer  bei  Substanzen  von  unveränderlicher  Magneti- 
sirungszahl fortfällt,  da  alsdann  ft  =  A^  =  constant  ist. 


1164  XI.  AbBcbnitt    MathemBtitche  Physik. 

Quincke  bat  eine  andere  Versuchsanordnnng  messend  ver- 
folgt, in  der  die  L&ngsaxe  des  Stabes  die  Kraftlinien  des  homo- 
genen Magnetfeldes  senkrecht  durchsetzt.  Ist  fbr  diese  die  mag- 
netische Zugkraft  p,,   so  ist  ^  =  l-{-2nk^  för  Körper  von  eon- 

k  £f' 

stanter  Magnetisirungszahl ,  indem  für  solche  p,  =  -~         ^^      ^ 

ist.  Hae. 


I.  Fröhlich.     Wechselseitige  Anziehungen    und  Äbstos- 
sungen  gleichzeitig  schwingender    Elementarmagnete. 

ÜDgar.  Ber.  IX.  90-137. 

Sind  die  Dimensionen  von  n  Magneten  klein  im  Verhältnis 
zu  ihren  gegenseitigen  Entfernungen,  kann  man  dieselben  also 
als  Elementarmagnete  betrachten,  und  sind  dieselben  so  aufge- 
hängt,  dass  sie  in  der  stabilen  Gleichgewichtslage  zu  einander 
parallel  liegen  und  daher  mit  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittel- 
punkte einen  und  denselben  Winkel  bilden,  so  ttben  die  Magnete 
auf  einander,  also  auch  längs  der  Geraden,  auf  welcher  ihre 
Mittelpunkte  liegen,  translatorische  Kräfte  aus,  welche  abstossende 
Kräfte  sind,  d.  h.  welche  die  Mittelpunkte  der  Elemente  von  ein- 
ander zu  entfernen  streben.  Wenn  nun  die  Elemente  des  Systems 
Schwingungen  vollziehen,  so  werden  die  eben  genannten  Kräfte 
sich  ändern.  Es  fragt  sich,  ob  bei  dieser  Aenderung  auch  eine 
anziehende  Kraft  auftreten  kann.  Wird  vorausgesetzt,  dass  die 
Schwingungsamplituden  der  Elementarmagnete  sehr,  klein  sind, 
und  dass  die  Perioden  der  Schwingungen  der  einzelnen  Elemente 
im  Verhältnis  zu  den  gewöhnlichen  Zeiteinheiten  sehr  klein  sind, 
dass  somit  eine  grosse  Anzahl  von  Perioden  einzelner  Schwin- 
gungen vergehen  muss,  bis  die  gegenseitige  Entfernung  der  Mittel- 
punkte in  Folge  der  Aenderung  der  translatorischen  Kräfte  sich 
merklich  ändert,  so  kommt  der  Verfasser  unter  anderen  zu  fol- 
genden Resultaten: 

Bei  einem  aus  einer  beliebigen  Anzahl  von  fi(=s  2ft  bez.  2&-{-l) 
Elementen  bestehenden  System  sind  die  Schwingungen  der  ein- 
zelnen Elemente  aus  der  Summe  von  n  einzelnen  harmonischen 
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Schwingungen  zusammengesetzt.  Von  den  n'  Schwingungsampli- 
tuden sind  nur  n  von  einander  unabhängig.  Diese  n  unabhän- 
gigen Amplituden  kann  man  so  wählen,  dass  sie  k  Bedingungen 
erfüllen,  die  gelten  müssen,  wenn  die  von  den  Schwingungen 
abhängigen  Teile  der  translatorischen  Kräfte  Anziehungskräfte 
sind.  Aber  man  kann  auch  über  diese  n  Amplituden  in  anderer 
Weise  verfttgen,  so  dass  sie  ebenfalls  k  Bedingungen  erfüllen,  die 
besteben  müssen,  wenn  die  von  den  Schwingungen  abhängigen 
Teile  der  translatorischen  Kräfte  abstossende  Kräfte  sind. 

Hae. 

J.  A.  EwiNG.      Magnetic    induetion    in   iron  and   other 

metals.     London.  Electrician  office.  XVn[  +  351S. 

Das  Buch  enthält  eine  vollständige  Uebersicht  über  die 
neueren  Untersuchungen  im  Gebiete  der  elektrischen  Induetion 
und  stellt  sie  in  einer  durchaus  klaren  und  lesbaren  Form  dar. 
Vergl.  Nature  XLVII.  460-461.  Gbs.  (Lp.) 


J.  A.  EwiNG.     Tbe  molecular  process  in  magnetic  indue- 
tion.      Nature  XLIV.  .566-572. 

Ein  Freitagabend -Vortrag  in  der  Royal  Institution,  in  welchem 
ein  reicher  Gebrauch  yon  den  graphischen  Methoden  gemacht  ist. 

Lp. 

Th.  H.  Blakeslbt.       Tbe    Solution    of    a    geometrical 

problem   in   magnetism.      Nature  XLIII.  191  und  Phll.  Mag.  (5) 
XXXI.  281-284. 

„Gegeben  sind  die  beiden  Pole  eines  Magneten  und  eine 
seine  verlängerte  Axe  unter  rechtem  Winkel  schneidende  Gerade; 
den  Punkt  zu  bestimmen,  wo  die  Gerade  zu  dem  Felde  parallel 
ist.^  Ist  0  der  Schnittpunkt  der  Geraden  mit  der  Verbindungs- 
linie MN  der  beiden  Pole  M  und  iV,  P  der  gesuchte  Punkt  der 
Geraden,  ferner  PO  z=  d^  OM  =  w,  ON  =  n,  so  findet  der  Verf. 
d  aus  der  Gleichung: 
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oder  aus: 

cosh  3Ö  =  —^ —  ,     -^ —  =  cosh  ö. 

Setzt  man  OC  =  ^  (Olf  +  OJV)  =  I,    bo    ist   för    co8hö=:i|/o: 

Z.OCP  ^  40^23' 10". 

Lp. 

Sir  W.  Thomson.     On  electrostatic  Screening  by  gratings, 
nets,    or    perforated    sheets    of    conducting    material. 

LoDd.  R.  S.  Proc.  XLIX.  405-418. 

Sir  W.  Thomson.     On  variational  electric  and  magnetic 

Screening.     Lond.  R.  S.  Proc.  XLIX.  418-424.  ciy. 


W.  G.  Adams.  Comparison  of  simultaneous  magnetic 
disturbances  at  several  observatories  and  determina- 
tion  of  the  value  of  the  Gaussian  functiona  for  those 

observatories    (Abstract).     Lond.  R.  S.  Proc.  L.  129-130. 

Die  vollständige  Abhandlung  ist  veröffentlicht  in  Phil.  Trans. 
CLXXXIIL  (A)  (1892).  131-139  und  betrifft  hauptsächlich  einen 
grossen  magnetischen  Sturm,  der  am  24  und  25.  Juni  188ö  ein- 
trat; für  ihn  wurden  aus  17  Sternwarten  photographische  Dia- 
gramme erhalten.  Gly.  (Lp.) 


Weitere  Litteratur. 

Th.  Schwartze.     Eiektricität  und  Magnetismus  als  Be- 
wegungsformen,    erklärt     nach    der     gyroskopischen 

Theorie.    Berlin.  Dierig  und  Siemens.  47  S.  8°. 

W.  Crookes.     Electricity  in  relation  to  science.     Nature 

XLV.  63-64. 

S.  P.  Thompson.     The  electro-magnet  and  electro-mag- 

netic   mechanism.    London.  £.  and  F.  N.  Spon.  [Nature XLV.  73-75.] 
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W.   E.  Ayrton.     Note  on  rotatory  currents.    Nature  XLV. 

191-192. 

W.  Voigt.     Modelle  zur  Theorie  der  Piezo-  und  Pyro- 

elektricität.    Naturf.  Ges.  Halle  LXIY.  35-39. 

W.   Stschegljajew.       Vielfache    Resonanz    elektrischer 

Wellen.     Arb.  d.  phys.  Section  d.  kais.  Ges.  der  Freunde  der  Na* 
tarkande.    Moekao.  Bd.  IV.  Hft.  2.  3-5. 

R.  CoLLKY.      Zur  Theorie   der    RuhmkorflTschen   Induc- 

tionsroUe.      Phys.  Ges.  St.  Petersb.  XXIII.  1891.  7-29. 

W.  TDrin£.  Ueber  den  Einfluss  magnetischer  und  elek- 
trischer Kräfte  auf  die  Concentration  von  Lösungen. 

Phys.  Ges.  St  Petersb.  XXIII.  1891.  101-122. 

W.  MiCHELSON.  üeber  die  Vielfältigkeit  der  mechani- 
schen Theorien    physikalischer  Erscheinungen.      Phys. 

Ges.  St.  Petersb.  XXIII.  1891.  415-427. 

J.  Borgmann.  Einige  Versuche  mit  elektrischen  Schwin- 
gungen.    Phys.  Ges.  St.  Petersb.  XXIII.  1891.  458-468. 

D.  Goldhammer.      Die   elektromagnetische   Theorie   des 

Lichtes.     Kasan  Ber.  (2)  I.  81-165,  193-233,  261-302. 

N.  Slüginow.  Bemerkung  über  die  Zahl  der  Com- 
binationen  galvanischer  Elemente.    Kasan  Ber.  (2)  1.257-258. 

A.  MoKRiTZKY.  Der  Mechanismus  der  Naturerscheinun- 
gen. Kurze  Darstellung  der  Theorie  der  physikali- 
schen Erscheinungen.    Kiew.  1891.  1-26. 
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Capitel  4. 

Wärmelehre. 

A.     Mechanische  Wärmetbeorie. 

R.  Clausiüs.     Die  mechanische  Wärmetheorie.     2.  Aufl. 
III.  Bd.,   herausgeg.   von  M.  Planck  and   C.  Palfrich. 

2.    Lieferung.     Braunschweig.  F.  Vieweg  u.  Sohn.  S.  49-264-  S\ 

Die  Yorliegeade  Lieferung  bringt  das  dreibändige  Werk  zam 
Abschluss.  Der  Inhalt  des  dritten  Bandes,  die  kinetische  Theorie 
der  Gase,  ist  nach  einem  vom  Verf.  hinterlassenen  Entwarf  von 
den  Herausgebern  mit  grosser  Pietät  bearbeitet  worden.  DiV 
zweite  Lieferung  enthält  Abschnitt  II:  „lieber  die  mittlere  We^- 
länge  der  Gasmolecüle*",  Abschnitt  III:  „Ueber  die  innere  Reibuc^' 
der  Gase",  Abschnitt  IV:  „Ueber  die  Wärmeleitung  gasförmiger 
Körper".  Der  dritte  Abschnitt  ist  neu,  die  beiden  anderen  sin>] 
Neubearbeitungen  der  in  Pogg.  Ann.  CV  und  CXV  erschienenem 
Abhandlungen. 

In  einem  Anhange  werden  noch  acht  andere  Abbandlangei: 
des  Verfassers  beigefügt,  die  inhaltlich  mit  der  kinetischen  Gas- 
theorie  verwandt  sind,  und  von  denen  die  sechs  ersten  urspran^^- 
lich  in  Pogg.  und  Wiedem.  Ann.  erschienen  waren,  die  beiden 
letzten  aber  bisher  nur  in  französischer  Sprache  existirten. 

Sbt. 


J,  Parker.     Elementary  Thermodynaraics.    Cambridge.  jJuI- 

versity  Press.  VIIH-408  8.  8^ 

Der  Verf.  hat  seinem  Buche  den  Titel  „elementare"  Thermo- 
dynamik nicht  etwa  deswegen  gegeben,  weil  auf  die  HQlfsmitte.' 
der  höheren  Mathematik  verzichtet,  sondern  weil  die  Unter- 
suchung der  elektrischen  und  magnetischen  Erscheinungen  aas 
geschlossen  wird.  Er  behandelt  in  sechs  Capiteln:  I.  die  Er- 
haltung der  Energie,  II.  die  vollkommenen  Gase,  lU.  Carnot's 
Princip,   IV.    die  Anwendungen   von   Camot's  Princip,   V.   das 
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thermodynamiscbe  Potential,  VI.  die  Anwendungen  desselben. 
Sehr  eingebend  wird  das  Carnot'scbe  Prineip  erörtert,  und  von 
besonderem  Interesse  ist  dabei  die  Untersuchung  der  thermo- 
dynamischen  Fragen,  die  die  Bewegung  unseres  Sonnensystems 
betreffen.  [In  Nature  XLV.  314-315  erfahren  die  ersten  Ab- 
schnitte dieses  Buches  eine  etwas  strenge  Beurteilung;  das  Werk 
enthält  jedoch  zweifelsohne  manches  wertvolle  Material,  obschon 
die  in  jener  Anzeige  hervorgehobenen  Mängel  nicht  abzuleugnen 
sind.    6bs.  (Lp.)]  Sbt. 


Report  of  a  Comrüittee  . . .  on  the  present  State  of  our 
knowledge  of  thermodynamics,  especially  with  regard 
to  the  seeond  law.  Part  I.  Researches  relating  to 
the  connection  of  the  seeond  law  with  dynamical 
principles.     Drawn  up  by  G.  H.  Bryan.     Brit.  Ass.  Rep. 

(1891).  85-122. 

Der  gegenwärtige  Bericht  handelt  ausschliesslich  von  den 
Versuchen,  die  man  gemacht  hat,  um  den  zweiten  Hauptsatz  aus 
rein  mechanischen  Principien  herzuleiten.  Die  Methoden,  mittels 
deren  man  das  Problem  in  Angriff  genommen  bat,  werden  nach 
der  folgenden  Ordnung  eingeteilt  und  besprochen:  I.  Die  Hypo- 
these der  „stationären"  oder  „quasiperiodischen"  Bewegungen, 
die  von  Glausius  und  Szily  angenommen  wurde.  II.  Die  Hypo- 
these der  „monocyklischen  Systeme"  von  Herrn  von  Helm- 
holtz  und  ähnliche  Annahmen.  III.  Die  statistische  Hypothese 
der  Herren  Boltzmann,  Clerk  Maxwell  und  anderer  Schriftsteller 
über  die  kinetische  Gastheorie.  6bs.  (Lp.) 


C.  Neumann.     Bemerkungen  zur  mechanischen  Theorie 

der    Wärme.      Leipz.  Ber.  XLIII.  75-156. 

Eine  beliebig  gegebene,  homogene  oder  heterogene,  Substanz 
M  (die  z.  B.  auch  aus  mehreren  räumlich  getrennten  Teilen  be- 
stehen kann)  mag  unter  dem  Einfluss  irgend  welcher  äusserer 
mechanischer  und  calorischer  Einwirkungen  irgend  welchen  lang- 

Fortschr.  d.  Math.  XXIII.   3.  74 
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samen  oder  schnellen  oder  auch  tumnltaarischen  Kreispri^ 
cess  ii  durchlaufen.  Ueberhaupt  soll  dieser  Process  i2  Tollir 
unbekannt  sein,  bis  auf  den  einen  Umstand,  dass  er  ein  Kreis* 
Process  ist,  dass  also  die  Substanz  M  zu  Ende  desselben  s't  < 
wieder  in  genau  demselben  Zustande  befindet,  wie  £o  Anfan. 
des  Processes.  Ob  dieser  zu  Anfang  und  zn  Ende  yorhandeii^ 
Zustand  ein  Ruhe-  oder  Bewegungszustand  ist,  bleibt  dabiu- 
gestellt. 

Jene   äusseren    calorischen  Einwirkungen    mögen   darin  bv- 
stehen,    dass  der  Substanz  M  während  des  Processes  ß  dare. 
successive    Berührung   mit   irgend    welchen    constanten   Wanne 
quellen  ©j,  0,,  . . .,  ö^,  ^i®  Wärmequantitäten  g,,  9,,  .  -  -,  ^,  zujj 
fahrt  werden.     Alsdann  findet  stets  die  Formel  statt: 

vorausgesetzt,  dass  man  unter  ^j,  i9,,  . . .,  ^^  die  constanten  ar»- 
soluten  Temperaturen  jener  Wärmequellen  ©,,©,,...,  ©^  verstell 

Völlig  falsch  wird  es  sein,  unter  ^^  ^2,  . . .,  ^,  die  Tempe- 
raturen der  Substanz  M  selber  zu  verstehen.  Wollte  man 
z.  B.  unter  &^  die  Temperatur  der  Substanz  M  zn  der  Zeit  ver- 
stehen, während  welcher  sie  mit  ©,  in  Contact  ist,  so  wQrde 
dies  zwei  Fehler  involviren. 

Erstens  nämlich  hat  die  Temperatur  von  M  Oberhaupt  ic 
keinem  Augenblick  einen  einheitlichen  Wert.  Denn  sie  wird  im 
allgemeinen  ungleichförmig  sein,  d.  h.  in  einem  gegebepes 
Augenblicke  in  verschiedenen  Punkten  der  Substanz  sehr  ver- 
schiedene Werte  haben  können. 

Wollte  man  nun  aber  (um  diesen  Fehler  zu  corrigiren)  anter 
^,  die  Temperatur  verstehen,  welche  die  Substanz  M  während 
ihrer  Berührung  mit  ©.  speciell  an  derjenigen  Stelle  besitzt,  a-j 
welcher  die  Berührung  stattfindet,  so  würde  dies  immer  noch 
fehlerhaft  sein.  Denn  der  Process  fl  ist  möglicherweise  eiL 
schnell  ablaufender,  tumultuarischer  Process.  Und  dann  wird 
die  Temperatur  der  Substanz  M  an  jener  Berührungsstelle  be- 
trächtlich   höher   oder  beträchtlich  tiefer    sein    können    als    die 

vou   ©4. 
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Anders  gestalten  sich  die  Dinge,  wenn  man  voraussetzt,  der 
Proeess  Q  verlaufe  unendlich  langsam,  und  ferner  voraussetzt, 
die  Temperatur  der  Substanz  M  bleibe  während  des  Processes 
fortdauernd  gleichförmig,  sie  sei  also  eine  blosse  Function 
der  Zeit.  Alsdann  nämlich  kann  man  in  jener  Formel  unter 
^jjö",,...,  ^^    nach    Belieben    die    Temperaturen    der    Quellen 

®i>  ®a»  •••»  ®n  ^^^^  ^^^^  *"^^  diejenigen  Temperaturen  verstehen, 
welche  die  Substanz  M  selber  während  ihrer  Berührungen  mit 
jenen  Quellen  successive  besitzen  wird.  Denn  die  einen  sind 
alsdann  offenbar  mit  den  andern  identisch. 

Auch  wird  in  jener  Formel,  falls  man  an  den  so  eben  ge- 
nannten beiden  Voraussetzungen  festhält,  das  Zeichen  ^  durch 
=  zu  ersetzen  sein. 

Air  diese  Sätze  repräsentiren,  zusammengenommen,  dasjenige 
Theorem,  welches  nach  Ansicht  des  Verfassers  aus  den  Clau- 
si  US 'sehen  Untersuchungen,  soweit  dieselben  den  sogenannten 
zweiten  Hauptsatz  betreffen,  in  Wirklichkeit  sich  ergiebt.  Der 
Verf.  bemerkt  dabei  (gleich  zu  Anfang  seines  Aufsatzes),  dieses 
Theorem  sei  bis  jetzt  niemals  in  deutlicher  Weise  ausgesprochen 
worden,  weder  von  Clausius  selber,  noch  von  irgend  einem  an- 
dern Autor.  Vielmehr  sei  dasselbe  bis  jetzt,  seinem  eigentlichen 
Inhalte  nach,  mehr  oder  weniger  in  Nebel  gehüllt  geblieben. 
Und  aus  diesem  nebelhaften  Zustande  erkläre  es  sich,  dass  die 
von  demselben  gemachten  Anwendungen  zum  Teil  sehr  bedenk- 
licher Natur  seien.  Auch  erkläre  sich  aus  diesem  Umstände  die 
ungeheure  Divergenz  der  Ansichten  über  den  ganzen  Gegenstand. 
Denn  während  einige  Autoren,  wie  Gibbs,  Duhem,  Planck,  den 
sogenannten  zweiten  Hauptsatz  als  ein  sicheres  und  festes  Fun- 
dament ansehen,  haben  andere,  wie  z.  B.  Bertrand,  denselben  für 
ein  Wahngebilde  erklärt. 

Noch  sei  bemerkt,  dass  der  Verf.  im  weiteren  Verlauf  seines 
Aufsatzes  auf  mancherlei  schwache  Punkte  der  mechanischen 
Wärmetheorie  aufmerksam  macht,  namentlich  auf  die  Additions- 
sätze  der  Energie  und  Entropie,  und  dass  er  schliesslich  näher 
eingeht  auf  die  Theorie  der  Dissociation.  N. 

74* 
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P.   DuuEM.     Bar  les  ^qaations  g^n^rales  de  la  Thermo- 

dynamiqne.      Ann.  de  rfic.  Norm.  (3)  VIII.  231-266. 

In  der  Absicht,  nach  den  klassischen  Arbeiten  von  Clansius, 
Massieu,  Gibbs,  y.  Uelniholtz,  v.  Oettingen  auch  seinerseits  eine 
systematische  Darstellang  der  allgemeinen  thermodynamischen 
Gleichungen  zu  geben,  betrachtet  der  Verf.  ein  System,  dessen 
Zustand  durch  eine  Anzahl  von  beliebigen  Parametern,  nämlich 
die  in  allen  Punkten  gleiche  Temperatur  &  und  n  andere  unab- 
hängige Veränderliche  a,  ßj  ...,  ^,  bestimmt  ist  Bei  einer  un- 
endlich kleinen  Aenderung  derselben  leisten  die  Kräfte,  die  das 
System  im  Gleichgewicht  halten,  eine  virtuelle  Arbeit 

Ada-{-Bdß+Cdy+  •••  +  LöX+GS^, 

Sind  il,  £,...,  L,  0  als  Functionen  von  a,  /?,...,  A,  ^  bekannt, 
so  kennt  man  die  Gleichgewichtsbedingungen  des  Systems.  Bei 
einer  unendlich  kleinen  Aenderung  der  Parameter  wird  eine 
Wärmemenge  entwickelt: 

dQ  =  _(Ä^do  +  fi^d/J  +  ßydy  +  --  +  Rxd^  +  Cd^), 

rj  r  r  a 

WO  Ra  =-r.    — -^  u.  8.  w.    (V  die  innere  Energie,  E  das  mecha- 

nische  Wärmeäquivalent).  Sind  die  „calorischen  Coefficienten'' 
Ray  . . .,  Rii  C  bekannt,  so  kennt  man  den  thermischen  Gleich- 
gewichtszustand des  Systems. 

Wenn  das  System  den  beiden  Hauptsätzen  genfigen  soll,  so 
müssen  die  beiden  Grössen 

und 


Ra     j.     I       Rß       JA    .  t         C 


^«  +  -FT^  rf/J  +  . .  •  +  ^^  d& 


vollständige   Differentiale    sein.      Die    Grössen  A  etc.    müssen 
von  der  Form  sein: 

^  =  g^,     ß  =  ^    ,    ...,    ©  = />(of, /?,...,  A,  1^), 

wo  %  eine  Function  sämtlicher  Parameter  und  /V  von  %  unab- 
hängig ist.     Es  zeigt  sich,   dass,  wenn  il,  B,  . . .,  L,  0  bekannt 
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sind,  dann  auch  Ra^  ...,  Rx  zu  berechnen  sind,  aber  nicht  die 
Wärmecapacität  C;  zur  vollständigen  Bestimmung  des  thermi- 
schen Zustandes  ist  notwendig  und  hinreichend,  dass  die  Reihe 
von  Werten  bekannt  ist,  die  C  für  ein  besonderes  System  von 
a,  /?,...,  X  und  für  jeden  Wert  von  &  annimmt. 

Sind  die  thermischen  Grössen  gegeben,  so  lassen  sich  die 
mechanischen  Grössen  il,  ß,  ...,  L,  @  nicht  eindeutig  bestimmen. 

Die  bei  einer  beliebigen  isothermischen  Aenderung  nicht 
compensirte  Arbeit  ist  (dem  Zeichen  nach  entgegengesetzt)  gleich 
einer  Function  des  Zustandes  des  Systems,  die  „thermodynami- 
sches  Potential^  genannt  wird.  Das  System  ist  dann  im  Gleich- 
gewicht, wenn  es  sich  in  solchem  Zustande  befindet,  dass  das 
thermodynamische  Potential  ein  Minimum  ist. 

Kennt  man  das  innere  thermodynamische  Potential 

als  Function  von  a,  /9,  ...,  >t,  ^  und  ausserdem  die  Function 
0  = /v^,  80  lassen  sich  die  mechanischen  Grössen  A^  ...,  L, 
ferner  aber  auch  die  Energie  U^  die  Entropie  S  und  die  calori- 
schen  Coefficienten  R  durch  die  ersten  und  zweiten  Derivirten 
von  %  ausdrücken,  so  dass  das  System  mechanisch  wie  thermisch 
vollkommen  bestimmt  ist. 

Wählt  man  statt  der  Parameter  a,  /9,  . . . ,  A,  ^  die  Kräfte 
A^  Bj  .  ..y  L  und  die  Temperatur  ^  als  unabhängige  Veränder- 
liche, so  giebt  es  wieder  eine  Function  ^(-4,  B^  ,  ..^  L,  ^),  durch 
deren  erste  und  zweite  Derivirte  sich  die  Parameter  a,  /9,  ...,  A, 
aber  auch  die  Energie,  Entropie  und  alle  calorischen  Coefficienten 
ausdrücken  lassen.  *  Sbt. 


G.  MoRERA.     Sulla  equazioni  fondameutali  della  termo- 

dinamica.     Rom.  Acc.  L.  Read.  (4)  VII3.  54-58;  Noovo  Gimento  (3) 
XXX.  208-221. 

G.  MoRBRA.     Sulla  capacitk  termiche  dei  vapori.       Rom. 

Acc.  L.  Rend.  (4)  Vlla.  119-125. 

Sind  X  und  y  zwei  beliebige  unabhängige  Veränderliche,  die 
den  Zustand  eines  Körpers  bestimmen,    und  sind  der  Druck  p, 
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das  Volumen  v  and  die  Temperatur  t  als  FuDCtionen  von  x  and 
y  bekannt,  so  l&sst  sich  die  charakteristische  Function  Massieu's 
H  aus  der  partiellen  Differentialgleichung 

d{x,yyd(x,y) 

bis  auf  eine  willkürliche  Function  der  Temperatur  berechnen. 
Ferner  ergiebt  sich  dann  die  Entropie  aus  der  Gleichung 

dix^y)'d(x,y) 

und  demnächst  die  Energie  E  mittels  der  Formel:  E  =  tu  —  H, 
Für  die  specifischen  Wärmen  endlich  gelten  die  Ausdrücke: 

t  ö(x,  y)   d{x,  y) )  K  d(x,  y)   d(x,  y)  ) 

Von  diesen  Formeln  macht  der  Verf.  in  der  zweiten  Mitteilung 
Gebrauch  zur  Bestimmung  der  specifischen  Wärme  der  Dämpfe. 
Die  charakteristische  Gleichung  derselben  wird  in  der  von  Clau- 

sius  gegebenen  Form  p  = .    ,Li  angenommen  und  bis 

c— a       [p+p) 

zum  Zustande  der  Sättigung  als  gültig  vorausgesetzt;  für  0  =  00 

soll  der  Dampf  die  Eigenschaften  vollkommener  Gase,  also  con- 

staute  specifische  Wärmen  x  und  y  haben.     Der  Verf.  findet 

wo  J  das  mechanische  Wärmeäquivalent;  ferner: 


1- 


Die  Formeln  werden  auf  den  Aetherdampf  angewandt,  wobei 
sich  schliesslich  ergiebt,  dass  für  dessen  specifische  Wärme  bei 
constantem  Druck  der  Wert  0^40  zu  setzen  ist,  der  mit  dem 
von  Wiedemann  bestimmten  Werte  0,398  gut  übereinstimmt 
(aber  nicht  mit  dem  von  Regnault).  Sbt. 
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G.   MoüRET.      Representation    gßomdtrique   des   change- 
ments  physiques  et  chirniques  des  corps.     Almeida  J.  (2) 

X.  253-268. 

Der  Artikel  enthält  eine  Erläuterung  der  Methode,  deren 
sich  Hr.  W.  Gibbs  bedient,  um  die  Aenderungen  homogener  oder 
aus  homogenen  Körpern  gebildeter  Systeme  geometrisch  zu  ver- 
anschaulichen. Ist  u  die  innere  Energie,  v  das  Volumen,  s  die 
Entropie,  so  wird  der  Inbegriff  aller  Zustände,  deren  das  System 
fähig  ist,  durch  eine  Fläche  repräsentirt  in  Bezug  auf  ein  ortho- 
gonales Coordinatensystem,  dessen  drei  Axen  die  m  •  Axe,  die 
r-Axe  und  die  *-Axe  sind.  Jede  auf  dieser  „thermodynami- 
schen  Oberfläche"  des  Hrn.  Gibbs  gezeichnete  Curve  stellt 
einen  umkehrbaren  Vorgang  dar.  Die  Durchführung  aller  be- 
züglichen Betrachtungen  muss  in  dem  Aufsatze  selbst  nach- 
gelesen werden.  Lp. 

Pröll.    Mitteilungen  über  graphische  Darstellung  thermo- 
dynamischer  Gleichungen.    Civiliog.  xxxvil.  477-479. 

Der  Verfasser  beschreibt  zunächst  die  Brauer^sche  Con- 
struction  der  sogenannten  polytropischen  Curve  po**  =  C,  wo  v 
Abscisse,  p  Ordinate  sein  soll,  und  leitet  hieraus  eine  Construc- 
tion  der  Doerfel'schen  Charakteristik  ab.  F.  K. 


W.  Ostwald.     Studien    zur    Energetik.    Leipz.  Ber.  XLiii. 

271-28Ö. 

Die  Einführung  des  absoluten  Masssystems,  dessen  Grund- 
einheiten die  der  Länge,  Zeit  und  Masse  sind,  bat  nach  dem 
Verf.  nicht  den  gewünschten  Erfolg  in  der  Gesamtheit  der  phy- 
sikalischen Wissenschaften  gehabt;  denn  es  ist  nicht  möglich, 
alle  Grössen  in  denselben  auszudrücken,  beispielsweise  nicht  die 
Temperatur  oder  chemische  Verwandtschaft  oder  elektriscbe 
Spannung.  Der  Fehler  liegt  darin,  dass  die  Masse  als  Grund- 
einheit behandelt  ist;  ausser  den  beiden  Anschauungsformen 
Raum  und  Zeit  hat  allein  die  Energie  auf  diese  Stellung  An- 
spruch, denn  sie  allein  ist  es,  die  ausser  jenen  beiden  allen  Ge- 
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bieten  gemeinsam  ist     Sie  ist  mehr  als  ein  mathematischer  Be- 
griff, sie  bat  reale  Existenz,  und  die  Ausarbeitung  einer  Energetik, 
d.  h.  Lehre  von  der  Energie,    ist  bei  dem  heutigen  Stande  der 
Wissenschaft  eine  unabweisiiche  Forderung.     Die  Masse  ist  weiter 
nichts  als  ein  Factor,  und  zwar  der  „Capacitätsfactor^  (der  zu 
dem  „Intensitätsfactor"  der  Energie  hinzutritt)  einer  besonderen 
Form,    nftmlich    der    kinetischen    oder    Bewegungsenergie,    also 
jedenfalls  von  untergeordneter  Bedeutung.     In  der  Mechanik  hat 
sich  der  Energiebegriff  schon  eine  herrschende  Stellung  errungen, 
wie   die   grossen  Principien  derselben  darthun.     Es  ist  nun  die 
Aufgabe,  allgemeingültige  Sätze  zu  finden,  die  fQr  das  Gesamt- 
gebiet  der  Physik  und  Chemie  die  Bedeutung  haben  wie  jene 
Principien    für    die  Mechanik.     Einen  solchen  Satz  kündigt  der 
Verf.  in  folgender  Form  an:  „Damit  ein  beliebige  Energieformen 
enthaltendes  Gebilde   sich    im   Gleichgewicht   befindet,    ist  not- 
wendig und  zureichend,    dass    bei  jeder   mit   den  Bedingungen 
des  Gebildes    vertrSglichen  Verschiebung  desselben  die  Summe 
der   entstehenden    und    verschwindenden   Energiemengen   gleich 
Null  ist". 

Führt  man  bei  den  mechanischen  Begriffen  statt  der  Masse 
die  Energie  (e)  als  Grundeinheit  ein,  so  ergiebt  sich  zunächst, 
dass  die  Dimensionen  sich  übersichtlicher  darstellen  lassen  als 
nach  der  alten  Weise;  man  erhält  z.  B.  für  die  Masse  W~^/'. 
Rewegungsgrösse  el-^t^  Kraft  e./~*,  Oberflächenspannung  e./~l 
Druck  e./~^,  Effect  c.(-i.  Für  die  elektrischen  Begriffe  war  die 
alte  Bestimmung  nicht  nur  unübersichtlich,  sondern  incorrect. 
Man  hat  hier,  ebenso  wie  auf  anderen  Gebieten,  nocb  eine  vierte 
Grösse  als  Grundeinheit  willkürlich  zu  bestimmen,  z.  B.  einen 
der  Factoren  der  Energie,  etwa  die  elektromotorische  Kraft,  die 
Temperatur  u.  s.  w.  SbL 

AI.  Planck.     Ueber  das   Princip  der   Vermehrung  der 

Entropie.    Vierte  Abhandlung.       Wiedemano  Add.    xlit. 

:iN>  -  4-Js. 

Bei  der  allgemeinen  Bedeutung,  die  dem  Princip  der  Ver- 
mehrung der  Entropie  zuzuschreiben  ist,  müssen  sich  mit  dessen 
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Hfllfe  ffir  alle  möglichen  physikalischen  und  chemischen  Vorgänge 
die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  und  der  Richtung  einer  ein- 
tretenden Veränderung  ermitteln  lassen.  Verf.  hat  froher  (Wiede- 
mann  Ann.  XXX-XXXII,  s.  F.  d.  M.  XIX.  1887.  1166)  die  An- 
wendbarkeit  des  Princips  auf  thermische  und  chemische  Pro- 
cesse  untersucht;  in  der  vorliegenden  Abhandlung  prüft  er  die- 
selbe für  elektrochemische  Vorgänge  und  findet  sie  in  allen 
Punkten,  wo  die  Erfahrung  eine  Entscheidung  zulässt,  bestätigt. 

Es  wird  ein  System  von  elektrischen  Leitern  betrachtet,  die 
so  verbunden  sind,  dass  an  keiner  Stelle  sich  mehr  als  zwei 
Leiter  gleichzeitig  berühren;  das  System  soll  im  mechanischen 
Gleichgewicht,  von  überall  gleicher  Temperatur  und  von  einem 
Isolator  von  derselben  Temperatur  umgeben  sein.  (Der  elek- 
trische Einfluss  des  Isolators  kommt  nicht  in  Betracht,  da  die 
Beschaffenheit  der  an  ihn  grenzenden  Leiterflächen  stets  unge- 
ändert  bleiben  soll.)  Eine  hinreichende  Bedingung  des  Gleich- 
gewichts ist  die,  dass  es  keine  Zustandsänderung  des  Systems 
giebt,  bei  der  die  Gesamtentropie  vermehrt  würde. 

Werden  nur  solche  Veränderungen  berücksichtigt,  die  auch 
in  entgegengesetzter  Sichtung  erfolgen  können,  so  nimmt  die 
Gleichgewichtsbedingung  die  Form  an: 

wo  S  die  Gesamtentropie  des  Leitersystems,  ü  dessen  Energie, 
A  die  gegen  äussere  Kräfte  geleistete  mechanische  Arbeit  und 
^  die  Temperatur  bedeutet.  Für  elektrische  Zustandsänderungen 
kann  man  ^  als  constant  annehmen  und  erhält  dann: 

d(U—^S)  +  A  =  0. 
Für  die  Bewegung  der  Elektricität  in  einem  einzigen  homo- 
genen Leiter  folgt  daraus,  dass  die  Potentialfunction  im  ganzen 
Leiter  constant  ist.  Für  den  Uebergang  einer  Elektricitätsmenge 
von  einem  Metall  zum  anderen  ergiebt  die  Gleichung  einen  Aus- 
druck für  die  Potentialdifferenz,  der  das  Volta'sche  Spannungs- 
gesetz ausspricht,  nämlich:  y, — q>^  =  (**i — «i)— (^^a-'«2)' 
Die  auftretende  Wärmetönung  erweist  sich  proportional  der 
Differenz  der  elektrischen  Entropie  beider  Metalle:  n  =  ^C*,— *,)• 
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Da  nun  zwar  n  direet  beobachtet,  aber  die  elektromoleenlaren 
Energien  u^  und  u,  nicht  ohne  weiteres  bestimmt  werden  kl^nnen, 
so  giebt  die  Theorie  Ober  die  Potentialdifferenz  9,—^,  keinen 
bestimmten  Äufschluss. 

Viel  weiter  gehende  Schlüsse  lassen  sich  fttr  verdfinnte  Lö- 
sungen ziehen,  da  deren  Entropie  und  Energie  durch  thermo- 
dynamische  Untersuchungen  bereits  bekannt  sind.  Die  Anwen- 
dung der  Gleichung  J(r— dS)-f-il  =  0  auf  ungleichmässig 
concentrirte  Elektrolyten  führt  zu  Tollkommener  Uebereinstim- 
mung  mit  den  Resultaten,  die  der  Verf.  früher  aus  den  Wir- 
kungen des  osmotischen  Druckes  (nach  der  von  Nernst  begrün- 
deten Theorie)  abgeleitet  hat.  Auch  für  unpolarisirbare  Elek- 
troden ergeben  sich  Resultate,  die  sich  mit  denen  der  Nemsf- 
schen  Theorie  decken  und  auch  mit  der  Heimholtz'schen  Theorie 
der  Concentrationsketten  übereinstimmen.  Die  für  yollkommen 
polarisirbare  Elektroden  gefolgerten  Sätze  decken  sich  teilweise 
mit  den  Theorien  von  Lippmann,  y.  Helmholtz  und  Warburg 
und  werden  am  Schluss  der  Abhandlung   mit  diesen  verglichen. 

Sbt 

L.  Natanson.      Thermodynamische    Bemerkungen. 

Wiedemaon  Add.  XLII.  178185. 

Der  Verf.  macht  zunächst  den  Vorschlag,  die  totale  innere 
Energie  U  in  drei  Teile  einzuteilen:  die  „innere  thermische  Ener- 
gie^ 6r,  die  „innere  mechanische  Energie"  J  und  die  „innere 
potentielle  Energie"  K.  Er  begründet  diesen  Vorschlag  damit, 
dass  bei  einer  elementaren  (umkehrbaren)  Veränderung  äQ  (die 
aufgenommene  Wärme  gleich  dG-\-dR)  der  inneren  thermischen 
Energie  von  aussen  zugeführt  wird,  dR  (die  „transformirte 
Wärme"  gleich  dK  +  dV)  aus  innerer  thermischer  in  innere  po- 
tentielle Energie  verwandelt  wird,  dV  (die  „transformirte  Arbeit** 
gleich  dJ-\-dW)  aus  innerer  potentieller  in  innere  mechanische 
Energie  verwandelt  und  endlich  dW  (die  äussere  Arbeit)  auf 
Kosten  der  inneren  mechanischen  Arbeit  nach  aussen  abgegeben 
wird.  Die  beiden  Hauptsätze  der  mechanischen  Wärmetheorie 
können  dann  in  folgende  P^rm  gebracht  werden:  „Durch  Wärme- 
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zufuhr  wächst  die  innere  thermische  Energie,  durch  Wärmeum- 
satz  nimmt  sie  ab.  Durch  Wftrmeumsatz  wächst  die  innere  po- 
tentielle Energie,  durch  Arbeitsumsatz  nimmt  sie  ab.  Durch 
Arbeitsumsatz  wächst  die  innere  mechanische  Energie,  durch 
Arbeitsleistung  nimmt  sie  ab^. 

Der  Verf.  beschäftigt  sich  ferner  mit  dem  dreifachen  Punkte, 
der  die  zusammengehörigen  Werte  der  Temperatur  und  des 
Druckes  darstellt,  .wo  eine  Substanz  in  den  drei  Aggregatzuständen 
zugleich  existirt.  (Für  Wasser  z.  B.  ist  i  =  O^OOTß'»  C.  und 
p  =  4,57  mm).  Bedeuten  tj^,  v^,  c,  die  Volumina  der  Massen- 
einheit der  Substanz  in  jedem  der  drei  Zustände,  ferner  pa  und 
tj  p(,  und  /,  pc  und  t  die  zusammengehörigen  Werte  von  Druck 
und  Temperatur,  die  man,  vom  dreifachen  Punkte  ausgehend, 
längs  der  Verdampfungs-,  Sublimations-  und  Schmelzcurve  an- 
trifft, so  wird  folgende  „charakteristische  Gleichung  des  drei- 
fachen Punktes"  gefunden: 


(-3-V3)%-  +  (..-0^f   +(..-O%-=0. 


Sbt. 


E.   RiECKE.       Das    thermische    Potential    für    verdünnte 

Lösungen.     Wiedemann  Ann.  XLII.  483-501. 

Abdruck  aus  Gott.  Nachr.  1890;  vgl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  1167. 


Th.  Gross,      üeber    den  Beweis  des  Princips   von   der 

Erhaltung   der    Energie.      Berlin.  Mayer  u.  Müller.  56  S.  8^ 

Eine  erkenntnistheoretische  Studie,  die  auf  eine  Verherr- 
lichung Robert  Mayer's  und  eine  Verurteilung  der  Helmholtz'- 
schen  Herleitungen  des  Princips  der  Energie  hinauskommt. 

Sbt. 

Th.  Gross,     üeber  die  Principien   der  Thermodynamik 
chemischer  Vorgänge.    Exner  Rep.  xxvii.  451-470. 

Der   Verf.   will   hier  versuchen,    neue   Principien   für   die 
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Thermodynamik  chemischer  Vorgänge  zu  entwickeln,  weil  er 
die  bezüglichen  Sätze  und  Theorien  von  Thomsen  und  Berthelot 
sowie  des  Hm.  von  Helmholtz  für  unrichtig  hält;  jedoch  behält 
er  sich  ihre  Ergänzung  vor.  Lp. 


Berthelot.     Sur  Tunitö  calorimötrique.     Aimeida  J.  (-2)  x. 
ioy-171. 

Gegenüber  den  neueren  Vorschlägen  zur  Definition  der 
„Calorie''  wünscht  der  Verf.  die  Beibehaltung  der  alten  als  die 
einem  Gramm  Wasser  zur  Temperaturerhöhung  von  0*  auf  1" 
zu  liefernde  Wärmemenge.  Lp. 


H.  A.  LoRENTz.     Sur  la   th^orie  mol^culaire  des  disso- 

lutions    diluöes.    Arch.  Neerl.  XXV.  107-130. 

Auf  eine  sehr  verdünnte  Lösung  wirke  in  verticaler  Rich- 
tung eine  äussere  Kraft,  welche  in  allen  Punkten  einer  IIori> 
zontalebene  den  nämlichen  Wert  hat,  jedoch  mit  der  Höhe 
variirt  und  ausserdem  für  die  Masseneinheiten  des  Lösungs- 
mittels und  des  gelösten  Stoffes  verschieden  ist.  Betrachtet  man 
nun  einen  cylindrischen  Raum  mit  verticaler  Axe,  welcher  von 
zwei  Horizontalebenen  begrenzt  wird,  und  dessen  Querschnitt 
die  Flächeneinheit  sei;  sind  P,  P'  die  Werte  des  osmotischen 
Druckes  in  den  begrenzenden  Querschnitten,  f^  die  äussere  Kraft, 
welche  auf  die  Molekeln  des  gelösten  Stoffes  in  jenem  Baume 
wirkt,  /j  diejenige  Kraft,  welche  auf  die  durch  diese  Molekeln 
verdrängte  Menge  des  Lösungsmittels  ausgeübt  werden  würde, 
so  findet  man  mit  Zubülfenahme  von  semipermeablen  Membranen: 

Versucht  man  nun  dieselbe  Relation  aus  dem  Spiel  der  molecu- 
laren  Kräfte  herzuleiten,  so  ergiebt  sich,  dass  hierzu  die  beiden 
nachstehenden  Hypothesen  erforderlich  sind:  1.  Eine  gelöste 
Molekel  besitzt  durchschnittlich  dieselbe  kinetische  Energie  wie 
eine  Gasmolekel  bei  derselben  Temperatur.  2.  Die  betrachtete 
Menge  des  gelösten  Stoffes  erfährt  vom  Lösungsnaittel  eine  Kraft, 
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welche  von  derselben  Grösse  ist,  aber  von  entgegengesetzter 
Richtang  wie  die  äussere  Kraft,  die  auf  die  verdrängte  Menge 
des  Lösungsmittels  wirken  würde.  Im  weiteren  werden  daher 
diese  Annahmen  gemacht.  Eine  gelöste  Molekel  im  Inneren  der 
Flüssigkeit  erfährt  im  allgemeinen  keine  resultirende  Kraft;  in 
der  Oberfläche  jedoch  wirkt  auf  jede  solche  Molekel  nach  einer 
bekannten  Betrachtungsweise  eine  nach  dem  Inneren  der  Flüssig- 
keit hin  gerichtete  Kraft,  wodurch  die  Concentration  in  der  Ober- 
flächenschicht abnehmen  muss,  bis  dieselbe  unmerklich  wird. 
Diese  Kraft  soll  den  kinetischen  Druck  des  gelösten  Stoffes  im 
Gleichgewicht  halten.  Es  wird  dadurch  erklärt,  warum  die  Mo- 
lekeln des  gelösten  Stoffes  sich  nicht  an  der  Verdampfung  be- 
teiligen. Parallel  der  Oberfläche  wird  nun  im  Inneren  der 
Flüssigkeit  und  in  solcher  Entfernung,  dass  in  den  Punkten 
dieser  Fläche  die  Concentration  der  Lösung  mit  derjenigen  im  In- 
neren noch  gerade  übereinstimmt,  eine  neue  Fläche  gelegt.  Aus 
der  so  erhaltenen  Oberflächenschicht  wird  ein  Cylinder  vom 
Querschnitt  Eins  abgegrenzt  und  das  Gleichgewicht  des  darin 
vorhandenen  Stoffes,  sowie  in  einem  ähnlichen  Baume  des  von 
Dampf  erfüllten  Gebietes,  betrachtet.  Es  gelingt  dadurch,  die 
Formel  für  die  Dampfdruck  Verminderung  und  in  gewissem  Masse 
auch  diejenige  für  die  Gefrierpunktserniedrigung  darzuthun. 
Schliesslich  stellt  der  Verf.  einige  Betrachtungen  an  über  die 
Wirkungsweise  gewisser,  zum  Teil  fictiver,  semipermeabler  Mem- 
branen. Mo. 


D.  J.  KoRTEWEG.     La  thöorie  g^nörale   des   plis   et   la 
surface  xp  de  van  der  Waals  dans  le  cas  de  symdtrie. 

Arch.  N6erl.  XXIV.  295-368. 

Die  1//- Fläche  ist  von  van  der  Waals  in  die  mechanische 
Wärmetheorie  eingeführt  in  einer  in  den  Arch.  N^erl.  XXIV 
veröffentlichten  Abhandlung.  Bekanntlich  lassen  sich  aus  der- 
selben in  einfacher  Weise  die  Phasen  herleiten,  welche  in  einem 
Gemisch  zweier  Stoffe  coexistiren  können.  Der  Verfasser  unter- 
sucht in  dieser  Abhandlung  die  Aenderungen,  welche  jene  Fläche 
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erfährt,  wenn  die  Temperatur,  der  das  Gemiseh  ausgesetzt  ist, 
fortwährend  abnimmt. 

Im  ersten  Teil  wird  ein  kurzer  Abriss  der  Theorie  der 
Falten  und  der  Falten-  und  Osculationspunkte  einer  Fläche  ge- 
geben, und  die  Beziehung  zwischen  den  drei-  und  vierfachen 
Tangentialebenen  und  den  genannten  Punkten  erörtert.  Insbe- 
sondere wird  die  Aufmerksamkeit  auf  das  Erseheinen  einer  drei- 
fachen Tangentialebene  gelenkt,  indem  eine  Falte  mit  ihrem 
Faltenpunkte  einer  zweiten  Falte  sich  nähert,  und  auf  die  Bil- 
dung einer  Nebenfalte  in  der  Nähe  einer  Hauptfalte,  weil  diese 
Erscheinungen  bei  der  v^- Fläche  am  häufigsten  Yorzukommen 
scheinen. 

Der  zweite  Teil  ist  descriptiv;  die  Erscheinungen  sind  ab- 
hängig von  den  relativen  Werten  der  Coefficienten  in  der 
van  der  Waals'schen  Gleichung 


(p  +  ^)(«'-6)  =  MRT, 


wo 

a  =  a,  (1— aj)'-|-2o,,«(l— a;)-f  a,«', 

b  =  6,(l_^)'  +  26,,x(l-x)+  b,x\ 

wenn  mit  x  der  Bruchteil  der  Anzahl  der  Molekeln  bezeichnet 
wird,  mit  welchem  der  eine  Stoff  in  dem  Gemisch  enthalten  ist. 
Im  Fall  der  Symmetrie  ist  a^  =  a„  b^  =  b„  so  dass  die  beiden 
Stoffe  den  nämlichen  kritischen  Druck  und  gleiche  Temperatur 
haben.  Der  Fall,  wo  ajj>a^  =  a„  d.  h.  wo  die  Anziehung  der 
heterogenen  Molekeln  grösser  ist  als  die  der  gleichartigen,  ist  der 
einfachste.  Auf  der  i^-Fläche  findet  sich  sodann  für  b^^^b^  =  6, 
nur  die  transversale  Falte;  für  b^^>b^  =6,  besteht  auch  eine 
longitudinale.  Das  Auftreten  dieser  Falten  und  einer  dreifachen 
Tangentialebene  bei  tiefer  Temperatur  wird  angegeben. 

Der  zweite  Fall,  wo  0,3  <  «i  =  «j  fordert  ausführlichere 
Darlegungen.  Sinkt  die  Temperatur,  so  erscheint  die  longitudi- 
nale Falte  stets,  die  transversale  nur,  wenn  aj,<:|-a„  in  zwei 
Teilen,  welche  allmählich  sich  einander  nähern.  Nur  wenn 
^la^W^n  vereinigen  sich  die  beiden  Teile  bei  der  kritischen 
Temperatur  zum  Gemisch  gleicher  molecularer  Mengen. 
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An  der  longitadinalen  Falte  entsteht  stets  bei  bestimmter 
Temperatur  eine  Nebenfalte.  Diese  Erscheinungen  werden  mittels 
Figuren  qualitativ  dargestellt;  es  ergiebt  sich,  dass  dieselben  in 
verschiedener  Weise  sich  gestalten  nach  dem  Werte  des  Ver- 
hältnisses a^^:a^.  Das  Hervortreten  der  Falten  und  die  Aende- 
rung  der  Falten-  und  Osculationspunkte  findet  bei  bestimmten 
Temperaturen  statt,  die  näher  betrachtet  werden.  Insbesondere 
wird  die  vorhergehende  Theorie  an  dem  Gemisch  aus  Aether 
mit  Wasser  erläutert. 

Der  dritte  Teil  enthält  die  mathematischen  Entwickeluugen, 
auf  welche  die  Ergebnisse  des  vorhergehenden  Abschnittes  sich 
stützen.  Die  Gleichung  des  Zweiges  der  connodalen  Gurve  mit 
symmetrischen  Gonnoden  wird  untersucht.  Ebenfalls  werden  die 
spinodale  Gurve  und  die  Faltenpunkte  bestimmt.  Der  andere 
Zweig  der  connodalen  Gurve  ist  zu  verwickelter  Natur,  um  mathe- 
matisch ganz  verfolgt  zu  werden;  doch  lassen  sich  die  Eigen- 
schaften desselben  mittels  der  allgemeinen  Theorie  der  Falten 
im  allgemeinen  finden.  Schliesslich  werden  die  Grenzen  be- 
stimmt, zwischen  denen  das  Verhältnis  a^^ia^  enthalten  sein 
muss,  damit  eine  vierfache  Tangentialebene  an  die  v^- Fläche 
gelegt  werden  kann,  wodurch  die  Aufsuchung  solcher  Stofife  er- 
möglicht wird,  die  in  einer  Mischung  in  vier  verschiedenen 
Phasen  coexistiren  können.  Mo. 

D.   T.   KoRTEWEG.      On    Van    der    Waals's    isothernial 

equation.      Nature  XLV.  152-154. 

J.  D.  VAN  DER  VVaals.       De    grootte   der    drukking    bij 
coexisteerende  phasen  van  mengsels,  in  het  bijzonder 

bij    ZOUtoplossingen.      Amst.  Verel.  en  Meded.  (3)  VIII.  409-447. 

Nach  der  van  der  Waals'schen  Theorie  mtlssen  in  dem 
Falle,  wo  in  einem  Gemische  zweier  Substanzen  zwei  Phasen 
coexistiren,  ausser  T  und  p  für  die  beiden  Phasen  noch  zwei 
andere  Functionen   der  Grössen   F,  T,  x   gleichen  Wert   haben, 
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nämlich 

(^^)        und      tp^x(^-)      +    V 

WO  mit  V  die  freie  Energie  bezeichnet  wird  und  die  Grösse  x 
den  Bruchteil  der  ganzen  in  der  Phase  vorhandenen  Anzahl  Ton 
Molekeln  bedeutet,  mit  welchem  jeder  Stoff  in  die  Mischung 
eingeht.  Mit  Hülfe  der  in  den  Arch.  N^erl.  XXIV  entwickel- 
ten Formeln  werden  jene  Bedingungen  umgestaltet  und  auf  den 
Fall  angewandt,  wo  die  zweite  Phase  derart  ist,  dass  die  Ge- 
setze der  vollkommenen  Gase  dabei  gQltig  sind.    Setzt  man 

pK-i»fÄriog(F-50~^  =  II., 

wo  a^r,  bx  die  bekannten  Grössen  der  van  der  Waals'schen  Formel 
bedeuten,  und  beziehen  die  Indices  1,  2  sich  auf  die  beiden  Phasen, 
so  kann  der  für  p  sich  ergebende  Ausdruck  als  Summe  zweier 
Glieder  geschrieben  werden,  deren  erstes  ist 


MRT(\-xy  ^^^^  , 

während  das  zweite  hieraus  erhalten  wird,  indem  «,  mit  (1 — x^) 
und  umgekehrt  vertauscht  wird.  Für  a:,  =  0,  x,  =  1  ergeben 
diese  Glieder  zwei  besondere  Werte  Pj,  Pj  des  Druckes;  ^,,  geht 
dabei  über  in  ju,,  das  moleculare  thermodynamische  Potential 
des  ersten  Stoffes  in  der  flüssigen  Phase  bei  dem  Drucke  p,  des 
gesättigten  Dampfes  desselben.  Dem  ersten  Glied  des  Ausdruckes 
für  p  kann  sodann  auch  die  Gestalt  erteilt  werden 


pr 


,,  N  MRT 

und  der  Zähler  des  Exponenten  von  e  hat  näherungsweise  den 

Im  zweiten  Teile  der  Abhandlung  werden  Salzlösungen  bei 
der  Annahme  Pa  =  0  betrachtet,  so  dass 

P  =  P,0— «,)«' 


9 


^ax. 
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geschrieben  werden  kann.  Zunächst  wird  a  als  Gonstante  be- 
trachtet. In  erster  Annäherung  ist  p^  —  p  =i  p^a?,,  wie  die  ge- 
wöhnliche Theorie  der  Lösungen  fordert.  Aus  den  Versuchen 
von  Tamnuin  ist  die  Grösse 

bekannt,  und  aus  der  Relation 

kann  der  Wert  von  a  bestimmt  werden.  In  dieser  Weise  wer- 
den f&r  a  Werte  gefunden,  welche  mit  steigender  Goncentration 
abnehmen.  Fttr  lima;,  =  0  ist  lim  JT  =  1,  während  die  Versuche 
den  Wert  2  ergeben.  Diese  Thatsachen  nötigen  zur  Annahme 
einer  elektrolytischen  Dissociation,  deren  Theorie  sodann  aus- 
einandergesetzt wird.  Mischt  man  \—x  Mol.  Wasser  mit  x  Mol. 
B^SO^y  so  dass  nach  der  Mischung  X—x  Mol.  Wasser,  x—y  Mol. 
Säure,  y  Ionen  SO^  und  y  Ionen  ff,  vorhanden  sind,  so  ergiebt 
sich 

iQ.  y'  £  g  r-6ay       Vdy 

®  («-y)(F-fr)  MRT^  MR  MRT  ' 

worin  mit  £,  ff  der  Energieverlust  bez.  der  Bntropieverluet  be- 
zeichnet wird,  wenn  die  beiden  Ionen  zu  einer  Molekel  sich  ver- 
einigen und  a,  6  die  bekannten  Grössen  der  van  der  Waals'schen 
Formel  sind.  Löst  man  nach  y  auf  und  trägt  diesen  Wert  in  den 
Ausdruck  für  V  ein,  so  kann  mittels  der  anfangs  erwähnten  Gesetze 
wieder  ein  Ausdruck  für  p  gefunden  werden,  dessen  erstes  Glied 
die  Gestalt  hat: 

\—x 
^      ^'l-\-y 

worin  zunächst  ß  =  y  z=Q  gesetzt  wird.  Die  Versuche  von 
Tamman  können,  wenn  man  die  angenähert  richtige  Gleichung 
y^  =■  C{x  —  y)  zu  Hülfe  zieht,  eine  experimentelle  Bestätigung 
dieser  Formel  liefern.  Am  merkwürdigsten  sind  dabei  die  für 
iifOff,  IaJ  angestellten  Versuche,  weil  die  vorher  erwähnte 
Grösse  K  hierfür  Werte   grösser  als  2  erhält,   eine  Thatsache, 

FortMhr.  d.  Math.  XXIII.  3.  75 
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welche  auf  keine  Weise  durch  die  alleinige  Annahme  einer  elek- 
trolytiachen  Dissociation  erklärt  werden  kann.  Mit  der  obigen 
Formel  stimmen  diese  Werte  jedoch  befriedigend. 

Im  dritten  Teil  wird  das  Henr/sche  (resetz  besprochen, 
welches  sich  auf  diejenigen  Erscheinungen  bezieht,  wo  in  der 
Formel  fflr  p  das  p,  enthaltende  Glied  gegen  das  zweite  ver- 
schwindet.    Es  wird  hierfür  eine  corrigirte  Formel  von  der  Form 

p  =  Care^* 
angegeben.  Schliesslich  wird  noch  der  Einfluss  der  Temperatur 
auf  die  Grösse  des  Druckes  in  Betracht  gezogen.  Die  gesamten 
Entwickelungen  fuhren  den  Verfasser  zu  der  Ueberzeugnng,  dass 
die  Abweichungen,  welche  Salzlösungen  von  den  gewöhnlichen 
Gesetzen  zeigen,  nur  in  einer  Wirkung  des  Lösungsmittels  auf 
die  gelösten  Molekel  ihre  Erklärung  finden  können. 

Mo. 


J.  D.  VAN  DER  Waals.     De  formule  der  electrolj tische 

dissociatie.    Amst.  Versl.  en  Meded.  (3)  VIII.  448-459. 

Diese  Abhandlung  schliesst   sich  sehr  eng  an  die  vorher- 
gehende  an.     Die  Formel   für   die   elektrolytische  Dissociation 

wird  aufs  neue  hergeleitet  unter  der  einfacheren  Annahme,  dass 
Ol 

-^  gleich  Null  gesetzt  werden  kann;  sodann  wird  in  erster  An- 
näherung  geschrieben 

wo  aj„  aj4  die  specifische  Attraction  einer  Molekel  Wasser  auf 
die  beiden  Ionen,  a,,  dieselbe  Grösse  für  die  Wirkung  zwischen 
einer   Wasser-    und    einer   Salzmolekel   bedeutet.     Die   Grösse 

E  —  2    '*      y ^,    welche  in  der  Formel  sich  vorfindet,    ist 

sodann  der  Energieverlust,  wenn  zwei  Ionen  innerhalb  des  Lö- 
sungsmittels zu  einer  Molekel  sich  verbinden;  dieselbe  ist  von 
Arrhenius  bestimmt.  Ist  ein  Salz  in  zwei  Lösungsmitteln  gelöst 
und  bezeichnet  man  die  Grössen,  welche  auf  die  zweite  Lösung 
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sich  beziehen,  mit  Strichen,  so  ist  für—  =  »,      z =  C: 

l^CV'^b'_     2    ra,3  +  0M-^i»       <z  +  <-<.] 
*"^  C   F-6    ■"  MÄT  l  V  F'  J 

Ist  der  erste  Bruch  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  gross 
gegen  den  zweiten,  so  verschwindet  C  der  Grösse  C  gegenüber. 
Hierdurch  wird  das  verschiedene  Verhalten  eines  Salzes  zwei 
verschiedenen  Lösungsmitteln  gegenüber  erklärt.  Auch  der  Fall 
einer  grösseren  Concentration  wird  noch  näher  betrachtet. 

Mo. 

E.  Heilborn.     Die  physikalische  Bedeutung  der  Grösse 
6  der  van  der  Waals'schen  Zustandsgieichung.     Exner 

Rep.  XXVII.  369-372. 

„Die  Erfahrung  entscheidet  zu  Gunsten  der  Ansicht  des 
Hrn.  0.  E.  Meyer,  dass  nämlich  die  Grösse  b  der  van  der  Waals'- 
schen Zustandsgieichung  als  die  mit  4y2  muHiplicirte  räumliche 
Ausdehnung  sämtlicher  in  der  Volumeneinheit  enthaltenen  Mo- 
lekeln zu  betrachten  sei.*^  Lp. 


Lord  Ratleigh.     On  Van  der  Waals  treatment  of  La- 
place's   pressure   in    the   virial  equation:    a  letter   to 

Prof.   Tait.     Nature  XLIV.  499,  597. 

P.  6.  Tait.     On  Van  der  Waals's  treatment  of  Laplace's 
pressure  in  the  virial  equation:     in  answer  to  Lord 

Rayleigh.      Nature  XLIV.  546,  627-628. 

Es  handelt   sich   darum,   ob  die  Beweisführung  bei  Herrn 
van  der  Waals  als  streng  anzuerkennen  ist.  Lp. 


J.  T.  BoTTOMLEY,  A.  W.  ROcKBR,  R.  E.  Batnes.     Prof. 
Van  der  Waals  on  the  continuity  of  liquid  and  gaseous 

States.    Natare  XLIII.  415-416,  437,  487-488. 

Hr.  Bottomley  meinte  in  dem  ersten  Artikel,  die  Rechte  von 

75* 
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Andrews  gegenüber  Hrn.  van  der  Waals  wahrnehmen  zu  mOssen, 
ist  aber  dann  durch  die  beiden  anderen  Herren  belehrt  worden, 
dass  seine  scharfen  Angriffe  des  holländischen  Gelehrten  gegen- 
standslos wären.  Lp. 

W.  Ramsat.     Liquida  and  gases.   Natnre  XLiv.  274-277. 

Eine  Vorlesung  in  der  Royal  Institution  über  die  Continnität 
des  flflssigen  und  des  gasförmigen  Zustandes.  Lp. 


Sydney  Young.    On  the  generalizations  of  Van  der  Waals 
regarding  ^corresponding"  temperatures,  pressures,  and 

volumes.     Natare  XLV.  93-94. 


Carl  Barus.     The  continuity  of  solid  and  liquid.  Siiiimaa 

J.  (3)  XLII.  125. 


J.  Stefan,     üeber  die  Theorie  der  Eisbildung,    insbe- 
sondere über  die  Eisbildung  im  Polarmeere.  Wiedemann 

ADD.  XLII.  269-286. 

Abgedruckt  aus   Wien.  Ber.   XGVIIL    S.   F.  d.  M.    XXL 

1889.  1198.  Sbt 


P.  G.  Tait.     On  the  virial  equation  for  gases  and  va- 

pours.     Nature  XLV.  199-200. 


B.  Galitzine.  Ueber  die  Bestimmung  der  kritiacben 
Temperatur,  der  Dichtigkeit  der  gesättigten  Dämpfe 
und  der  Ausdehnung  von  Flüssigkeiten  mittels  Beob- 
achtungen   an    zugeschmolzenen  Röhren.     Arbeiten  der 

phya.  SectioD   der  Kaiserlichen  GeBellschaft  der  Freunde   der  Natur- 
kunde.   Moskau.  IV.  Hft.  2.  5-13.  (Bnasisch.) 

Im  ersten  Teil  der  Abhandlang  weist  der  Verf.  darauf  hin, 
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dass  die  Temperatur,  bei  welcher  das  Erscheinen  des  Meniscus 
und  die  eigentümliche  Nebelbildnng  beim  Abkühlen  des  Bohrs 
stattfindet,  tiefer  als  die  wahre  kritische  Temperatur  des  Stoffes 
liegen  muss. 

Weiter  schlägt  der  Verf.  eine  Methode  vor,  die  zur  Bestim- 
mung der  Dichtigkeit  der  gesättigten  Dämpfe  bei  höheren  Tem- 
peraturen dienen  soll  und  auf  folgendem  Princip  beruht.  Bringt 
man  in  ein  kleines  zugeschmolzenes  Böhrchen  eine  bestimmte 
Menge  der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  hinein  und  erwärmt 
dieselbe,  so  muss,  wenn  die  hineingebrachte  Menge  nicht  zu 
gross  ist,  bei  einer  bestimmten  Temperatur  die  ganze  Menge 
Flüssigkeit  sich  in  Dampf  umwandeln,  das  Bohr  also  mit  ge- 
sättigtem Dampfe  gefüllt  sein.  Dividirt  man  das  Gewicht  der 
Substanz  durch  das  später  zu  ermittelnde  Volumen  des  Bohrs, 
so  hat  man  die  zu  dieser  Temperatur  gehörige  Dichte. 

Zum  Schluss  untersucht  der  Verf.  die  Frage:  wie  ändert 
sich  die  Stelle  des  Meniscus  im  Bohre  bei  fortgesetztem  Er- 
wärmen desselben?  Beobachtet  man  bei  verschiedenen  Füllungen 
des  Bohrs  diejenige  Temperatur,  bei  welcher  der  Meniscus  seine 
höchste  Stelle  im  Bohre  erreicht,  so  kann  man  daraus  die  Aus- 
dehnung der  Flüssigkeit  selbst  ermitteln,  wie  aus  den  mathe- 
matischen Auseinandersetzungen  des  Verf.  folgt.  Diese  Methode 
ist  insofern  von  Belang,  als  man  zu  ihrer  Ausführung  keiner 
calibrirten  Bohren  bedarf.  Verf. 


C.  PüSCHL.      Ueber  das  Verhalten  gesättigter  Dämpfe. 

Wien.  Her.  C.  843-854. 

Aus  den  Formeln,  die  der  Verf.  für  das  Verhalten  gesättigter 
Dämpfe  herleitet,  ergiebt  sich,  dass  für  Wasserdampf  von  0^  das 
Mariotte'sche  Gesetz  so  gut  wie  vollkommen  erfüllt  ist  (was 
auch  mit  einer  Beobachtung  von  Dieterici  übereinstimmt),  wäh- 
rend dem  Gay-Lussac'schen  Gesetze  nicht  annähernd  so  gut  ge- 
nügt wird.  Schreibt  man  dem  Quecksilberdampfe  ein  ähnliches 
Verhalten  zu,  so  darf  man  annehmen,  dass  bei  den  Eundt'schen 
Versuchen  über  Schallgeschwindigkeit  dieser  Dampf  sich  nicht 
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wie  ein  ideales  Gas  verhielt,  und  dass,  während  bei  diesen  Ver- 
suchen k  =  1,67  gefunden  wurde,  fBr  den  hinreichend  von  der 
Sättigung  entfernten  Dampf  sich  wie  für  die  Luft  k  =  1,40  er- 
geben wttrde. 

Die  nachfolgenden  Betrachtungen  gelten  dem  Verhalten  im 
kritischen  Punkte.  Sbt 

6.  Jäger,     üeber  die  Verdampfungs wärme.    Wien.  Ber.  c. 

1123-1131. 

Die  Verdampfungswänne  r  der  Flfissigkeiten  besteht  auß 
drei  Summanden  a-^-b-^-c^  wobei  a  =  0^(1 -faO  ^i®  äussere  Ar- 
beit, fr  =  6o(l— «0  die  zur  Ueberwindung  der  Capillarkräfte 
geleistete  Arbeit  und  c  =  c^O+ßt)  die  Arbeit  bedeutet,  die  bei 
der  Aenderung  der  Constitution  der  aus  dem  flüssigen  in  den 
dampfförmigen  Zustand  übergehenden  Molecüle  geleistet  wird. 
Von  besonderem  Interesse  ist  hier  die  Grösse  6,  die  der  Capil- 
laritätsconstanten  proportional  ist;  ihr  Wert  folgt  aus  den  Eigen- 
Schäften  der  Lösungen.  Für  solche  gilt  der  Satz:  „Die  Ver- 
dampfungswärme der  Lösung  ist  grösser  als  die  des  reinen 
Lösungsmittels,  und  es  ist  die  Zunahme  der  Verdampfungswänne 
der  Zahl  der  gelösten  Molecüle  proportional";  und  zwar  lässt 
sich  dieser  Satz  sowohl  aus  der  Clapeyron-Glausius'schen  Glei- 
chung als  auch  aus  der  Gleichung  r  =  a-f  64'<^  ableiten ,  weno 
in  dieser  a  und  c  als  constant  angenommen  werden.  Mit  Hülfe 
von  b  ergiebt  sich  auch  der  innere  Druck  A.  Der  Verfasser 
findet  far 

Aether:  6  =  36,02Cal.,  ii  =  55.10^0.  g.s.)  od.  545  Atm. 

Schwefelkohlenstoff:         35,15  „  95         „  935    ^ 

Chloroform:  24,47  „  78  „  768    , 

Aceton:  42,45  „  72         „  711    ,  . 

Sbt. 

G.  Jägbr.     Zur  Theorie  der  Dampfspannung.    BznerRep 

XXVII.  37^-381. 

G.  Jäger.    Die  Geschwindigkeit  der  FlOssigkeitsmolekelti. 

Exner  Rep.  XXVII.  547-554. 
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G.  Jager.  Ueber  die  Abhängigkeit  des  specifischen 
Volumens  gesättigter  Dämpfe  von  dem  specifischen 
Volumen  der  zugehörigen  Flüssigkeiten  und  der  Tem- 
peratur.   Bzoer  Rep.  XXII.  640-645. 

Abdruck   aus  Wien.  Ber.   XCIX;   Referat   F.  d.  M.   XXII. 

1890.  iieoff.  

C.  DEL  LuNGO.  Ueber  den  Druck  und  das  specifische 
Volumen  der  gesättigten  Dämpfe.    Wiedemann  Ann.  XLii. 

344-346. 

Verf.  teilt  in  diesem  Auszuge  aus  seiner  Inauguraldisser- 
tation mit,  dass  er  fSr  den  Druck  und  das  specifische  Volumen 
eines  gesättigten  Dampfes  folgende  Formeln  theoretisch  abge- 
leitet hat: 

logp  =  Ä— -?r— fclogT, 

log*  =*'+y+6'logr. 
Aus  beiden  Gleichungen  folgert  er  den  Wert  der  kritischen  Tem- 
peratur  T  =  j-  =  jT'    Aus  der  hieraus  sich  ergebenden  Bedin- 
gung ab'  =  a'b  lässt  sich  die  Zeuner'sche  Gleichung  p«"  =  const 
ableiten.  Sbt. 

H.  DE  LA  GoupiLLiERE.  Sur  la  durde  de  T^vaporation 
dans  les  g^n^rateurs.     0.  R.  CXll.  977-983. 

Sinkt  der  Wasserspiegel  in  einem  Dampfkessel  in  der  Zeit  t 
von  der  Höhe  \  der  Feuerzüge  bis  zu  irgend  einer  Höhe  2 
herab,  wobei  die  Grösse  der  Heizfläche  von  S^  auf  S  abnimmt, 
80  gilt  die  Gleichung: 

sdz 


a,  der  Umfang,  und  «,  der  Inhalt  der  horizontalen  Wasserober- 
fläche, sind  ebenso  wie  S  Functionen  von  z]  «,  ©,  w  sind  Con- 
stanten,  und  zwar  bedeutet  v  die  Anzahl  cbm  Wasser,   die  für 
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jedes  qm  Heizfläche  in  1'  Terdampft  werden,  ti  trftgt  der  von 
der  Überhitzten  Fläche  S^—S  auf  die  Wasseroberfläche  ausge- 
übten Strahlung,  w  der  zwischen  dem  glühenden  und  der  an- 
grenzenden Zone  des  benetzten  Metalls  stattfindenden  Leitung 
Rechnung.  Die  Gleichung  wird  angewandt  auf  die  Fälle,  wo 
die  Eesselfläche  eine  verticale  Cylinderfläche  oder  irgend  eine 
Rotationsfläche  ist. 

Nach  dieser  fttr  die  Praxis  wichtigen  Untersuchung  wird 
noch  die  rein  theoretische  Aufgabe  behandelt:  die  Form  der 
Meridiancurye  zu  bestimmen,  wenn  das  Gesetz  für  die  Ge- 
schwindigkeit   gegeben    ist,    mit    der   der   Wasserspiegel    fällt 

f—  -7^  =  F(x)\    Es  ergiebt  sich: 


Sbt. 


H.  DB  LA  GoupiLLiERB.     Sur   la  dnr^e  de  r^vaporation 
dans  les  gdn^rateurs.    0.  R.  GXII.  977-983. 

H.  DB  LA  GoupiLLiERE.     AbaisseiDent  du  plan  d'eau  dans 
un  Corps  cylindrique  horizontal.    CR.  GXII.  1036-1038. 

Es  wird  die  Differentialgleichung  für  die  im  ersten  Titel 
genannte  Aufgabe  angegeben.  Sie  führt  unmittelbar  auf  eine 
Quadratur,  welche  für  verschiedene  Formen  des  Dampfkessels 
ermittelt  wird.  F.  K. 

P.  Db  Hbbn.      Recherches  sur   la   vitesse   d'^vaporation 
des  liquides  pris  au  dessous  de  la  tempdrature  d'öbul- 

lition.    Belg.  Ball.  (3)  XXI.  11-24,  214-219,  798-810. 

Eine  vorzugsweise  experimentelle  Arbeit.  Mn.  (Lp.) 

J.  H.  CoTTBRiLL.      The  steam- angine  considered   as  a 
tbermodynamic    engine.      A    treatise   on  the  thermo- 
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dynamic  efficiency  of  steam-eDgines,  illustrated  by 
diagrams,  tables,  and  examples  from  practice.  Second 
edition,  revised  and  enlarged.   LondoD.  E.  and  F.  Spon.  (1890). 

[Nature  XLIII.  123-124.] 

Hr.  Larmor  sagt  am  Schlüsse  seiner  umfangreichen  Anzeige: 
„Der  Leser  wird  in  dem  Buche  eine  Einfachheit  bei  der  Auf- 
stellung der  physikalischen  Ergebnisse  und  eine  Befreiung  von 
der  Ueberwucherung  der  algebraischen  Analysis  bei  der  Erörte- 
rung der  allgemeinen  Gesetze  finden,  die  eine  der  wertvollsten 
Eigenschaften  eines  Lehrbuchs  aber  die  Principien  der  Physik 
bilden,  und  die  passendste  Vorbereitung  zur  Erforschung  beson- 
derer Probleme  durch  die  mathematische  Analyse."  Lp. 


C.  H.  Peabody.     Thermodynamics  of  the  steam  angine 

and   Other  heat  angines.     London.     Macmlllan  and  Co.    (1889). 
[Nature  XLV.  172-173].  . 

Die  Anzeige  in  der  Nature  von  Hrn.  A.  6.  Greenhill  schliesst 
mit  den  Worten:  „Das  Buch  wird  als  unentbehrlich  befunden 
werden  *  nicht  nur  von  den  Entwerfern  von  Dampfmaschinen, 
sondern  auch  von  Verfassern  abstracter  Schriften  über  die  me- 
chanische Wärmetheorie,  indem  es  ihre  mathematischen  Entwicke- 
lungen  innerhalb  vernünftiger  Grenzen  einer  Tageserscheinung 
hält  und  ihre  analytische  Begabung  in  eine  nützliche  Richtung 
leitet."  Lp. 

A.  Gboss.      Nota  sur   le  calcul  des    cbaudi^res.      G^nie 

civil.  XIX.  210-212,  219-220. 

Der  Berechnung  der  Dampfkessel  wird  gewöhnlich  die  An- 
nahme eines  unendlich  langen  Ereiscylinders  zu  Grunde  gelegt. 

In  Wirklichkeit  ist  aber  der  Querschnitt  nicht  ein  Kreis, 
sondern  weicht  von  dieser  Form  mehr  oder  minder  ab. 

Der  Verfasser  macht  nun  erstlich  die  Annahme,  dass  zwischen 
der  Bogenlänge  und  der  Krümmung  eine  Gleichung  von  der  Form 

Q 
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besteht,  welche  ftlr  a  =  0  in  den  Kreis  Qbergeht  Die  beiden 
Constanten  a  und  6  werden  aus  der  Breite  and  der  D\Az  des 
Blattes  bestimmt,  aus  welchem  der  Kessel  gebildet  ist  Nachdem 
unter  dieser  Voraussetzung  die  Berechnung  erledigt  ist,  wird 
dieselbe  für  den  Fall  durchgeführt,  dass  der  Querschnitt  ane 
zwei  Halbkreisen  zusammengesetzt  ist,  deren  Radien  sieh  um 
die  Dicke  des  Blattes  unterscheiden.  F.  K. 


C.  Fribdmann.      Die  Kosten  des  Dampfes  bei  verschie- 
dener   Anstrengung    des    Kessels,      z.  dtsch.  log.  XKXV. 

757-761. 

Der  Verfasser  entwickelt  einen  Ausdruck  für  die  Kosten  y, 
welche  entstehen,  wenn  stündlich  x  Kilogramm  Wasser  in  Dampf 
verwandelt  werden,  und  zwar  auf  Grund  zweier  verschiedener 
Hypothesen  über  die  von  den  Heizgasen  durch  die  Kesselwände 
an  das  Kesselwasser  abgegebene  Wärmemenge.  Der  erhalteoe 
Ausdruck   wird  discutirt,    und    besonders  untersucht,    wann  der 

Quotient  —  ein  Minimum  wird.  P.  K. 


X 


F.  J.  Weiss,  Leistungsregulator  fUr  Pumpwerksdampf- 
maschinen    mit    veränderlicher    Expansion.       z.  dtsch 

iDg.  XXXV.  1065-1069,  1127-1132,  1182-1188. 

Mathematisch  interessant  dürfte  nur  der  mittlere  Abschnitt 
sein,  welcher  die  Theorie  eines  Regulators  giebt,  der  sich  in 
einem  Gehäuse  befindet,   das  mit  der  Hfllse  fest  verbunden  i<t 

F.  K. 

K.  Kraiewitsch.  Ueber  das  Gesetz,  welches  näherungs- 
weise die  Veränderungen  der  Elasticität  gesättigter 
Dämpfe  bei  Temperaturveränderungen  angiebt.  St.  Peterab. 

1891.  64  S.  

N.  v.  WüiCH.  Ueber  die  Bestimmung  der  Verbrennnngs- 
Temperatur  von  Explosivstoffen.     Mitt  üb.  Art.  a.  Genie. 

XXII.  67-80. 
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D.  Mbndelbjew.   Veränderung  der  Dichtigkeit  des  Was- 
sers beim  Erwärmen.   Phys.  Ges.  st  Petersb.  xxili.  I88-220. 

Vergl.  das  Referat  S.  1020  dieses  Bandes. 


J.  C.  Maxwell.  La  chaleur.  Le^ons  ^l^mentaires  sur 
la  thermom^trie,  la  calorimdtrie,  la  tbermodynamique. 
Traduction  d'aprfes  la  8®  Edition  anglaise  par  G.  Mouret, 
pröc6d^e  d'une  pr^face  par  A.  Potier.    Paris.  432  8. 


B.     Gastbeorie. 

Lord  Ratlbigu.     Dynamical  problems  in  Illustration  of 
the  tbeories  of  gases.    Phil.  Mag.  (5)  xxxii.  424-445. 

Die  Formeln  dieser  Abhandlung  sind  so  zahlreich,  dass  es 
thatsächlich  unmöglich  ist,  innerhalb  vernünftiger  Grenzen  einen 
Auszug  aus  den  mathematischen  Verfahrungsarten  zu  bringen, 
und  der  Ref.  begnügt  sich  daher  damit,  die  Einleitung  herzu- 
setzen, die  den  Schlüssel  zum  Inhalte  liefert. 

Die  Forschungen,  von  welchen  ein  Teil  hier  geboten  wird, 
hatten  ihren  Ursprung  in  der  Ueberzeugung,  dass  die  gegen- 
wärtige, ziemlich  unbefriedigende  Lage  der  Gastheorie  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  von  einem  Mangel  an  geistiger  Vorbe- 
reitung der  Leser  herrührt,  welche  plötzlich  Anschauungen  und 
Processen  von  ungewöhnlicher  Schwierigkeit  gegenüber  gestellt 
werden.  Jedenfalls  kann  ich  für  meine  Person  eingestehen, 
dass  ich  aus  einer  abgestufteren  Angriffsart,  bei  der  die  Anstren- 
gung sich  vorerst  auf  ein  einziges  Hindernis  beschränkte,  grossen 
Nutzen  gezogen  habe.  Um  die  Antworten  auf  grundlegende 
statistische  Fragen  unbelastet  von  anderen  Schwierigkeiten  her- 
auszubekommen, wird  die  Bewegung  hierbei  auf  eine  Dimension 
eingeschränkt,  und  ausserdem  wird  das  eine  System  der  anpral- 
lenden Körper  im  Verhältnis  zu  dem  anderen  als  sehr  klein  voraus- 
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gesetzt.  Die  so  in  einigen  Richtongen  erzielte  Vereinfaefaung 
gestattet,  interessante  Aasdehnungen  nach  anderen  hin  zu  machen. 
So  werden  wir  befähigt,  den  ganzen  Process  zu  verfolgen,  durch 
welchen  der  stationäre  Zustand  erreicht  wird,  wenn  schwere 
Massen,  die  ursprünglich  in  Ruhe  waren,  dem  Bombardement 
ununterschiedlich  von  beiden  Seiten  auf  sie  abgefeuerter  Ge- 
schosse unterworfen  werden.  Der  Fall  von  Pendeln  oder  von 
Massen,  die  durch  elastische  Verbindungen  nach  festen  Punkten 
hin  bewegt  werden,  wird  ebenfalls  betrachtet,  und  der  stationäre, 
unter  einem  einseitigen  oder  einem  zweiseitigen  Bombardement 
erreichte  Zustand  wird  direct  berechnet.  6bs.  (Lp) 


Lord  Ratlbigh.      On    the    virial   of  a  system   of  hard 

Colliding   bodies.     Natare  XLV.  80-82. 


N.  N.  PiROGovr.     lieber  das  Gesetz  Boltzmann's.      Euer 

Rep.  XXVII.  615-54G. 

Die  Ueberschriften  der  einzelnen  Paragraphen  lauten:  §  1. 
Das  iV- Teilchen -System.  §  2.  Wahrscheinlichkeitsfunctionen. 
§  3.  Der  stationäre  Zustand.  §  4.  Eine  Klassification  der  Sys- 
teme. §  5.  Das  Gesetz  Boltzmann's.  §  6.  Die  Temperatur. 
Ueber  die  in  §  5  durchgeführte  Ableitung  des  Ausdrucks  des 
Boltzmann'schen  Gesetzes  bemerkt  der  Verf.,  dass  dieselbe  ganz 
unabhängig  ist  von  der  Annahme,  dass  alle  Teilchen  des  Systems 
unter  einander  gleichartig  seien;  ebenso  auch  von  der  Annahme, 
dass  das  System  aus  nur  einigen  Sorten  von  unter  einander 
gleichartigen  Teilchen  bestehe.    Der  gefundene  Ausdruck 

bleibt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  das  System  aus  lauter 
heterogenen  Teilchen  besteht;  selbstverständlich  muss  aber,  da- 
mit man  den  stationären  Zustand  eines  solchen  Systems  be- 
stimmen könne,  das  Verteilungsgesetz  der  Massen  auf  die  ein- 
zelnen Teilchen  des  Systems  bekannt  sein.  Lp. 
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Sir  W.  Thomson.     Ou  some  test  cases  for  the  Maxwell- 
Boltzmann  doctrine  regarding  distribation  of  energy. 

Lond.  R.  8.  Proc.  L.  79-88.  Cly. 


Sir  William  Thomson.     Od    some    test   cases    for   the 
Maxwell- Boltzmann  doctrine  regarding  distribution  of 

energy.    Natnre  XLIV.  355-358. 

Vorgetragen  in  der  Royal  Soeiety  11.  Juni  und  10.  Juli 
1891.  

P.  6.  Tait.     On  the  foundations  of  the  kinetic  theory 
of  gases.  V.    (Äbstract).    Edlnb.  Proc.  XIX.  32-35. 

Cly. 

H.  Parbntt.      Sur    les    modifications    de    Tadiabatisme 
d^nne  veine  gazeuse  contract^e.    c.  r.  OXIII.  791-794. 

Eine  eigentümliche  Folgerung  der  Analyse  liefert  für  die 
Temperatur,  Geschwindigkeit  und  Dichtigkeit  eines  contrahirten 
Gasstromes  Werte,  die  durchaus  verschieden  sind  von  denen, 
die  man  unter  der  Annahme  erhält,  dass  die  adiabatische  Energie 
vollkommen  erhalten  wird.  Die  Convergenz  der  Gasmolecttle 
kann  eine  Umwandlung  von  Geschwindigkeit  in  Wärme  zur 
Folge  haben.  Sbt. 

G.  JAqer.     Zur  Theorie   der  Dissociation  der  Gase. 

Wien.  Ber.  0.  1182-1192. 

Der  Verfasser  hat  die  Absicht,  die  Hypothese  von  der  wach- 
senden Dissociation  der  Gase  mit  wachsender  Temperatur  zu. 
prüfen.  Er  leitet  deshalb  zuerst  mit  den  Hülfsmitteln  der  kine- 
tischen Gastheorie  eine  Formel  für  den  Dissociationsgrad  ab, 
wobei  überall  vorausgesetzt  wird,  dass  eine  Molekel  nur  in  zwei 
gleichartige  zerfällt.  Bedeuten  N^  die  Anzahl  der  nicht  disso- 
ciirten,  JV,  die  der  dissociirten  Molekeln,  t  die  Temperatur,  a 
den  Ausdehnungscoefficienten  der  Gase  und  a,  und  y  Constanten^ 
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Bo  findet  er  mit  einigen  Vernachlässigungen  die  Gleichung: 

Wird  die  rechte  Seite  mit  c  bezeichnet,  und  bedeutet  d^  die 
Dichte  des  Gases,  bei  welcher  gar  keine  dissociirte  Molekel  vor- 
handen ist,  d  die  Dichte  bei  der  Temperatur  <,  so  folgt  weiter 
die  Gleichung 


1  + 


yi+c 

Diese  Gleichung  findet  der  Verfasser  durch  die  von  Naumann 
ftlr  Untersalpetersfture  bei  12  Temperaturen  von  26,7®  bis  135,0^ 
angegebenen  Dichten  bestätigt.  Die  Constanten  o,  und  y  sind 
aus  den  Temperaturen  49,6°  und  90°  mit  den  zugehörigen  Graden 
der  Zersetzung  von  40,04  Proc.  und  84,83  Proc.  berechnet.  F&r 
die  Dissociationstemperatur  selbst  (die  in  y  enthalten  ist)  rechnet 
er  indessen  den  ungeheuren  Wert  von  über  6000°  heraus. 

Br. 


G.    Wftrmeleitung  und  Wärmestrahlung. 
E.  DE  ÄMicis.     Introduzione  alla  teoria  matematica  della 

propagazione  del  Calore.     Torino.   E.  Loeacher.    VIII  +  64  S. 
[BiviBta  di  Mat  I.  159.] 


G.  H.  Bryan.     An  application  of  the  method  of  images 

to   the  COnduCtion   of  heat.    London  M.  S.  Proc.  XXn.  424-430. 

In  der  F.  d.  M.  XX.  1888.  1220  besprochenen  Abhandlung 
von  Hobson  war  die  Bewegung  der  Wärme  in  einem  unendlich 
ausgedehnten,  aber  auf  einer  Seite  von  einer  Ebene  begrenzten 
Körper  für  den  Fall  untersucht,  dass  die  anfängliche  Temperatur- 
verteilung gegeben  ist  und  durch  die  begrenzende  Ebene  Strah- 
lung erfolgt.  Hobson's  Lösung  gilt  nur  unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Temperaturverteilung  überall  endlich  und  eontinuirlich 
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ist  Der  Verf.  macht  es  sich  nun  zur  Aufgabe,  naeh  der  Me- 
thode der  Bilder  auch  den  Fall  zu  untersuchen,  wo  Discontinui- 
täten  vorkommen.  Als  Beispiel  behandelt  er  zum  Schluss  das 
Riemann'sche  Problem  einer  unendlich  grossen  Wurzel. 

Sbt 

O.   Chwolson.     Ueber    die  Verteilung    der   Wärme   in 
einer  einseitig  bestrahlten  schwarzen  Kugel.      M6ro.  de 

l'Acad.  Imp.  d.  Sc.  de  St.  P^tereb.  (7)  XXXyill.   69  S.;   Einer  Rep. 
XXVII.  647-714. 

Capitel  I.  Enthält  die  elementare  Ableitung  einiger  ein- 
fachen Näherungsformeln  fQr  die  Temperatur  einer  bestrahlten 
Kugel,  wobei  angenommen  wird,  dass  alle  Punkte  der  Kugel 
dieselbe  Temperatur  besitzen. 

Capitel  IL  Es  wird  bewiesen,  dass  die  mittlere  Temperatur 
einer  bestrahlten  Kugel  gleich  Q/4nR^h  ist,  wo  Q  die  in  der 
Zeiteinheit  absorbirte  Wärmemenge,  A  den  Radius  und  h  die 
äussere  Wärmeleitung  bezeichnen.  Die  Verteilung  der  auffallen- 
den Strahlenbflndel  über  die  Oberfläche  kann  eine  völlig  be- 
liebige sein.  Der  Satz  bleibt  richtig,  wenn  die  Kugel  aus  con- 
centrischen  heterogenen  Schichten  besteht. 

Gapitel  III.  Stationärer  Zustand  einer  einseitig  bestrahlten 
schwarzen  Kugel.  Ein  Punkt  der  Kugel,  dessen  Coordinaten  r 
und  9)  (die  Axe  parallel  den  Strahlen),  hat  die  Temperatur 

wo  &  =-jr-,  fc  die  innere  Wärmeleitung,  c  =s  qk^  q  die  Wärme- 
menge, welche  in  der  Zeiteinheit  durch  eine  zu  den  Strahlen 
senkrechte  Flächeneinheit  hindurchgeht.  Es  ist  A^  =  ^,  A^  =  ^, 
A21H-1  =  0  f ür  n  >  1  und 

h    =  (—^)""^'  (4ii+l)    1.3.5  ...  (2ii-3) 
'*  8        <»+!)'  2.4.6  ...  (2n-2)' 

Einzelne  Punkte  der  Kugel  werden  näher  untersucht,  und  einige 
allgemeine  Sätze  über  die  Temperaturverteilung  aufgestellt.    Die 
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Convergeoz  der  Reihe  (1)  wird  nachgewiesen.  Der  physikalisch 
wohl  mögliche  Fall  bß  =  1  wird  näher  untersacht  Die  Somme 
(1)  Iftsst  sich  in  die  Form 

V=-^J    J    co85P,Bing)id9),# 

I  2 1-26«    r^  ^_j^^^^^^^__y 

l]/H*-2Ärc08y+r'  r^^     •/      yÄ'-2Ärco8y  +  r»r 

coB}^  =  C0B9>C089>i+sii^78ii^9'i<^8V' 

bringen.  Fflr  specielle  Fälle  lässt  sich  V  in  geschlossener  Form 
berechnen.    Fttr  6/2  =  1  ist 

Vr.^  =  *? j  3  _^_^lg(l^y2)j  =  0,590317fic, 

»^«io  =  y  j-|-i-ilg(l+l/2)j  =  0,090317Bc. 

Die  stationäre  Verteilung  wird  noch  fttr  eine  aus  zwei  eoncen- 
trischen  heterogenen  Teilen  bestehende  Kugel  untersucht 

Capitel  IV.  Das  Problem  des  variabeln  Zustandes  eines 
sich  selbst  ttberlassenen  Körpers  führt  zu  den  Gleichungen 
dVia  =  a'D'K;  an  der  Oberfläche  ist 

(2)    |r=_6K 

und  zur  Zeit  i  =  0 

(3)         F,  =  f{x,  y,  a) 
eine  gegebene  Temperatur. 

Die  Lösung  erscheint  als  Summe  von  Gliedern,  welche  sämt- 
lich fttr  alle  t  der  Gleichung  (2)  genügen;  bei  t  =  0  muss  aber 
die  Function  (3)  erhalten  werden,  welche  der  Gleichung  (2)  all- 
gemein nicht  zu  genügen  braucht.  Der  hierin  liegende  Wider- 
Spruch  wird  zuerst  an  Beispielen  ftlr  die  Kugel  untersucht  and 
gelöst.  Die  Lösung  liegt  in  dem  Umstand,  dass  die  betreffenden 
Reihen  für  0  <  r  <  fi  eine  Function,    für   r>  R   eine  andere 

darstellen,  sodass  ^r—  =  (  ^s— )     zwei  Werte  besitzt,  während  die 

on       ^dryr=R 

Reihe  einen  der  Gleichung  (2)  genügenden  Mittelwert  giebt 
Ist  z.  B.  bei  einer  Kugel  V^  =  f(r)  und  bR  =  1,  so  ersdieint 
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V  als  Reihe,  welche  bei  r  =  0  in 

1    •  flpf* 

«.  =  |-y^^(r)r8in(2«+ 1)^  dr 

0 

abergeht.    Es  ist  nun 

''f(2Ä-r)    für    Ä<r<2R. 


(Kr) 


Der  (arithmetische)  Mittelwert  der  beiden  q>XR)  genügt  der  Ober- 
flächenbedingung. An  der  Oberfläche  ist  9)"(A)  =  oo.  In  einer 
Anmerkung  wird  gezeigt,  dass  Aehnliches  für  die  Cylinderauf- 
gäbe  gilt  Für  i  =  0  genügt  also  V  nur  in  fictiyer  Weise  der 
Oberflächenbedingung.  Es  wird  ferner  gezeigt,  dass  fttr  jedes 
noch  so  kleine  t  dieser  Bedingung  factisch  genügt  wird. 

Cap.  V  behandelt  die  Abkühlung  einer  schwarzen  Kugel, 
die  zuerst  durch  einseitige  Bestrahlung  bis  zum  stationären  Zu- 
stand erwärmt  wurde. 

Gap.  VI  erörtert  die  Erwärmung  einer  schwarzen  Kugel  bei 
einseitiger  Bestrahlung. 

Aus  den  Formeln  werden  einige  Sätze  abgeleitet,  die  f&r 
die  Aktinometrie  eine  Bedeutung  haben  können.  Verf. 


O.  Chwolson.     üeber    die    Abhäogigkeit    der    Wärme- 
leituDgsfahigkeit  von  der  Temperatur.   EzoerRep.XXVii. 

1-41. 

Abdruck   aus   den  M6m.  P^tersbourg  XXXVII;   Referat  in 
F.  d.  M.  XXII.  1890.  1185. 


J.  Linde.  Methode  zur  Bestimmung  des  Wärmeleitungs- 
vermögens einer  Kugel  und  Wärmevorg^nge  in  der- 
selben.    Ezner  Rep.  XXVII.  391-400. 

Mathematische  Behandlaug  der  folgenden  Aufgabe:  Die  Ober- 
fläche einer  Kugel  wird  abwechselnd  auf  die  Temperatur  u,  und 

FortMhr.  d.  Math.  XXIII.  3.  76 
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ti,  gebracht,  and  zwar  so,  dass  Tom  Zeitmomente  1  =  0  bis  f  =  T 
sie  auf  die  Temperatur  »,  erwärmt  wird ;  von  f  =  T  bis  i  =  2T 
wird  die  Kugel  auf  die  Temperatur  «,  abgekfihlt;  von  t  =  2T  bis 
/  =  Sr  wird  sie  abermals  auf  die  Temperatur  n,  gebracht  etc. 
Man  soll  1)  die  Temperatur  in  irgend  einer  Zeit  in  irgend  einer 
dieser  Phasen  bestimmen;  2)  in  welcher  Entfernung  vom  Mittel* 
punkte  der  Kugel  moss  man  beobachten,  nm  am  einfachsten  das 
Wärmeleitungsvermögen  der  Kugelsubstanz  zu  bestimmen? 

_     Lp. 

J.  LiNDB.       lieber    die    Temperatarbestimmung    eines 
Drahtes,  wenn  durch  deoselben  ein  galvanischer  Strom 

flieSSt     Bzner  Bep.  XXVII.  401-408. 

Ein  Leiter  fttr  Wärme  und  Elektricität  sei  gegeben.  Die 
Länge  l  sei  fadenförmig,  der  Querschnitt  klein  gegenfiber  der 
Länge.  Die  Temperatur  der  Umgebung  soll  auf  0'  erhalten 
werden.  Es  soll  vom  Zeitmomente  f  =  0  ein  galvanischer  Strom 
von  der  Stärke  i  durchgeschickt  werden,  so  dass  die  Hasse  des 
Fadens  erwärmt  wird.  Der  Verf.  beantwortet  die  Fragen,  wie 
man  die  Temperatur  in  irgend  einem  Zeitmomente  bestimmt,  und 
welches  die  mittlere  Temperatur  durch  die  ganze  Länge  des  Fa- 
dens hin  ist  Lp. 

G.  Jager.  üeber  die  Wärmeleitungsfahigkeit  der  Salz- 
lösungen.    Exner  Bep.  XXYII.  42-59. 

Abdruck  aus  Wien.  Ber.  XGIX,  Referat  in  F.  d.  M.  XXII. 
1890.  1187.  

G.  Appelroth.  Lösung  eines  Problems  über  die  Er- 
wärmung eines  homogenen  rechteckigen  Parallelepi- 

peds.      Arb.  d.  phys.  Section  d.  Kais.  Ges.  der  Freande  der  Natur- 
kunde.   Moskan.  IV.  Heft  1.  5-8. 

F.  N.  Lebbdeff.  Ueber  die  abstossende  Kraft  strahlen- 
der Körper.  Arb.  d.  phys.  Section  d.  Kais.  Ges.  der  Freonde  der 
Natarkande.    Moikaa.  IV.  Heft  2.  1-3. 
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N.  Sluginopp.  Eine  Formel,  welche  das  VerhSltnis  der 
Wärmeleitungsconatanten  der  Körper  im  festen  und 
flüssigen  Znstande  bestimmt   Phys.  Oes.  St  Petersb.  XXIIL 

1891.  456-458. 

ScHBBONiEPP.  Zur  Frage  über  die  Verbreitung  der 
Wärme  in  einer  fliessenden  Flüssigkeit  mittelst  Wärme- 
leitung und  Convection.    KasaD  Ber.  (2)  I.  1891.  22-45. 

B.  Stankewitsch.  Experimentelle  Untersuchung  der 
Wärmeleitung  organischer  Flüssigkeiten  und  Ideen 
über  den  Bau  der  Flüssigkeiten.   Warschaa  I89i.  i-i05. 


76" 


Zwölfter  Abschnitt. 

Geodäsie,  Astronomie,  Meteorologie. 

Gapitel  L 

Geodäsie. 

Fb.  Müllbr.  Compendium  der  Geodäsie  und  sphSriseben 
Astronomie.  I.  Teil:  Einleitung.  Methode  der  klein- 
sten Quadrate.     Allgemeine  und  specielle  Theorie  der 

Messinstrumente.    Prag.  l.  Hft  1886,  2.  Hft.  1889.  (BöhmiBch.) 

Der  Autor  liefert  hiermit  seinen  Zuhörern  am  k.  k.  b.  Poly- 
technicum  ein  umfangreiches  und  gründliches  Handbuch  der  ge- 
nannten Fächer,  welches  auch  für  Studirende  der  Physik  und 
Astronomie  recht  brauchbar  sich  erweist.  Std. 


KossMANN.  Die  Terrainlehre,  Terraindarstellung  und 
das  militärische  Aufnehmen.  Mit  Berücksichtigung 
der  neuesten  Bestimmungen  der  Königl.  preussischen 
Landesaufnahme  bearbeitet.     6.  Aufl.   Potsdam.  Aug  stein. 

VIII  -H  280  8.  8«. 

Von  den  drei  Hauptteilen  des  Buches:  A.  Terrainlehre, 
B.  das  militärische  Planzeichnen,  C.  das  militärische  Aufnehmen, 
fällt  nur  der  dritte  in  den  Bereich  des  Jahrbuchs.  Derselbe  be- 
steht aus  einer  Einleitung  (S.  128-134)  und  acht  Abschnitten: 
I.  die  Instrumente   des   militärischen  Aufnehmens,   II.  die  Ele- 
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mentaroperationen,  mit  Messtisch,  Eippregel  und  Latte,  III.  die 
Aufnahme  des  Geländes  im  Bereich  einer  Messtisobstation, 
IV.  geometrische  Netzlegung,  V.  zusammenhängende  Aufnahme, 
VI.  Triangulation,  Projection  der  Messtischblätter,  VII.  das  Ero- 
kiren,  VIII.  Construction  und  Anwendung  einiger  Messinstrumente, 
zu  deren  Benutzung  der  Offizier  unter  Umständen  genötigt  sein 
kann.  —  In  der  neuen  Auflage  des  Werkes  ist  durchgehend  eine 
Paragrapheneinteilung  mit  Ueberschrift  für  jeden  einzelnen  Pa- 
ragraphen eingeführt,  und  es  sind  die  seit  der  vorigen  Auflage  ge- 
troffenen neuen  Bestimmungen  berücksichtigt  worden;  so  z.  B. 
haben  die  1885  erschienenen  Musterblätter  für  die  topographi- 
schen Arbeiten  der  Königlich  Preussischen  Landesaufnahme 
das  Gapitel  über  die  bei  Zeichnung  von  Plänen  zur  Verwendung 
kommenden  Farben  überflüssig  gemacht.  Lp. 


J.  BosscHA.      Les    ^quatioDB    des    nouvelles    copies  du 

mfetre  des   Archives.      Delft  Aon.  d.  TEc.  Polyt.    VIL    51-125; 
Arch.  Nöerl.  XXV.  156-226. 

Vergleichung  der  von  dem  internationalen  und  niederländi- 
schen Goroitö  aufgestellten  Berichte,  die  Construction  der  neuen 
internationalen  Längeneinheit  betreffend.  Der  Verfasser  gelangt 
zu  den  nachstehenden  Schlüssen :  Die  durch  die  beiden  Gomit^s 
behufs  Vergleichung  der  neuen  Etalons  mit  dem  Mätre  des  Ar- 
chives angestellten  Versuche  stimmen  bei  Temperaturen  zwischen 
18,45°  und  15,06°  gut  überein.  Die  bei  tiefen  Temperaturen  an- 
gestellten Versuche  des  internationalen  Comitäs  lassen  an  Sta- 
bilität der  Temperatur  und  Anzahl  zu  wünschen  übrig.  Die 
Differenzen  zwischen  den  durch  die  beiden  Gomitös  erhaltenen 
Werten  liegen  innerhalb  des  Unsicherheitsbereichs.  Die  Gleichun- 
gen, welche  von  der  Generalversammlung  im  Jahre  1880  an- 
genommen sind,  um  die  Länge  des  internationalen  Meters  fest- 
zustellen, enthalten  einen  derartigen  Fehler,  dass  diese  Längen- 
einheit um  mehr  als  400^00  kürzer  ist  als  das  Mötre  des 
Archives.  Mo. 
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N.  Jadanza.     Inflaenza  della  eccentricitä   deir  alidada 
sui    vernieri    ed    an    microscopio    ad    iograndimento 

COStante.     Torino  Atti  XXVI.  536-540. 

Es  ergiebt  sich,  dass  der  Einflass  der  Excentricitat  der 
Alhidade  auf  die  Nonienablesungen  nicht  vernachlftssigt  werden 
darf,  so  dass  auch  schon  deshalb  Mikroskope  den  Nonien  Tor- 
zuziehen  sind.  Das  vorgeschlagene  Mikroskop  mit  constanter 
Vergrösserung  und  ohne  Mikrometerapparat  soll  nun  die  Ein- 
fBhrung  der  Mikroskope  auch  für  die  zu  topographischen  Zwecken 
bestimmten  Instrumente  erleichtern.  Bö. 


N.  Jadanza.     Teorica  di  alcuni  stramenti  topografici  a 

riflessione.      Torino  Atti.  XXVII.  200*209. 

Die  Theorie  des  dreiseitigen  und  'des  vierseitigen  Winkel- 
prismas wird  von  einem  etwas  allgemeineren  Standpunkte  aus, 
als  er  sonst  in  den  LehrbQchern  eingenommen  wird,  elementar 
behandelt.  Bö. 

A.  Bbck.     Ueber  ein  neues  Instrument  zur  Zeit-    und 

Polhöhenbestimmung.     Astr.  Nachr.  GXXVI.  No.  3024.  385-396. 

In  diesem  Instrument,  fiDr  welches  der  Verfasser  den  Namen 
„Nadir*' -Instrument  vorschlägt,  steht  das  Fernrohr  lotrecht,  mit 
dem  Objectiv  nach  unten.  Unter  ihm  steht  ein  Prisma  aus  Glas, 
in  welchem  der  Lichtstrahl  zweimal  total  reflectirt  wird,  ehe 
er  in  das  Fernrohr  gelangt.  Das  Nähere  ist  im  Aufsatz  selbst 
nachzulesen.  Dz. 

J.  Groll.     Ein  Distanzmesser  ohne  Latte.     Pr.  Gymn.  Am- 
berg. 17  S.  8°.  (1  Pig.-Taf.) 

Theorie  und  Beschreibung  eines  vom  Verf.  construirten 
Distanzmessers  ohne  Latte,  der,  wie  viele  andere  dieser  Art,  auf 
der  Reflexion  an  zwei  an  den  Endpunkten  einer  festen  Stand- 
linie befindlichen  Spiegeln  beruht.  Verf.  erhofft  fttr  sein  Instru- 
ment eine  viel  grössere  Genauigkeit  als  z.  B.  fOr  den  auf  ähn- 
lichen Principien  beruhenden  Martins'schen  Distanzmesser.    Ref. 
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steht  dieser  Hoffnung,   so  lange  keine  Versache  vorliegen,   aus 
g-uten  Gründen  sehr  misstrauisch  gegenüber.  Bö. 


Ig.  Bisch  off.      ErmitteluDg    der    Gewichte    der    Unbe- 
kannten ans  den  Normalgleichungen.    Jordan  z.  f.  V.  xx. 

299-303. 

Für  Normalgleichungen   mit  drei  Unbekannten  drückt  der 

Verf.  die  Gewichts  Verhältnisse  ft    EfL  ?}L  direct  durch  die  Coef- 

P*    Py    Pz 

ficienten  der  Gleichungen  einfach  aus,  und  glaubt  dadurch  in 
Verbindung  mit  der  aus  der  Auflösung  der  Gleichungen  nach 
dem  Gauss'schen  Algorithmus  erhaltenen  Kenntnis  von  p,  eine 
Vereinfachung  der  Berechnung  dieser  Gewichte  selbst  gegen- 
über dem  üblichen  Verfahren  zu  erreichen.  Die  Resultate  sind 
indessen  nur  versteckte  .und  längst  bekannte  Determinantenbe- 
ziehungen. Bö. 

Em.  Czuber.      üeber    ein    Ausgleichungsprincip.    Techo. 

Blatter.  XXIII.  1-9. 

Der  Verfasser  bespricht  das  von  J.  E.  Estienne  aufgestellte 
Ausgleichungsprincip  [vergl.  F.  d.  M.  XXII.  1890.  1199]  und 
gelangt  zu  folgendem  Resultat: 

„Man  kann  nach  dem  Vorausgeschickten  Estienne's  Unter- 
suchung als  eine  interessante  Studie  bezeichnen,  da  sie  mit  älteren 
Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  Fehlertheorie  manchen  Berührungs- 
punkt hat.  Seine  Regel  der  Medianwerte  und  das  daraus  ge- 
folgerte Ausgleichungsprincip  der  kleinsten  arithmetischen  Summe 
vermögen  aber  die  Stellung  der  Regel  des  arithmetischen  Mittels 
und  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht  zu  alteriren.'^ 

F.  K. 

C.  M.  VON  Bauernfeind.     Neue  Formeln  zu  §  117,  Bd.  II 
der  7.  Auflage  meiner  Elemente  der  Vermessungskunde. 

Jordan  Z.  f.  V.  XX.  161-165. 

W.  Jordan.      Sphäroidische    Coordinatenumformung. 

Jordan  Z.  f.  V.  XX.  213-216. 

Für  die  Uebertragung  der  s.  g.  Soldner'schen  Goordinaten  auf 
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einen  neuen  NuUpankt  sind  die  gewöhnlichen,  bis  auf  Glieder 
zweiter  Ordnung  genauen  Formeln  im  allgemeinen  nicht  mehr  aus- 
reichend, wenn  die  Entfernung  des  neuen  vom  alten  Nullpunkt 
eine  gewisse  Grösse  überschreitet.  Herr  Ton  Bauernfeind  ent- 
wickelt fBr  diesen  Fall  aus  rein  sphärischen  Formeln  neue  lieber- 
tragungsformeln,  die  noch  die  Glieder  dritter  Ordnung  enthalten. 
Besonders  bequem  sind  freilich  diese  Formeln  nicht  mehr. 

Herr  Jordan  macht  in  der  zweiten  Notiz  darauf  aufmerk- 
sam, dass  die  rein  sphärische  Berechnung  zur  Umwandlung  von 
Goordinaten  verschiedener  Landesvermessungssysteme  mit  Aus- 
dehnungen von  100  — 200  Kilometern  im  allgemeinen  ebenfalls 
nicht  mehr  genOgt. 

Man  kann  dann  aber  verschiedene  rechtwinklige  Systeme 
auf  dem  Etlipsoid  sehr  leicht  dadurch  in  einander  umformen,  dass 
man  den  Umweg  über  geographische  Goordinaten  nimmt 

Will  man  aber  die  Soldner'schen  Formeln  fQr  diesen  Zweck 
modificiren,  so  braucht  man  nur  für  die  Berechnung  der  Meri- 
dianconvergenz  eine  kleine  sphäroidische  Nebenbetrachtung,  wäh- 
rend sonst  nur  sphärische  Correctionsglieder  von  der  zweiten 
Ordnung  auftreten.  Diese  Formeln  sind  viel  bequemer  und  auch 
genauer  als  die  Bauemfeind'schen  und  bis  zu  Entfernungen  von 
200  Kilometern  ausreichend.  Bö. 


6.  HocKNER.  Ueber  die  Einschaltung  von  Punkten  in 
ein  durch  Goordinaten  gegebenes  trigonometrisches 
Netz  mit  ausgiebiger  Verwendung  einer  Rechen- 
maschine.   Dias.  Leipzig.  6.  Fock.  47  S.  i^. 

Diese  Arbeit,  zu  der  den  Verf.  seine  Th&tigkeit  bei  der 
Leipziger  Stadtvermessung  geführt  hat,  verfolgt  zwei  Ziele. 
Erstens  will  sie  die  wichtigsten  trigonometrischen  Punkteinsehal- 
tuDgen  der  niedern  Geodäsie  vereinfachen,  indem  sie  statt  der 
üblichen  Auflösungsmethoden  solche  vorschlägt,  die  eine  mög- 
lichst ausgedehnte  und  vorteilhafte  Verwendung  der  Rechen- 
maschine gestatten,  und  zweitens  sucht  sie  gleichzeitig  eine  theo- 
retische Vervollkommnung  der  Besultate  zu  erzielen.    Behandelt 
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werden   das  VorwärtseinscbneideD ,   das   Sflckwftrtseinschneiden 
und  die  PolygonzugrechnuDg  nebst  ihrer  Ausgleichung. 

Bei  dem  elementaren  und  rein  praktischen  Charakter  der 
Schrift  ist  natürlich  mathematisch  Neues  oder  Bemerkenswertes 
nicht  vorhanden.  Bö. 

V.  Reina.    Della  compensazione  del  problema  di  Hansen. 

Torino  Atti  XXVI.  571-579. 

Sind  zwei  unzugängliche  Punkte  ihrer  Lage  nach  gegeben, 
und  sollen  drei  weitere  Punkte,  auf  denen  jedesmal  die  vier 
anderen  Punkte  sichtbar  sind,  durch  Winkelmessungen  auf  ihnen 
bestimmt  werden,  so  entsteht  eine  Verallgemeinerung  der  Hausen'- 
schen  Aufgabe,  die  je  nach  der  Anzahl  der  gemessenen  Winkel 
1  bis  3  Überschüssige  Beobachtungen  enthält.  Verf.  führt  die 
dadurch  notwendige  Ausgleichung  in  gewöhnlicher  Weise  für 
den  Fall  einer  Bedingungsgleichung  durch.  Bö. 


V.  Reina.     SulP  errore  medio  dei  punti  determinati  dei 
problemi  di  Hansen  e  di  Marek.  Torino  Atti  XX  VII.99-106. 

Sind  vier  Punkte  A^  £,  il',  fi'  gegeben,  und  können  von  zwei 
anderen  gegenseitig  sichtbaren  Punkten  P  und  P'  die  Winkel 

APP'  =  a,  BPP'  =  ß, 
A'P'P=a\  B'P'P==ß' 
gemessen  werden,  so  ist  die  Lage  der  Punkte  P,  P'  gegen  die 
vier  gegebenen  bestimmt.  Die  Pothenot'sche  und  die  Hansen'sche 
Aufgabe  sind  Specialfälle  dieses  allgemeineren,  Marek'sches  Prob- 
lem genannten  Falles.  Verf.  untersucht  für  die  Marek'sche  bezw. 
Hansen'sche  Aufgabe  die  Genauigkeit  der  Bestimmung  von  P 
und  P',  wenn  der  mittlere  Fehler  der  gemessenen  Winkel  +  d  ist 

Bö. 

Em.  Czuber«     Die  Reduction  geometrischer  Nivellements 
wegen  der  Veränderlichkeit  der  Schwere.  Techn.  Blätter. 

XXIII.  86-103,  152-173. 
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F.  R.  Hblmert.     Zur  Erklärung  der  beobachteten  Brei- 
tenänderungen.   Astr.  Nachr.  GXXVI.  No.  3014.  217-223. 

Es  wird,  gestützt  auf  UntersucbungeD,  welche  Hr.  Radau  in 
dem  Bulletin  astronomique  und  in  den  G.  R.  veröffentlicht  hat, 
angenommen,  dass  die  Hauptträgheitsaxe,  welche  stets  der  augen- 
blicklichen Drehungsaxe  sehr  nahe  bleibt,  in  Folge  meteorologi- 
scher Einflösse  jährlich  sich  periodisch  verschiebe.  Diese  Ver- 
Schiebung  hat  eine  ungefähr  dreimal  so  grosse  Äenderung  der 
Drehungsaxe  zur  Folge,  welche  mit  der  kleinen  Euler'schen, 
10  Monate  dauernden  Bewegung  derselben  sich  zu  einem  un- 
regelmässigen, alle  5  Jahre  wiederkehrenden  Schwanken  zu- 
sammensetzt, wie  an  einigen  Figuren  erläutert  wird. 

Der  Aufsatz  schliesst  mit  einer  Aufforderung  an  die  permanente 
Commission  der  internationalen  Erdmessung,  die  vorgeschlagenen 
Beobachtungen  von  Breitenänderungen  in  Honolulu  recht  bald 
vorzunehmen.   (Derselben  ist  Folge  gegeben  worden.    Der  Ref.) 

Dz. 


F.  Folie.     Sur  les  variations  de  la  latitude.    Beig.  BnU. 

(3)  XXI.  167-178. 

Diese  Schwankungen  können  nicht  von  meteorologischen 
Ursachen  abhängen,  vielleicht  aber  von  den  gegenwärtigen  Un- 
genauigkeiten  der  Reductionsformeln  der  Oestirne. 

Mn.  (Lp.) 


C.  M.  VON  Bauernfeind.      Das    Bayerische   Präcisions- 
Nivellement.     Achte  Mitteilung.  Manch.  Abb.  xvii,.  357-444. 

Enthält  nur  Messungsergebnisse.  Bö. 


Weitere  Litteratur. 


J.   LoRiDAN.      Voyages    des    astronomes   fran9ais    ä    la 
recherche  de  la  figure  de  la  Terre  et  ses  dimensions. 

Lille.  290  8.  8«. 
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FiALKOWSKi.  Rnrzgefasste  praktische  Geometrie.  Leicht- 
fassliche  Anleitung  zum  Vermessen,  Höhemessen  und 
Nivelliren  für  Äckerbauschulen  und  andere  verwandte 

Lehranstalten.      2.  Aufl.        Wien.    Pichler's  Wittwe  und  Sohn. 

VIII-+-134  8.  gr.  80.  Dazu  Ergänzungsheft:  Der  Messtisch 
und  die  Auflösung  der  wichtigsten  Grundaufgaben  mit 
demselben.  24  s.  gr.  8». 

Tacchini.  Trattato  teorico-pratico  di  topografia  moderna. 
Con  192  figure  ihtercalate  nel  testo  e  molte  tavole 
numeriche.    8°. 

W.  Hergesell,  üeber  die  Formel  von  G.  G.  Stokes 
zur  Berechnung  regionaler  Abweichungen  des  Geoids 

vom   Normalsphäroid.     DisB.  Strassbarg.  40. 

Beferat  F.  d.  M.  XXII.  1890.  1194. 
N.  Jadanza.      Guida    al    calcolo    delle  coordinate  geo- 

detiche.     Torino.  E.  Loeacher.  [Rivieta  di  Mat.  I.  270.] 

P.  Sternberg,      üeber    die  Veränderung    der  Polhöhe. 

Arb.  d.  pbys.  Section  der  Eaiserl.  Gesellsch.  der  Freunde  der  Nator- 
kande.  Moskao.  Heft  1.  5-8. 

L.  PoNS.  Tables  tachöomdtriques  donnant  aussi  rapi- 
dement  que  la  rhgle  logarithmique  tous  les  calculs 
n^cessaires  k  Temploi  du  tach^om^tre.    Paris. 

Friderichsen.  Tabellen  zur  Berechnung  der  Flächen- 
inhalte, der  Terrainbreiten  und  der  Böschungsbreiten 
der  Querprofile  bei  Wege-  und  Grabenbauten.     Berlin. 

XV-+-2I8S.  8«. 
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Capitel  2. 

Astronomie. 

R.  Wolf.     Handbuch  der  Astronomie,  ihrer  Geschichte 
und   Litteratur.     2.  Halbband    (S.  385-712).      Zürich. 

F.  Bchaltbess.  1891.  gr.  S«. 

Wie  wir  schon  in  dem  Berichte  ttber  den  ersten  Halbband 
dieses  Werkes  (F.  d.  M.  XXII.  1890.  54)  erwähnt  haben,  eot- 
hält  der  zweite  Halbband  (I,  Cap.  VII  •  XII)  eine  ,  Einleitung 
in  die  Astronomie".  Gap.  VII  macht  uns  unter  dem  Titel:  «Die 
ersten  Messungen''  (S.  387-404)  mit  den  Elementen  der  mathe- 
matischen Geographie  bekannt,  wie  sie  aus  der  Hypothese  fol- 
gen, dass  sich  die  scheinbare  Himmelskugel  in  einem  Tage  gleich- 
förmig um  die  sogenannte  Weltaxe  dreht  Das  folgende  Capitel  : 
„Die  Fixsterne  und  Wandelsterue"  (S.  405-461)  behandelt  die 
Sternbilder,  die  Sonne  als  Wandelstern,  die  Zeitbestimmungen, 
den  Mond  als  Wandelstern,  die  übrigen  Wandelsterne  der  Alten 
und  Astrologisches.  Cap.  IX:  „Die  Erde  und  ihr  Mond^  (S.  462 
bis  524)  bringt  das  Wichtigste  über  die  Gestalt  der  Erde  und 
tlber  Erdmessungen,  ferner  über  die  Physik  der  Erde  und  Me- 
teorologisches. Nachdem  einige  Paragraphen  der  Bedeutung  der 
Parallaxe  gewidmet  sind,  folgt  die  Theorie  des  Mondes,  die  Ebbe 
und  Flut  und  die  Finsternisse.  Das  nächste  Capitel  „Das  Son- 
nensystem" (S.  525  -  579)  beginnt  rein  historisch  mit  einer  Dar- 
stellung der  verschiedenen  Weltsysteme,  knüpft  daran  die  Be- 
weise für  die  Rotation  und  Revolution  der  Erde,  die  Theorie 
der  Aberration,  die  Eepler'schen  Gesetze  und  das  Newton'sche 
Gravitationsgesetz  und  schliesst  mit  der  neueren  Theorie  der 
Sonne  und  des  Sonnensystems.  Cap.  XI  schildert  unter  dem 
Titel:  „Die  Welten"  (S.  580-597)  die  Ausstreuung  der  Sterne, 
lehrt  die  Sternvergleichungen,  die  Eigenbewegungen  der  Sterne, 
die  Doppelsteme,  Steruhaufen  und  Nebel  und  die  Organisation 
des  Weltgebäudes.  Das  Schlusscapitel  bringt  unter  der  lieber- 
Schrift:     „Die  Zeitrechnung«  (S.  598-631)  die  Theorie   des  Ka- 
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leoders.  Dass  in  allen  diesen  Gapiteln  das  historisch-litterarische 
Moment  besonders  betont  ist,  wurde  schon  in  unserem  Berichte 
Ober  den  ersten  Halbband  hervorgehoben.  Die  Fülle  des  hier 
Gebotenen  macht  das  Werk  als  Nachsehlagebach  besonders 
wertvoll. 

Es  folgen  nun  (S.  633-712)  mehrere  für  Astronomen  wich- 
tige Tafeln:  I.  Beductionstafeln  für  Längenmasse.  II.  Arithme- 
tisehe  Tafeln.  IIL  Logarithmische  Tafeln.  IV.  Trigonometrische 
Tafeln.  V.  Physikalische  Tafeln.  VI.  Bessersche  Refractionstafel. 
VIL  Geod&tische  Tafeln.  VIIL  Sonnen-  und  Hondtafeln.  IX.  Pla- 
neten- und  Kometen-Tafeln.  X.  Stern-Tafeln.  XI.  Ealenderogra- 
phische  Tafeln.  XII.  Historisch -litterariscbe  Tafel.  Die  letztere 
umfasst  16  Seiten  und  enthält  in  chronologischer  Ordnung  die 
wichtigsten  Daten  aus  der  Geschichte  der  Astronomie  und  ihrer 
HQlfswissenschaften  zugleich  mit  Angabe  der  bedeutenderen  litte- 
rarischen Erscheinungen.  Hierbei  ist  die  neuere  Zeit  bevorzugt; 
denn  während  fttr  die  ersten  10  Jahrhunderte  n.  Chr.  nur  im 
ganzen  13  Daten  angeftthrt  sind,  für  die  Zeit  von  1000- 1500  nur 
37,  folgen  im  16.  Jahrhundert  schon  49,  im  19.  aber  fast  400 
Daten.  Diese  Tafel  wird  sicherlich  vielen  sehr  willkommen  sein, 
wenn  auch  über  den  Wert  dessen,  was  in  einer  solchen  Tabelle 
Aufnahme  finden  soll  und  was  fortgelassen  werden  kann,  die 
Ansichten  verschieden  sein  werden.  M. 


G.  B.  AiRT.  Die  Gravitation,  eine  elementare  Erklärung 
der  hauptsächlichsten  Störungen  im  Sonnensystem. 
Uebersetzt  von  Rud.  Hoffmann.     Leipzig,    w.  EngelmaDD. 

XXVII 4- 176  S.  8^. 

Dieses  eigenartige,  im  Jahre  1834  in  England  erschienene, 
dann  von  Littrow  übersetzte,  aber  längst  vergriffene  Werk  liegt 
hier  in  neuer  Uebersetzung  vor.  Es  ist  ein  mit  voller  Sach- 
kenntnis und  gründlicher  Methode  unternommener  und  wohl 
gelungener  Versuch  eines  hoch  berühmten  Astronomen,  synthe- 
tisch und  in  geometrischer  Form,  bei  geflissentlicher  Vermeidung 
jeder  verwickelten  Rechnung,  den  Leser  in  die  Theorie  der  Stö- 
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ruDgen  einzuführen.  Der  Verfasser  stützt  sich,  was  die  Beweis- 
art betrifft,  hierbei  hauptsächlich  auf  Newton's  Principien  und 
die  Outlines  of  Astronomy  von  Herschel,  geht  aber,  sich  anderer- 
seits auf  das  Allgemeine  beschränkend,  viel  weiter  vor,  so  dass 
nach  und  nach  alle  besonders  merkwürdigen  Stdrungen  unseres 
Sonnensystems  betrachtet  und  überraschend  einfach  auf  ihre  Ur- 
sachen zurückgeführt  werden. 

Eine  ausführliche  Inhaltsangabe  des  in  neun  Abschnitte  ge- 
teilten Buches  ist  wohl  hier  nicht  am  Platze.  Man  wird  es 
nicht  ohne  besondere  Befriedigung  lesen  und  auch  der  Ueber- 
setzung,  welche  gerade  bei  einem  so  originellen  Werke  nicht 
leicht  sein  kann,  gern  die  ihr  gebührende  Anerkennung  zollen. 

Dz. 


W.  FoERSTER.     Mitteilungen  der  Vereinigung  von  Freun- 
den  der  Astronomie  und  kosmischen   Physik.    Berlin. 

F.  Dummler.  gr.  8^. 

Diese  Vereinigung  hat  sich  die  Aufgabe  gestellt,  zu  solchen 
Arbeiten  der  Astronomie  und  Physik  anzuregen,  welche  viele, 
aber  leicht  anzustellende  Beobachtungen  verlangen,  um  so  die 
Astronomen  von  Fach  wesentlich  zu  unterstützen.  Sie  zerfallt 
zunächst  in  sechs  Arbeitsgruppen,  welche  sich  in  die  Beobach- 
tung der  Sonne,  des  Mondes  und  der  Planeten,  des  Sternenlich- 
tes und  der  Milchstrasse,  des  Zodiakalliohtes  und  der  Meteore, 
des  Polarlichtes,  Erdmagnetismus,  der  Wolken-  und  Gewitter- 
erscheinungen  teilen.  Dz. 


Astronomischer  Kalender  für  1892.  Nach  dem  Muster 
des  Karl  von  Littrow'schen  Kalenders,  herausgegeben 
von  der  K.  K.  Sternwarte.  N.  F.  XI.  Jahrgang.     Wien. 

0.  Gerold  Sohn.  147  S.  8<>. 

Der  astronomische  Teil  dieses  Kalenders  enthält  die  An- 
gaben der  Sternzeit  und  der  Zeitgleichung  für  jeden  Tag,  Rect- 
ascension,  Dedination,  Auf-  und  Untergang  von  Sonne  und 
Mond  gleichfalls  für  jeden  Tag,  Bectascension,  Dedination  and 
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Culmination  der  grossen  Planeten  von  10  za  10  Tagen,  nebst 
einigen  Notizen  Aber  Sichtbarkeit  und  endlieh  Länge  und  Breite 
von  Sonne  und  Mond.  In  drei  Beilagen  sind  enthalten  Nach- 
richten fiber  neue  Planeten  und  Kometen,  dann  folgt  zweitens 
eine  Uebersicht  des  Planetensystems  und  drittens  ein  Verzeich- 
nis der  vorzöglichsten  in  unseren  Breiten  sichtbaren  Sterne. 

Durch  die  Beschränkung  des  Stoffes  und  der  Genauigkeit 
der  Angaben,  welche  nur  bis  zu  Bogenminuteü  gehen,  hat  der 
Kalender  eine  sehr  bandliche  Form  erhalten.  Dz. 


Agnes  M.  Clbree.     The    sjstem    of   the    stars.    London. 

Longmans,  Green,  and  Co.  (1890).  [Nature  XLIII.  169-172]. 

Die  umfangreiche  Anzeige  scheidet  den  Inhalt  in  zwei  Teile: 
„der  eine  bietet  eine  äusserst  schätzenswerte  Menge  von  Beleh- 
rung, während  der  andere  die  Ansichten  der  Verfasserin  über 
die  Arbeit  der  Jetztzeit  giebt  So  weit  der  erste  Teil  in  Betracht 
kommt,  hat  Fräulein  Clerke  ihre  Arbeit  bewundernswert  erledigt 
Wir  bedauern  indes  ihretwegen,  dass  sie  sich  nicht  ganz  auf 
diese  Art  von  Arbeit  beschränkt  hat".  Lp. 


J.  W.  Davis.     Theoretical  astronomy.     Dynamics  of  the 

Sun.      New  York. 

H.  Bruns.      Zur  Theorie  der  astronomischen  Strahlen- 
brechung.     Leipz.  Ber.  XLIII.  164-227. 

Diese  Arbeit,  durch  welche  fßr  die  Theorie  der  astronomischen 
Strahlenbrechung  viele  neue  Gesichtspunkte  gewonnen  werden, 
zerfällt  in  10  Abschnitte.  Im  ersten  werden  die  Differentialglei- 
chungen fttr  den  Weg  eines  Lichtstrahls  in  einem  brechenden  Medium 
aus  der  Bedingung  entwickelt,  dass  die  erste  Variation  des  die 
Zeit  ausdrückenden  Integrals  verschwinden  muss.  Darauf  werden 
sie  unter  der  Voraussetzung  integrirt,  dass  die  Flächenscharen 
mit  constantem  Brechungsexponenten  concentrische  Kugeln  seien, 
deren  Mittelpunkt  auf  der  Lotlinie  liegt.    Die  Refraction  selbst, 
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d.  h.  die  gesamte  Winkelablenkung  des  Strahles,  wird  dann  doreh 
ein  Integral  bestimmt,  dessen  Weg  durch  die  ganze  Atmosphäre 
hindurchgeht,  das  aber  nicht  eher  berechnet  werden  kann,  bis 
die  Abhängigkeit  des  Brechungsexponenten  von  der  Höhe  aia 
gegeben  angenommen  wird.  Im  zweiten  Abschnitt  wird  ausge- 
führt, dass  diese  Abhängigkeit  gerade  das  hypothetische  Element 
aller  bisherigen  Refractionstheorien  bilde,  insofern  die  Tempera- 
tnrabnahme  mit  fler  Höhe  hineinspielt,  ttber  deren  Art  wir  bis 
jetzt  nur  wenige  und  namentlich  wenig  systematische  Beobach- 
tungen haben,  so  dass  stets  irgend  eine  Interpolationsformel  zu 
Grunde  gelegt  werden  musste.  Dieses  Verfahren  erklärt  der 
Verfasser  f&r  einen  zwecklosen  Umweg,  der  von  der  Wärme  und 
Dichte  der  Luft  zu  ihrer  Brechbarkeit  in  verschiedenen  Höhen 
genommen  wird,  weil  man  ebenso  auf  gut  GlQck  den  Brechungs- 
exponenten selbst  unmittelbar  als  Function  der  Höhe  interpola- 
torisch  einführen  könne.  Dies  f&hrt  den  Verfasser  zur  Losung 
der  Aufgabe,  Refractionsformeln  und  -Tafeln  aufzustellen,  welche 
erstens  auf  die  Beobachtungen  selbst  und  dann  auf  tiefere  üeber- 
legungen  gegründet  sind,  deren  Auseinandersetzung  den  Haupt- 
inhalt dieser  Arbeit  bildet.  Hinterher  Hesse  sich  dann  wohl  durch 
UmkehruDg  des  Verfahrens  ein  berechtigter  Schluss  über  die  Art 
der  Temperaturabnahme,  wenigstens  in  den  tieferen,  zur  Refrae- 
tiou  am  meisten  beitragenden  Luftschichten  ziehen. 

Die  Beobachtungen  lehren  uns  die  Refraction  als  Function 
der  Zenitdistanz  oder  der  Richtung  kennen,  aber  nur  am  Erd- 
boden, nicht  in  jeder  beliebigen  Höhe.  Will  man  sie  als  Func- 
tion beider  Elemente  (Zenitdistanz  und  Höhe)  darstellen,  so  muss 
man  ron  dem  oben  genannten  Integral  ausgehen  und  in  dem- 
selben als  untere  Grenze  die  Höhe  über  dem  Erdboden  nehmen, 
für  welche  die  Refraction  gelten  soll.  Da  aber  die  Schichtung 
der  Atmosphäre  nach  ihrer  Breohbarkeit  unbekannt  ist,  so  wird 
von  dem  Verfasser  aus  dem  analytischen  Ausdruck  für  das  In- 
tegral eine  partielle  Differentialgleichung  abgeleitet,  auf  deren 
linker  Seite  nnr  jene  beiden  Elemente  und  die  EHfferentialquo- 
tienten  der  Refraction  nach  ihnen  stehen,  während  die  rechte  Seite 
dureh  den  logarithmischen  Differentialquotienten  des  Brechungs- 


I 
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exponenten  nach  der  Höhe  (oder  yielmehr  nach  einer  anderen 
Grösse,  die  der  Verfasser  durchgängig  für  die  Höhe  setzt)  ge- 
bildet wird.  Diese  partielle  Differentialgleichung  ist  der  Angel- 
punkt der  nachfolgenden  Untersuchungen,  da  ihr  alle  „wahren '^ 
Refractionsformeln,  wie  sie  auch  sonst  sein  mögen,  genOgen 
müssen.  Um  aber  zu  solchen  zu  gelangen,  muss  man  doch 
wieder  von  denjenigen  Formeln  ausgehen,  die  mit  genflgender 
Schärfe  die  Refraction  am  Erdboden  nur  als  Function  der  Zenit- 
distanz darstellen.  Wenn  nun  eine  derartige  Formel  mehrere 
Constanten  a,  fr,  c, . . .  enthält,  die  für  den  Erdboden  bestimmte 
Werte  haben,  so  ist  der  Versuch  natürlicher  Weise  gegeben, 
ob  dieselbe  Formel  für  jede  beliebige  Höhe  gelten  könne,  wenn 
a,  fr,  c,  . . .  mit  der  Höhe  sich  ändern.  Führt  man  aber  o,  fr,  c, . .  • 
als  unbekannte  Functionen  der  Höhe  ein,  so  giebt  die  partielle 
Differentialgleichung  die  Probe,  ob  dieser  Versuch  gelingen  kann. 
Nach  einigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  Eigentüm- 
lichkeiten einer  solchen  Untersuchung  wendet  sich  der  Verfasser 
im  vierten  Abschnitt  zu  einem  ersten  Beispiel,  nämlich  zu  der 
Refractionsformel  von  Oppolzer 

R  =  aa)(fr  COS  ^), 

wo  a  und  fr  zwei  Constanten,  ^  die  Zenitdistanz,  R  die  Refrac- 
tion und  0  die  Function: 


(P(x)  =  e-Y  ^e-**dt 


» 


bedeuten.  Hier  zeigt  sich,  dass  aus  dieser  Formel  eine  wahre 
Refractionsformel  werden  kann,  wenn  man  noch  ein  Zusatzglied 
von  ähnlicher  Form  hinzunimmt,  in  welches  aber  die  Gesamthöhe 
der  Atmosphäre  eingeht.  Dasselbe  ist  übrigens,  wie  nachgewie- 
sen wird,  in  der  Praxis  so  klein,  dass  es  vernachlässigt  werden 
kann.  Im  fünften  Abschnitt  nimmt  der  Verfasser  als  Ausgangs- 
formel eine  Reihe  von  Partialbrüchen  an,  von  der  Form: 

Auch  hier  gelingt  der  Versuch,  diese  Formel  unter  der  Voraus- 
setzung,  dass  tta  und  fr«  Functionen  der  Höhe  seien,   zu  einer 

FortMhr.  d.  Math.  XXUI.  8.  77 


1218  XII.  Abschnitt.    Geodäsie,  Astronomie,  Meteorologie. 

wahren  Refractionsformel  zu  machen.  Der  sechste  Abschnitt  ent- 
hält Vergleichungen  der  BesseVschen  und  Gyld^n'schen  Tafeln, 
sowohl  mit  der  ursprQnglichen  Partialbrochformel,  als  auch  mit 
der  neuen,  welche  durch  den  eben  genannten  Process  eine  etwas 
abweichende  Gestalt  erhalten  hat.  Dabei  wird  zunächst  nur  ein 
einziger  Partialbruch  angenommen,  und  erst  später,  im  siebenten 
Abschnitt,  die  Untersuchung  auf  zwei  ausgedehnt.  Es  zeigt  sich, 
dass  dann  die  Formel  bereits  biegsam  genug  geworden  ist,  um 
allen  Ansprüchen,  die  man  heute  stellen  kann,  zu  genfigen. 
Hierbei  bemerkt  der  Verfasser,  dass  die  Theorien  der  Strahlen- 
brechung erst  dort  ihre  wahre  Bedeutung  gewinnen,  wo  die 
astronomischen  Beobachtungen  heute  (wenn  es  irgend  angeht) 
Halt  machen,  nämlich  bei  nur  wenig  gegen  den  Horizont  ge- 
neigten Strahlen.  Der  achte  Abschnitt  ftihrt  den  schon  früher 
geäusserten  Gedanken  durch,  aus  dem  Verhalten  der  Refraction 
auf  die  Brechbarkeit  der  Luft,  damit  dann  auf  ihre  Dichtigkeit 
und  damit  endlich  auf  die  Temperaturabnahme  mit  der  Höhe  zu 
schliessen.  Die  Formeln  werden  entwickelt  und  auf  das  vorher 
benutzte  Material  angewandt.  Der  Hauptschwerpunkt  der  Ergeb- 
nisse wird  wohl  durch  den  Satz  dargestellt:  Der  Erfolg  (nämlich 
in  Bezug  auf  unsere  Kenntnis  der  Temperaturabnahme)  wird 
von  der  benutzten  Formel  (nämlich  der  Refractionsformel)  nur  in 
untergeordneter  Weise,  wesentlich  dagegen  von  der  Beschaffen- 
heit des  Beobachtungsmaterials  beeinflusst.  Aber  dieses  mQsste 
noch  bedeutend  vervollständigt  werden,  namentlich  durch  syste- 
matische Beobachtungen  an  den  oben  genannten  Strahlen,  wenn 
„die  Theorie  der  Refraction  als  Gegenstand  der  Geophysik' 
behandelt  werden  sollte. 

Der  neunte  Abschnitt  enthält  hauptsächlich  analytische  Ent- 
Wickelungen,  welche  sich  an  früher  gebrauchte  Formeln  an- 
schliessen.  Im  zehnten  endlich  wird  untersucht,  wie  Abweichun- 
gen der  Flächen  gleicher  Dichte  und  also  gleicher  Brechbarkeit 
der  Atmosphäre  von  der  angenommenen  Kugelgestalt  auf  die 
Refraction  wirken.  Unter  der  Annahme,  dass  das  Verhältnis  der 
Hauptkrümmungen  irgendwo  von  der  Einheit  sich  so  weit  ent- 
fernt,   als   es  die  Erdabplattung  im  Maximum  mit  sich  bringen 
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kann,  ergiebt  sich,  dass  der  Einflass  der  Abweichungen  von  der 
sphärischen  Schichtung  auf  die  normale  Gomponente  der  Refrac- 
tion  völlig  unmerklich  ist.  Daher  müssen  die  thatsächlich  vor- 
handenen Refractionsanomalien  durch  eine  Art  Schlierenbildung 
in  der  Luft,  welche  sich  ja  auch  im  Sternfunkeln  kundgiebt, 
oder  durch  eine  Veränderlichkeit  der  Schichtung  in  ihr  mit  dem 
Wetter  und  der  Jahreszeit,  oder  endlich  durch  noch  unbekannte 
Ursachen  erklärt  werden.  Dz. 


F.  Haüsdorff.     Zur  Theorie  der  astronomischen  Strah- 
lenbrechung.   Leipz.  Ber.  XLIII.  481-566. 

Diese  Arbeit  schliesst  sich  an  die  vorige  auf  das  engste  an. 
Dort  wurde  das  Refractionsproblem  von  einem  neuen  Standpunkt 
aus  betrachtet,  weil  die  Form  des  Ausdrucks  für  die  Refraction 
und  nicht  die  Schichtung  der  Luft  als  hypothetisches  Element 
eingeführt  wird.  Hier  werden  sowohl  die  alten,  von  Bruns  an- 
gezogenen, als  auch  neue  Formen  abgehandelt;  die  Partialbruch- 
formel  wird  nicht  in  Gestalt  zweier  einfachen  Partialbrüche,  son- 
dern sofort  in  der  Form  angenommen,  wie  sie  sich  durch  Zusam- 
menziehung zu  einem  Bruch  und  durch  die  Bruns'sche  Umfor- 
mung umgewandelt  hat.  Dabei  tritt  als  fünfter  Parameter  die 
Höhe  der  ganzen  Atmosphäre  auf,  während  aus  besonderen 
Gründen  zwischen  den  vier  anderen  Parametern  eine  schon  von 
Bruns  aufgestellte  Gleichung  angenommen  wird.  Es  bleiben  also 
noch  vier  Parameter  zur  Verfügung,  und  die  Versuche  des  Ver- 
fassers beziehen  sich  auf  einen  möglichst  guten  Anschluss  an 
das  Beobachtungsmaterial.  Dann  kommt  zweitens  die  Eramp'sche 
Function 

an  die  Reihe,  aber  mit  der  erweiternden  Bedingung,  dass  die  Re- 
fractionsformel  eine  Summe  von  zwei  oder  mehreren  solchen 
Ausdrücken  sein  könne.  Drittens  bespricht  der  Verfasser  die- 
jenigen Formen,  welche  aus  einer  Potenzreihe  mit  einer  endlichen 
Zahl  von  Gliedern  entspringen,  und  reiht  daran  einige  Bemerkun- 

77* 
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gen  über  noch  andere  Bildungen,  die  bei  der  Aufstellung  einer 
Refractionsformel  verwendet  werden  könnten.  Den  Schlass  der 
Arbeit,  welche  nur  den  ersten  Teil  des  in  der  Einleitung  ans- 
einandergesetzten  Programms  behandelt,  bilden  Betrachtungen 
über  die  Abhängigkeit  der  Temperatur  von  der  Höhe,  wie  sie 
aus  den  vorangegangenen  Formeln  nach  der  Bruns'schen  Me- 
thode folgt.  Dz. 

A.  DoNNBR.      Formel    und  Tafeln  zur  Berechnong  von 
Zeitbestimmungen  durch  Höhen  in  der  Nähe  des  ersten 

Verticals.    Acta  Soc.  Fennicae  (HelsiDgforB)  XVII.  441-464. 

Die  Beachtung  der  Gleichförmigkeit,  mit  welcher  die  Zenit- 
distanz sich  in  der  Nähe  des  ersten  Verticals  ändert,  hat  den 
Verf.  zu  dem  Versuche  veranlasst,  die  Aenderung  des  Stonden- 
winkels  beim  Durchgange  durch  den  ersten  Vertical  in  eine 
schnell  convergirende  Potenzreihe  nach  der  Aenderung  der  Ze- 
nitdistanz zu  entwickeln.  Die  Rechnung  giebt  eine  Reihe,  deren 
Anwendung  ebenso  bequem  scheint,  wie  die  der  endlichen  For- 
mel, und  die  ausserdem  einige  Vorteile  einschliesst  In  der 
Reihe  kommt  das  Glied  der  zweiten  Ordnung  nicht  vor;  diejeni- 
gen der  ersten  und  dritten  hängen  nur  von  der  Polhöhe  ab,  und 
für  die  Glieder  der  Ordnungen  4,  5,  6  hat  der  Verf.  von  0*  bis 
60""  Polhöhe  Tafeln  construirt.  Bdn. 


F.  OoNNESSiAT.     Recherches  sur  T^quation  personnelle 
dans  les  observations  de  passages.  asboc.  Fran9.  Marseiile. 

XX.  259-269. 

Das  Gesetz  des  zufälligen  Fehlers  einer  Durchgangsbeob- 
achtung hängt  von  der  Geschwindigkeit  des  Sterns  und  von  der 
Beschaffenheit  des  Bildes  ab.  Bei  der  Methode  „Auge  und  Ohr^ 
hat  dieses  Gesetz  den  Ausdruck 

«•  =  [a'+i'sin'id  +  c'secMle^*«"»«, 

wo  a,  6,  c,  d  Constanten  sind,  6  die  Dedination,  z  die  Zenit- 
distanz, 0  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen.  Bei  der  elek- 
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irischen  Methode  ist  das  zweite  Glied  innerhalb  der  Klammer 
zu  ersetzen  durch  fr"sin^^J.  Die  Discussion  dieser  Formel, 
besonders  ihres  Einflusses  auf  die  Auffindung  der  Decimalen, 
nimmt  den  grösseren  Teil  der  Note  ein.  Lp. 


Th.  Wand,     lieber  die  Integration  der  Differentialglei- 
chungen, welche  die  Bewegungen  eines  Systems  von 

Punkten    bestimmen.       Astr.  Nachr.  OXXVI.  No.3009.  129-138; 
CXXVII.  No.3046.  353-360;  CXXX.  No.3117.  377-390. 

Diese  drei  Aufsätze  enthalten  hauptsächlich  Umformungen 
der  Differentialgleichungen  in  die  Jacobi'sche  kanonische  Form: 

dpi__dW  dqi__  dW 
dt  ""  dqt  '  dt  ""  dpi 
nebst  den  zugehörigen  Entwickelungen ,  wie  sie  von  Lagrange, 
Poisson  etc.  eingeführt  worden  sind.  Im  ersten  Aufsatz  giebt 
der  Verfasser  ausserdem  ein  System  kanonischer  Elemente  einer 
Planetenbahn  und  später  eine  Methode,  aus  einer  angenäherten 
Lösung  mittels  solcher  Umformungen  verbesserte  Integrale  der 
Differentialgleichungen  abzuleiten,  welche  dann  auf  die  Bewegung 
von  Knoten  und  Perigaeum  des  Mondes  angewandt  wird.  Im  zwei- 
ten Aufsatz  wird  eine  Entwickelung  nach  Potenzen  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  (der  Zeit)  angezogen  und  gezeigt,  wie 
die  Coefficienten  durch  einen  Algorithmus  nach  einander  zu  finden 
sind.  Dann  wird  eine  Anwendung  auf  die  säculare  Beschleuni- 
gung der  Mondbewegung  gemacht,  um  sie  als  Function  der  säcu- 
laren  Abnahme  der  Excentricität  der  Erdbahn  zu  erhalten.  Der 
dritte  Aufsatz  behandelt  hauptsächlich  die  Darstellung  der  Go- 
ordinaten  in  trigonometrisch  -  Fourier'scher  Form.  Die  Behaup- 
tung am  Schlüsse  über  die  Möglichkeit  einer  solchen  Darstellung 
ist  aber  doch  nur  sehr  schwach  gestützt  und  hat  bloss  rein  for- 
male Bedeutung,  da  alle  Gonvergenzbetrachtungen  ausgelas- 
sen sind. 

Die  Ausführungen  des  Verfassers  wären  ungleich  übersicht- 
licher geworden,  wenn  er  das  sonst  allgemein  gebrauchte  Zei- 
chen (a,  6)  benutzt  hätte  und  etwas  weniger  sparsam  bei  der 
Erklärung  von  Bezeichnungen  gewesen  wäre.  Dz. 
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R.  Lehmann -FrLH^s.     üeber  zwei  Fälle  des  Vielkörper- 

problems.    Astr.  Nachr.  CXXYII.  No.  3033.  137-144. 

Die  Ton  Lagrange  behandelten  Fälle,  in  welchen  das  Drei- 
korperproblem  streng  lösbar  wird,  werden  hier  auf  mehr  als 
drei  Massenpunkte  verallgemeinert.  Dem  Fall,  dass  die  drei 
Punkte  stets  zu  einem  gleichseitigen  Dreieck  zusammenstehen, 
entspricht  hier  die  Annahme,  dass  die  vier  Massenpunkte  während 
der  ganzen  Bewegung  die  vier  Ecken  eines  regulär  bleibenden 
Tetraeders  bilden.  Der  Verfasser  findet,  dass  im  Gegensatz  zum 
Falle  des  gleichseitigen  Dreiecks  hier  nur  geradlinige  Bewegungen 
in  Bezug  auf  den  Schwerpunkt  möglich  sind,  bei  welchen  alle 
Massen  punkte  auf  diesen  zu  (oder  von  ihm  fort)  rQcken.  Der 
zweite  Fall  dagegen,  in  welchem  drei  Punkte  in  einer  geraden 
Linie  stehen  und  stets  dieselben  Abstandsverhältnisse  beibehal- 
ten, lässt  sich  ohne  jede  Einschränkung  auf  n  in  gerader  Linie 
liegende  Massenpunkte  übertragen.  Der  Verfasser  beweist,  dass 
die  Bcdingungsgleichungen  für  die  gegenseitigen  Entfernungen 
immer  reelle  Lösungen  besitzen,  welche  Werte  die  Massen  auch 
haben,  und  in  welcher  Reihenfolge  die  Punkte  auch  auf  der  ge- 
raden Linie  geordnet  seien.  Werden  die  Punkte  diesen  Bedin- 
gungen entsprechend  aufgestellt,  und  mit  parallelen  Geschwindig- 
keiten versehen,  welche  proportional  den  Abständen  vom  Schwer- 
punkt anzunehmen  sind,  so  bleiben  die  Punkte  stets  in  einer 
geraden  Linie  und  beschreiben  um  den  Schwerpunkt  als  Brenn- 
punkt Kegelschnitte.  Dz. 


W.  J.  HüSSEY.     Ou  the  partial  derivatives  of  the  poten- 
tial  function  in  the  problem  of  n  bodies.  Anoais  of  Math. 

VI.  12-13. 

Für  die  Sätze  von  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Schwer- 
punktes und  von  der  Erhaltung  der  Flächen  bei  dem  n-Eörper- 
problem  wird  genau  derselbe  Beweis  gegeben,  welcher  sich  in 
KirchhoflPs  Mechanik,  vierte  Vorlesung  §  3  und  §  5,  findet. 

St. 
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A.  G.  Grbbnhill.     Stability   of  orbits.      Lond.  m.  s.  Proc. 

XXII.  264-30Ö. 

Die  Bahn  eines  Punktes,  welcher  der  Anziehung  durch  eine 
Centralkraft  K  unterworfen  ist,  kann  bei  gehöriger  Bestimmung 
der  Geschwindigkeit  kreisförmig  werden,  nach  welchem  Gesetz 
auch  die  Kraft  mit  der  Entfernung  variirt.  Diese  Kreisbahn  ist 
aber  in  einigen  Fällen  stabil,  in  anderen  nicht  stabil.  Newton  hat 

z.  B.   bewiesen,   dass   unter  Voraussetzung   der   Form  Ä"  =  — 

nur  Stabilität  eintreten  kann,  wenn  m  <  3.  Der  Verfasser  nun 
ermittelt  für  die  Fälle  m  =  3,  5;  4,  7,  6;  9,  8,  11  mit  Hülfe  ellip- 
tischer Functionen  und  Integrale  die  Art,  wie  der  Korper  in 
spiralischen  Windungen  in  die  Unendlichkeit  geht,  oder  dem 
Kraftcentrum  sich  mehr  und  mehr  nähert,  je  nachdem  der  Im- 
puls, welcher  ursprünglich  den  Körper  aus  der  Kreisbahn  getrie- 
ben, nach  aussen  oder  innen  gerichtet  war. 

Nachher  untersucht  der  Verfasser  auch  die  Bahnen  in  Bezug 
auf  ihre  Stabilität,  wenn  zwei  Kraftcentra  vorhanden  sind,  kommt 
dann  durch  Zusammenrücken  der  beiden  Centren  auf  magnetische 
Kraftpotentiale  und  deren  Verbindung  mit  Einzelkräften  zu 
sprechen  und  behandelt  endlich  die  Bewegungen  im  Kreise  einer 
Kreisschar  und  der  zugehörigen  Orthogonalschar  und  ähnliche 
Abarten  des  allgemeinen  Problems.  Dz. 


H.  Gyldän.      Nouvelles    recherches  sur  las   s^ries  em- 
ploydes  dans  las  thöories  des  planstes.    Acta  Math.  xv. 

65  - 190. 

Nach  einer  Einleitung,  in  welcher  der  Verfasser  über  seine 
früheren  Arbeiten  und  über  die  Schwierigkeiten,  welche  trotz 
derselben  der  genauen  Erforschung  der  Stabilität  der  Bewegung 
noch  entgegen  stehen,  sich  auslässt,  kommt  er  auf  das  eigent- 
liche Thema,  nämlich  auf  die  Integration  der  Differentialglei- 
chung: 

=  -y,  .co8[(l-<y,)p-ß,]-y,co8[(l  — a,)p-BJ , 
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welche  nach  Weglassang  vieler  anderen  Glieder  aus  dem  Störangs- 
Problem  abgesondert  werden  kann.  Vorausgesetzt  wird  dabei, 
dass  ^,,  }^,,  . . .,  /9j,  /9,,  (7„  (7,,  ...  kleine  Grössen  seien. 

Zur  Lösung  dieser  Gleichung  wendet  der  Verfasser  Methoden 
an,  die  aus  seinen  frftheren  Arbeiten  bekannt  sind.  So  wird 
erst  das  Glied  —ß^Q*  fortgelassen,  worauf  die  Gleichung  ohne 
Mühe  vollständig  integrirt  werden  kann;  dann  wird  (unter 
vorläufiger  Annahme,  dass  rechts  nur  ein  Störungsglied 
—  ^co8[(l — a)e—B]  steht),  q  in  zwei  Bestandteile  q^  und  R  zer- 
legt, von  denen  ersterer  dieselbe  Form  hat,  wie  q  selbst  in  der 
eben  genannten  Lösung.  Dabei  werden  aber  noch  einige  Con- 
stanten eingeführt,  die  dann  so  bestimmt  werden,  dass  in  R 
einige  Glieder  verschwinden.  Dann  wird  abermals  eine  Auswahl 
getroffen,  derart,  dass  von  den  Gliedern  der  Gleichung  nur  die 
„kritischen*'  stehen  bleiben.  Hierauf  wird  q  abermals  in  zwei 
Teile  gespalten  und,  dem  entsprechend,  auch  die  Differential- 
gleichung u.  s.  w.  Endlich  werden  Beihenentwickelungen  ange- 
setzt, von  denen  der  Verfasser  meint,  dass  sie  convergiren. 

Damit  ist  der  erste  Teil  der  Arbeit  vollendet.  Im  zweiten 
Teil  werden  von  vorn  herein  elliptische  Functionen  eingeführt, 
nachdem  die  Differentialgleichung  durch  neue  Substitutionen 
auf  die  Form 

gebracht  worden,  wo  die  rechte  Seite  wieder  der  rechten  Seite  der 
vorigen  Gleichung  entspricht.  Wird  zunächst  0  an  die  Stelle 
von  W  gesetzt,  so  integrirt  sich  die  Gleichung  ohne  weiteres 
durch  elliptische  Functionen.  Mit  diesen  wird  nun  weiter  ope- 
rirt.  In  zwei  weiteren  Abschnitten  werden  noch  zwei  andere 
Methoden  zur  Lösung  des  Problems  entwickelt,  die  ebenfalls  auf 
der  Anwendung  elliptischer  Functionen  beruhen. 

Die  Behandlung  des  Problems  ist  meist  nur  in  grossen 
Zügen  gegeben,  und  auch  die  Convergenzbetrachtungen  sind  sehr 
allgemein  und  nicht  durchschlagend.  Völlig  streng  und  einwands- 
frei  sind  auch  die  hier  eingeschlagenen  Methoden  (trotz  ihrer 
Reichhaltigkeit)  ebenso  wenig,  wie  die  vielen  anderen,  welche 
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sonst  von   den  Astronomen   zur   Feststellang   der   Bewegungen 
nach  dem  Newton'schen  Gesetz  ersonnen  sind.  Dz. 


K.   BoHLiN.     Till  frägan  cm  sekulära  störningar.   stockb. 

Akad.  Bihang.  XYI,.  No.  12.  19  8. 

Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  „säcularen  Störungen  von  der 
Ordnung  Kuli**.  Unter  Voraussetzung,  dass  nur  zwei  Massen 
sich  um  einen  Gentralkörper  in  einer  Ebene  bewegen,  wird  un- 
tersucht, welchen  Einfluss  die  in  dem  „säcularen  Teile"  der 
Störungsfunction  vorkommenden  Glieder  ausüben,  welche  in  den 
Excentricitäten  von  höherem  Grade  als  dem  zweiten  sind.  Bei  Be- 
rücksichtigung der  Glieder  bis  zu  einem  beliebigen  Grade  2n  führen 
in  der  That  die  betreffenden  Differentialgleichungen  zu  gewissen 
Aberschen  Functionen.  Wenn  man  nach  der  Methode  von  La- 
grange it  =  1  nimmt,  bekommt  man  bekanntlich  trigonometrische 
und  algebraische  Functionen.  Aber  n  =  2  resp.  3  giebt,  wie 
der  Verf.  mit  Hülfe  des  bekannten  Zeuthen'schen  Gorrespondenz- 
satzes  zeigt,  wenigstens  im  allgemeinen  AbeFsche  Functionen 
vom  Geschlechte  1  resp.  4.  Bdn. 


K.  6.  Olsson.     üeber   die   absolute  Lösung   des   Drei- 

körperproblems.     Progr.  Gymn.  Nyköping.  8  S. 

Nähere  Untersuchung  gewisser  Glieder,  welche  in  den  Reihen- 
entwickelungen der  Gyldän'schen  Störungstheorie  vorkommen. 

Bdn. 

H.  PoiNCARE.    Sur  le  d^veloppement  approchö  de  la  fonc- 
tion  perturbatrice.    c.  R.  cxii.  269-273. 

Entwickelt  man  die  Störungsfunction  in  der  bekannten  Form: 

wo  /  und  /'  die  mittleren  Längen  beider  in  Betracht  kommenden 
Planeten  bezeichnen,  so  kommt  es  vor,  dass  ein  Glied  von  sehr 
hoher  Ordnung,  dessen  Coefficient  Am„m.j  also  sehr  klein  ist, 
trotzdem  hohe  Bedeutung  gewinnt,  weil  bei  der  doppelten  Inte- 
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gratioD  in  dem  Ausdruok  f&r  die  Länge  dieser  Goef&cient  dareh 
das  Quadrat  eines  Kenners  dividirt  wird,  der  zufällig  sehr  klein 
werden  kann.  Es  handelt  sich  darum,  einen  solchen  Coefficien- 
ten  selbständig  zu  berechnen,  ohne  auf  die  fibrigen  zahlreichen 
anderen  derselben  oder  niederer  Ordnung,  bei  welchen  dieser 
Umstand  nicht  obwaltet,  zurfickzugreifen.  Hierzu  hat  der  Astronom 
Flammarion  eine  Methode  erdacht,  die  sich  auf  die  Darboox'schen 
Untersuchungen  über  die  Functionen  sehr  grosser  Zahlen  stfltzt. 
Der  Verfasser  beabsichtigt,  diese  Methode  folgendermassen 
zu  vereinfachen.    Man  setze: 

m,  =  an  -f  ^»     m,  =  cn  +  <^j 
wo  n,  a,  &,  c,  d  ganze  Zahlen  sind,  und  betrachte  alle  Glieder  von 
A,  fQr  welche  a,  6,  c,  d  dieselben  Werte  haben,  als  einen  Com- 
plex,  den  der  Verfasser  durch  die  Substitution: 


e'V- 

">  =  f, 

e^-y-'  =  /-<». 

1 

auf  die  For 

m: 

^ 

Hj-\-mJ*  —_ 

^c-«dxJi4r«, 

„m,.»* 

bringt.     Nimmt  man  also  wieder  alle  Glieder  in  R  zusammen, 
so  ist  in  der  Function 

c 

jener  Complex  der  von  i  unabhängige  Teil: 

der  in  Folge  dessen  durch  die  bekannte  Formel  bestimmt  wird: 

WO  der  Integrationsweg  als  ein  um  den  Nullpunkt   als   Mittel- 
punkt beschriebener  Kreis  vorausgesetzt  wird. 

Der  Verfasser  skizzirt  nun  weiter,  wie  die  einzelnen  Coefß- 
cienten  Am^,m.  durch  die  singulären  Stellen  der  Function  R  unter 
Zuhülfenabme  exeentrischer  Anomalien  bestimmt  werden,  und 
fordert  die  Astronomen  auf,  seine  Methode  praktisch  zu  verwer- 
ten. Schliesslich  kommt  der  Verfassser  auf  den  Fall  völliger 
Gommensurabilität  der  Umlaufszeiten  zu  sprechen  und  auf  die 
Glieder,  welche  aus  diesem  Grunde  „zufällig*'  säoular  werden. 
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Er  merkt  an,  was  übrigens  längst  bekannt  ist,  dass  die  Dififerenz 
der  beiden  Störungsfunetionen,  welebe  der  wechselseitigen  Einwir- 
kung zweier  Planeten  entsprechen,  solche  Glieder  nicht  enthalten 
kann.  Dz. 

A.  Hall.     The  secular  perturbations  of  the  Earth  pro- 
duced  by  tbe  action  of  the   Mars.     Astronomicai  Joamai. 

1891.  No.  244.  25-28. 

Der  Astronom  0.  W.  Hill  hat  den  Vorschlag  gemacht,  die 
säcularen  Störungen  der  Erde  durch  Mars  mittels  der  Gauss'schen 
Methode  zu  berechnen,  da  die  gewöhnlichen,  nach  Potenzen  der 
Excentricitäten  und  Neigungen  fortschreitenden  Reihen  zu  lang- 
sam convergiren.  Diese  Methode  wird  so  angewandt,  dass  nach 
den  Formeln,  welche  Gauss  in  der  berühmten  Abhandlung  „Deter- 
minatio  attractionis  etc."  entwickelt  hat,  der  störende  Planet  durch 
einen  Ring  ersetzt  wird,  dessen  Anziehung  auf  einen  äusseren  Punkt 
durch  elliptische  Integrale  in  aller  Strenge  ausgerechnet  werden 
kann.  Dies  geschieht  hier  für  12  Punkte  der  Erdbahn,  deren  excen- 
trische  Anomalien  0°,  30°,  60°  u.  s.  w.  sind,  worauf  die  restirende 
Integration  über  die  ganze  Erdbahn  mit  grosser  Genauigkeit  durch 
eine  mechanische  Quadratur  ersetzt  wird.  Die  numerischen  Resul- 
tate werden  mit  den  durch  Reihenentwickelungen  gefundenen  ver- 
glichen, wobei  eine  hinreichende  Uebereinstimmung  zu  Tage  tritt. 

Dz. 


T.  A.  Innes.     Secular  perturbations   of  the  earth  orbit 

by   Mars.     Monthly  Notices.  LH.  80-87. 

Der  Verfasser  behandelt  dieselbe  Aufgabe  in  derselben 
Weise,  wie  der  vorher  genannte.  Seine  numerischen  Werte  sind 
sämtlich  grösser,  als  die  von  Hrn.  Hall;  vermutlich  hat  er  fttr 
die  Masse  des  Mars  einen  etwas  grösseren  Wert   angenommen. 

Dz. 


A.  Weiler.      Die    allgemeinen    Störungen    der  inneren 

Planeten.     Aatr.  Nachr.  CXXVIIL  No.  3052-53.  49-108. 
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A.  Weiler.      Die    allgemeinen  Störungen  der  äusseren 

Planeten,     ibid.  No.  3063.  257-292. 

Die  bcBoodere  Eigentümlichkeit  der  vom  Verfasser  aufge- 
stellten Störungstheorie  besteht  darin,  dass  er  nicht  alle  sechs 
Bahnelemente  variirt,  sondern  die  Excentricität  und  die  Epoche 
constant  lässt.  Dies  ist  ein  Zurückgehen  auf  die  Anfänge  der 
Theorie,  da  Lagrange  zuerst  auch  nur  einige  Elemente  als  Ter- 
änderlich  eingeführt  hatte.  Bekanntlich  waren  die  ersten  Ent- 
wickelungen  jenes  grossen  Mathematikers  auf  diesem  von  ihm 
erschlossenen  Gebiet  nicht  fehlerlos  und  auch  der  Form 
nach  nicht  so  vollendet,  wie  seine  spätere  erschöpfende  Dar- 
stellung. 

Wenn  man  den  Begriff  „Bahnelement*'  so  fasst,  wie  er  all- 
gemein angenommen  wird,  dann  sind  die  Bahnelemente  in  der 
hier  vorgetragenen  Form  keine  eigentlichen  Bahnelemente  mehr, 
denn  selbstverständlich  sind  Excentricität  und  Epoche  den 
Störungen  ebenso  unterworfen,  wie  grosse  Axe,  Neigung  a.  s.  w. 
Jene  Grössen  sind  also  hier  in  einem  ganz  anderen  Sinne  zu 
nehmen  und  werden  daher  auch  durch  andere  Gleichungen  be- 
stimmt. Der  grosse  Vorzug,  den  nach  der  Meinung  des  Ver- 
fassers diese  Neuerung  für  die  Behandlung  des  Störungsproblems 
bieten  soll,  ist  dem  Referenten  verborgen  geblieben.  „Ueber- 
zählige**  Integrationsconstanten  giebt  es  bei  allen  Entwickelnngen 
nach  Potenzen  der  Massen,  und  die  vom  Verfasser  benutzten 
Mittel,  die  entstandenen  Ausdrücke  in  rein  trigonometrische  Form 
zu  bringen,  sind  lange  Jahrzehnte  im  Gebrauch  gewesen  and  er- 
weisen sich  zudem  vor  der  schärferen  Kritik  der  Neuzeit  als 
recht  zweifelhaft  und  angreifbar.  Wenn  es  aber  darauf  abge- 
sehen ist,  die  Zahl  der  Veränderlichen  zu  beschränken,  dann 
könnte  man  wohl  am  besten  bei  den  drei  Goordinaten  x,  y,  s 
stehen  bleiben. 

Wegen  der  Anpassung  der  allgemeinen  vom  Verfasser  aus- 
einandergesetzten Methoden  auf  die  beiden  in  der  Ueberschrift 
genannten  Fälle  muss  der  Leser  auf  die  Abhandlungen  selbst 
verwiesen  werden.  Dz, 
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V.  Wellmann.      Tafeln   zur  Berechnung   der  Störungs- 
fiinctionen   der  kleinen  Planeten.     Astr.  Nachr.    cxxvii. 

No.  3040.  257-266. 

In  der  Gyldän'schen  Theorie  der  absoluten  StöruDgen  kom- 
men Coefficienten   yor,    die  nur  von   dem  Verhältnis   der  Axen 

(a  =  —f-J  abhängen  und  durch  die  Integrale: 


7Z 


Ä.)  _  2_   /*  *       Bin'-y.dy 
'^"  ~  Jt'J        a-a'sin'«))»' 


bestimmt  werden.  Die  Tafeln  des  Verfassers  beziehen  sieh  auf 
die  Reihenentwickelungen  dieser  Coefficienten  und  auf  Differenzen- 
formeln, um  yon  einem  Wert  der  Grösse  a  bequem  zu  einem 
anderen  übergehen  zu  können.  Dz. 


W.  Fabritius.      üeber  eine    leichte  Methode  der  ßahn- 
bestimmung    mit    Zugrundelegung    des   Princips    von 

Gibbs.     Astr.  Nachr.  CXXVIIL  225-228. 

W.  Fabritius.      Weitere  Anwendungen  des  Gibbs'schen 

Princips.      Ibid.  321-328. 

Herr  Prof.  Gibbs  hat  Formeln  aufgestellt,  welche  die  Ver- 
hältnisse der  drei  Dreiecksflächen  bis  zur  vierten  Potenz  der 
Zwischenzeiten  genau  ergeben,  ausgedrückt  ausserdem  nur  noch 
durch  die  Entfernungen  der  drei  Planetenorte  von  der  Sonne. 
Hierauf  grttndet  der  Verfasser  eine  Bahnbestimmung,  von  deren 
Einfachheit  er  sich  durch  Anwendungen  überzeugt  hat.  Nament- 
lich zeigt  sich  der  Vorzug  derselben,  wenn  die  Zwischenzeiten  recht 
beträchtlich  sind,  so  gross,  dass  die  übrigen  Methoden  bereits 
versagen.  In  der  zweiten  Abhandlung  wird  die  Babnberechnung 
aus  vier  vollständigen  Beobachtungen,  ferner  die  parabolische 
Bahn  besprochen.  Dz. 

W.  Laska.     Zur  Berechnung  der  absoluten  Störungen. 

Prag.  Her.  1891.  147-153. 

Der    Aufsatz  enthält  einige  Umformungen  der  Differential- 
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gleichungen  des  Störungsproblems,  welche,  im  Grande  genom- 
men, auf  folgender  Betrachtung  beruhen.  Die  Differential- 
gleichungen seien: 

de  "^^  r'   "   dx  '     di'  ^      r»  ~    dy  '      (//'"*"      r»  "^    dz' 

Dann  werden    in  der  gewöhnlichen  Theorie  erst  die    Glei- 

.  ,-  ,   d\x)  ,   h\x)       ^ 

chungen  gelost  —^^t-  +  ~^  =  0,  .  .  ., 


w., 


(0  =  }/W+WW?' 

Der  Verfasser  aber  führt  an  Stelle  dieser  ungestörten  Coor- 
dinaten  andere  ein,  die  ein  Mittelding  zwischen  diesen  und  den 
wahren  des  Problems  sind,  indem  er  an  Stelle  der  oben  ge- 
nannten Gleichungen  die  folgenden  setzt: 

WO  zwar  {x\  (y),  («),  so  zu  sagen,  ungestörte  Goordinaten  sein 
sollen,  aber  r  der  wahre  Radiusvector  ist.  Diese  eigentümliche 
Einführung  in  Verbindung  mit  anderen  Reductionen  giebt  zwar 
auch  die  Lösung  des  Problems  im  Sinne  der  Störungstheorie,  ob 
aber  daraus  irgend  ein  Nutzen  entspringt,  ist  nicht  ersichtlich. 
Dieser  soll  erst  in  einer  späteren  Mitteilung  zu  Tage  treten ,  wo 
die  Theorie  auf  praktische  Probleme  angewandt  wird. 

Dz. 

W.  Laska.     Ueber  die  Verbesserung  der  Bahnelemente. 

Prag.  Ber.  1891.  382-388. 

Es  handelt  sich  um  die  Verbesserung  der  Bahnelemente  eines 
Planeten,  wenn  nur  wenige,  zumeist  zwei,  Einzelbeobachtungen 
neu  hinzukommen.  Das  Verfahren,  welches  der  Verfasser  vor- 
schlägt, besteht,  im  Grunde  genommen,  darin,  die  alten  Beob- 
achtungen in  der  Hauptsache  zu  eliminiren  und  dafür  die  neuen 
zu  setzen.  Ein  Ausgleich  zwischen  allen  Beobachtungen  wird 
also  damit  keineswegs  erreicht,  und  es  ist  daher  nicht  abzusehen, 
wie  auf  diesem  Wege  die  Bahnelemente  verbessert  werden  sollen. 

Dz. 
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F.  TissERAND.  Sur  Vin^galitd  ä  longue  p^riode  due 
k  Taction  de  V^nus  et  d^pendant  de  l'argumeiit: 
/+16/'-18/".      c.  R.  CXIII.  5-9. 

In  diesem  Argumente  bedeuten  /,  /',  V  die  mittleren  Ano- 
malien des  Mondes,  der  Erde  und  der  Venus.  Die  genannte, 
von  Hansen  entdeckte,  Ungleichung  wächst  trotz  ihrer  hohen 
Ordnung  des  kleinen  Integrationsnenners  wegen  nach  Delaunay 
bis  auf  16"  an.  Der  Verfasser  weist  nach,  dass  durch  Berück- 
sichtigung der  vierten  Potenz  der  Neigung  der  Venusbahn  dieser 
Wert  um  1,64"  vermindert  wird.  Das  Nähere  ist  im  Aufsatz 
selbst  zu  finden.  Dz. 

J.  Perchot.  Sur  les  variations  sdculaires  des  excentri- 
cit^s  et  des  inclinaisons.   c.  r.  GXlll.  683-685. 

Die  Differentialgleichungen  fOr  die  säcularen  Störungen 
werden  in  der  Jacobi'schen  Normalform  aufgestellt.  Einige  Be- 
merkungen, denen  die  Poincar^'scben  Arbeiten  auf  diesem  Gebiet 
zu  Grunde  liegen,  gelten  der  Stabilität  der  Bewegung,  insbeson- 
dere in  der  Hinsicht,  dass  die  Excentricitäten  und  Neigungen 
klein  bleiben.  Dann  werden  einige  Sätze  angefügt  über  eigene 
Untersuchungen  des  Verfassers,  welche  den  ernsten  Bedenken,  die 
Hr.  Poincarö  und  andere  wegen  der  landläufigen  Entwickelungen 
der  Astronomie  über  die  säcularen  Störungen  ausgesprochen 
haben,  nicht  ausgesetzt  sein  sollen.  Dz. 


A.  Saporetti.  Terzo  e  quarto  metodo  analitieo  deH'equa- 
zione  (astronomica)  del  tempo  e  discussione  degli  altri 
due  metodi  analitici  con  il  metodo  sintetico  degli 
astronomi  antichi  e  moderni.   Bologna  Mem.  (5)  l.  321-336. 

Der  Hauptinhalt  dieser  Abhandlung  besteht  in  fünf  verschie- 
denen Ableitungen  der  Eepler'schen  Gleichung 

M  =  JB— csinE, 
von  denen  die  erste  hauptsächlich  synthetisch,  die  anderen  rein 
analytisch  sind.    Zuletzt  werden  die  Formeln  zusammengestellt, 
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die  nach  Lösung  dieser  Gleichung  die  Zeitgleicbung  bestimmen, 
wegen  deren  analytischer  Darstellung  der  Leser  auf  LehrbQcher 
der  theoretischen  Astronomie  verwiesen  wird.  Dz. 


E.  Weyer.      Ueber  die    Bahnen    der  Planetenmonde  in 
Bezug  auf  die  Sonne.   Astr.  Nachr.  cxxvi.  No.soot.  96-1(k^ 

E.  Wetbr.     Einige  nachträgliche  Bemerkungen  hierzu. 

Ibid.  OXXVII.  No.  3033.  143-148. 

Es  wird  angenommen,  dass  sowohl  der  Planet  um  die  Sonne, 
als  auch  der  Mond  um  den  Planeten  in  einem  Kreise  laufe. 
Dann  sind  die  in  der  Ueberschrift  genannten  Bahnen  einfache  Epi- 
cykelbahnen,  bei  deren  Untersuchung  sich  herausstellt,  dass  sie 
Wendepunkte  oder  Doppelpunkte  haben  können.  Bei  numerischer 
Berechnung,  welche  an  sämtlichen  20  Monden  unseres  Planeten- 
systems durchgeführt  wird,  zeigt  sich,  dass  nur  unser  Mond  der 
Sonne  stets  die  concave  Seite  seiner  heliocentrischen  Bahn  zu- 
kehrt, während  in  13  Fällen  Wendepunkte  (wie  sie  fälschlich 
oft  auch  für  die  Mondbahn  gezeichnet  werden)  und  in  den  Qbri- 
gen  6  sogar  Doppelpunkte  auftreten. 

Geschichtliche  Notizen  geben  einen  Ueberblick  über  Irrtümer, 
in  welche  selbst  hervorragende  Astronomen  (Kepler,  Mfidler)  bei 
ihren  Vorstellungen  von  der  Mondbahn  um  die  Sonne  verfallen 
sind.  Dz. 

F.  Folie.      Sur    les  formules   correctes   du  mouvement 
de  rotation  de  la  terre.     Beig.  Bull.  (3)  xxir.  460-470. 

In  der  Theorie  müssen  die  Formeln  der  Präcession 
und  der  Kutation  auf  die  Hauptaxen  bezogen  werden,  nicht 
auf  die  augenblickliche  Rotationsaxe  der  Erde;  in  der  Praxis 
müssen  die  Beobachtungen  im  geographischen  Meridian  und 
nicht  in  dem  augenblicklichen  Meridian  gemacht  werden. 
Die  von  den  Sternen  beschriebenen  Parallelkreise  sind  zur 
augenblicklichen  Axe  senkrecht,  aber  die  Correction,  welche  dies 
nach  sich  zieht,  ist  bedeutungslos.  Mn.  (Lp.) 
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E.  Weiss.     Ueber  die  Berechnung  einer  Kometenbahn 
mit  Berücksichtigung  von  Gliedern  höherer  Ordnung. 

Wien.  Ber.  0.  1132- ll&O. 

Unter  Gliedern  höherer  Ordnung  werden  hier  solche  ver- 
standen, die  von  der  höheren  als  der  zweiten  Potenz  in  Bezug 
auf  die  Zeit  sind.  Im  Anschluss  an  frühere  Untersuchungen  des 
Verfassers,  femer  an  Arbeiten  von  Fabritius  und  Gibbs  wird 
gezeigt,  wie  man  in  dem  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen,  auf 
welche  es  bekanntlich  ankommt,  die  Zeit  bis  zur  vierten  Potenz 
einschliesslich  berficksichtigen  kann,  schon  bei  einer  ersten  Bahn- 
bestimmung, wo  nur  drei  vollständige  Beobachtungen  benutzt 
werden  und  in  erster  Annäherung  die  Bahn  parabolisch  ange- 
nommen wird.  Sind  <,,/,,  t^  die  drei  Zeiten  der  Beobachtungen, 
r,,  r„  r,  die  drei  zugehörigen  Entfernungen  des  Kometen  von 
der  Sonne,  K  die  Gauss'sche  Gonstante,  so  ergeben  sich  die 
Formeln  für  die  Verhältnisse  der  Dreiecksfiächen,  auf  welche 
der  Verfasser  sich  stützt: 

n^  ^  0^  l±fV7!      ^  —  J?2   1-1^8^7^ 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

Dz. 

M.  Rajna.     Sul  metodo  grafico  nel  calcolo  delle  eclissi 

solari.    Lomb.  ist.  Rend.  (2)  XXIV.  613-623. 

Um  eine  vorläufige  Ermittelung  des  Verlaufes  einer  Sonnen- 
finsternis zu  erhalten,  werden  gewöhnlich  graphische  Methoden, 
welche  sich  auf  Projectionen  gründen,  angewandt.  Diese  Me- 
thoden sollen  hier  so  verbessert  werden,  dass  die  langwierigen 
Ausrechnungen  der  Elemente  einer  Finsternis  erheblich  abgekürzt 
werden  konnten.  Dz. 


G.  Jasger.     Folgerungen  aus  den  Eigenbewegungen  der 

Fixsterne.     MoDatsh.  f.  Math.  II.  1-22. 

Portaebr.  d.  Math.  XXUI.  3.  78 


1234         XII.  Abschoitt.    Geodäsie,  Astrooomie,  Meteorologie. 

Von  der  Voraussetzung  ausgehend,  dass  die  Geschwindig- 
keiten der  Fixsterne  und  ihre  Bewegungsrichtungen  im  Räume 
gleichmässig  verteilt  seien,  dass  also  die  Summe  aller  Geschwindig- 
keiten, nach  irgend  einer  Richtung  gemessen,  verschwinde,  ge- 
winnt der  Verfasser  den  Ansatz  zur  Berechnung  der  Geschwin- 
digkeit unserer  Sonne,  wenn  die  relativen  Geschwindigkeiten 
einer  grossen  Zahl  von  Fixsternen  in  der  Sehlinie  durch  Spectral- 
analyse  bestimmt  sind.  Die  Rechnung  wird  unter  Zugrundelegung 
einer  49  Sterngeschwindigkeiten  enthaltenden  Tabelle  ausgeführt 
und  eine  Sonnengeschwindigkeit  von  32  Kilometern  in  der  Secunde 
abgeleitet,  welche  gegen  Ar  =  307®,  D  =  55*^  gerichtet  ist  Hier- 
aus ergiebt  sich  rflckwärts  eine  mittlere  Sterngeschwindigkeit 
von  42  Kilometern. 

Der  zweite  Teil  beschäftigt  sich  mit  der  Wahrscheinlichkeit 
der  Annäherung  und  des  Zusammenstossens  der  Fixsterne  und 
ihrer  mittleren  Lebensdauer,  welche  bis  zu  einem  solchen  Zu- 
sammenstoss  als  Ende  und  von  einem  solchen  als  Anfang  ge- 
rechnet wird.  Aus  denselben  Betrachtungen,  welche  seit  Jahr- 
zehnten in  der  kinetischen  Gastheorie  gebraucht  werden,  ergiebt 
sich  so  z.  B.  für  unsere  Sonne  eine  mittlere  Lebensdauer  von 
272.W  Jahren. Dz. 

J.  WiLSiNG.     Ueber  das  Rotationsgesetz  der  Sonne  und 
die  Periodicität  der  Sonnenflecken.    Astr.  Nachr.  cxxvii. 

No.  3039.  233-252. 

Es  wird  vornehmlich  die  Hypothese  geprüft,  dass  die  wahr- 
genommene Abnahme  der  Winkelgeschwindigkeit  der  Sonnendre- 
hung nach  den  Polen  hin  nur  der  äusseren  Hülle  eigen  sei  und  der 
innere  Kern  sich  wie  ein  starrer  Körper  gleichmässig  drehe.  Die 
hydrodynamischen  Grundgleicbungen,  bei  deren  Aufstellung  die 
Sonnenmaterie  zunächst  als  incompressibel  und  homogen  angenom- 
men wurde,  werden  dann  unter  der  Voraussetzung  integrirt,  dass 
alle  Massenpunkte  um  dieselbe  Axe  kreisen,  aber  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit, welche  erstens  vom  Radius,  zweitens  von  der  Lage 
des  Mittelpunktes  und  drittens  noch  von  der  Zeit  abhängt.  Die 
allgemeine  Form  der  Integrale  lässt  sich  leicht  durch  Kugel-  ur  i 
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Cylinderfunctionen  darstelleD.  Im  Geschwindigkeitspotential 
kommt  die  Zeit  nur  in  der  Form  er^*  vor,  und  zwar  derart,  dass 
fQr  f  =  CO  die  Bewegung  in  eine  vollkommen  gleichmässige 
Drehung  übergeht 

Später  werden  nur  die  Eugelfunctionen  zweiten  Grades 
zurückbehalten,  während  die  Untersuchung  auf  zusammendrück- 
bare Flüssigkeiten  ausgedehnt  und  die  innere  Reibung  eingeführt 
wird.  Dann  folgen  Erörterungen  über  den  Druck,  die  Reibung, 
die  Dichtigkeit  der  Sonnenhülle,  um  zu  beweisen,  dass  die  eben 
erwähnte  Ausgleichung  der  Bewegung  zu  einer  einzigen  Drehung 
erst  nach  langen  Jahrtausenden  zu  erwarten  ist. 

Der  zweite  Teil  enthält  Bemerkungen  über  die  Sonnenflecken 
und  die  Beschaffenheit  des  Sonnenkörpers.  Dz. 


P.  Harzer.     Ueber  die   Rotationsbewegung  der  Sonne« 

Aetr.  Nachr.  OXXVII.  No.  3026-27.  17-34. 

F.  Harzer.     Ueber  die  Bewegung  des  Merkurperihels. 

Ibid.  No.  3030.  80-88. 

Im  ersten  Aufsatz  werden  die  Differentialgleichungen  fdr 
die  Bewegung  einer  sehr  nahe  kugelförmigen  Gasmasse  unter 
der  Voraussetzung  integrirt,  dass  die  Flächen  gleicher  Dichtig- 
keit auch  im  Innern  nur  wenig  von  der  Kugelgestalt  abweichen. 
Es  ergiebt  sich  dann  för  das  Quadrat  der  Winkelgeschwindig- 
keit an  einem  beliebigen  Punkte  der  Sonnenoberfiäche  eine  nach 
geraden  Potenzen  des  Cosinus  der  Poldistanz  fortschreitende  Reihe. 
Wie  der  Verfasser  in  einer  einleitenden  Betrachtung  angiebt, 
genügen  übrigens  zu  einer  angemessenen  Darstellung  der  beob- 
achteten Rotationserscheinungen  schon  zwei  Glieder  dieser  For- 
mel. Die  analytische  Entwickelung  geht  durch  Eugelfunctionen 
hindurch. 

Der  zweite  Aufsatz  behandelt  die  schon  früher  aufgeworfene 
und  verneinte  Frage,  ob  die  Abplattung  der  Sonne  (oder  viel- 
mehr die  Unterschiede  ihrer  drei  Hauptträgheitsmomente)  den 
Rest  in  der  säcularen  Bewegung  des  Merkurperihels  erklären 
könnte,    welcher  nach  Anbringung  der  Störungen  der  Planeten 

78* 
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noch  übrigbleibt  Der  VerfaBser  kommt  unter  Benatoang  der 
Entwickelang  der  ersten  Arbeit  zu  demselben  Ergebnis,  lässt  es 
aber  dahingestellt ,  ob  nicht  dennoch  die  Corona  und  das 
Zodiakallicht  das  bewirken  könnten,  was  dem  eigentlichen  Son* 
nenkörper  wegen  seiner  fast  vollkommenen  Kugelgestalt  nicht 
möglich  ist  Dz. 

H.  Seeligbr.      üeber  Züsammenstösse    und    TeilungeD 
planetarischer  Massen.   Manch.  Abh.  XVII2.  457-490. 

Der  Aufsatz  zerfällt  in  acht  Abschnitte.  Im  ersten  werden 
die  DijQferentialgleichungen  ffir  die  Bewegung  eines  Planeten 
aufgestellt,  der  von  einem  continuirlichen  Strome  planetarisch 
bewegter  Massenpunkte  getroffen  wird.  Im  zweiten  werden 
Formeln  entwickelt,  welche  die  relative  Häufigkeit  der  Züsam- 
menstösse fttr  die  verschiedenen  Orte  auf  den  Planeten  betreffen. 
Dieselben  kommen  im  dritten  Abschnitt  zur  Anwendung.  Im 
vierten  wird  weiter  die  Hypothese  gemacht,  welche,  wie  der 
Verfasser  bemerkt,  wohl  kaum  ganz  zutrifft,  dass  im  grossen 
und  ganzen  die  heliocentrischen  Radianten  der  Meteorschwärme 
gleicbmässig  verteilt  seien,  und  dass  die  Meteore  „parabolische' 
Geschwindigkeit  besitzen,  die  sich  zur  Geschwindigkeit  des  Pla- 
neten wie  y2 : 1  verhalte.  Die  Wirkung  alier  Züsammenstösse  der 
Meteore  mit  dem  Planeten  findet  dann  ihren  analytischen  Aus- 
druck in  zwei  über  alle  Sichtungen  im  Räume  auszudehnenden 
Doppelintegralen,  von  denen  jedes  die  Form: 


n 


I    cosaj.dr/   ^(cosa:.cosy).dy 

besitzt  Im  fünften  Abschnitt  wird  gezeigt,  dass  diese  Doppel - 
integrale  unter  gewisser  Einschränkung  der  Function  f  in  ein- 
fache Integrale  von  der  Gestalt 

—1 

verwandelt   werden   können.    Referent  hat  aber  hierbei  zu  be- 
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merken,  dass  erstens  der  Beweis  des  Verfassers  einen  ganz  un- 
nötigen Umweg  nimmt,  und  dass  zweitens  diese  Einschränkung 
gar  nicht  nötig  ist.  Denn  die  Gleichheit  beider  Ausdrücke  folgt 
geradeswegs,  wenn  man  in  dem  Doppelintegral  an  Stelle  von 
y  die  Grösse  cosa^.cosy  als  neue  Veränderliche  2  einftihrt  und  dann 
zuerst  nach  x  integrirt,  wobei  die  Art  der  Function  fQ^)  gar 
nicht  in  Betracht  kommt.  Nach  Ausführung  der  Integration 
bleibt,  wie  im  sechsten  Abschnitt  gezeigt  wird,  ein  einfaches 
Widerstandsproblem,  welches  sich  von  dem  schon  lange  in  der 
Astronomie  behandelten  der  Bewegung  eines  Planeten  im  wider- 
stehenden Mittel  nur  wenig  unterscheidet.  Dann  werden  An- 
wendungen auf  die  Bewegung  der  Erde  gemacht,  indem  z.  B. 
gezeigt  wird,  dass  eine  Schicht  von  1°^  dicker  Meteormasse 
von  der  mittleren  Dichte  der  Erde  pro  Jahrhundert  ein  quadrar 
tisches  Glied  von  der  Form 

0",12l« 
in  die  Bewegung  der  Erde  als  beschleunigendes  Element  hinein- 
bringen würde.  Darauf  wird  die  säculare  Beschleunigung  des 
Mondes,  deren  beobachteter  Wert  sich  noch  immer  nicht  mit  dem 
theoretisch  aus  der  säcularen  Verkleinerung  der  Excentricität  der 
Erdbahn  berechneten  decken  will,  daraufhin  betrachtet,  ob  der 
Rest  nicht  durch  Meteorfälle  zu  erklären  sei,  eine  Hypothese, 
die,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  schon  Oppolzer  erörtert  hat.  Im 
siebenten  Abschnitt  kommt  der  Verfasser  auf  den  Widerstand  zu 
sprechen,  den  Kometen,  wie  der  Encke'sche,  durch  planetarische 
Massen  erfahren  können.  Es  wird  namentlich  daraufhingewiesen, 
dass  die  grosse  beobachtete  Unregelmässigkeit  in  der  Zunahme 
seiner  Umlaufszeit  sehr  wohl  dabei  bestehen  könne,  da  die  Ver- 
teilung der  planetarischen  Massen,  welche  ebenfalls  die  Sonne 
umkreisen,  sehr  grossem  Wechsel  ausgesetzt  sein  mag.  Im  ach- 
ten Abschnitt  endlich  wird  als  Umkehrung  des  Zusammenstosses 
ein  explosives  Lostrennen  von  Materie  betrachtet,  wie  wir  es  an 
Kometen  bei  ihrer  Schweifbildung  und  an  einigen  auch  bei  ihrer 
Auflösung  in  zwei  bemerken.  Der  Verfasser  weist  nach,  dass 
die  Schweifbildung  nicht  zur  Erklärung  der  säcularen  Beschleu- 
nigung des  Encke'schen  Kometen   herangezogen   werden   dürfe, 
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wie  es  wiederholt  geschehen  ist.    Wenigstens  mfisse  man  sonst 
sehr  nnwahrscheinliche  Voraussetzungen  machen.  Dz. 


0.  Callandrkau.      Sur   la   thöorie  des  ^toiles  filantes. 

C.  R.  CXII.  1303-1305. 

Hr.  Tisserand  hat  eine  Formel  aufgestellt,  nach  welcher  ein 
bestimmter  Ausdruck,  welcher  die  grosse  Axe  der  (als  kreis- 
förmig vorausgesetzten)  Bahn  eines  grossen  Planeten  und  die 
Bahnelemente  eines  kleinen  ihm  gelegentlich  sehr  nahe  kommen- 
den Körpers  enthält,  nach  der  Annäherung  denselben  Wert  er- 
hält, den  er  vorher  hatte.  Es  handelt  sich  darum,  diese  Formel 
auf  die  SternschnuppenfftUe  anzuwenden  und  einige  EigentQm- 
lichkeiten  ihrer  Radiationspunkte  zu  erklären.  Dz. 


L.  Cbuls.  Loi  suivant  laqaelle  la  somme  des  distances 
de  la  LuDe  h,  deux  ^toiles  quelconques  varie  eu  fonc- 
tion  du  temps.   c.  r.  oxii.  70o-708. 

Dieser  Aufsatz  enthält  einige  einfache  Betrachtungen  über 
die  Veränderung  der  Summe  der  Abstände  des  Mondes  von  zwei 
nahen  Fixsternen  der  Himmelskugel,  wenn  der  Mond  in  seiner 
Bahn  fortschreitet.  Projicirt  man  alles  auf  eine  Tangentialebene 
der  Kugel,  deren  Berührungspunkt  der  Einfachheit  wegen  mitten 
zwischen  beiden  Sternen  angenommen  wird,  und  trägt  die  beiden 
Abstände  als  Ordinaten  auf  der  Richtung  der  Hondbewegung 
in  dem  jedesmaligen  Orte  des  Mondes  auf,  so  ergeben  sich  zwei 
gleichseitige  Hyperbeln.  Die  Untersuchungen  sollen  einer  neuen 
Art  von  Längenbestimmungen  durch  Monddistanzen,  zu  denen 
ein  besonders  herzurichtender  Sextant  benutzt  werden  soll,  zo 
Gute  kommen.  Dz. 


J.  PfiRCHOT.     Sur  le  mouvement  du  p^rig^e  de  la  Lane. 

C.  R.  OXn.  1045-1047. 

Eine  Bestimmung  der  Bewegung  des  Perihels,   aus   deren 
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kurzer  Darstellung  zu  entnehmen  ist,  dass  sie  auf  den  Poincarä'- 
schen  Arbeiten  über  die  Mechanik  des  Himmels  beruht. 

Dz. 

S.  LüPTON.     The  conditioD  of  space.    Nature  XLiv.  210-211. 

Die  mögliche  Beschaffenheit  des  Weltenraumes  wird  zuerst 
allgemein  besprochen,  dann  werden  einzelne  Berechnungen  nach 
Hirn  (Constitution  de  Fespace  Celeste)  und  nach  Lockyer  (The 
meteoritic  hypothesis)  mitgeteilt.  Lp. 


H.  A.  Newton.  Od  the  capture  of  comets  by  planets, 
especially  their  capture  by  Jupiter.     Brit.  Ass.  Rep.  I89i. 

511-532,  Silliman  J.  (3)  XLII.  183-199,  482-491. 

Die  ungemein  grosse  Mannigfaltigkeit  der  in  dieser  Arbeit 
gebrauchten  Symbole  machen  einen  Auszug  unmöglich ;  doch  soll 
bemerkt  werden,  dass  die  Abhandlung  auf  Anordnung  des  Ge- 
neralausschusses in  extenso  unter  den  Berichten  abgedruckt 
worden  ist.  Gbs.  (Lp.) 

Weitere  Litteratur. 
Sir  K.  Stawell  Ball.     An  atlas  of  astronomy.    London. 

George  Philipp  and  Son. 

Sir  Robert  Stawell  Ball.    The  story  of  the  heavens. 

Eighteenth  Thousand.    London.    Cassell  and  Company.    [Nature 
XLIV.  589.] 

J.  E.  Gore.  Astronomical  lessons.  London.  Sutton,  Drowley, 
and  Co.  (1890).  [Matnre  XLIIL  317.] 

C.  A.  Y0UN6.  Lessons  in  astronomy.  Boston  and  London. 
Ginn  and  Co.  [Nature  XLIV.  342.] 

W.  FoERSTER  und  P.  Lehmann.  Die  unveränderlichen 
Tafeln  des  astronomischen  und  chronologischen  Teils 
des    königlich    preussischen  Normalkalenders.     Neue 

Ausgabe.       Berlin.     Verlag  des  königlichen  statistischen  Bureaus. 
V  4- 133  S.  80. 
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W.    HUGGINS.      loaugaral  address.     Natore  XLIV.  372-382. 

H.  Farquhar.     Systematic  diiferences  of  proper  motions 

in   declinatiOD   Catalogues.     Washington  Ball.  XL  593-596. 

0.  Hecker.  üeber  die  Darstellung  der  Eigenbewegun- 
gen der  Fixsterne  und  die  Bewegung  des  Sonnen- 
systems.   DisB.  München.  4^ 

A.  M.  Clerks.     The  sun's  motion  in  space.  NatareXLiv. 

572-574. 

J.  N.  Logkter.  On  the  causes  wbich  produce  the 
pbaenomena  of  new  stars.    Lond.  Phii.  Trans.  clxxxii(A). 

397-448.  Cly. 

A.  A.  MiCHBLSON.  Measurement  of  Jupiter's  satellites 
by  interference.     Nature  XLV.  I6O-I6I. 

F.  H.  Bigelow.  A  reply  to  Professor  Nipher  on  jjThe 
theory  of  the  solar  Corona*.    SilUman  J.  (3)  xll  505-007. 

F.  H.  Bigelow.  The  solar  Corona,  an  instance  of  the 
Newtonian  potential  function  in  the  case  of  repulsion. 

SilUman  J.  (3)  XLII.  1-11. 

J.  Wanka.     Abschätzung  der  Planetenbahnradien. 

Poske  Z.  IV.  304-305. 

Für  den  Unterricht  in  Mittelschulen.  Lp. 

F.  Zelzer.    Zur  Theorie  der  Feuerkugeln.   Dies.  Manchen.  8«. 

J.  Hartmann.     Die  Vergrösserung  des  Erdschattens  bei 

Mondfinsternissen.    Dies.  Leipzig. 
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Capitel  3. 

Mathematische  Geographie  und  Meteorologie. 

O.  Schneider.     Lehrbuch  der  mathematischen  Geogra- 
phie zum  Gebrauch  für  die  Prima  höherer  Schulen. 

Pr.  Realgymn.  Elbing.  40  S.  8^. 

Die  EinteiluDg  des  Stoffes  lässt  zu  wünschen.  Zuweilen 
werden  die  wichtigsten  Sätze  nur  ganz  nebenbei  behandelt,  wie 
z.  B.  Seite  19  das  Gesetz  der  Schwere.  Falsch  ist  die  Behaup- 
tung auf  Seite  12,  dass  für  zwei  Orte  der  Erde  unter  Voraus- 
setzung gleicher  Bodenbeschaffenheit  sich  die  Schwingungszeiten 
eines  und  desselben  Pendels  wie  die  Erdradien  verhalten;  denn 
der  wahre  Sachverhalt  wird  durch  die  Clairaufsche  Formel  ge- 
geben.    Dz. 

J.  Fbischauf.     Beiträge  zur  Geschichte  und  Construc- 
tion  der  Kartenprojectionen.   Graz. 


£.  Hammer.     Zur  Abbildung  des  Erdellipsoids.  Jordan  z. 

f.  V.  XX.  609-617,  641-661. 

In  einer  Einleitung  werden  die  im  Laufe  der  Zeit  auf  ver- 
schiedenen Wegen  erhaltenen,  mannigfachen  Werte  ftir  die  Erd- 
abplattung aufgeführt  und  discutirt.  Darauf  wird  im  besonderen 
zur  winkeltreuen  (conformen)  Abbildung  von  Erdellipsoid-Flächen- 
teilen  auf  die  Kugel  übergegangen.  Die  von  Gauss  gegebene 
Lösung  dieser  Aufgabe  erfordert  für  jede  specielle  Mittelbreite 
die  Berechnung  neuer  Tafeln.  Verf.  meint  nun:  „Die  winkel- 
treue Abbildung  einer  Kugel  auf  eine  zweite  Kugel  unter  gege- 
benen Bedingungen  wird  bequemer  zu  berechnen  sein,  als  die 
Abbildung  des  Ellipsoids  auf  diese  Kugel.  Man  wird  deshalb 
zunächst  das  Ellipsoid  auf  eine  gewisse  Kugel  abbilden,  welche 
eine  ganz  bestimmte,  für  alle  Fälle  gültige  Lage  zum  Ellipsoid 
hat,  und  sodann  erst  im  gegebenen  Fall,  d.  h.  für  eine  gegebene 
Mittelbreite,  die  Uebertragung  von  jener  ein-  für  allemal  zu  be* 
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rechnenden  Normalkagel  auf  die  fQr  diesen  Fall  zweckmässigste 
Kugel  vornehmen.*' 

Für  den  ersten  Teil  der  Aufgabe  verweist  der  Verf.  auf  eine 
lange  vor  Gauss  von  Mollweide  gegebene,  einfache  LOsong  und 
giebt  zwei  für  die  ganze  Erde  g&ltige  Tafeln,  denen  das  Bessel'sche 
und  das  Glarke'sche  EUipsoid  von  1866  zu  Grunde  liegen.  Hier- 
bei ergiebt  sich,  dass  die  winkeltreue  Abbildung  eines  wenig 
abgeplatteten  Rotationsellipsoids  auf  die  concentrische  Normal- 
kugel (Radius  =  dem  Aequatorial- Halbmesser  =  1;  identische 
geogr.  Längen)  sehr  nahe  mit  der  Gentralprojection  des  EUip- 
soids  auf  jene  Eugelfläche  vom  Mittelpunkte  aus  flber einstimmt. 
Hierauf  werden  einfache  Vorschriften  und  Tafeln  fQr  die  zweck- 
mässigste  (d.  h.  am  wenigsten  verzerrte)  Uebertragung  von  der 
Kormalkugel  auf  eine  andere  Kugel  mit  beliebiger  ellipsoidischer 
Mittelbreite  gegeben. 

Eine  besondere  im  Buchhandel  erschienene,  dem  Ref.  aber 
nicht  zugängliche  Ausgabe  dieser  Abhandlung  (Stuttgart  bei 
K.  Wittwer)  soll  noch  einen  letzten  Abschnitt  flber  flächentreue 
Abbildung  von  EUipsoid-Flächenteilen  enthalten.  Bö. 


E.  Hammer.  Zur  Abbildung  des  Erdellipsoids.  Ergän- 
zung zu  des  Verfassers  Schrift:  Ueber  die  geographisch 
wichtigsten  Kartenprojectionen.     Stuttgart.   Wittwer.   40  s. 

gr.  8°.  (Sonderdr.) 

G.  CooRDBS.     Kleines  Lehrbuch  der  Landkarten-Projec- 

tion.     2.  Aufl.   von  8.  Koch.     Cassel.  Kessler.  Yn  +  86S.  8^ 


G.  ScHiAPARELLi.  Dclla  rotaziouo  della  terra  sotto  l'in- 
fluenza  delle  azioni  geologiche;  memoria  presentata 
airosservatorio  di  Poulkova  nell'occasione  della  sua 
festa  semisecolare  (trad.  dal  fr.  di  0.  Tedoni).     Nuovo 

Cimento  (3)  XXX.  6-33. 

Bezeichnet   man    als   „Trägheitsaxe'^    diejenige   durch   den 


Capitel  3.    Mathematische  Geographie  und  Meteorologie.       1243 

Schwerpunkt  der  Erde  gehende  Axe,  welcher  das  gröBste  Träg- 
heitsmoment entspricht,  und  als  ^Trägheitspol^  den  nördlichen 
Endpunkt  dieser  Geraden,  so  wird  hier  die  Aenderung  des  Trag- 
heitspoles  und  des  Drehungspoles  untersucht,  welche  aus  hori- 
zontaler oder  verticaler  VerrQckung  einer  kleinen  Masse  sich 
ergiebt,  unter  den  Hypothesen,  dass  die  Erde  a)  absolut  starr,  b) 
von  augenblicklich  veränderlicher  Form,  c)  von  langsam  verän- 
derlicher Form  ist.  Vi. 


A.  E.  H.  LovE.     On  Sir  William  Thomson's   estimate 

of  the  rigidity  of  the  Earth.    Oambr.  Trans.  Xy.  Part  I.  107- 
118.  (1891);  Cambr.  Proc.  VII.  72-75.  (1890).  (Abstract.) 

In  Thomson-Tait's  Natural  Philosophy  wird  folgende  Frage 
erörtert:  „Welche  Starrheit  mQsste  die  Erde,  als  homogene 
elastische  feste  Kugel  aufgefasst,  besitzen,  damit  die  berechnete 
Fluthöhe  mit  der  auf  der  Erde  wirklich  beobachteten  flberein- 
stimmt?''  Es  ergiebt  sich  dort,  dass,  wenn  jene  elastische  Kugel 
als  unzusammendrückbar  vorausgesetzt  wird,  die  Fluthöhe  sich 
auf  I  bezw.  |  des  Betrages  reducirt,  welcher  im  Falle  einer 
absolut  starren  Kugel  auftreten  würde,  je  nachdem  die  Starrheit 
der  Kugel  gleich  der  des  Stahls  oder  der  des  Glases  angenom- 
men wird.  Nach  G.  H.  Darwin's  Beobachtungen  würde  die  Re- 
duction  auf  f  ungefähr  zutreffen,  so  dass  die  Starrheit  der  Erde 
ungefähr  gleich  der  des  Stahls  anzunehmen  wäre. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  gezeigt,  dass  dieses  Er- 
gebnis keine  wesentliche  Aenderung  erfährt,  wenn  der  die  Erde 
ersetzende  elastische  Körper  nicht  als  incompressibel  vorausge- 
setzt wird,  sondern  wenn  seine  Zusammendrückbarkeit  und 
Starrheit  in  demselben  Verhältnis  stehen,  wie  es  bei  den  meisten 
festen  Körpern  der  Fall  ist.  Es  handelt  sich  also  um  die  Lö- 
sung des  Problems:  „Eine  der  Gravitation  unterworfene  elastische 
feste  Kugel  von  irgend  welcher  endlichen  Zusammendrückbarkeit 
und  Starrheit  steht  unter  der  Wirkung  körperlicher  Kräfte,  welche 
ein  nach  harmonischen  Kugelfanctionen  entwickelbares  Potential 
besitzen;  es  ist  ihre  Formänderung  zu  untersuchen.'^ 

Ho. 
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J.  H.  PoTNTiNG.  On  a  determination  of  the  mean  den- 
sity of  the  Earth  and  the  gravitation  constant  by 
means    of    the    common    balance.       Lond.   Phil.   Trans. 

OLXXXII(A).  565-656. 

Der  Verf.  bezieht  sich  auf  seine  früheren  Versache,  Ober 
welche  in  Lond.  R.  S.  Proc.  XXVIII  (F.  d.  M.  X.  1878.  792) 
berichtet  ist.  Der  erzielte  Erfolg  schien  die  damals  ausgedrfiekte 
Absicht  zu  rechtfertigen,  die  Arbeit  in  grösserem  Massstabe  fort- 
zusetzen, und  die  Royal  Society  gewährte  die  Mittel,  den  nötigen 
Apparat  anzuschaflTen.  Derselbe  wurde  zuerst  in  dem  Cavendish 
Laboratorium  zu  Cambridge  aufgestellt,  und  Hr.  Poynting  ver- 
brachte dort  einige  Arbeitsmonate  mit  Versuchen,  ohne  jedoch 
mehr  zu  erreichen  als  die  Entdeckung  einiger  Fehlerquellen,  und 
der  Apparat  wurde  endlich  im  Mason  College  zu  Birmingham 
wieder  aufgestellt.  Am  Anfange  des  Jahres  1890  wurde  der 
Apparat  gut  in  Ordnung  gebracht,  und  im  Laufe  jenes  Jahres 
machte  der  Verf.  eine  Anzahl  von  Versuchen  mit  den  in  der 
gegenwärtigen  Abhandlung  angefOhrten  Ergebnissen. 

Die  endgültig  erreichten  Resultate  sind: 

Attractions-Constante:   O  =  6,6984.  lO-», 

Mittlere  Erddichte :  J  =  5,4934. 

Zur  Erläuterung  der  Bedeutung  von  G  beachte  man,  dass,  wenn 

V  das  Volumen  der  Erde,  als  Kugel  vom  Radius  1  betrachtet, 

und  g  die  Beschleunigung  der  Schwere  ist,  dann  J  =  R^giGV. 

Cly.  (Lp.) 

T.  Mellard  Reade.     Ad  outline  of  Mr.  Mellard  Reade's 
theory  of  the  origin  of  mountain-ranges  by  sedimen- 
tary  loading  and  cumulative  recurrent  expanMon:  in 
answer  to  recent  criticisms.    Phil  Mag.  (5)  xxxi.  485-496. 
Eine  Hervorhebung  der  wesentlichen  Punkte  aus  der  vom 
Verf.  aufgestellten  Theorie  des  Ursprungs  der  Gebirge,  als  Ant- 
wort auf  verschiedene  gegen  dieselbe  erhobenen  Einwände.    Die 
Theorie  wird  hier  benannt  als  „The  origin  of  mountain-ranges 
by  sedimentary  loading  and  cumulative  recurrent  expansion". 

Gbs.  (Lp.) 
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C.  Chrbe.      Some  applications   of  pbysics    and   mathe- 

matics   to  geology.    Phll.  Mag.  (5)  XXXII.  233.252,  342-353. 

Eine  etwas  schneidige  Kritik  Aber  yersehiedene  mathemati- 
sche Theorien.  Die  Aufmerksamkeit  wird  vornehmlich  auf  die 
ungenügende  Sprache  mancher  Schrift  Aber  geologische  Dinge  ge- 
lenkt, herrührend  von  der  unbestimmten  und  gedankenlosen 
Benutzung  solcher  Ausdrücke,  welche  in  der  mathematischen 
Physik  eine  bestimmte  Bedeutung  haben.  6bs.  (Lp.) 


6.  H.  Darwin.      On    tidal    prediction.     Lond.  PMi.  Trans. 

CLXXXII(A).  159-229. 

Die  Abhandlung  bezweckt  zu  zeigen,  wie  eine  allgemeine 
Gezeiten -Tabelle,  die  für  alle  Zeit  anwendbar  ist,  in  einer  der- 
artigen  Gestalt  gegeben  werden  kann,  dass  jedermann  mit  einer 
elementaren  Kenntnis  des  Nautical  Almanach  in  einigen  Minuten 
zwei  oder  drei  Gezeiten  für  die  Tage  berechnen  kann,  an  denen 
sie  verlangt  werden.  Die  Tabellen  sind  ausserdem  auch  so  be- 
schaffen, dass  eine  besondere  Gezeiten -Tafel  für  ein  beliebiges 
Jahr  mit  verhältnismässig  geringer  Mühe  berechnet  werden  kann. 
Voraussetzung  ist,  dass  die  Constanten  für  den  besonderen  Hafen 
in  dem  harmonischen  System  gegeben  und  aus  der  Reduction 
der  Gezeiten -Beobachtungen  abgeleitet  sind.  Cly.  (Lp.) 


R.  S.  Woodward.     On  the  Variation  of  terrestrial  den- 
sity, gravity,  and  pressure,  according  to  the  Laplacian 

law.     Washington  Ball.  XI.  ö80. 

Th.  Sludsky.     Bau  der  Erdrinde  nach  Pendelbeobach- 

tangen.    Mosk.  Math.  Samml.  XVI.  228-234. 

Th.  Sludsky.     Bestimmung  der  Erddimension  aus  Grad- 
messungen  nach  einer  neuen  Methode.  Mosk.  Math.  Samml. 

XVI.  295-317. 


E.  D.  Preston.     The  study   of  the  Earth's    figure    by 
means  of  the  pendulum.  SiiUman  J.  (3)  XLI.  445-460. 
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E.  Schenk.    Orologio  solare  universale.     Con  prefazione 
di  6.  V.  Schiaparelli  e  5  tavole.    Müano. 


W.  Fbrrel.     On  certain  measures  of  the  intensity  of 

solar  radiation.    Siüiman  Joam.  (3)  XLI.  378-396. 


Third  report  of  the  Committee  . . .  appointed  to  investi- 
gate  the  action  of  waves  and  currents  od  the  beds 
and    foreshores    of   estuaries    by    means    of  working 

modeis.     Brit  Ass.  Rep.  1891.  386-404. 


K.  Braemeb.     Bemerkungen  eines  Statistikers  Ober  me- 
teorologische Mittelzahlen.     Met.  Zeitochr.  VIII.  171-179. 

Betont  die  Notwendigkeit,  lückenhafte  Beobachtungen  durch 
Interpolation  zu  ergänzen,  und  erläutert  das  Verfahren  durch 
Berechnung  einiger  Mittelwerte,  wodurch  scheinbare  Anomalien 
in  den  ohne  Beachtung  dieses  Umstandes  berechneten  Zahlen 
verschwinden.  Lp. 

P.  Schreiber.    Ein  graphisches  Verfahren  zur  Herleitnng 
der  Coefficienten  der  Bessel'schen  Reihe.     Met  Zeitocfar. 

VIII.  237. 

Auszug  aus  einer  grösseren  Arbeit  des  Verf.  in  der  Leop. 
Akad.  zur  graphischen  Bestimmung  der  Coefficienten  ftlr  die 
Entwickelung  einer  gegebenen  Function  in  eine  Fourier'sche 
Reihe  als  Ersatz  für  die  zu  berechnenden  bestimmten  Integrale. 

Lp. 


P.  Schreiber.     Untersuchung  über  die  Periodicität  des 
Niederschlages  im  Königreiche  Sachsen.     Met  Zeitschr. 

VIII.  441-450.  i 
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Za  BemerkuDgen  giebt  nur  der  Schlass  der  Arbeit  Veran- 
lassuDg,  wo  zwei  Verfahrongsarten  zur  Bildung  von  Mittelwerten 
verglichen  werden.  Die  erste  ist  die  Simpson'sche  Regel,  die 
zweite  das  arithmetische  Mittel  (bei  äquidistanten  Beobachtungen). 
Wenn  die  Frage  nach  der  „Richtigkeit"  mathematisch  beantwortet 
werden  soll,  so  ist  auf  die  Theorie  der  mechanischen  Quadratur 
zu  verweisen,  im  vorliegenden  Falle  also  auf  die  Cotesischen 
Formeln.  Lp. 


H.  Mohn.     Mitteilungen  aus  dem  Norwegischen  Meteo- 
rologischen  Institute.     Met.  Zeitschr.  YIIL  247-260. 

Aenderungen  in  der  Methode,  nach  welcher  gewisse  meteoro- 
logische Elemente  reducirt  und  die  Monatsmittel  berechnet  werden. 

Lp. 

N.  Ekholm.     Anwendung  des  Carnot'schen  Satzes   auf 
die  Kreisläufe   in  der  Atmosphäre.     Met.  ZeitBchr.   YllL 

366-372. 

Der  Zweck  der  nur  in  ihrer  Einleitung  mitgeteilten  Arbeit 
ist,  die  bei  einem  gegebenen  Kreislauf  aus  Wärme  erzeugte  Ar- 
beit oder  umgekehrt  mit  Zugrundelegung  der  durch  Beobachtung 
gegebenen  Druck-,  Temperatur-  und  Feuchtigkeitsverhältnisse 
des  Kreislaufes  annähernd  zu  berechnen.  Lp. 


KoRSELT.     üeber  die  Ursachen  der  täglichen  Oscillation 

des  Barometers.    Pr.  (No.  544)  Realgymn.  Annaberg.  24  S.  4^. 

Die  Haupterscheinungen  im  täglichen  Gange  des  Barometers 
werden  lediglich  durch  Wärmeein-  und  Ausstrahlung  zu  erklären 
versucht.  Diese  Theorie  führt  auf  die  bei  der  „harmonischen 
Analyse"  übliche  Darstellungsweise  der  täglichen  Schwankung 
des  Barometers.  Bö. 
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W.  V.  SiBMBNs.     Ueber  das  allgemeine  Windsystem  der 

£rde.      Wiedemann  Add.   ZLII.  257  -  268.    (Abdnick  ans  Beri.  Ber. 
1890;  8.  aneh  Met  Zeitacfar.  1890.  321-328.) 

Der  Aufsatz  enthält  zunächst  eine  Erwiderung  auf  die  ver- 
gleichende Kritik,  die  Hr.  Sprung  in  der  i, Meteorologischen  Zeit- 
schrift" (F.  d.  M.  XXII.  1890.  1241)  an  den  Theorien  FerreFs  und 
des  Verfassers  geQbt  hat.  Im  Anschluss  daran  hebt  der  Verf.  die 
principiellen  Verschiedenheiten  hervor,  die  zwischen  seiner  Auf- 
fassung und  derjenigen  FerreFs  bestehen.  Er  bestreitet,  dass 
der  Flächensatz  in  der  Form  der  Erhaltung  des  Rotationsmomen- 
tes bei  der  Verschiebung  der  mit  der  Erdoberfläche  rotirenden 
Luft  im  meridionalen  Sinne  zur  Geltung  käme;  es  wäre  nämlich 
nicht  einzusehen,  welche  Kräfte  die  zur  Erhaltung  des  fiotations- 
momentes  notwendige  Vergrösserung  der  lebendigen  Kraft  der 
rotirenden  Luftmassen  bewirken  sollten.  Auch  die  Richtigkeit 
einer  anderen  Annahme  Ferrers,  dass  nämlich  auf  geneigten 
Flächen  gleichen  Luftdruckes  die  überlagernden  Luftschichten 
herabgleiten  mDssten,  bestreitet  der  Verf.;  auf  solchen  Flächen 
ftlnde  ebenso  wenig  wie  auf  Niveauflächen  ein  Antrieb  zu  tan- 
gentialer Verschiebung  statt. 

Der  Verf.  entwickelt  dann  noch  einmal  die  Grundgedanken 
seiner  Theorie  und  fasst  dieselbe  schliesslich  in  neun  Sätzen 
zusammen,  von  denen  hier  nur  der  erste  und  letzte  angefahrt 
sein  mögen:  „  Alle  Luftbewegungen  beruhen  auf  Störungen  des 
indifi'erenten  Gleichgewichtszustandes  der  Atmosphäre  und  er- 
füllen den  Zweck  der  Wiederherstellung  desselben."  —  „Minima 
und  Maxima  des  Luftdrucks  sind  Folgen  der  Temperatur  und 
Geschwindigkeit  der  Luftströmungen  in  den  höheren  Schichten 
der  Atmosphäre.*'  —  Als  wesentlichste  Aufgabe  der  Meteorologie 
erscheint  ihm  demnach  die  Erforschung  der  Ursachen  und  Folgen 
der  Störungen  des  indifi'erenten  Gleichgewichtes  der  Atmosphäre; 
als  wichtigste  Aufgabe  der  Wetterprognose  aber  die  Erforschung 
der  geographischen  Herkunft  der  Luftströme,  die  auf  ihren  Wegen 
nach  den  Polen  hin  über  uns  fortziehen.  Sbt. 
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W,  V.  Siemens.     Zur  Frage  der  Ursachen  der  atmosphä- 
rischen Ströme.     Met.  Zeitachr.  VIII.  336-337. 

Erwiderung  auf  den  Artikel  des  Hrn.  Möller,  über  welchen 
F.  d.  M.  XXII.  1890.  1242  berichtet  ist.  Lp. 


E.  Oekinghaus.  Das  Gesetz  der  Ablenkung  der  Wind- 
bahnen in  Cyklonen.  WocheoBohr.  f.  Astr.  (2)  xxxiy.  81-87, 
u.  8.  w.  (im  ganzen  24  Fortsetzangen). 

de 
Der  Verf.  findet  f&r  die  Ablenkung  -j-  eines  auf  einem  ro- 

tirenden  Sphäroid  bewegten  Körpers  die  Gleichung: 

de  „     .  f?  ^  -yr; ¥-:— 9—  w'   sin  o)  cos  0) sin  £ 

,-  =  —  2a>8iny tgqp.C0S6.yi— f'sin'qp— a t n  — -. 

ät  a  V      yi  — c'sin'qp 

Pn.cos«— P/.sin« 

T 

V 

a  ist  der  Aequatorialhalbmesser,  r  der  Radius  des  Parallelkreises 
unter  der  Breite  q>,  w  die  constante  Winkelgeschwindigkeit  der 
Rotation;  mit  i  bezeichnet  der  Verf.  einmal  die  Excentricität  des 
elliptischen  Meridianschnittes,  dann  aber  auch  den  Winkel,  den 
die  Richtung  der  Bewegung  mit  derjenigen  des  Parallelkreises 
bildet;  ü  ist  die  Geschwindigkeit,  Pn  und  PI  die  nördliche  und 
östliche  Gomponente  der  das  betreffende  Massenteilchen  angrei- 
fenden Kraft.  Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  wurde 
zuerst  von  französischen  Akademikern  bestimmt,  das  zweite  1877 
von  Finger  hinzugefügt,  das  dritte,  das  nach  Ansicht  des  Verf. 
die  Berechnung  der  Ablenkung  erst  zu  einer  vollständigen  macht, 
ist  neu  hinzugekommen. 

Die  vorstehende  Gleichung  bildet  die  Grundlage  für  die  in 
zahlreichen  (bis  zum  Ende  des  Jahrganges  laufenden)  Fortsetzun- 
gen ausgeführten  Entwicklungen.  Sbt. 


E.  Reimann.      Weitere    Beiträge   zur   Bestimmung    der 
Gestalt    des    scheinbaren   Himmelsgewölbes.    Pr.  Gymn. 

Hirschberg  i.  Schi.  16  S.  4^. 

Portaobr.  d.  Math.  XXIU.   8.  79 
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Fortsetzung  der  Arbeit,  aber  welche  in  F.  d.  M.  XXIL  1890. 
1230  berichtet  ist.  Als  Ergebnis  ist  zu  nennen,  daas  die  schein- 
bare Gestalt  des  Himmels  am  Tage  eine  Eugelkalotte  ist,  bei 
welcher  die  Mitte  des  vertikalen  Bogens  zwischen  Zenit  and 
Horizont  eine  durchschnittliche  Höhe  von  21*,  22  besitzt  Im 
Frühjahr  und  Winter,  ebenso  bei  Bewölkung  ist  der  Himmel 
flacher,  als  im  Sommer  und  Herbst  und  bei  heiterem  Wetter. 

Dz. 

F.  H.  BiGELOW.      A    Solution    of  the   aurora   problem. 

Silliman  Joora.  (3)  XLI.  83-89. 


Anhang. 


M.  d'Ocagne.  Nomographie.  Les  caiculs  usuels  effec- 
tn^s  au  moyen  des  abaques.  Essai  d'une  th^orie 
g^D^raie.     R&gles  pratiques.     Exemples  d'application. 

Paris.  Ganthier  VillarB  et  File.  VIH-96S.  gr.  8o. 

Die  BezeicbnaDg  „Nomographie^  erläutert  der  Verf.  in  der 
Vorrede  mit  folgenden  Worten:  Da  es  sich  um  die  graphische 
Darstellung  des  Gesetzes  handelt,  welches  mehrere  gleichzeitig 
veränderliche  Grössen  yerkntlpft,  ein  Gesetz,  von  dem  die  so- 
genannte Gleichung  nur  der  analytische  Ausdruck  ist,  so  haben 
wir  die  Benennung  „Nomographie^  (.^ofiog,  Gesetz)  dieser  Studie 
vorgesetzt.  Die  darstellende  Geometrie  verpflanzt  die  Thatsachen 
des  Raumes  in  die  Ebene,  die  Nomographie  die  der  Zahl.  — 
Der  Verf.  hat  in  seinem  Werke  eine  Uebersicht  der  graphischen 
Methoden  gegeben,  die  zu  diesem  Zwecke  ersonnen  sind.  Die 
Hauptaufgabe,  um  welche  es  sich  zunächst  handelt,  ist  die  gra- 
phische Darstellung  der  Abhängigkeit  dreier  durch  eine  Gleichung 
verbundenen  unabhängigen  Variabein.  Dies  wird  (Gap.  I)  an 
den  von  Hrn.  Vogler  eingeführten  „Isoplethen"  erläutert  Sind 
nämlich  F,(x,y,a)  =  0,  F,(x,  y,  ß)  ^  0,  F,(a?,y,y)  =  0  die 
Gleichungen  dreier  Curvenscharen,  so  hat  auf  einer  Einzelcurve  der 
ersten  Schar  der  Parameter  a  einen  und  denselben  Wert,  weshalb 
diese  Curve  Isoplethe  benannt  ist.  Zeichnet  man  die  drei  Scharen 
in  derselben  Zeichenebene  fQr  eine  Reihe  äquidistanter  Werte 
(z.  B.  1,  2,  3,  . . .)  jedes  der  Parameter,  so  giebt  ein  Punkt,  durch 
welchen  je  eine  Curve  der  drei  Scharen  hindurchgeht,  ein  Werte- 

79* 
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System  (a,  ß^  y),  welches  der  EliminatioDSgleichung  F(ai  ß^f)  =  0 
aus  F,  =0,  f ,  =  0,  F,  =  0  genügt    Dieses  Prineip  wird  nun 
(Gap.  II)  an  einer  grösseren  Zahl   von  Methoden   durchgefQhrt, 
welche  für  die  Praxis  in  Vorschlag  gebracht  sind  und  sich  bei 
der  Lösung   besonderer  Aufgaben   als   bequem  erwiesen  haben, 
z.  B.  den  Aufgang  und  Untergang  der  Sonne  aus  der  Declination 
und  geographischen  Breite  zu  finden,  die  trinomische  Gleichung 
dritten   Grades    aufzulösen,    u.  dergl.  m.     Die   Ausfüllung  der 
Zeichenebene   durch   drei  Gurvenscharen  wird  dem  Auge  leicht 
unangenehm;   daher  ist  von  Hrn.  Lallemand  ein  Verfahren  an- 
gegeben, das  von  diesem  Mangel  befreit  ist  und  auf  sechseckigen 
abaques  (Rechenbrettern)  beruht.    Die  Darstellung  dieser  Methode 
nimmt  das  ganze  dritte  Gapitel  in  Anspruch.    Indem  dann  der 
Verf.  die  Gartesischen  Goordinaten  mit  den  „Parallel-Coordinaten*' 
vertauscht  (die  von  Herrn  Schwering  nicht,  wie  die  Anmerkung 
auf  S.  53  besagt,  gleichzeitig  mit  Hrn.  d'Ocagne  erst  1885  beban- 
delt sind,  sondern  bereits  1876  in  Sohlömilch  Z.  XXI.  278-28G, 
vorher  sogar  schon  1871  durch  Unverzagt  erörtert  wurden),  setzt 
er  in  diesem  reciproken  System  des  Gartesischen  isoplethe  Punkte 
an  die  Stelle  der  isoplethen  Gurven  und  lehrt  den  Gebrauch  Ae$ 
von  ihm  bearbeiteten  Begriffes.     Das  fünfte  Gapitel  zeigt,  dureb 
welche  Kunstgriffe  man  dazu  gelangen  kann,    Gleichungen  mit 
mehr  als  drei  Variabein  vermittelst  der  binären  Elemente  Lalle- 
mand's  graphisch  darzustellen,  und  das  sechste  führt  zu  diesem 
Zwecke  die  ,,doppelt  isoplethen^  Punkte  ein,  mit  deren  Hülfe  dann 
die  Gleichungen  vierten  und  fünften  Grades  geläst  werden,  der 
sphärische  Abstand  zweier  durch  die  Breiten  und  die  Differenz 
der  Längen  gegebenen  Punkte  bestimmt,   für   die  Linsenformel 
der  Optik  eine  graphische  Darstellung  ermöglicht  wird.     Kurze 
Bemerkungen  über  Gleichungen  mit   fünf  und   sechs  Variabein 
sowie  über  tangentiale  Isoplethen  machen  den  Beschluss.    Eine 
Zusatznote  endlich  zeigt  den  Nutzen  transparenter  Tafeln.    Ausser 
den  zahlreichen  Figuren  im  Texte  sind  acht  sorgfältig  ausgeführte 
lithographirte  Tafeln  dem  Werke  beigegeben,  dessen  Nutzen  der 
Verfasser  besonders  für  die  Techniker  hervorhebt.  Lp. 
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ÄRNOUx.      Essais    de    psychologie    et    de   mätapbysique 
positives.     La  m^thode  graphique  eo  mathämatiques. 

Abboc.  Fraof.  Marseille  XX.  241-259. 

Nach  den  einleitenden  philosophischen  Betrachtungen  enthält 
der  Aufsatz  eine  Darstellung  der  „graphischen  Algebra^,  die  im 
Anfange  mit  der  Theorie  der  Strecken  fibereinstimmt,  ohne  dass 
dieses  erwähnt  wird.  Der  Verf.  bezieht  sich  wegen  weiterer  Er- 
läuterungen auf  eine  ausführlichere  Schrift,  welche  er  1889  im 
Bulletin  de  la  Soci^tä  scientifique  des  Basses-Alpes  hat  erscheinen 
lassen,  die  dem  Referenten  aber  nicht  zugänglich  gewesen  ist. 
Die  zuerst  dargelegten  Principien  werden  zur  graphischen  Auf- 
lösung der  Gleichung  fünften  Grades  angewandt,  wobei  eine  Art 
wiederholter  Spiegelung  an  den  Seiten  eines  offenen  Ffinfseits 
mit  lauter  rechten  Winkeln  benutzt  wird.  Die  in  dem  Schluss- 
abschnitte auseinandergesetzte  symbolische  Methode  zur  Berech- 
nung des  Cosinus  oder  Sinus  von  a^+a^  +  '^+an  ist  in  nichts 
einfacher  als  die  Entwickelung  des  Productes  n(^cosak'\-iBmak) 
nach  Potenzen  von  t.  Lp. 

J.  Mandl.       Graphische    Auflösung    von    Gleichungen 
zweiten,  dritten  und  vierten  Grades.    Mitt.  üb.  Art.  u.  Genie. 

XXII.  133-141. 

Mit  Hülfe  der  Schnittpunkte  von  Kegelschnitten,  erläutert 
durch  Zahlenbeispiele.  Lp. 

G.  D£  LoNGCHAMPS.     Exposition  de  la  th^orie  des  intä- 

grateurs.     Progreso  mat.  I.  73-75,  97-101. 

Allgemeine  Idee  der  Integratoren  und  die  Theorie  des 
Amsler'schen  Planimeters.  Tx.  (Lp.) 


Th.  Alexander  and  A,  W.  Thomson.  On  elliptographs, 
and  on  a  mechanical  rocker  for  detecting  oscillations, 
to  which  is  added  a  mathematical  investigation  of 
the  free  period  of  the  rocker.    DabUn  Trans,  xxix.  673-713. 
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Verschiedene  Verbesserungen  der  älteren  Gestalten  Ton 
Eilipsographen  werden  beschrieben  und  im  einzelnen  erläutert. 

Gbs.  (Lp.) 

K.  VON  Ott.     Der  logarithmische  Rechenschieber.    Theo- 
rie und  Gebrauch  desselben.    Prag.  J.  G.  Caive. 

Das  Instrument  ersetzt  das  Aufsuchen  der  Logarithmen  durch 
zwei  aneinander  liegende  Lineale,  deren  eins  durch  Teilstriche 
die  Zahlen  1  bis  1000,  das  andere  deren  Logarithmen  angiebt 
und  darum  verschiebbar  ist.  Es  werden  die  verschiedenen,  den 
Gebrauch  erleichternden  Einrichtungen  beschrieben  und  die  Aus- 
führung der  Multiplication,  Division,  Potenzirung  und  Radicirung 
nebst  Anwendungen  erläutert.  Die  Erläuterung  würde  sich  sehr 
vereinfacht  haben,  wenn  die  Unabhängigkeit  der  Rechnung  mit 
Mantissen  und  Eernziflfern  in  der  Theorie,  nicht  erst  beim  Ge- 
brauch gezeigt  worden  wäre.  H. 


E.  Müller.     Einrichtung  und  Gebrauch  der  logarithmi- 
schen Rechenschieber,  z.  dtsch.  log.  xxxv.  975. 

An  einigen  Beispielen  wird  der  Gebrauch  des  Apparates 
gezeigt.  F.  K. 

Bazeries.     Oryptographe   ä   20  rondelles-alphabets  (25 

lettres   par   aiphabet).     Asboc.  FraD9.  Marseille  XX.  160-165. 

Beschreibung  eines  Apparates  zum  Gebrauche  beim  Ghiffriren 
von  Depeschen,  der  auf  der  gleichzeitigen  Anwendung  mehrerer 
verschiedenen  Alphabete  beruht,  und  zu  dem  der  Schlflssel  mathe- 
matisch nicht  gefunden  werden  kann.  Lp. 


J.  DE  Mendizabal  Tamborrel.     Tables  des  logarithmes 
h  huit  d^cimales  des  nombres  de  1  k  125000,  et  des 

fonctions   goniom^triques,  etc.      Paris.    Hermann.    320  S.  fol. 
[New  York  M.  S.  Bull.  IL  33.34.] 

Die  Tabellensammlung,  welche  Hr.  Tamborrel,  ein  mexikani- 
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scher  Ingenieur  and  Geograph,  veröffentlicht  hat,  enthält  die 
Logarithmen  der  Zahlen  Ton  1  bis  125000  auf  acht  Decimalen, 
ebenso  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen  sinus, 
Cosinus,  tangens,  cotangens.  In  den  Tafeln  der  trigonometrischen 
Functionen  nimmt  der  Verf.  gemäss  einem  von  Villarceau  aus- 
gesprochenen Wunsche  als  Einheit  bei  der  Ausmessung  der 
Winkel  denjenigen  Winkel,  der  einem  ganzen  Umlauf  entspricht; 
er  giebt  ihm  den  Namen  „Gon^  (gone),  und  da  er  die  Zehn- 
teilung annimmt,  so  bezeichnet  er  die  sich  folgenden  Unterteile 
des  Gons  als  „Decigon",  „Centigon"  u.  s.  w. 

Die  Logarithmen  der  Zahlen  von  1  bis  108000  wurden  den 
Tafeln  von  Galtet  und  Schrön  entnommen;  die  Logarithmen  der 
Zahlen  von  108000  bis  125000  wurden  vom  Verfasser  berechnet, 
ebenso  die  Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen.  Die 
letzteren  Logarithmen  werden,  von  Gentimilligon  zu  Centimilligon 
fortschreitend,  von  Mikrogon  zu  Mikrogon  für  die  ersten 
25000  Mikrogone,  auf  acht  Decimalen,  für  die  folgenden  auf 
sieben  gegeben. 

Indem  der  Verf.  seine  Tafeln  mit  denen  von  Prony  und  mit 
denen  des  Service  gäographique  verglichen  hat,  ist  er  auf  einige 
Fehler  dieser  letzteren  gestossen.  Die  Herausgabe  der  Tafeln  ist 
in  Frankreich  erfolgt;  der  Druck  ist  correct  und  klar.  Man  kann 
sie  den  Astronomen  und  Feldmessern  empfehlen. 

Tx.  (Lp.) 

Tables  des  logaritbmes  k  8  d^cimales  des  nombres  en- 
tiers  de  1  ä  120000  et  des  siuus  et  des  tangentes  de 
10  secondes  en  10  secondes  d'arc,  dans  le  syst^oie 
de  la  division  cent^simale  du  quadrant,  publikes  par 

ordre   du   ministre   de   la  guerre.     Paris.  Imprimerie  nationale. 
636  S.  gr.  40.    [New  York  M.  S.  Bnll.  T.  139-140.] 


S.  GüNDELFiNGER  UTid  A.  Nell.  Tafeln  zur  Berechnung 
neunstelliger  Logarithmen  mittels  einer  neuen  Inter- 
polationsmethode. Mit  erläuterndem  Nachwort.  Darm- 
stadt.   A.  BergsträBBer.    I V  +  60  S.  gr.  Lex.  8^ 
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Die  Tafel  besteht  aas  zwei  Teilen.  Tafel  I  (S.  2*37)  enthält 
die  neunstelligen  Logarithmen  aller  vierstelligen  Zahlen.  Tafel  II 
giebt  zu  den  Argumenten  A  gewisse  Functionswerte  B  auf  neun 
Deeimalen,  wo  nftmlich  10^  =  14-1(H;  also  wenn  Ä  gleich  logz 
gesetzt  wird,  ist  B  =  log{x+l).  Soll  zu  einer  gegebenen  Zahl 
N  der  neunstellige  Logarithmus  gesucht  werden,  so  bilde  man 
eine  vierstellige  Zahl  n  aus  den  vier  ersten  Ziffern  von  JV  linker 
Hand  und  setze  p  =  N^n^  suche  A  =  log  p— log«  auf  sechs 
Decimalen,  bestimme  B  aus  Tafel  II;  dann  ist  endlich 
logiV  =  0-flogn.  Die  genaueren  Vorschriften  sind  in  dem  er- 
Iftuternden  Nachwort  gegeben.  Es  ist  somit  den  Verfassern  ge- 
lungen, durch  diese  Einrichtung  der  Tafeln  die  Berechnung 
neunstelliger  Logarithmen  auf  geringem  Räume  bequem  zu  er- 
möglichen. Lp. 

M.  Rohlmann  und  M.  R.  RChlmann.  Logarithmiscb- 
trigonometrische  und  andere  für  Rechner  nützliche 
Tafeln.  Zunächst  für  Techniker,  sowie  für  den  Schul- 
gebrauch und  für  praktische  Rechner  überhaupt.    Elfte 

Aufl.       Leipzig.  Jalias  Kliokhardt.  XXXVIII -h 322 S.  12«o. 

Diese  sechsstellige  Tafel  zeichnet  sich  vor  anderen  ähnlichen 
Tafeln  durch  ihr  bequemes,  kleines  Format  aus  sowie  durch  ihre 
Reichhaltigkeit  in  den  beigegebenen  physikalischen,  chemischen 
und  technischen  Tabellen.  Ausser  den  Logarithmen  der  Zahlen 
und  der  goniometrischen  Functionen  enthält  das  Buch  nämlich 
die  natflrlichen  goniometrischen  Functionen  von  Minute  zu  Minute, 
die  Längen  der  Kreisbogen  für  den  Radius  1,  die  Verwandlung 
der  Minuten  und  Secunden  in  DecimalbrQche  des  Grades  und  die 
natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen  1,00  bis  100.  Es  folgen 
dann  Tafeln  der  Ereisumfänge,  Kreisinhalte,  Quadrate,  Kuben, 
Quadratwurzeln,  Kubikwurzeln  von  1,0  bis  1000;  Tafeln  (Ür 
barometrische  Höhenmessungen,  Mass-  und  Gewichtsvergleichs- 
tabellen, Tabellen  aus  der  Zinseszins-  und  Rentenrechnung,  eine 
Mortalitätstafel,  endlich  astronomische,  physikalische  und  che- 
mische Constanten.     Die  vorliegende  neue  Auflage,   welche  auf 
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dem  Titelblatte  als  elfte,  in  der  Vorrede  als  zwölfte  bezeichnet 
ist,  hat  einige  Druckfehler  entfernt  und  diejenigen  Aenderungen 
physikalischer  und  chemischer  Gonstanten  berttcksichtigt,  welche 
durch  neuere  Bestimmungen  nötig  geworden  waren.  Vollständig 
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Seite  lOö  Zeile  10  von  unten  lies  Acta  Math.  XIV  statt  XXL 
«  244  s  7  a.  8  von  oben  lies:  entweder  am  Anfange  der  Beob- 
achtungsseit  der  Öesellschaft  angehörten  nnd  jünger  als  x  Jahre 
waren,  oder  während  der  Beobachtnngszelt «in  die  Geselischaft 
eingetreten  sind,  ohne  das  Alter  x  damals  noch  erfüllt  sa  haben, 
statt:  in  die  Gesellschaft  eingetreten  sind,  ohne  das  Alter  x  noch 
erfüllt  zvL  haben. 
439  Zeile    7  von  anten  lies  and  statt  und. 

445  •       7    ,        .        „    J.  L.  W.  V.  Jensen   statt  J.  B.  W.  Y. 

Jensen. 
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